
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 
47, 119 - 137 (1979) 

Zeitschrift ffir 

Wahrscheinlichkeit  s theor ie  
und verwandte Gebiete 

�9 by Springer-Verlag 1979 

Estimation des densit s: risque minimax 

J. Bretagnolle et C. Huber 

Universit6 Paris-Nord, C.S.P. D6partement de Math6matiques, 
Av. Jean Baptiste C16ment, F-93430 Villetaneuse 

1. Introduction 

La plupart des travaux sur l'estimation des densit6s 6tablissent les propridt6s 
asymptotiques de certaines classes d'estimateurs, qu'il s'agisse de l'6tude des 
vitesses de convergence comme dans [1, 4, 8, 10, 14, 15] ou d'6tudes de 
convergence en loi, comme dans [2, 3, 9, 11]. Ces propri6t6s sont en g6n6ral 
uniformes sur certaines classes de densit6s. Ces travaux concernent soit 
l'estimation d'une densit6 en un point (estimation ponctuelle), soit l'estimation 
de la densit6 toute enti6re (estimation globale). 

En ce qui concerne l'estimation ponctuelle, le premier qui ait abord6 le 
probl6me inverse, c'est-fi-dire celui de la minoration du risque, est Farrell: ayant 
remarqu6 que les estimateurs optimaux dans chaque classe, qu'il s'agisse des 
estimateurs /t noyau de Parzen [9], de ceux du maximum de vraisemblance 
[17], ou de ceux construits/t  partir de s~ries orthogonales [12, 16], atteignaient 
tous le  marne ordre en n, taille de l'6chantillon, il a d6montr6 dans [5] qu'il 6tait 
impossible de faire mieux sur certaines classes de densit6s proches d'un poly- 
n6me, 6tablissant ainsi une borne de Cramer-Rao en dimension infinie. Sa 
mdthode consiste/t employer un couple de densit6s de l'ensemble choisi, globale- 
ment voisines mais perturb6es au voisinage du point o/1 se fait l'estimation. Le 
couple est adapt6 ~t n. 

Wahba dans [14] a 6tendu ce r6sultat ponctuel ~t des espaces de Sobolev de 
densit6s, en calculant par ailleurs la vitesse effectivement atteinte sur ces mames 
espaces pour quatre classes distinctes d'estimateurs. 

C'est ce travail qui nous a sugg6r6 de faire l'6tude analogue pour l'estimation 
globale. La mdthode est similaire, f cela pr6s que la perturbation n'est 6videm- 
merit plus locale, et qu'au lieu de prendre un couple de densit6s dans l'ensemble 
consid6r6, on en prend un nombre croissant avec n. La minoration repose sur la 
Proposition 2.1, utilisant l 'information de Kullback, et inspir6e des id6es de Le 
Cam. Dans le w on obtient un r6sultat analogue ~t celui de Wahba pour le 
risque correspondant ~t la p-norme. La jauge introduite est la jauge naturelle du 
probl6me, comme on le voit dans le w od on d6montre que la vitesse maximale 
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est effectivement atteinte par des estimateurs de Parzen bien choisis. A notre 
connaissance, Abou-Jaoud6 [1] est le premier ayant introduit de telles jauges, 
dans le cas p=  1. Le w se termine par une estimation adaptative du param6tre 
d'6chelle du probl6me, en suivant les id6es de Nadaraya [8] qui a trait6 le cas p 
=2  pour les densit6s ayant une d6riv6e de carr6 int6grable. Le w traite 
rapidement de la distance de Hellinger. R6cemment, Meyer [7] a obtenu des 
minorants du risque minimax, dans le cas ponctuel et dans le cas global, pour 
certaines classes de densit6s, fond6s sur le comportement ~t l'infini de la fonction 
caract6ristique; sa construction semble plus adapt6e au problbme ponctuel qu'au 
probl6me global. 

On notera que les r6sultats obtenus sont en fait non asymptotiques, bien que, 
pour la commodit6, ils soient donn6s pour n infiniment grand. 

Dans la suite, (X1 ,X2 ,  . . . ,X , )  est un n-6chantillon d'une variable al6atoire 
(v.a.) ~t valeurs dans l'espace mesur6 (A, 9.1, p), de loi f./~, # positive et o--finie, f ,  
=f,(x ,  X 1 , X 2 , . . . , X , ) ,  application mesurable de (A , 9.1) x (A ", 9~ | dans IR ou 
IR +, estime f au point x. 

D &ant une application de s176 5r ~ dans IR +, (Sf ~ d6signant les fonctions 
mesurables), on lui associe son risque R par la formule R ( f , , f ) = E s D ( f , , f )  , E s 
signifiant ici Esp6rance pour la loi [ f .  #]| 

Le p-risque, not6 Rv, correspond au cas de la norme dans lff(A, ~1,/~), soit 
D(f, g)= LI f -  gl[ p. 

L'objet de l'6tude est le suivant: Sachant a priori que la densit6 f appartient 
~t un sous-ensemble F de ~o ,  d6terminer des constantes r6elles positives c, d, u 
ne d6pendant que de F telles que l'on ait simultan6ment 

infsup R( f~ , f )  > c. n -~ 
fn fEF 

et, pour un estimateur fn au moins 

sup R(J~,f) < d. n- u. 
f~F 

Au moment off nous achevons la correction de la version d6finitive de ce 
travail nous prenons connaissance de l'article de Boyd et Steele [19] qui 
proposent une minoration asymptotique de SupInf l imsupnR(f , , f ) ,  off le ris- 
que est le risque quadratique. / {/"} " 

2. In~galit~ fondamentale 

Les notations 6tant celles de l'introduction, d6finissons le risque d'un estimateur 
f ,  /t partir d'une fonctionnelle D qui satisfera darts la suite les propri6t6s 
r6sum6es dans la: 

Ddfinition 2.1. D est une application de s x s (ou de L x L, L partie de S ~ 
dans IR +, qui est 
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sym~trique: pour tout couple g, h, D(g, h) =D(h, g), 
sur-additive: pour toute partition Aj de A, tout couple g, h, 

D(g, h)> ~ D(g. 1A,, h. 1A, ) 
J 

4-distance: il existe une fonction de IR + dans IR +. croissante, de fonction 
r6ciproque not6e ~-1,  telle que pour tout triplet f, g, h, on ait la 4-in6galit6 
triangulaire: 

O(D( f h)) + 4(D(g, h)) >= 4(D( f g)). 

Exemples. D(g, h)= IIg-h [1~ = ~ Ig -  hi p d# est de ce type pour tout p > 0, en posant 
4(u)= u (1/p)A 1. Egalement, quand g e t  h sont positives, le cart6 de leur distance 
de Hellinger d2H(g,h)=�89 . . . . .  2 tg~-nD d# pour 4(u)= ~ u . Enfin, pour g et h s-fois 
d6rivables, I[gIS} _ h(S~l[ pp. 

Soient Q, Q' deux probabilit4s sur le meme espace. L'information de Kullback 
de Q' par rapport fi Q est not6e K(Q', Q), d6finie par 

[. dQ'~ 
(2.1) K ( Q ' , Q I = - E o ~ L o g ~ ]  

si Q' est absolument continue par rapport ~t Q, + oo sinon. La parent6 ~r(Q', Q) 
vaut 5dQ'A dQ. Elles sont reli6es par: 

exp ( - K(Q', O)) <= 2~z(O', Q) 

qu'on d6montre en appliquant l'in6galit4 de Jensen (pour la Q-Probabilith) fi la 

Log (\d~gd~Q~'t - L ~  ( d Q ' , -  A 1) + Log(  dQ' v 1), soit v.a. 
\dQ \dO 

(2.2) exp ( - K) < [5 dQ'/~ dQ]. [5 dQ' v dQ] = 7r. (2 - 7c) < 2n. 

Lemme 2.1. Soit 4 concave croissante de IR + dans IR +, de fonction rdciproque 
r D un rod positif. Soient U et U' deux v.a. positives dOfinies sur Ie rnYme 
espace, de lois respectives Q et Q', telles que: 

4(U) + 4(U') => 4(D). 

A lors: 

(2.3) Eo(U)+EQ,(U')>= 4 -  ~(�89 Q)). 

DOmonstration. Un minorant du premier membre est 5 (U+ U').(dQ A dQ'); un 
minorant de (U + U') est 2.4-1( �89 4(D)), en utilisant la concavit6. 

Rernarque. Ne gardant que 4 croissante, (2.3) reste vraie, fi condition de 
multiplier le membre de droite par �89 mais, dans les applications suivantes, 4 est 
concave. 
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Soit maintenant  P une Probabilit6, Z une v.a. telle que IZ]-< 1, Ev(Z ) =0.  Si 
dQ=(1 + Z ) . d P ,  d Q ' = ( 1 - Z ) . d P ,  Q et Q' sont deux Probabilit6s, et comme 

( l + z ) L o g ( ~ z Z ) - 2 z  < ( 1 - , z [ ) - 1 . 2 z  2, 

pour Iz[<1, on a dans ce cas: 

(2.4) K(Q', Q) < 2. (1 - I[Z II o~)- ~" Ep(Z2) �9 

Proposition 2.1.1 Soit, sur (A, 9.1, #), # positive a-finie, dP =go" d# une ProbabilitO. 
On se donne des Zj  de supports Aj disjoints, telles que ]Zjl < 1, EI,(Zj)=0, pour 
l <=j < J. Soit alors O = {glg = go . ( l + ~ ej . Z j) , off (ej) varie dans { - 1 ,  +l}J}.  
A lors 

(2.5) InfSup R( f , ,g )> �89 ~ qb- l(�89 ~P(Dj)). e x p ( - n .  I j), 
f n gaO 

off 

I j=2.(1-I[ZjIl~o) -1.gP(Z~),  D j = D ( g o . ( I + Z ) .  1A~, g0"(1--Zj) '  1Aj). 

Remarque. L~ encore, on suppose q5 concave, sinon multiplier le minorant  par �89 

DOmonstration. La sur-additivit6 du risque donne:  

R(f , ,  g) __> • Eg(D(J~ �9 lxj, go' (1 + ej Z j). 1A) ). 

Evaluons le risque Bay6sien du second membre, pour la mesure uniforme 2 - J  
sur { - 1 ,  + 1} J. Pour le j~me terme, on prend d 'abord l'esp6rance en ej: on 
applique (2.3), (avec un facteur �89 

d Q = { g o . ( l +  ~ ~k'Zk+Z3)'d#} | dQ' 
kej 

(la marne, en rempla~ant Zj  par - Z j ) ,  U=D( f , .  laj,  g0 . ( l+Z j ) . l a~ ) ,  U' la 
m~me en rempla~ant Z~ par - Z  j; on applique la q%in6galit6 triangulaire, enfin 
on remarque que K(R~ ,S |  et on applique (2.4). La  minorat ion 
obtenue ne d6pend plus des e k, pour k ~=j, ni de f~. Enfin, le risque Bay6sien 
minore le risque maximum. 

3. Risque minimax pour la p-norme sur IR 

D ans ce paragraphe, D ( f  g)= ]L f - g  I I 2, q~-X(x)= xV, 4)(x)= x l/p, et pes t  un r6el > 1. 
(A, ~1, #) est (IR, ~ ,  dx). Les densit6s f sont suppos6es avoir une d6riv6e d'ordre s 
(au sens de Lebesgue) dans IL p, s entier > 1. On les munit  de la jauge 

1 La d6monstration incorrecte de ce r6sultat, qui figurait dans la premi+re version de ce travail 
[Lecture Notes in Mathematics, Vol. 649, Springer Verlag] a 6t6 r6tablie sur les indications de P. 
Assouad et de l'un des rapporteurs 
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p sp 

(3.1) IIf('lr  �9 jrfH /  +1, 

et, si F est un ensemble de densit~s, sa jauge e s t  ps,p(F)=Sl.tpps.p(f). La h- 

1 . f  (x) /~F homoth6tique d'une densit6 f est d6finie par fh(X)=~ ~ , e'est une densit6 de 

Probabilit6, et Ps, p(fh)= hp- 2. Ps, p(f)" Cette jauge a done la m6me homog6n6it6 
en h que la (p-norme) p, ee qui nous permettra de limiter l'6tude aux densit6s de 
jauge fix6e, du moins pour p ~ 1. 

On pourrait faire le m6me type de ealcul pour route jauge ayant la 
m~me homog6n6it6 que D; eelle-d est choisie car elle apparait eomme la jauge 
naturelle du probl~me, eomme on le verra dans le chapitre suivant. 

Pour minorer le p-risque, on va appliquer P.2.1. /t une densit6 centrale go 
autour de laquelle on va adapter un ensemble O en fonction de la taille n de 
l'6ehantillon. 

Choix de go. On choisit une fonction v positive, d'int6grale 1, ~t support eontenu 
dans 1 1 (~(s--1) 1 1 [--~,~], de classe . I 6tant Fintervalle [ -~ ,~J ,  on pose: 

(3.2) g0= l i*v -  

go est alors de classe (g(~), positive et born6e par 1, nulle en dehors de [-~,xJ,a 3 
1 1 6gale /t 1 sur [ - ~ , x ] ,  et donc �89 puisque born6e par 1, 

I]go Hq < 1 (q > 1); enfin, pour s > 1, 

[]g(oS) l [ ~ = 2  " ][/)(s 1)Hqq (0=<q< ~). 

((x3) Choix de O. On pose Z,,h(X)=U. go ~ + ~  --go ~- -~  , cette fonction est de 

3 h 3 h disjointe de ses somme nulle, born~e par u, de support [ - 5  , +~ ], somme 
deux composantes. On a donc: 

(s) q .hi q h - s q + l  I[Zu,hHq=2 " �9 IIg~)[[q q (y compris pour s=O). 

On s'impose dans la suite: 

(3.3) 6 . ~ h j < l  et naturellement O__<uj<l. 

I1 existe alors des xj tels que les A~ = [x j - 3 .  hi, xj +3. ha ] soient disjoints et tous 
contenus dans {go = 1}, de sorte que les Zj(x)=Z~j,hj(X--Xi) forment avec go une 
famille 0 dont les param6tres sont: 

(3.4) r189162 h;. HgoHPp>_uY.hj 

Ij-< 2- (1-u i )  -1.  IlZjll 2 2 1 - 2 < 4 ' u j  . h j . ( 1 - u j ) -  

La proposition 2.1. nous donne comme minorant pour la p-norme, sous (3.3) 

(3.5) InfSup Rp(f~, g) > �89 ~ u p. hi. exp ( -  4n. u 2. hi. (1 - uj.)- ~). 
f~ geO 
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Jauge de O. Toutes  les g de O ont  m~me jauge, et si u = ~/u j, on a 

(1 1J) p/2 p/2 < 
- " Ilgollp/2 = [Igl[~l~ < ( 1  +u)pl2. Ilgollr/2,P/2 

et 

LIg(~)l[~=(1 + 2 . ~ u f .  hi'P+ ~) �9 I/g~)llg 
soit: 

sp 1 

(3.6) (1 - u) 2S+1. (1  + 2. ~ u p. h2 sp+l)2s+z < ps.p(O) 
-Ps,p(go) 

sp 1 

=<(1 +u) 2s+I. (1 +2.  ~ u  p. h~-sP+ l) 2~+' 

Calcul asymptotique. Si on prend tous l e s  hj 6gaux A h, en n o m b r e  J tendant  vers 
l'infini, v6rifiant (3.3), tous les uj 6gaux/~ u, li6 5. h par :  

(3.7) u p.h Sp=a>O 
l 

h tend vers 0 ainsi que u, et p(O) tend vers P(go)" 1 + 3  . C o m b i n a n t  (3.5) 

sp 
et (3.7), on est conduit  A choisir h 2s+ ~ 6quivalent A 2 ~ 1 " ( 4 "  n. a21p) - ~ (ce qui 

assure que h et u tendent  vers 0 quand  n tend vers l'infini) et qui, compte - t enu  de 
6. J .  h 6quivalent / t  1, donne c o m m e  minoran t :  

sp 

. . . .  a 2 s + l  

12 4 . n . e . ( 2 s + l )  

Proposit ion 3.1. Soit s >  1, p > 1, go une densit~ auxiliaire (d~finie en (3.2)). Soit: 

ro=Ps,p(go), et r > r  o. 

a lors: 

sp 

(3.8) l i m i n f n i s + * . I n f  Sup R p ( f , , f )  
n f n  p s , p ( f ) < r  

sp 1 

1 sp as+l _ _  (3 
D~monstration. On choisit  a de fa?on qu 'asympto t iquement ,  O soit dans 

F,={f lP~,o( f )<r} ,  

soit a = 3  ( ( r ]  2s+1 ) 
�9 - -  - 1  , c e q u i d o n n e b i e n u n a > 0 ,  s i r > r  o. 

\ \ r0 /  
Deux  cas se s6parent alors. Si p ~ 1, on a remarqu6  que par  homoth6t ie ,  on 

peut  t ransformer  F, en F~,, ce qui entraine la lin6arit6 du minoran t  en r, donc en 



Estimation des densit6s: risque minimax 125 

r 
- - .  La  meilleure constante  se calcule en multipliant le second membre  de (3.8) 
ro 

par  r~ et en faisant tendre r vers l'infini. 
r 

On ne peut le faire pour  p = 1, l 'homothdt ie  laissant F r invariant. La  jauge 
Ps, 1 a un inf imum strictement positif, mais la technique employde ne permet  
d 'obtenir  un minorant  que pour  r > r0 ,  jauge d 'une go auxiliaire. On minorera  
dans ce cas 

t l  \ 
r - 2 s + 1  ~1/(2s+ 1) r 

t ~7~0} - 1  ] p a r - - - 1 .  r0 

Pour  donner  une forme lisible au r6sultat, on remarque  que: 

sp  { }2 +1 
> e  -4, que -3 2s+l > 2  - 4  

- e . ( 2 s + l )  = -- ' 

et on a donc d6montr6 le: 

Th6or~me 3.1. Soit s > 1, p > 1 et F r l'ensemble des densitOs de Probabilit~ sur IR 
qui v~rifient : 

1 sp  

[] f,s)Ill s + 1  II f IIp2/~ +1 = ps, p ( f )  < r. 

Soit go une densit~ auxiliaire de type (3.2), de jauge ps, p(go)=ro. Alors: 

sp  

(3.9) l iminfn  zS+l . In fSupE/J[ f~- f [[Pp>(2 .e )  - 4 . ' - -  pour p > l  
n f n  f e F r  r 0 

pour p = 1. 

Calcul non asymptotique. Les 6valuations pr6cddentes sont bien stir non asymp- 
totiques. On peut mont re r  par  exemple que pour  1 < p  < 2, et uniform6ment  en 
s, la minora t ion  pr6c6dente est effective d6s que n > 10, h condit ion de multiplier 
le membre  de droite par  1/3. (Le calcul se simplifie notablement  pour  p < 2, car, 

sp  

par  un argument  de convexit6, le facteur (1 + u) 2s+1 disparait  dans le membre  de 
droite de (3.6).) 

4. Vitcsse atteinte par les estimateurs h noyau 

Dans  ce paragraphe,  f est une densit6 de Probabili t6 sur IR, s fois ddrivable (au 
sens de Lebesgue) avec f(~) dans ]L p, s 6tant un entier, p un r6el, s > 1, p > 1. Le 
probl6me de l 'est imation de f e n  norme p est compl6tement  trait6 dans la 
litt6rature dans le cas p = 2, s quelconque (voir par  exemple [8]), ainsi que le cas 
p = l ,  s = l , 2  (voir [1]) reals, voulant  comparer  les rdsultats /t ceux du para- 
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graphe pr6c6dent, nous avons pr6f6r6 donner une d6monstration unitaire. Les 
cas p > 2  et l_<_p__<2 sont sensiblement diff6rents, nous traitons d'abord le cas 
p > 2 ;  cependant, les d6finitions et r6sultats interm6diaires sont, saul mention 
explicite, valables pour p > 1, s > 1. 

(~k) d6signera l'espace des fonctions k fois continfiment d6rivables, ~t support 
compact, * la convolution. 

fin est la mesure empirique associ6e/t un n-6chantillon, soit 

fin =n-l" ~ ~X, 
i = 1  

K 6tant alors une fonction, le n - K  estimateur ~t noyau est d6fini par la formule 

(4.1) J~,k=fin. K, n o t 6 a u s s i f  et 

(4.2) f . ,K=Ef(f . ,~:)=f.K,  not6 aussifK, ou fi 

EA Ida est la quantit6 f - ] ~  et le Biais est f - f i  

L'in6galit6 Esllf-fLIPp<2P-l(llf-fHPp+Esllf-fjlP ) nous conduit /~ majorer 
s6par6ment les termes de Biais et d'A16a. 

Le choix du noyau K est dict6 par l 'ordre de d6rivabilit6 s: on sait bien (voir 
par exemple [-9]), qu'on ne peut assurer la positivit6 de K pour s > 2. On dira 
que K est un noyau de Parzen d' ordre s (ou s-noyau) si 

(4.3) K est continu, born6, pair, ~K(x)dx=l,  ~#K(x)dx=O pour l<j<s,  
enfin ~ Ix[ s ]K(x)[ dx est fini. 

L'existence de tels noyaux est prouv6e dans l'appendice, off on voit que l'on 
peut de plus imposer que K soit dans (g~o~). 

Au s-noyau K, on associe le noyau sK d6fini par 

(Y- x)~-~ 
(4.4) sK(X) = ( -  1)s ~ ( s -  1) I K(y) dy pour x > 0, ~K(-  x) = - ( -  1) s~K(x). 

3r 

sK est alors dans IL ~ et ~g~), et s(Kh)= h ~. (~K)h. 
Le cas 6ch6ant, on notera K ~) le noyau s-d6riv6 de K. Les trois noyaux 

seront dansCg~ ~) et doric dans tous les lLq(O<q<o~) si K~Cs ~. 

Evaluation du terme de Biais. La formule de Taylor: 

~- =t 3 . ~ +t(x +_t_u)~- _~__, 
f(x+t)=f(x)+j~=lj!fO~(x)+ ~ ( s -  1)! 

convolu6e par le s-noyau K, donne 

(4.5) f * K - f = f ( ~ ) % K  

et donc 

(4.6) [If,Kh-fl[p<=h ~. Ilf(s)llv I[~KNa (p>l) .  
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Choisissant de plus K dans (g(oo), et notant  p' le conjugu6 de p (soit (p')- I + p -  
= 1), une autre cons4quence de (4.5) est 

]lfl[ ~ < I[f* K[I ~ + [If (~) * ~KII co < I[fll ~ [IKI] o~ + I[ f(~)ll; I[sKllp ,, 

et donc:  si f(~) est dans IL p pour  un s > 1, un p > 1, alors la densit6 de Probabil i t6 
f est bornOe et dans tous les IU, pour  q > 1. 

Evaluation de l'A lda. Si K est un noyau  born6, en tout  x l'al6a ( f - f ) ( x )  apparai t  
comme une somme de v.a.r, centr6es born6es dont  on va 6valuer le moment  
d 'ordre  p. Pour  cela, 6tablissons le lemme suivant:  

L e m m e  4.1. (d'aprbs [6] et [18]). 

Soient 

~ =  { Z l Z = ~  zi, z i ind@endantes, [zi[__< 1, ~ E(Izi[)<u}, 
~ = { Y[ Y = ~  y~, y~ ind@endantes centr~es, ly~l < 1, ~ E(y 2) < u2}, 

~vq (u) = Sup {E(lZIq)[Z~ ~e}, ~bp(u) = Sup {E(I gf) l  YEYtu}. 

(4.7) Pour O < q < l ,  0 < p < 2 ,  % ( u ) = u  q, q)p(u)<u p 

(4.8) Pour l <q, ~Pq(u)=E(P~), off P~ est une v.a. de Poisson avec E(P,)=u.  

?) (4.9) Pour2<p,  4~p(u)<2 v. Cp. ~gp/2 ~ -  , o~ C vest la constantede Khintchine, ici 

D~monstration. Voir Appendice.  

Corollaire 1. Soient p > 2, q > 1, a > O. I1 existe deux constantes Na, q et Ma, p telles 
que: 

(4.10) qJq(u)<Na,q.u+(l +a) .u  q, 

(4.11) @p(u)<M~,v .u2+(l+a)  �9 Cv.u  v. 

DOmonstration. Pour  k entier, E(P~ k) est un po lyn6me en u, ~ coefficients positifs, 
6quivalent & u ou u q quand u est 6quivalent h 0 ou l'infini. Le r6sultat est donc 
vrai pour  q=k .  Si q<__k, on a E(P,q)<E(P,~) et E(P,q)<(E(p,k)) q/k, d'ofl (4.10). Si on 
repor te  ce r6sultat dans (4.9), on obtient  seulement 

q)p(u) < M~, p. u 2 + (1 + a). 2 p/2- Cp. u p. 

Pour  61iminer ce 2 e/2 parasite, on peut  remarquer  que d'apr6s le Th6or6me de 
limite centrale avec convergence des moments ,  4~p(U) est 6quivalente & l'infini & 
Cp. u p, d'ofi la majora t ion  (4.11) en changeant  de constante M~,p. 

Corollaire 2. Avec les rndmes hypothdses et les mdmes notations que dans le 
Corollaire prdcOdent 

(4.12) ESlf, ,Klq<N~,q.n 1-q. ][gll~ -1 .  l lKJI l+( l+a)-IIKII~ 

(4.13) E Slf,,.~-fl, lP<=M~,p.n ~-v. ll2glr~ -2.11Kll~_ 
+(1 +a ) .  Cp. n -p/2. IIKII p " llfllp/2.p/2 



128 J. Bretagnolle et C. Huber 

On peut remplacer le dernier terme de (4.13) par (1 +a). Cp. n-P/z. ILKH~. 

D~monstration. Pour tout x, ]LKH~o 1 .n.f,,~ est dans Y', avec 

u = Ilgll ~1" n. ( f .  Igl)(x), [12KII G1. n. (f,,K -fK)(x) 

est dans ~J,, avec u2= [N2KII ~2. n. ( f ,  K 2) (x). On applique le corollaire pr6c6- 
dent, avec les majorations suivantes: (voir (A.2) dans l'Appendice) 
Hf*lglllr<llgllr (pour r = 1, q), Ihf,g211r<=lkgll~, (pour r = l ,  p/2) 
]hf* K2l/r < Ilg2][ 1" lt/][, (pour r=p/2). 

Remarque. Pour q = 1, p = 2, les formules se r6duisent ~t 

(4.14) ESIf,,KI<IIKII1; gSlf~,g--fK[2<n-~tlgll2., 

et pour q <  1, p<2 ,  elles prennent la forme: 

(4.15) Eff[f,,K[q<l[f. lglh[qq; E~[f, ,~-f~[P<n -p/2. Nf*g211PvSa2 

mais on ne peut plus appliquer l'in6galit6 (A.2). 

PremiOre Ovaluation de la vitesse. Choisissons un s-noyau K, et rempla~ons dans 

les formules (4.6) et (4.13) K par K h-.(Kh(x)=h - 1 . K  (h)',)" Comme s(Kh) 

= h s. (sK)h, d'apr6s (A.4) 

(4.16) EzHf-fll~<c~.hSP+~.(nh)a-P+7.(nh)-P/z, 

otl 

0~=2P-1 ii~g[l~.llC<s~ p f l=22p-3 2 �9 j p, . l l g l l ~ -  . [ [ g l l ~ . M , , p ,  

~=22v-~ .(1 +a) .  C~-IIK[I~ p/2 �9 llfllp/2, f=fn,~." 

En liant n et h par 

(4.17) (n h) p/2" h sp~-R il vient. 

Proposition 4.1. Sin et h sont liks par (4.17), l'estimateur fi noyau f =f,,K~, satisfait 

s p  2 s  - 1 

(4.18) l imsupn 2~+1 E f l l f - f l l ~ <  C{IIfc~)IlPpR 2~+~ + Ilf p/2V/2R2S+l } 
n 

off C ne d6pend que de s, p et du s-noyau K (s > 1, p > 2) 
(le terme intermediaire disparait car ( 1 - p )  < - � 89  pour p > 2). Si on connaissait 
les param6tres 

A(f)=llf(~)ll;p et B(f)=llfllp/2,P/2 

le meilleur choix serait 

(4.19) R ( f ) = 2  p. Cp. IIKHP2 . II~KIt~P. B(f) . (A(f))  - ~, 

et donnerait comme majorant au second membre darts (4.18) 
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s p  

(4.20) C'=2P.{4 .C2 /p .  NK[I 2. 1<- 1/s)2s+1 
s ~ "  1 " "Ps,p(f)" 

Est imat ion  adapta t ive  de l '6chelle (d'aprhs N a d a r a y a  [8]). 

Pour  obtenir  (4.20), il nous faudra  une es t imat ion du pa ramht re  d'hchelle de 
f ici donc  de A ( f )  et B(f ) .  Si on repor te  dans (4.16) la valeur /~ obtenue dans 
(4.17) en subst i tuant  dans (4.19) A et /~  ~ A ( f )  et B(f ) ,  on consta te  que le second 
m e m b r e  de (4.16) ne d4pend de A e t / J  que par  

2s 2-- 2p -- 1 
(4.21) U1 = ( / ~ . d -  1)2'+ 1, ~.~2 = (/~ �9 f i - -  1)p(2s + 1)., ~-~3 = (/~ " ~z]-- 1) 2 s+1  

D6coupons  l '6chantil lon en trois parts.. ( X ) = ( X ) I  + ( X ) 2 + ( X ) 3 ,  de cardinaux 
respectifs n 1, n 2, n 3 avec n I + n 2 + n 3 = n. Si A ne d6pend que de (X)2, /~  que de 
(X)3, ~ est ind6pendant  de (X)I;  on pose donc  f=fi , , ,  Kh, (4.16) devient 

E:[If-fH~<E:( ~ h*~+[~ ( "1  ] ' ~ ) l - p _ ~ _ ~ : .  (n  1 ~'~)-- p/2) .  

Si n/n 1 --* 1, il nous suffira pour  avoir  le r6sultat a sympto t ique  que Ef(Ui) tende 

vers Ui(f), soit, c o m m e  A et /~ sont indSpendants,  que, n a et n 3 tendant  vers 
l'infini, on ait d6montr6  

L e m m e  4.2. Soit p > 2, s >= 1, M > 0. II existe des estimateurs 

et Bn(X1, X 2 , . . .  ,Xn) d , , ( x  1, x 2 . . . . .  x , )  

tels que, si f(~)~IL v, 

l im A _ Ef(A.)-A(f) , 
n 

lira E T( B~) = B( f ) ~ 
n 

pour tout a tel que - M  <a<_M. 

(II suffira d'appliquer ce lemme avec M majorant les valeurs absolues des trois 
exposants intervenant clans (4.21).) 

Pour  dalnontrer  ce lemme,  on va d ' abord  6tablir la version suivante du 
l emme 2 de [8]. 

L e m m e  4.3. Soit Y,, une suite de fonctions positives mesurables sur JR", F une 
familIe de ProbabilitOs sur JR, d u n  r~el > O. Si 

(i) Vn, VfeF ,  Ef(I Y,(X1, X z  . . . . .  Xn) -- Y,(f)l) <= n-  d. C( f )  avec 
(ii) Y f e F ,  lim y , ( f ) = y ( f ) ,  off V f eF ,  0 < y ( f ) < o o  et C ( f ) <  c~, alors, pour 

n 

tout M > O, il existe Zn, suite de fonctions mesurables positives sur IR n telles que, si 
- M <_ a < M,  f e F ,  lira Ey(Z~) = y(f)".  

n 

D~monstration. Voir  Appendice .  

Ddmonstration du Lemme 4.2. I1 nous suffit donc  de t rouver  des es t imateurs  
A,, /~,  pr61iminaires v6rifiant (i) et (ii), avec F = {f[f(S)clLV}, y ( f )  6tant soit A ( f )  
soit B(f ) ,  puis on les modif iera  suivant  L.4.3. 
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On pose 

~=ftn*(Kh) (s), g=Ef(~,)=f  *(Kh)(S)=f(S) * Kh, f =fz,, , K h, 

f = f * K  h, /1=~ Iff[ p, .~ = ~ [~,[P, B=~lf]  p/2, J~=~lf[ p/2, 

off cette fois K~cs ~), S K = I ;  n et h seront li6s tt la fin du calcul. 
Tout d'abord, (ii) est v6rifi6 avec y , ( f ) = A  ou /~  d6s que h tend vers 0 quand 

n tend vers l'infini: c'est la eontinuit6 de la translation dans ILq(q > 1), et y( f )  est 
fini, conform6ment ~t la remarque qui suit (4.6), puisque p>2.  Appliquant le 
Corollaire 2, on constate ensuite que les quantit6s Ey~ Iffl b, Ef~ Ifl b, np/2.EySL~, 
-~1 p, n p /2 .Er  p peuvent atre simultan6ment major6es (pour b compris 
entre 1 et p) par C ' . ( l v h - ~  off les eonstantes positives finies C' et D' ne 
d6pendent que de K et p: en effet, dans les majorants de (4.12) et (4.13) deuxi6me 
forme, h n'intervient que par des puissances n6gatives, les normes de K sont 
uniform6ment born6es, et l'exposant de n dans (4.13) est moindre que -p /2 .  

Utilisons l'in6galit6, valable pour tout q, 0 < r < 1, 0 < x, y: 

(4.22) [yq-xql <q. [y-x[  r. (yq-r v xq-r). 

On y porte d'abord q=p, r = l ,  y=lff], x=lg[, puis on applique Htilder au 
second membre d'exposants conjugubs p e t  p'. Comme 

Es(Igl p) _-> [g'lP, 

EylA - -'~l < P .(Ef ~ I ff - g' IP) 1/"" (2 .El  ~ Iffl") ( ' - 1 ) / "  _<_ n -  a. C, 

compte tenu des majorations simultan6es, pour un choix h =n -~, t positif (pour 
assurer (ii)) convenable. On proc6de de marne pour /~, avec cette fois q=p/2, 
HSlder appliqu6 avec les exposant conjugu6s p/r et p/(p-r)  ~t condition qu'on 
puisse trouver un r > 0 tel que (p /2-  r). p. ( p -  r)- a = s >_ 1 (pour pouvoir corn- 
parer Ey[~,[ s i~ Ig, I ~, et pour assurer qu'il reste une puissance strictement n6gative 
de n). Les deux conditions sont r6alisables s ip  > 2. 

Th6or~me 4.1. p ktant un r~el (p > 1), s un entier (s >= 1), on peut leur associer une 
suite d'estimateurs f ,  tels que 

sp  

(4.23) l imsupn2~+~.EIllf ,-f l lP<D~,p.ps, p(f) 
n 

o~ 
p sp  

(s) 2 s + l  P~,p(f)=llf lip " I[f11272 +l- 

On peut prendre pour D,,p: 
sp  

2 p. {2 2. C 2/p" 111112" [Isg[ll/~} 2~+~ pour p>2,  

s p  

2,.{11K[[2. ~*~g 1/s~2s+ll J pour l<p=<2, 

off K est un s-noyau auxiliaire. 
Si 1 <p < 2, il faut ajouter f et K f support compact pour que (4.23) soit valable. 
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D~monstration. Les pages pr6c6dentes d6montrent le r6sultat pour p > 2. Pour p 
=2,  la d6monstration est correcte en ce qui concerne l'estimation de A(f), la 
restriction p > 2  au lieu de p>2 ,  n'intervenant que pour B(f), ~ la fin de la 
d6monstration de L.4.1. Mais sip = 2, nul besoin d'estimer B(f) qu'on sait 6tre 1. 
Vu (4.15), pour 1 < p < 2 ,  (4.16) devient 

E f l l f _ f l l ~ < 2 , -  5. {]I~K[[~. []f(~)lr~ �9 h~P+(n h) -p/2" ]If* (K2)h[IpP122} �9 

Si f est / t  support compact, lim llf* (K2)hlr~l 2 = [[KipS. [[fl[pPl 2 et l'analogue de la 
h 

Proposition (4.1) est done valable. Pour l'estimation adaptative, on utilisera 
[[f*L[p~<I[fI[o~.I[LI[~.(S(f)+2S(L)) 1/q et EIfl~<]fl ~, pour q < l ,  off S(f) 
d6signe la longueur d'un intervalle contenant le support de f, et cette lois la 
constante C(f) du L.4.3. d6pendra effectivement de f. 

Calcul non asymptotique. C'est pour pouvoir obtenir des majorations fi distance 
finie (cas non adaptatif) que le lemme 4.1 a 6t6 6tabli. Si p >2 ,  on utilise dans la 
formule (4.16) la majoration 

~. t 1 U2~ (4.9) ~p(u)<2P'Cp ' p/2~ - et non sa cons6quence (4.11). 

En effet, si q=p/2 est entier, on majore %@) par %(1). (v v vq), car %@) est alors 
un polyn6me en v ~t coefficients positifs. Sinon, comme dans la d6monstration 
du Corollaire 1, on a %@)< ~k(V)/X (%(V)) q/k d6s que q < k. 

Si p < 2, on utilise (4.7). 

Comparaison des r&uhats des w et 4. Les Th6or6mes 3.1 et 4.1 peuvent 
s'6noncer, pour p > 1 : 

sp  

l iminfn 2'+1 InfSup Ef]r f , -  f[l~> C~,p.r, 
n f n  f e F r  

sp  

lira sup n 2s+1 SupEf l l f , - f l fp<Ds,  p.r , 
n f ~ F r  

pour f ,  bien choisi. 
On pent comparer Cs. v ~ Ds.p par le 

Th6or6me 4.2. II existe une constante universelle C telle que 

(4.24) I)s'v ~C.pl/2.s 1/2. 

D~monstration. Voir Appendice. 

Remarque 1. La restriction de compacit6 du support dans le cas 1 <p  <2  n'enl6ve 
rien au r6sultat de comparaison, le minorant du Th6or6me 3.1 ayant 6t6 calcul6 sur 
des densit& ~ support compact. On peut ajouter: d'une part, on aurait pu faire le 
marne calcul sur le groupe du Tore, sans probl6mes de compacit6. D'autre part, 
Abou-Jaoud6 [1] a rencontr6 le m6me probl6me dans l'estimation de la vitesse de 
convergence des estimateurs fi noyaux en 1-norme, e t a  pris l'hypothbse que f est 
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intdgrable Riemann sur IR, (impliqu6e par exemple par f monotone ~t l'infini), pour 
assurer que pour tout noyau d'int6grale 1, S ( f*  Kh) 't tend vers Sfq pour q < 1, ce qui 
entraine la validit6 du Th6or6me 4.1. Enfin, nous pensons qu'en serrant les 
6valuations (4.7) on doit pouvoir montrer le r6sultat sous des hypoth6ses tr6s 
g6n6rales. 

Remarque 2. Les calculs pr6sent6s ici, ainsi que ceux du w suivant, pourraient faire 
croire que les jauges sont intrins6ques au probl6me. I1 n'en est rien, on peut faire les 
m~mes calculs avec toute jauge du marne type, ayant bien stir les mames propri6t6s 
d'invariance et d'homog6n6it6 que la fonctionnelle 6tudi6e. Les jauges utilis6es sont 
simplement celles qui, dans la classe f(s)elL p, d'une part donnent l'ordre maximum 
en n, et d'autre part donnent des calculs ~t peu pr6s pr6sentables pour le probl6me de 
majoration. 

5. Application/l la distance de Hellinger 

Dans ce paragraphe (A, 9I, ~t) est (IR, ~ ,  dx)., et la fonctionnelle 6tudi6eestle carr6 de 
la distance de Hellinger 

D d 2 1 ( f ,g )=  ,~(f, gl = ~ S (1 / f  - l /g)2 dx. 

Elle r6pond ~t la d6finition 2.1, avec qS(x)=lfx, mais elle nous cantonne aux 
estimateurs positifs; voulant nous limiter aux estimateurs de Parzen, nous nous 
limiterons aux densit6s 1 ou 2 lois d6rivables, et le noyau de base sera le noyau 
uniforme K(x)= lt_~ _~(x ). Pour pouvoir atteindre l'ordre maximum en n, il faut 
supposer de plus que f est/t  support compact, et nous posons 

(5.1) S( f )=In f { (b -a ) l  le support de f est contenu dans [a,b]}. 

Si f , ,= f i ,  K h et f = f  , Kh, on a s ( fn )<S( f )+h,  s ( f ) < s ( f ) + h .  Enfin, (nh).( f ,  
- f )  suit une loi bin6miale de param6tres n, h . f  et, comme pour toute variable bin6- 
miale X, E ( ( I ~ -  ~ ) 2 )  < 1, le terme d'al6a est major6 par (2n h)- 1. (S(f) + h). 

On majore le terme de biais en utilisant l'in6galit6 (4.22), q = r =�89 ce qui, avec 
H61der au second membre pour les exposants p, p', donne au total, pour s = 1 ou 2, p 
r6el sup6rieur ou 6gal/t 1 

v - i +  / . 
ED(f~'f)<={lllsKql" t l f~l lp 'hs ' (S( f )+h)  E nh (S(f)+h)}. 

En admettant qu'on puisse faire une estimation adaptative de l'6chelle comme dans 
le precedent w (l'estimation du support est facile), on obtient le r~sultat asymptoti- 
que suivant: 

Proposition 5.1. Soit s = 1 ou 2, p >= 1. I1 existe alors un estimateur fn tel que 
S 

(5.2) l imsupnS+l.Eid2(f , , f )<-_�89 
n 
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Off 
1 p ( s + l ) -  1 

(5.3) ~s) s+l p(~+l) pt~,~,v(f)=llf  []p . (S(f))  

Passons d~ la minoration. Nous  prenons  c o m m e  famille O~ la famflle 

01 = {gig(x)=(1 - t) . go(x - 3/2) + i g(x), off g e o l .  

0 est la famille d6crite au w avec h = hj en h o m b r e  J,  uj = u, les contraintes sont 
0 < 6Jh  < 1, 0 < u < 1. On 6value la j auge  r de 0 1 / t  par t i r  de la jauge  r o de go en 
util isant:  S(g) = 2S(go) et 

IIg<')ll~__< IIg~)ll~. {(1 - t )P+tP. (1  +u p. h-  sP)}. 

Le calcul de l ' analogue de la formule  (3.4) donne  ici 

r  l(�89 t. h. u ;, 

Ij < 4 t .  h. u 2. (1 - u ) - ,  et le minoran t  est alors 

~(Jh) ' t .  u ; .  exp( - 4n-  t. h. u z. (1 - u)- 1). 

Le calcul de minora t ion  asympto t ique  donne alors. 

Proposition 5.2. Soit s = 1 ou 2, p > 1. Si on pose 

ro=Pms, p(go), F~={flPms,  p ( f )<r} ,  

07~ a 

s 

(5.4) l imin fn  s+l I n f S u p E f d ~ ( f ~ , f ) > 2 - 1 ~  
n fn  f~Fr  \ t o /  

(pour  les m6mes raisons que dans le cas de la 1-norme, la technique ne pe rmet  pas 
de descendre en dessous d 'une  jauge  li6e au choix de la densit~ auxiliaire, mais  
en tout  6tat de cause minor6e par  un n o m b r e  s tr ic tement  positif). 

Appendice 

1. Convolution 

L'espace  de base  6tant (IR, N, dx), on note  �9 la convolut ion  

f . g ( x ) = ~ f ( x - y ) g ( y ) d y ,  f .  # ( x ) = ~ f ( x - y ) # ( d y ) .  

IW d6signe l 'espace des fonctions de puissance / m e  sommable ,  I1 f Ib sa <<norme>> 
(pour 0 < p  < oe), abus de no ta t ion  si 0 < p  < 1, sans cons6quence si on n'utilise pas 
l 'in6galit6 triangulaire.  1L ~ d6signe l 'ensemble  des fonct ions / t  suppor t  int6grable. 

L ' exposan t  conjug6 de p >  1 est not6 p' :  l / p+  1/p ' - -  1. 
On utilise de mani6re  r6p6titive les in6galit6s: 
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(A.1) IIf, gL=<llfll~.llgll~ si p,q,r>l 

et ses cas particuliers 

(1.2) IIf,gllp<llflll.llgllp si p > l ,  

(1.3) Ilf,glloo__</Ifllp. Ilgllp.. 

J. Bretagnolle et C. Huber 

1 1 1 
et - + - =  +1 

p q r 

La h-homoth6tique de f, d6finie par fh( = ~ ' f  pour h > 0  v6rifie (fh) <s) 

=h-s'(f(S))h , et donc 

(1.4) Nfh]lq=h 1/q-1. Ilfll~; l[(fh)(s)ilq=h 1/q-~-1. Ilf(S)ll~ (0<q=<oo). 

La d6rivation est la d6rivation au sens de Lebesgue: utiliser le symbole f '  
signifie que f est absolument continue, que f '  est localement int#grable, et que f(y) 

Y 
- f(x)=~f '( t)dt .  

x 

2. Fonctions auxiliaires 

Siv  est une fonction positive, d'int6grale 1 de classe cg(s-1), de support contenu 
dans un intervalle J, de longueur ]J] moindre que l ( b -  a), si I d6signe l'intervalle 
[a, b], (11 �9 v)' (x)= v ( x -  a) -  v(x -b), ces deux fonctions 6tant ~t supports disjoints. 
De 1~, la formule (3.2). 

Un cas particulier. Soit ~j des fonctions positives, d'int6grale 1, paires et de 
support contenu dans [ --~, ~], enfin 4~J)eIL 2. go = lx * 4~j �9 ~k est alors une densit6 
auxiliaire (3.2), pour s=j+k+l .  Pour calculer ][g~)[lp=21/PH~J)*~(kk)llp, on 

2p 4~(/) 
utilise (A.1) avec r = p, p =q = t, et t = p - ~ -  (1 < t < 2 si 1 <p); 6tant h support 

compact, on peut comparer sa 2-norme & sa t-norme par 

ii r ii, < 4  {-- 1/,. II r ~. 

Dans ce cas, comme ilgoilp/= <__({)z/p, on a donc (1 <p, s=j+k+ 1) 
2s p 

(A.5) <1 32s+1 2}2s+1 P s , p ( g o ) = 7 "  ' { l l~}J)  l[2" ]l~(k)[I 

3. Noyaux de Parzen 

a) Soit v continue & support compact, d'int6grale non nulle. Soient des x i 
distincts, en nombres.  I1 existe alors un choix des ai tels que K(x)= ~, a~. v(x 

O<i<s 
-xi)  soit un noyau de Parzen d'ordre s (4.3) ~t support compact. I1 suffit de 
remarquer que le d6terminant Ic~i,j[ diffbre de 0, si ~ j = ~ x  j. v(x-xl), 0__<i, j<s. 

b) Notons f la transform6e de Fourier de f :  f(x) ~ ~ exp (i t x). f(t) d t. go &and 
1 

le cas particulier d6crit plus haut, K = f ~ ' g o  est un noyau de Parzen d'ordre s: 
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comme R = go, formellement S x j" K ( x ) d x  = (i) j. go~)(0), or go est constante et vaut 
1 1 1 sur [ -~ ,~ ] .  I1 suffit de montrer  la finitude de UsKII1. Or 

1 
- I lxJ+k+l. f .~j .~kl l l"  I[sKIl~ 2~.s!  

C o m m e  

2.sin (2) _-<2, 
comme 

Ilx j. ~112 =(2~1. II~/I ~, 

il vient: 

(A.6) 

Enfin: 

(A.7) 

<2. 

IIKII22 = (2To)- 1. iig01122 <(2~)_ 1 

4. D6monstration du th6or6me 4.2 

Compte- tenu de (3.9), (4.23) et des 6valuations pr6c6dentes (A.5), (A.6) et (A.7), le 
membre de gauche de (4.24) est major6 par: 

2s 2s -- 1 2 

(2. e)4/p.(6 . ] / f~)  2S+1 . (Cp)p(2s+l ) . ( s !  2s+1 .( ~b~J)][2 �9 ][~b~ k)l[z)2S+l. 

Remarquons  d 'abord que C~/;=O(p6). I1 faut maintenant  choisir les ~bj: on va 
prendre les polyn6mes de Legendre pour ~b~J ). Pr6cis6ment: on prend 

"" "x" (2 j+  1) l 
~bj=(Qj)l/s, 06 ~gj-t )=22j+1 .  (j i)2"(1-x2)~" 1 1 x 1 = < 1 . . .  

Alors 

(2j + 1) ! 
]1~5 j ) ] ] 2 -  j !  "22J '(2J+ 1)-~" 

Le produit  des deux derniers termes est alors O(s~), puisque j + k + l = s ,  en 
prenant  j e t  k 6quivalents ~t ~-s 2 , ce qui d6montre le r6sultat. 

5. D6monstration du lemme 4.3 

Fixons f ;  soit t > 0 ;  on pose Z , = Y ,  si n - t <  Y,,<n t, Z n = l  sinon. Puisque y , , ( f )  
tend vers y ( f )  > 0, pour n grand, 2. n -~ < y , ( f )  < n t - n -  t, donc{  Y, # Z,} implique 
{[Y, - y,(f)] > n-t}, donc P(Y,  # Z,,) < C ( f ) .  n -  a +t, (i). I1 s'ensuit que 

E IIZ . - y , ( f ) [  < C ( f )  . n -d . (1 + n t. (1 v y,,(f))). 
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L'in6galit6 (4.23), off l 'on porte  q=a,  r = l ,  y = Z , ,  x=y , , ( f )  donne, 
puisqu'ici y~- t v x ~- 1 est major6 par n t'l"-~l, 

E flZ~ - y,(f)~l <: m .  C( f ) .  n-  '~ +t. (M + i). (1 + n t. (1 v y,(f))).~ 

et doric le r6sultat, puisque y,( f)a ___, y( f ) , ,  s i t  a 6t6 choisi > 0, mais assez petit 
pour  que t- (M + 2) < d. 

6. D~monstration du l e mme  4.1 

DOmonstration. De (4.7): si 0 _< r < s, E(IXI') ~ (EIXIS)) r/s. 

De (4.8): on peut  supposer les z i positives. On se ram6ne au cas off les z i sont 
des indicatrices ln, en remarquant  que toute v.a. z (O<z< 1) peut  s ' interpr6ter 
comme esp6rance condit ionnelle d 'une indicatrice (construction:  prendre le 
carr6 (0<s ,  t <  1} muni de la mesure de Lebesgue. Soit F(s)=P(z<__s). Alors, si 
est la a-alg6bre des 6v6nements ne d6pendant  que de y ,  si B 
= {s, tl0 < s  < 1; F(s) < t < 1}, E~(1B) a mame loi que z), puis on applique Jensen 
car q >  1. Calquons l'id6e de Young [-18]. L'in6galit6: 

(1 - 2a) + 2a.  (1 + x )  q < (1 - a) 2 + 2a .  (1 + x) q + a 2. (1 + 2x) q 

(pour 0 < 2 a < l < q ; 0 < x )  

qu 'on  montre  par d6rivation, mont re  que si B', B" sont ind6pendants,  avec P(B') 
=P(B")=a,  si P(B)=2a,  E ( ( t + I J ) < E ( ( t + I B , + I B , , )  q) ( t>0)  et donc qu 'on 
obtient  le sup sur Y'u en divisant ad infinitum les B i suivant la r6gle plus haut. Le 
cas extr6mal est donc celui de la v.a. de Poisson. 

De (4.9): posons Y " = � 8 9  oil Y' est une copie ind6pendante de Y. Les 
I1/' sont born6es par  1, et peuvent  se factoriser comme ~i.A~, oil (e~,A~) sont 
ind6pendantes, P(e~ = 1) = P(ei = - 1) = �89 Par int6grations successives, 
E(IY"IP)<=Cp.E((~A~)p/2), oil Cp est la constante de Khintchine Cp 
= Sup {E(I~ ai eiiP)l~ a 2 = 1}. On termine en remarquant  que E(I YI p) < 2 p' E(I Y"I p) 
(Jensen), en utilisant (4.8) et ~E(A~)<�89  enfin, Young, pour  p > 3 ,  puis 
Haagerup  (I-18] et [6]) ont calcul6 la constante de Khintchine.  
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