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Summary. Let T be any set, and let (Xt) ts  T be a separable gaussian process 
with mean  zero on T. Assume that  X is almost  surely bounded,  and let N 

= sup IX, I. 
tEX 

Let a=sup(EX~)  l/e, and let 
t~T 

z=sup{;~__>0; P{N<,~} =0}. 

Let fl>z/0" 2. We prove that 

Examples are given to show that  this result cannot  be readily improved. 
When  z = 0 ,  we also show that  the distribution of  N has a cont inuous 
density with respect to Lebesgue measure. 

1. Introduction 

Soient E un espace vectoriel, et (f,) une suite de formes lin6aires sur E. Soit 
la tr ibu sur E engendr6e par les f , .  Soit # une mesure gaussienne sur (E, ~),  
c 'est&-dire une probabili t6 sur (E, B) telle que la loi de toute famille finie de fn 
soit gaussienne centr6e. Posons N(x)=suplf~(x)]. On suppose N ( x ) < + o e  
#.p.s. Soient n 

z = sup{2; / t ({x;  N(x) <2})  = 0}, 0"=sup(E f2)  1/2. 
n 

1 
U n  th6or6me c616bre de Fernique [3] mont re  que pour  - -  on a 
E(exp c~ N2) < + oe. Nous  allons pr6ciser ce r6sultat. ~ < 2 0"2, 

Th6or6me 1. Pour fl > 72/0 "2, On a 

E (exp N2 
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Un cas particulier de ce r6sultat a 6t6 d6montr6 par M. Weber [-5] (c'est ce 
qui nous a sugg6r6 le r6sultat g6n6ral). 

Th6or~me 2. a) Il existe un exemple de la situation pr~c~dente oit 

E ( e x p ( ~ - - ~ N 2 - ~ N ) )  = + ~ 1 7 6  

b) Il existe un exemple de la situation prdcedente o~ z > 0  mais oit 

Posons 
1 t 

e_U2/2du �9 (t) = ~  -~ 

Un r6sultat remarquable de A. Ehrhard [2] affirme que la fonction 

h(t) = ~ -  l(#({x; g(x )  < t})) 

est concave sur ]% oo[. Notre  r6sultat peut s'interpr6ter par la formule 

l = l im  h ( t )  - t a > - z / a .  
t 

On a bien sur l__ 0. 
La concavit6 de h montre  que h( t )Gta+l .  I1 est nature1 de se demander fi 

quelle vitesse h s 'approche de son assymptote. La r6ponse est que cela peut 
4tre arbitrairement lentement. 

Th6or6me3. Soit q~: [0, oo[--,]R ddcroissante avec qo(t)--*O, ll  existe alors un 
exemple de la situation pr~cddente ol) z = / = 0 ,  or= 1 et h(t)<=t-~o(t) pour tout t 
assez grand. 

Remarque. Dans le cas off la condition d'entropie utilis6e par Weber est 
v6rifi6e, les calculs de celui-ci donnent des resultats plus pr6cis que la m6thode 
g6nhrale expos6e ici, et donnent en particulier une trhs bonne estimation de h(t) 
- - t a  pour t ~ o o .  

Th~orSme 4. Si z = 0 ,  la distribution de N poss~de une densit~ continue par 
rapport g~ la mesure de Lebesgue. 

2. Preuve  du th6or~me 1 

ROduction. On applique le proc6d6 d 'orthonormalisat ion de Graham-Schmidt  A 

la suite (f,), consid6r6e comme suite de L2(#). On peut 6crire fn=  ~ai ,  n e,, off 
i<n 

e~ est une forme lin6aire mesurable sur (E, N), et off la suite (e,) est orthonor- 
male dans L2(#). Consid6rons l 'application 0: x~(en(x)) de E dans IR ~. La 
mesure image est la gaussienne canonique sur IR N, c'est-/t-dire la mesure 
produit quand chaque facteur est muni de la loi normale. On est donc ramen6 
fi ce cas, avec de plus chaque f ,  dans IR (~. On peut donc prendre pour N' la 
tribu bor61ienne. 
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L e m m e l .  Pour x~lR ~q, soit R,(x) l'Oldment de 1 ~ obtenu d partir de x en 
rempIacant les n premiOres coordonndes par des zdros. Alors on a 

# .  p.s. l imN(R,(x))=v. 

Preuve. PremiOre 4tape. On mont re  que  pour  tout  n, on a N(R,(x))>z p.s. I1 en 
r6sulte que l iminfN(Rn(x) )>~  #.p.s. Soit ~ '<~  et soit A = { x ~ ] R ~ ;  
N(R,(x)) < z'}. Soit 

B={xdRRq;  Yi<n, [Xll ~_(T--T')/r/o-}- 

Alors # (B)>0 .  De plus puisque chaque fm est de norme <o- dans La(p), on a 
[al,m]<~ pour  chaque i,m. I1 en resulte que pour  xeB, on a N ( x - R , ( x ) ) < Z - z ' .  
Ainsi pour  xeAc~B, on a N(x)<z. Par d6finition de z, ceci montre  que #(A 
c~B) =0 .  D 'aut re  part, # @ant une mesure produit ,  on a #(A ~ B ) =  #(A)#(B), et 
# (B)>0 ,  d'o/l # (A)=0 .  Ceci prouve le r6sultat. 

Deuxidme &ape. On montre  que si ~ ' > z  et si s > 0 ,  il existe un n tel que 
#(L)_> 1 - ~ ,  o/1 

L = {xelRN; N(Rn(x)) < ~'}. 
Soit 

D - - { x ;  N ( x ) <  ~'}. 

Par hypothbse on a # (D)>0 .  Puisque N ( x ) - - S u p  ]f~(x)[, il existe un entier m tel 
que si 

D'={x; Vi<m, [f/(x)] <~'} 

on a #(D')(1-~/2)<#(D). Puisque chaque f/ ne d6pend que d 'un  nombre  fini 
de coordonn~es on peut 6crire D' = M • F n off M c N" et F~ = IR 1"'~E. On d6signe 
par  2~, vn les gaussiennes canoniques de N ~, Fn. On a # = 2 ~  x v~. Le th6or~rne 
de Fubini  montre  qu'il existe xe lR n tel que si on pose 

G= {ysF,; g(x, y)__< r'}, 

on  a v,(G)> 1 -e/2. 
Par sym6trie on a v ~ ( - G ) > l - e / 2 ,  et ainsi v ~ ( G m - G ) > l - e .  Or, pour  

y ~ G ~ - G ,  on a N(x,y)Nr' ,  et N ( x , y ) = N ( - x , y ) N r ' ,  d'ofi N(O,y)N~'. Ceci 
mont re  que ~ • (Gc~ - G ) c L ,  d'ofi # ( L ) >  1 - ~ .  

Troisi~me ~tape. Le th6or6me de Fernique mont re  que EN(x)< + oo. Si N ,  est 
la r engendr6e par  les coordonn6es de rang > n +  1 la suite (N(R~(x))), 
est une sous-martingale par rappor t  fi la suite d6croissante (N~). Elle converge 
donc, et les deux 6tapes pr6c6dentes montrent  que sa limite est p.s. 6gale ~ z. 

Remarque. Le lemme 1 poss6de un intSret en so l  Toutefois, pour  la suite, nous 
n'utiliserons que la deuxi6me 6tape. En particulier, notre preuve n'utilisera pas 
le th6or6me de Fernique. 

Lemme 2. Soient B u n  convexe bordlien sym&rique de ~ et K la boule unit~ de 
[2. Supposons que v~(H)> 1/2, oi~ H = {yeF~; (0, y)eB}. Alors pour tout t > 0 on a: 
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# ({z, z(~B + t K}) <= P(Z 2 > t 2) 

oft )~z a une loi chi 2 d n + 1 degr~s de Iibert& 

Preuve. Soit K' la boule unit6 de 12(]n, oo D. Le point crucial est l'in6galit6 de 
C. Borell [1], qui affirme que v , ( H + u K ' ) > ~ ( u )  pour u>0 .  Pour x~N", et 
yeFn, y e H  +uK' ,  on a (x, y ) e B - t K ,  si u2 + IlxlI~<t 2. Ainsi, pour t >  IIxll2, 

Vn({y6Fn; (x, y)(~B+tK})  

~- l ln ({ySFn"  ~ y C B '  -~-(t 2 -  IIX[] 2)1/2 Kt})~_ ~ 1 - ~((t 2 -  Ilxll 2)1/2). 

En appliquant le th6or6me de Fubini on a donc 

#({ z; z r B + tK }) =< 2n({X; II x II = > t}) + ~ ~ e-~/2 ds d,Z.(x) 

off 
A = { ( x , s ) ~ " + ~ ;  Ilxll2<t, Ilxll~ +sZ>t  2) 

et ainsi 
1 

#({z; - - ~  ~ e-~2/2 dsd2n(X) z(~B + tK}) <=]/ 2~ ~2+ LlxlL~>_,2 

ce qui est le r6sultat cherch6. 

Lemme 3. Pour tout ~' > ~, il existe un entier n tel que 

Vt>__0, #({z; g(z )>t+z ' } )NP(0-222>t2)  

oft X zes t  une loi chi 2 d n degrds de libertd. 

Preuve. Avec les notations de la deuxi4me 6tape du lemme 1, on peut choisir n 
tel que v,,(H)> 1/2, off 

H = { y e F z ;  N(0, y)=< z'}. 

Soit B ={z ;  N(z)< 1}. Puisque chaque f~ est de norme au plus 0- dans 12 pour 
zeK,  on a N(z)=Sup  I/.(z)l <_-0-, d'o~ Kc0-B .  I1 r6sulte alors du lemme 2 que: 

tl 

#({z; z(r 'B+0-uB})<=P(z2 <u 2) 

ce qui est le r6sultat cherch6. 
Le th6or6me 1 est maintenant une simple cons6quence du lemme 2, en chois- 

s a n t  z<z '<f l0-  2 et en 6crivant 

S exp(NZ(x)/20- 2 - f l N ( x ) ) d # ( x )  
N(x) > z" 

co 

= ~ exp((t+C)z/20-2-f i ( t+~'))#({x;  N ( x ) > t + C } ) d t  
0 

=< K S exp (t2/20 -2 - -  (/~ - -  "C'/O "2) t) P0~ z > t2/0- a) dt < + oo. 
0 

Remarque. Une fois effectu+e la r6duction/t  IR ~, muni de la tribu bor61ienne M, 
on n'utilise plus la forme explicite de N, mais seulement le fait que N e s t  une 
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quasi-semi-norme mesurable, et que N(x)< ~ pour x dans B, (c'est-/t-dire dans 
la boule unit6 de l'expace auto-reproduisant). On peut formuler des 6nonc6s 
tr6s g6n6raux du type de ceux donn6s dans [1], dont la preuve se famine par 
des proc6d6s, maintenant classiques, au cas mentionn6. Nous ne l'avons pas 
fait pour ne pas obscurcir la simplicit6 du r6sultat. La m6me remarque s'appli- 
que aux trois lemmes. 

3. Preuve des th6or6mes 2 et 3 

Nous utiliserons l'observation classique suivante: 
Le th6or6me central limite montre que la mesure gaussienne canonique /~, 

sur IR n, la loi de Ilxll 2 est approximativement N(n, 31/~ ). En particulier #, est 

concentr6e pr6s de la sph6re de rayon 1//n. On d6signe par (nk) une suite telle 
que 

~,k{X~le'~ I IIxll- 1/~1 <nl/4} _ -<2-k. (1) 

On pose I p= ]  2nk~, 2 n J .  On pose FI=IR, F 2 = N  jl,~t, on d6signe par y ,  
i<p  i<p  

(resp. ~2) la gaussienne canonique sur F 1 (resp. F2), et on pose E=F 1 x F2, 
# = P l  x#2.  

La condition (1) montre que pour P2 presque tout Y~F2, on a 

lim n~ -1 ~ y~ = 1. (2) 
k~oo ie lk  

Deux des exemples vont 6tre obtenus en posant N(x)=sup[f(x)[, off 
D ~ ~ ( ~  est d6nombrable, f~o 

Preuve du th~orOme2, (a). On prend pour D l'ensemble des suites finies de 
rationnels (z,) qui v6rifient la condition: 

2 sup n k ~ z~) N 1. (3) sup(~  z., 
k i~Ik 

On a o-=1, et (2) montre que z = l  et que N < ~  #.p.s. Pour xeF1, pour #2 
presque tout y~F2, tout e > 0  et tout k assez grand, il existe des (zi)i~i~ ration- 

nels tels que ~ z i Yi > 1 - e. Si on d6finit 
i~Ik 

z' par Z ' l - - (1-n~l)s igne (x), Zli=Zi pour iEI k et z'i=O sinon, alors z I @ D  et 

z'(x,y)__>[x[ (1--n~-l)+ 1--~. 

I1 en r6sulte que N(x, y)> Ix] + 1. On a donc 

E exp ( ~ - -  N ) >__E [exp (~  + l ) exp(- N (y))] 

t 2 
>a~exp(~+l)  e x p ( - ~ ) d t = + o o  

pour un a > 0, ce qui montre le r6sultat. 
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Preuve du th~ordme3. On se donne  une suite de r~els bi>O, avec bi~O. On 
consid6re ma in tenan t  l ' ensemble  D des suites finies de rat ionnels  (z,) telles que 

( 2. sup nk ~ , z ~ < _ l .  (4) 
sup ~ Zn '  k Dk ielk ] - -  

On a toujours  o-= 1, et on voit  sans peine que z --0. Soit 

A = {YeF2; Inf( 2 y~)1/2 __> 1/2}. 
k ielk 

La condi t ion (2) mon t r e  que a = # 2 ( A ) > 0 .  Pour  yeA, on a, c o m m e  dans la 
preuve  pr6c6dente, 

N (x, y) > sup {Ixl (1 - n~ 1) + bk/2 } = u(x) > x. 
k 

I1 en r6sulte que, puisque N(x, y)>[xl, on a 

#({(x, y); N(x, y) < t}) < (1 - a )  ~ l ( [ - t ,  t])+a#~([-v(t), v(t)]) 

__< (1 - a) #1 ([ - o% t]) + a/~1 ( [ -  oo, v(t)]) 

off v(t) est le sup des s tels que u(s)<t. Le choix des b k 6tant  arbitraire,  on peut  
imposer  ~ la fonct ion u(x ) -u  de tendre vers z6ro aussi lentement  que sp6cifi~/t 
l 'avance.  I1 en est de m~me de la fonct ion t-v(t) .  Or, la fonct ion ~ - ~  6tant  
convexe sur ]0, 1[, on a 

�9 -lo/~({z; X(z)<t})<(1 - a ) t + a v ( t ) = t - a ( t - v ( t ) ) .  

Le r6sultat en d6coule. 

Preuve du thdorime 2(b). Tou jours  sur IR N, on pose g ( x ) - - s u p  [x~] (21ogn) -1/a. 
n 

I1 est classique que (r = ~ = 1, et des es t imat ions  616mentaires mon t ren t  que ~ - ~  
o#({z; N(z)<=t})-t~o. 

4. Preuve  du th~or~me 4 

On op~re la m a m e  r6duct ion que dans le cas du th6or~me 1. 

L e m m e  4. Avec les notations du lemme 1, on a #.p.s. 

l im N(x -R~(x)) = g(x). 

Preuve. Puisque N e s t  semi-cont inue inf6rieurement,  on a l iminfN(x-Rn(x))  
n 

>N(x) pour  tout  x. D ' au t r e  part ,  si N'n d~signe la tr ibu engendr6e par  les 
coordonn~es  de rang <n ,  la suite (N(x-Rn(x))) est une surmar t ingale  pour  
la suite ~ , .  Puisque S N(x-R~(x)) d#(x)< ~ N(x) d#(x), cette sous-mar t ingale  
converge dans L 1 vers N(x), donc aussi p.s. 

On pose 
B =  {xelRN; N(x)< 1}. 
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Le th6or6me d 'Ehrhard  [2] mont re  que la fonction 

h(0 = ~ -  l(~(t B)) 

est concave. En chaque point, elle est donc d6rivable ~t droite et ~ gauche. I1 en 
est donc  de m~me de la fonction t-*~t(tB). I1 suffit de mont re r  que a = 0 ,  o6 

a = lira sup (2 h) - 1 (# ((1 + h) B) - /~  (( 1 - h) B))). 
h~0 

Soit 5>0 ,  fix6, et soit ~/>0, que l 'on prhcisera ulthrieurement. I1 existe 
0 < f l < l / 1 0  tel que 

((~ - 3/~) B) __> ~ (B) - ~. 

L'hypoth6se que z = 0 ,  et les lemmes 1 et 4 impliquent qu'il  existe n tel que 
v,(H)> 1 - ~ / e t  2 , ( A ) > # ( ( 1 - 3 f l ) B ) - r / ,  off 

H= {yeFn; U(O, y)<fi/2} 

A = {xelR"; N ( x , O ) < l - 3 f i } .  

Etant  donnh t~lR + on consid4re la t ransformat ion Pt (resp. Qt) de F, ~ qui 
consiste ~t multiplier les coordonnhes  de rang < n (resp. > n) par t. 

Le rasultat d 'Ehrha rd  mont re  que la fonction h(t)=r est conca- 
ve. En particulier il existe 1 < t  o < 1 + f i  tel que pour  t<=t o on ait /~(PdB))=</x(B) 
+r/. 

Soit maintenant  t e [ 1 - f l ,  to], et posons C=PdB) .  La  fonction g ( u ) = ~  -1 
ot~(Q,(C)) est concave. Pour  xeA,  on a 

X( tx ,  0)<(1 + f l ) (1 -3 f l )_<  1 - f l  

d'ofl pour  y~H on a N(tx ,  2y )<l ;  c'est-~t-dire que Q2oPt(x,y)~B. Ainsi A 
x HcQ1/2(C ). I1 en r6sulte que 

/2 ( Q I / 2  ( C ) )  ~ /~n  (A)  ~)n ( n )  ~--- (1 - t/) (# (B) - t/) 

#(Q a ( C)) < #(B) + rl. 

Si r /est  assez petit, cela implique que g(1/2)=> g(1) -~ .  Puisque g est concave 
croissante, pour  u > 3/4, on a g ( u ) -  g(1) G 4~ lu -- 1 I. Puisque ~b est lipschitzienne 
de rappor t  < l, on a 

IX (Qt (Pt (B)) - # (Pt (S))l < 4 e It - i I. 

Pour  O<_h <_ Inf(fl, t o - 1 )  on a, puisque t B=Qt(Pt(B)): 

(2 h)- i /~  ((1 + h) B) - /~  ((1 - h) B) < 8 e + 2 h-102 (P1 + h (B))  - -  ].2 (P1 -- h (B))) 

et ainsi a G 8 e + b off 

b = lim sup (2 h) - I(#(P 1 + h(S)) -- #(P1 - h(B))) �9 
h 
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Pour  y~F n, DcIR N, soit D~= {x~IRN; N(x, y)~D}. On a tBy=(Pt(B))y. Ainsi on a 

#(PI+h(B))--#(PI_h(B))= ~ 2,((1 + h )By) -2 , ( (1 -h )By)dv , (y ) .  
F. 

Pour  chaque y, By est convexe, et l ' ensemble  des By est born6. C o m m e  2. a une 
densit6 born6e par  r appo r t  /t la m e s u r e  de Lebesgue,  on voit  sans peine (par 
exemple  en uti l isant les coordonn6es  polaires) que l 'on est dans un cas de 
convergence  domin6e,  et donc  que 

b < S lira sup (2h)-1 (2.((1 + h) By) - 2.((1 - h) By)) dr.(y). 
Fn 

Pour  un ensemble  D, on a 2 . ( t D ) =  ~ht(u)du off h test la densit6 de la mesure  v 
D 

donn6e par  v(A)=)~.(tA). On peut  d6river sous l ' int6grale; et t~pl ( tD ) est 
infiniment d6rivable. I1 s 'ensuit  que b = 0, et te rmine  la preuve. 

Remarque. U n  exemple  de [-4] m o n t r e  que le t h6o r+me4  est faux sans 
l 'hypoth6se z = 0. 
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