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R~sum~. L'objet de cet article est d'appliquer des m6thodes de la th6orie 
g6n6rale des processus et de th~orie du potentiel ~ la r6solution de probl6mes 
de contr61e de processus alternants, et en particulier & des probl~mes de 
contr61e impulsionnel. Cet article reprend et 6tend les r6sultats 
pr6alablement obtenus par l'auteur dans ce domaine. 

Summary. The purpose of this paper is to apply the general theory of 
stochastic processes and potential theory to solve various control problems 
of alternating processes, and in particular problems of impulse control. This 
paper extends results previously obtained by the author in stochastic control. 

I n t r o d u c t i o n  

Dans nos pr6c6dents travaux [12-19], nous avons appliqu6 les m6thodes de 
th6orie du potentiel et de la th6orie g6n6rale des processus /t la r6solution de 
plusieurs probl6mes de contr61e stochastique: 

- les probl6mes de contr61e optimal des diffusions et des diffusions ~ sauts [12- 
173. 

- les probl6mes d'arr6t optimal [19] avec B. Skalli, et [18]. 
- les probl6mes de contr61e avec contr61e du temps d'arr6t du syst6me: [133 et 
[163. 
- les probl6mes de jeux stochastiques [14-16]. 

Dans [143, nous avons 6tudi6 le syst6me 

f =R(f '  + g) (o.1) 
f '  =R(f  +g') 

off R est l'operateur de r6duite associ6/t une diffusion tude par une exponentielle 
e-Pr(p>0), et off g et g' sont deux fonctions continues sur l'espace d'6tats R e 
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telles que g < - g ' .  Nous avons montr6 que la solution du syst6me (0.1) 6tait 
associ6e /t la r6solution d'un probl6me de jeu g somme nulle sur des temps 
d'arrat. 

Les r6sultats de [14] ont alors 6t6 6tendus dans [18] /~ des jeux sur des 
~quasi temps d'arr~t)). 

Les r6sultats expos6s darts [161 r6solvaient, sous des conditions diff6rentes, 
un jeu stochastique 6tudi6 par Bensoussan et Friedman dans [2] par des 
techniques d'in6quations variationnelles sur des espaces de Sobolev. 

De plus nous avions obtenu dans [14] une formule permettant de calculer dans 
(0.1) les fonctions f et f '  en fonction de g e t  g' comme les fonctions gains de 
probl6mes d'optimisation, en utilisant des techniques de balayage. Mokobodzki 
a alors g6n6ralis6 certains r6sultats de [14] ~ des processus de Markov quelcon- 
ques darts [29]. 

Diverses questions se sont alors pos6es ~t nous: 
1 ~ Sous quelles hypoth6ses le syst6me (0.1) poss6de-t-il une solution assez 

r6guli6re, au sens de la th6orie des processus de Markov? La r6gularit6 6tait en 
effet d6montr6e dans [14] par une technique de convergence uniforme d'une 
suite d'approximations dans un espace de fonctions continues, qui ne s'6tend pas 

des processus plus g6n6raux. 
L'objet de la section 1 est de donner la r6ponse la plus compl6te possible 

cette question. On se donne en effet deux processus stochastiques X et X' sur un 
espace de probabilit6 filtr6, qu'on suppose born6s, adapt6s, continus/t droite sur 
[0, + oo[, ~ limites/~ gauche sur ]0, + ce] - en abr6g6 cadlag -, nuls en + oo, tels 
que si 3 est l'op6rateur de projection pr6visible, on ait 3X > X- ,  3X' > X ' - .  Si on 
fait l'hypoth6se qu'il existe deux surmartingales optionnelles fortes born6es 2 et 
Z' telles que X < 2 - Z ' < - X ' ,  le Th6or6me 1.2 garantit en particulier que le 
syst6me 

Z = R(Z'+ X) (0.2) 

Z'=R(Z + X') 

off R Y est l'enveloppe de Snell de Y au sens de Mertens [24] (i.e. la plus petite 
surmartingale optionnelle forte > Y) a une solution. 

Grfice ~ ce r6sultat, on retrouve des r6sultats de r6gularit6 de Bensoussan- 
Friedman [2] sous les conditions de [2]. 

2 ~ Nous n'avions au d6part pas compris l'interpr6tation de la formule (3.33) 
de [14] permettant de calculer f et f ' .  On d6finissait en effet dans [14] une 
relation d'ordre sur les mesures born6es (non n6cessairement > 0) prolongeant la 
relation d'ordre sur les mesures born6es > 0  utilis6e dans les techniques de 
balayage ([26, 30-31, 36, 37]: 

on 6crit en effet 2 < # si pour toute fonction p-excessive f relativement ~ la 
diffusion consid6r6e, on a { # , f ) <  ~2 , f ) .  On obtenait alors pour f :  

/ ( x ) =  sup ~#,g) + ~#', g') (0.3) 
~ < / t - - / t '  < 0 
#,/~'  >= 0 f i n i e s  
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Une idde naturelle est de considdrer un systdme plus gdndral que (0.1),/t savoir le 
systdme 

f = R( f '  + g) 
f '  = R ' ( f + g ' )  (0.4) 

off R et R' sont deux opdrateurs de rdduite associds ~ des processus non 
ndcessairement identiques. Dans la section 2, il appara~t que la solution de (0.4) 
est dtroitement lide/~ la rdsolution d'un probldme de contr61e alternatif de deux 
processus x et x'. Etant donnde une suite croissante de temps d'arrdt 
T 1, T 2 . . . . .  T n .. . .  , on construit un processus qui a la loi de x jusqu'h l'instant T1, 
qui conditionnellement ~ XT1 a la loi de x' jusqu'au temps T z avec x~l =XT~, puis 
reprend la loi de x jusqu'au temps T 3 etc. . .  On obtient alors pour f une formule 
plus gdndrale que (0.3) qui s'interprdte facilement compte tenu des rdsultats de 
Meyer-Mokobodzki-Rost  [28]. On rdsoud ainsi un probldme de contr61e, off les 
variables de contr61e sont T1, T2,..., Tn . . . . .  

3 ~ I1 est alors immddiatement apparu que les probldmes associds aux systd- 
rues de type (0.4) dtaient trds proches des probldmes de contr61e impulsionnel 
6tuidids de manidre approfondie par Bensoussan et Lions dans une sdrie 
d'articles [3-9] et dans un livre ~t paraitre [10] par des techniques 
d'indquations variationnelles et quasi-variationnelles. Lions a exposd dans un 
cours [23] (en particulier les chapitres IV et V) les rdsultats obtenus par 
Bensoussan-Lions, Bensonssan-Qoursat-Lions [11] etc. 

Lorsque R = R', les mdthodes de la section 1 permettent de montrer que sous 
des hypotheses faibles sur g e t  g' et sur les processus x et x', f et f '  sont des 
fonctions excessives <<rdgulidres>> au sens de la thdorie du potentiel. Dans le cas 
gdndral, off R n'est pas ndcessairement dgal/t R', on doit naturellement imposer 
une condition de rdgularit6 plus forte que la rdgularitd potentialiste, par exemple 
la continuitd de f et f ' .  Lorsque ge t  g' sont suffisamment << sdpardes >>, on montre 
au Thdordme 2.4 que lorsque x et x' sont deux processus de Feller h valeurs dans 
un espace localement compact ayant la propridt6 de ~<rdduite continue>~ - ddfinie 
en appendice - ,  (0.4) a des solutions continues ou s.c.s, quand g e t  g' sont 
continues ou s.c.s.: on utilise pour cela une forme du Thdordme de Hahn- 
Banach. Le rdsultat de rdgularitd que nous avons obtenu dans [14] est plus 
proche des techniques de la section 2, off R+R' ,  que de celles de la section 1. 
Les mdmes techniques sont utilisdes/t la section 3.2 pour rdsoudre les probldmes 
de contr61e impulsionnel classique. 

L'intdr~t essentiel de la mdthode utilisde ici est de permettre l 'obtention des 
rdsultats de rdgularitd forts s u r f  et f ' ,  sous des hypothdses minimales de 
rdgularitd sur g e t  g', en ne se plagant que dans des espaces de fonctions 
continues ou des espaces de mesure. L'utilisation des espaces de Sobolev permet 
~t Bensoussan-Lions d'obtenir des rdsultats de rdgularitd sur les solutions faibles 
d'indquations quasi-variationnelles aux ddrivdes partielles, lorsque x et x' sont 
des diffusions, mais, en contrepartie les donndes g e t  g' doivent ~tre plus 
rdgulidres. 

4 ~ I1 est alors naturel d'dtudier les probldmes de contr61e alternatif de 
processus, lorsque chaque processus est lui-mdme contr61d. On est ainsi amend 
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6tudier dans la section 2.6 la d6pendance continue des solutions de (0.4) par 
rapport f ig  et g' et aux param6tres d6finissant les diffusions x et x'. On utilise 
pour cela des techniques de compacit6 dans des espaces de mesure. Ces 
techniques sont appliqu6es dans la section 3.1 au contr61e des diffusions 
alternantes, et dans la section 3.2 au probl6me de contr61e impulsionnel. Le 
probl~me de contr61e impulsionnel a 8t6 6tudi6 par Bensoussan-Lions dans [3-  
10] et Lions dans [23]. Leurs r6sultats peuvent se comparer aux n6tres dans les 
m~mes termes que pr6c6demment. 

5 ~ Nous avons aussi 6tudi6 diverses contraintes dans le contr61e de proces- 
sus alternants. C'est ainsi que dans la section 2.7, nous avons impos6 
7"1, Ts, Ts,... d'etre port6s par un ferm6 A, et / t  Tz, T4, T6, ...  d'Stre port6s par un 
ferm6 B. Le probl6me a des solutions r6guli6res quand A et B sont disjoints ou 
6gaux (Th6or~me 2.7). Si d(A,B)>O, on peut raisonner comme en [14], sans 
avoir besoin d'une hypoth6se de <<s6paration)> sur g e t  g' (Th6or6me 2.9). Ces 
r6sultats sont appliqu6s 5. la section 3.1e) au contr61e des diffusions alternantes 
dans le cas contraint, et/L la section 3.2e) au contr61e impulsionnel dans le cas 
contraint. 

6 ~ Pour des raisons de sym6trie, nous avons 6tudi6 /t la section 2.8 le 
syst6me 

f = R ( g -  f ') 
f '  = R ( g ' - f ) .  (0.5) 

On montre alors au Th6or6me 2.10 que, lorsque x est une diffusion tu6e 
exponentiellement, et lorsque g e t  g' sont assez <<rdguli6res>>, (0.5) a une solution. 
On donne aussi au Th6or6me 2.11 des conditions d'unicit6 pour le systeme (0.5), 
qui le font apparaitre comme associ6 / t u n  jeu ~ somme nulle sur une suite 
croissante de temps d'arret, o/l le premier joueur choisit les temps d'ordre 
impair, et le second joueur les temps d'ordre pair. 

Nous utilisons pour simplifier des notations homog6nes, mais tous les 
r6sultats sont applicables ~t des processus non homog6nes. Par ailleurs on peut 
6tendre tous les  r6sultats aux diffusions/t sauts homogenes ou non de Stroock 
[39], en utilisant les r6sultats de [17], ainsi que les indications explicites de [13- 
16]. Avec un travail technique suppl6mentaire, on peut aussi les appliquer aux 
processus arr~t6s sur un ferm6 sans points irr6guliers. 

Nous 6tablissons en appendice divers r6sultats 6quivalents ~t la propri6t6 
de r6duite continue pour un processus de Feller. 

1. Une 6quation aux surmartingales 

(~2, ~ ,  P) est un espace de probabilit6 complet, munie d'une suite croissante et 
continue fi droite de sous-tribus {~}t_>0 compl6tes de Y.  

Tousles  processus que nous consid6rons sont d6finis pour re[0, + oo]. Pour 
se ramener aux hypoth6ses classiques de la Th6orie G6n6rale des Processus 
[20-21], on ajoutera un deuxi6me infini not6 oo +, o3 les temps d'arrat 
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s'6vanouissent. On peut alors, par un hom4omorphisme ramener [0, + ~ ]  sur 
E0, 1] et ~ + sur + ~ .  

Si Y est un processus optionnel born6, R Y  est l'enveloppe de Snell de I1, i.e. 
la plus petite surmartingale optionnelle forte majorant Ysur [0, + o-~], qui existe 
par les r6sultats de Mertens [24 25]. 

Si Yet  Y' sont des processus optionnels, on 6crit Y~ Y' si Y ' - Y  est une 
surmartingale >0  optionnelle forte. 

X et X' sont deux processus optionnels bornds cadlag sur [0, + ~ ]  tels que: 

X+~ =X+oo =0. 

I1 existe deux surmartingales >0  born4es optionnelles fortes Z et Z' telles 
que 

x < 2 - 2 ' <  - x ' .  (1.1) 

1. Description du schSma itOratif 

On considere la suite de surmartingales >0 optionnelles fortes born6es d6finies 
par r6currence par 

Z 1 = R X  Z '  a = R X '  

Z~+ 1 =R(Z ;+X)  ZI+ t =R(Z~+X'). (1.2) 

On a alors 

Th6or+me 1.1. {Zi} et {Z'i} sont des suites croissantes de surmartingales >0  
bornOes cadlag convergeant respectivement vers les surmartingales > 0  bornOes 
cadlag Z et Z'. On a 

Z = R(Z '  + X) (1.3) 
Z' = R(Z + X') 

et donc X < Z -  Z '  < - X'.  Si - " = (Z> Zt) est un couple de surmartingales > 0 born#es 
cadlag telles que 

X < Z I - Z ' I  < - X '  (1.4) 

(resp. 

21 :R(2 ;  +X) 
2'1 =R(21 + X')), (1.5) 

aIors 

Z < Z 1  z ' < 2 '  I (1.6) 

(resp. 

z-z'=21-2'1 
~ , ~ ,  ( 1 . 7 )  

Z < Z  1, Z <Z1). 
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Preuve. Comme X+oo=X'+~ =0, on a Z 1 >0, Z' 1 >0. Par r4currence, on vdrifie, 
grace au Th4or6me 1.2 de [19] que Z~ et Z' i sont cadlag et major6es respective- 
men par Z et 2". Par le Th4or6me 16 de [26; VI], on sait qu'une suite 
croissante et born~e de surmartingales cad est une surmartingale cad. On en 
d4duit bien que les suites {Zi} et {Z'i} converg, ent respectivement vers les 
surmartingales bornhes cad Z et Z', major6es par Z et 2". En passant a la limite 
darts (1.2), on a bien (1.3). De plus Z<2", Z'<2". On obtient donc (1.6) en 
remplagant 2' par 2" 1 et 2" par 2"1. 

Soit (Z1,Z' 0 un autre couple de surmartingales cad born6es solution de (1.5). 
Par le corollaire du Th6or6me IV.2 de [18] - appliqu6 dans le cadre la 

Thhorie g6ndrale des processus - ,  on a Z - Z ' = 2 "  1-2"1. 
Soient Z = M - A  et Z ' =  M ' - A '  les d6compositions de Meyer des surmartin- 

gales Z et Z'. Soit dB + - d B  la d6composition de Jordan-Hahn de la mesure 
dA-dA '  sur la tribu pr4visible. Alors dB§ <=dA, dB- <=dA'. 

Si Z § et Z -  sont les potentiels de B + et B- ,  on aura donc Z + < Z ,  
Z -  <Z ' .  Or Z + - Z -  = Z - Z ' .  Donc par (1.6), Z + =Z ,  Z -  = Z '  et dA=dB +, dA' 
=dB-. 

Si 2"1 --Nil =Z-Z' ,  si 2'1 =M1 -A1 et 2"1 =M'I -A'I sont les d6compositions 
de Meyer de 2'1 et 2"1, comme dA-dA '  est la d6composition de Jordan-Hahn de 

_ t ~  ! dA 1 -dA'l, alors dA <dA 1, dA =dA 1 et donc Z ~ Z  a, Z' ~Z'~ [] 

On en d6duit en particulier que s'il existe une solution (Z1,2"1) de (1.5) telle 

que (21 "' ,Z1) soient r6guli6res, alors Z et Z' sont r6guli6res. 
3 est l 'op6rateur de projection pr6visible. On a alors le r6sultat suivant: 

Th~or6me 1.2. Si X (resp. X') est tel que sur ]0, + or], 3X.> X -  (resp. sX'> X'- )  
alors Z (resp. Z') est une surmartingale rdguli~re. 

Preuve. On reprend les notations de la d6monstration du Thdor6me 1.1. Comme 
dA-clA' est la d6composition de Jordan-Hahn de dA-clA' sur la tribu 
pr6visible, les supports de A et A' sont disjoints, et en partieulier 
(AA >0)c~(AA' >0) est evanescent. 

Soit T un temps pr6visible a valeurs dans ]0 ,+oD]u{oo  +} section du 
pr6visible (AA >0). Par le Th6or6me II.2 de [18], T e s t  section de { Z - = Z ' -  
+ X - } .  Comme sur (T< oo+), AA)=O on a donc 

1~<~+ zF =1~<~+ 3z'~. (1.8) 

De marne, par hypoth6se 

l r < . +  X~ < l r < ~ +  SX r. (1.9) 

On en d6duit 

IT<w+ ZT < 1T< oo+ 3( z '  + X ) T <  1T<o~ + 3ZT" (1.10) 

Or 3Z < Z - .  Donc 

1T<~ + ZT = 1T<oo+ 3ZT (1.11) 

et ainsi sur (T< oo+), AAT=O. (AA >0) est donc evanescent. 

On raisonnera de m~me pour X'. [] 
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On a 6galement  le r6sultat  suivant:  

Th6or6me 1.3. Si X (resp. X') peut s'dcrite sous la forme 

X = X  1 - X  2 (1.12) 

(resp.) 

t ! X ' = X  1 - X  2, (1.13) 

oh X 1 et X z (resp. X '  1 et X2) sont des surmartingales born~es cadlag, alors Z ~ X  1 
(resp. Z'  ~X'I).  

Preuve. On a 

Z' + X = Z  + X 1 - X  2. (1.14) 

C o m m e  Z = R ( Z ' + X ) ,  il vient Z ~ Z ' + X 1 .  En effet posons  21 = Z ' + X I .  Si T e t  
T '  sont deux temps d 'arr6t  fi valeurs dans [0, + co], on a 

E g ~  1~  - Z r ) )  < F ~ ~  ~ ~ - 2 ~ ~, + X 2~ v~,) 
-< E~~ l r <  T' (z~ 1T -- X1T,) q- X2T,)) 

G E~~ - - X I T  , + X2T,) (1.15) 

et donc  par  [24] T4 

EY~ - - Z T ) )  ~-~Xlo - Z 0 "  (1.16) 

On a donc  d6montr6  la propri6t4 de surmar t ingale  forte en t = 0 .  On la 
d6mont re  de la m4me  mani6re  en tout  temps d'arr6t. 

Si X~ = M 1  - C 1 est la d4composi t ion  de Meyer  de X~, on en d6duit que dA 
a une densit6 =<1 par  r appor t  fi d(A'+ C1). Or on a vu au Th4or4me 1.1 que dA 
et dA' sont 6trang6res. D o n c  dA a une densit6 < 1  par  r appor t  ~t dC I. Le 
Th6or6me en r6sulte. [ ]  

Sous certaines hypothhses,  on peut  mon t r e r  que le j e u / t  s o m m e  nulle d6fini 
par  le crit6re 

F(T, T')=E(1T< = r, X r -  l r '  <TX~ ') (1.17) 

oti T et T '  sont des temps d 'arr~t  - et non  des quas i - temps d'arr~t c o m m e  en 
[-18] off on maximise  F e n  T e t  off on minimise  F e n  T '  a une solution. Soient 
en effet B e t  B' les fermds opt ionnels  

B = ( Z - Z ' = X )  

B ' = ( Z - Z ' =  - X ' ) .  (1.18) 

On a alors:  

Th6or6me 1.4. Si X et X '  sont tels que sur ]0, + oo], 3 X >  X - , 3 X ' >  X ' - ,  alors si 
T et T' sont des temps d'arr~t d~ valeurs dans [0, + oo], on a 

F( T, DB, ) < F(D B, DB, ) < F(DB, T'). (1.19) 
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Preuve. Remarquons tout d'abord que D 8 et D B, sont des temps d'arrSt/~ valeurs 
dans [0, + oo] puisque f2 x { + oe} cBc~B'.  Puisque Z et Z' sont r6guli6res par le 
Th6or6me 1.2, grgtce au Th6or6me 1.4 de [19] appliqu6 g la partie II de [19], on 
a E(Zo) = E(ZD~), E(Z'o) = E(Z'v~,), et donc 

E(Zo) = F4ZD. A ~.,) 
E(Z'o) = E(Z'D~ ~ D~,)" (1.20) 

Alors 

E(Zo- Z;) = F((Z-  Z % ,  A ~.,) 

=E(ID,<=DB,(Z-- Z')D~, + 1D~, <D~(Z--Z')D~,) =F(DB, DB,). (1.21) 

Si T est un temps d'arrOt /t valeurs dans [0, + oo], on a XT<=(Z--Z')T.  Donc 
comme ( Z -  Z')D ~ = --X'D~,, , il vient 

F( T, D B,) N E( (Z --Z')T ^ D~,). (1.22) 

Or on a 

E(ZT ̂  D~,) --<_ E(Zo) 

E(Z;, , )  = E(Z;) <_- E(Z~ ̂  D,,) =< E(Z;) (1.23) 

et donc 

E(Z'r ^ D,,) = E(Z'o). (1.24) 

De (1.21)-(1.24), on tire 

F(T, DB, ) <= F(DB, De, ). (1.25) 

L'autre partie de l'in6galit6 (1.19) se d6montre de la m6me mani6re. [] 

2. Applications 

p e s t  une constante > 0. a d6signe une application continue d6finie sur R d 
valeurs d6finies positives et uniform6ment born6es dans R d |  d. b e s t  une 
fonction bor61ienne born6e d6finie sur R d/t valeurs dans R d. x est un 616ment de 
R d" 

Qb est la solution du probl6me des martingales de Stroock et Varadhan [38] 
associ6 ~ (a, b, x). Tous les  r6sultats qui suivent s'appliquent aussi aux diffusions 
non homog6nes ou aux diffusions ~t sauts [39]. 

g e t  g' sont deux fonctions continues telles qu'il existe h et h'Q b p-excessives 
born6es pour lesquelles 

g < h - h ' <  - g ' .  (1.26) 

R b d6signe l'op6rateur de r6duite relativement au c6ne des fonctions Qb 
fortement p-surm6dianes. 
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On d6finit la suite de fonctions (fi ,f/)  par r6currence: 

f l  =Rbg f ;  =Rbg ' 
f + , = R b ( f / + g )  , _ b , (1.27) f~+,--R (f~+ g). 

Les Th6orames 1.1 et 1.2 nous indiquent que les suites de fonctions {f~} et 
{f/} croissent vers les fonctions p-excessives r6guli6res born6es f et f ' .  

De plus si g e t  g' sont les p-potentiels de fonctions bor61iennes born6es L e t  
E, par le Th6orame 1.3, f est le p-potentiel d'une fonction M telle que 0_< M_< L § 
et f '  est le p-potentiel d'une fonction M' telle que 0 < M'</2  § Par la propri6t6 
de Feller forte de Qb[38]-7, f et f '  sont des fonctions continues, q = f - f '  est 
donc une fonction continue. 

De plus, par [38]-7, en tout point de R e, on peut trouver un module de 
continuit6 du potentiel d'une fonction born6e N qui ne d6pende que de ilb IIL~(R~) 
et de HN][L~(Ra). Si b, L, E restent borndes, les fonctions associ6es f f '  sont donc 
6quicontinues sur tout compact. Par le Th6or6me de Dini, on en d6duit en 
particulier que la suite de fonctions (f~,f/), qui sont continues par [13]-II 
converge vers ( f , f ' )  uniform6ment sur tout compact. 

Soit Vp b l'op6rateur p-potentiel associ6/t Qb. Soit (b",/2), une suite de L~(R d) 
convergeant vers (b,L)~Loo(R d) pour la topologie a(Lo~(Ra), LI(Ra)). On pose 

g"= g=V2L 
b~ ,. = vpb/~ v; g' (1.28) 

et on suppose que g " < - g ' " .  L'hypoth6se (1.26) est trivialement v6rifide. Soient 
( f " , f ' " )  (resp. ( f f ' ) )  les fonctions continues construites comme prdc6demment 
associ6es/t (g", g'", Qb-) (resp. (g, g', Qb)). On pose enfin 

q" = f " - f ' "  
q = f _ f , .  (1.29) 

On a alors 

Th~or~me 1.5. La suite de fonctions continues qn est uniform~ment born~e et 
converge uniform~ment sur tout compact vers q. 

Preuve. Pour v6rifier (1.26), on peut prendre hn= Vbn/2 +, h'"= Vpb~I2 -.  Comme 
f ~ <  h", f in< h'", et comme h ~ et h '~ restent born6es, la suite {f"} est born~e. De 
m~me la suite {f '"} reste born~e. 

Par [12]-Th~or~me V.l.a), on sait que g" (resp. g'") est une suite born6e de 
fonctions continues convergeant simplement vers g (resp.g'). Grfice ~ l'dqui- 
continuit6 de la suite g" (resp. g'"), on en d6duit que la suite {g"} (resp. {g'~}) 
converge vers g (resp. g') uniform6ment sur tout compact. 

Les suites {f"} et {f '"} sont born6es et ~quicontinues sur tout compact. 
Soient f"~, f , ,k  des sous-suites convergeant uniform6ment sur tout compact vers 
des fonctions continues et born6es f e t  f ' .  On a par hypoth6se 

f .~  = Rb"~(f'~ + g~) 
f , ,k  = Rbn~(f,,k + g,,~). (I.30) 
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Grfice fi la preuve du Th6or6me VII-1 de [14], on peut passer/t  la limite dans 
(1.30) et 6crire 

f = R b ( f  ' + g) 

f '  =Rb( /+g ' ) .  

D.u Th6or6me 1.1, on tire que q =f-f'. 
En raisonnant sur toutes les sous-suites de N, le Th6or6me en r6sulte. [] 

Nous retrouvons ainsi sous des conditions plus faibles des r6sultats de 
Bensoussan-Friedman expos6s dans [2] Th6or6me 4.1, dans le cas off la fonction 
F de Bensoussan-Friedman est lin6aire en u et u x. Pour d6montrer la continuit6 
de q, ces auteurs r6solvent le probl6me dans des espaces de Sobolev, en prouvant 
des majorations a priori dans ces espaces et en utilisant des r6sultats de 
compacit6, pour d6montrer la convergence d'une suite d'approximations - qui 
n'est pas f ~ - f / -  vers q dans l'espace des fonctions continues. 

Dans [14], on montre que, sous des hypotheses de <<s6paration>> suffisantes 
de g e t  g', f et f '  sont continues, grgtce ~t des majorations ~t priori qui permettent 
de majorer la vitesse de convergence de (fi, fi') vers (f,f'). Nous allons voir, dans 
la section 2, que la continuit6 de ( f , f ' )  est aussi li6e dans ce dernier cas /t 
l'application du Th6or6me de Hahn-Banach. 

2. Processus alternants 

E est un espace lusinien m6trisable, auquel on adjoint un point cimeti6re 6, o/l 
toutes les fonctions d6finies sur E s'annulent, f2 est l'espace des fonctions 
continues ~t droite d6finies sur R + ~ valeurs dans Ew{~5}. 

x et x' sont deux processus de Markov droits transients, fi dur6e de vie finie, 
ayant tous deux comme cimeti6re 6. Si 2 est une mesure > 0 born6e sur E, P~,/:~ 
d6signent les mesures sur f2 associ6es/t x et x' quand la mesure d'entr6e est 2. 

Pour des raisons techniques, on fait l'hypoth6se que les fonctions excessives 
pour x et x' sont bor61iennes. 

K et K' sont les c6nes des fonctions fortement surm6dianes associds h x et x'. 
On pose alors la d6finition suivante, en suivant Rost [36]' 

Definition 2.1. Si 2 et # sont des mesures born6es sur E, on 6crit 2 < #  (resp. 
) ~  #) si pour tout f~K (resp. f~K') born6e, on a {#,f)_-< {2 , f ) .  

Si 2 et # sont >0,  on sait par le Th6or6me de Rost [36], [1] que si 4 < #  
(resp. 2 ~ #), alors # est associ6e/t un temps d'arr6t randomis6 T pour P (resp. P') 
par la formule {#,h)=EP~h(xr) (resp. {#, h)=Ee'~h(xr)). R et R' d6signent les 
op6rateurs de r6duite relativement ~t K et K' (voir [25]). 

Si h est bor61ienne, Rh et R'h sont bor61iennes. En effet, ce r6sultat est vrai 
quand h est continue, car R h et R'h sont excessives. On applique alors le 
Th6or6me des classes monotones [263 I-T20. 

De plus, par les r6sultats de Mertens [25] et Rost [36], si 2 est une mesure 
> 0 finie sur E, on a 

()~,eh)= sup {#,h)  { 2 , R ' h ) =  sup {#,h).  (2.1) 
# > O . k < #  t t> 0 .;t & ~t 
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On pose alors les d6finitions suivantes: 

Definition 2.2. Soit M une suite de mesures #n > 0 finies. On 6crit FM] < n si pour 
i > n + 1, #~ = 0. Si 2 est une mesure _> 0 finie, on 6crit 2 ~ M (resp. 2' ~ M) si 

/~<#1 <#2 <#3 < # 4 <  .... (2.2) 

(resp. 

2&#1 <#2 &#3 &#4 & ...). (2.2') 

Soient g e t  g' deux fonctions bor61iennes born6es. Si M=(# , )  est telle que 
]M] < + or, on pose 

q-ao +co 

(M,(g,g ' ) )  = 3~ #2~+1g+ ~ /-t2zg'. (2.3) 
0 1 

1. Un schema itdratif 

On d6finit par r6currence la suite de fonctions (f/,f/'). 

f~ = R g  Q = R ' g '  

f~+t = R ( f ' + g )  fz+l =R'(f~ +g'). 

On a: 

Proposition 2.1. Pour route mesure >O finie 2, on a 

(2.4) 

Preuve. On raisonne par r6currence. Par (2.1) on a (2.5) pour i=  1. Comme f/ 
=R(f~ '  t +g), par (2.1), on a 

( 2 , f [ )  = Sup (#1, g)  + (/~l,f/'_ 1). (2.6) 
i t > 0  2<#a  

Si on suppose (2.5) et (2.5') vraies & l'ordre i - 1 ,  on salt que 

( # l , f ' - 1  ) = sup (M', (g', g)5. (2.7) 
IM'] =<-i- 1 u~ ~ M '  

En posant M = ( # t , M ' ) ,  et en utilisant (2.6), on trouve bien (2.5)/~ l'ordre i. On 
raisonne de m6me pour (2.5'). [] 

On peut interpr6ter (2.5) et (2.5'). ]1" d6signe l'ensemble des suites de temps 
'arr~t alg6briques T=(T,)  sur ~2 tels que T I < T 2 <  T 3 < .... On 6crit que IT] =<i si 
pour n > i + l ,  Tn= + o~. 

Si T=(Tn)~]I" et si 2 est une mesure > 0  finie sur E, Px r (resp. pjr) est la 
mesure sur f2 obtenue par recollement markovien altern6 des lois de x et x', 
i.e. p r  (resp. p~r) a la loi de x (resp.x') jusqu'au temps T1, puis la loi de x' (resp. 

()v,f~) = Sup (M, (g, g')), (2.5) 
IMI<iA~M 

( ) , , f / )  = Sup (M',  (g', g)). (2.5') 
]M['<i2~M 
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x) jusqu'~t l'instant Tz, puis la loi de x (resp. x') jusqu'~t l'instant T 3 etc. . ,  jusqu'/~ 
l'instant S = lira T~ ~t partir duquel x est 6gal fi 6 i.e. 

X X '  X 
I I I I I ~ i .  
0 T1 T2 T a S 

Si T=(T,)s]I' ,  avec IT] < + o% on pose 

-boo +co  

(g,g')(Xr)= ~ g(XW .. . .  )+ ~ g'(Xr2). (2.8) 
0 i 

Proposition 2.2. Pour toute mesure >=O finie 2, on a 

(2,f~) = Sup EPT(g, g') (XT) , (2.9) 
Tdlr]T[<_i 

( 2 , f / ) =  Sup EeZ(g',g)(xT). (2.9') 
TE~[TI<=i 

Preuve. En utilisant les r6sultats de Mertens [25], on a (2, R h ) =  Sup E ~'* h(xr)(T 
temps d'arrat). 

On proc~de alors comme/~ la Proposition 2.1. [] 

2. Convergence de la suite ( f i , f / )  

Comme g et g' sont nulles en ~,fl et f~ sont >0.  On v6rifie alors par r6currence 
que les suites de fonctions {f.} et {f{} sont croissantes. Elles convergent donc 
vers les fonctions f et f '  qui sont respectivement fortement surm6dianes relative- 
ment / t  x et x'. 

On a imm6diatement: 

Th6or~me 2.1. Pour toute mesure >O finie 2, on a 

( 2 , f )  = Sup ( M , ( g , g ' ) ) ( 2 , f ' ) =  S u p ,  (M',(g ' ,g))  (2.10) 
IMI < + oo .~,~ M IM'I < + co ~ .<M 

De plus 

f = R ( f '  + g) 
f '  = n ' ( f + g ' ) .  (2.11) 

Preuve. C'est 6vident par passage 5, la lirnite dans (2.4). [] 

3. Une formule pour ( f , f ' )  

Dans [14] - Th6or6me III.4, nous avons donn6 une formule pour f et f '  dans un 
cas particulier. Elle a 6t6 6tendue par Mokobodzki  dans [29] au cas g6n6ral 
quand x = x'. Nous allons la d6montrer quand x n'est pas n6cessairement 6gal ~t 
X f" 
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On suppose que f et f '  sont born6es. Or 

g <=f-f '  < - g'. (2.12) 

Une condition n6cessaire pour que f et f '  soient borndes est donc qu'il existe 
f e K  et f ' e K '  born6es telles que 

g < f - f ' <  - g ' .  (2.13) 

On v6rifie alors par r6currence q u e f i  <f ,  ' ~' f/ = f ,  et donc que f < f ,  f ' = f ' .  La 
condition (2.13) est donc 6galement suffisante. 

On a alors un rdsultat 616mentaire: 

Proposition 2.3. Soit 2 une mesure >O finie, et M=(# , )  une suite de mesures >0 
finies telle que [M[ < + c~, 2 ~ M .  On pose 

+co +oo 

m = ~ #Zi+lm'=  ~ #2i. (2.14) 
0 1 

Alors 

2 < m - r e ' & 0 .  (2.15) 

+ c o  

Preuve. On a m-re '= ~ ( # 2 i + 1 - - # 2 i + 2 ) "  Comme #2i+1 ~#2i+2, on a m-m'~O.  
0 

De plus 

+ c o  

m-m'=#a + ~ (#2i+1 -#2i)- (2.16) 
1 

Comme #2/<#2i+1, on a aussi #1 <m-re ' .  Or )~<#1, et donc 2<m-m' .  [] 

On en d6duit 

Th~or~me 2.2. Pour route mesure 2 >O finie, on a 

( 2 , f ) =  Sup ( m , g ) + ( m ' , g ' ) ,  (2.17) 
m , m ' ~ O  

finies, 2 < m - m' & 0 

( 2 , f ' ) =  Sup (m,g)+(m' ,g ' )  (2.17') 
m, trl' ~ 0 

finies, 2 & m ' - m < 0  

t ' Preuve. On a g < f - f ' < - g ' .  Doric s im et m' sont telles que 2 < m - m  <0, il 
vient 

()~, f )  >= (m - m ' , f )  >= (m, f '  + g )  - (m' , f ' - -g ')  

= (m, g)  + (m', g ')  + (m - m', f ' )  

=> (m, g) + (m', g'). (2.18) 

Le premier membre de (2.17) est donc plus grand que le second membre. Grgtce 
au Th6or6me 2.1 et gtla Proposition 2.3, on en a fair l'6galit& On raisonne de 
meme pour (2.17'). [] 
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L ' in terpr6ta t ion de (2.17) est int6ressante. On a en effet: 

Proposit ion 2.4. Soient m e t  m' deux mesures >O finies telles que 2 < m - m '  40.  I1 
existe M = ( # , )  et deux mesures >O finies ml ,m'  I telles que 

2 ~ M  
+oo 

m =  ~ #2i+l-~-ml 
0 

m ' =  2 ]'t2i+m'l 
1 

t r 
mx < m l  < m l .  (2.19) 

Preuve. C o m m e  2 + m ' < m ,  par  un r6sultat de M e y e r - M o k o b o d z k i - R o s t  [28] il 
existe #1 et fil =>0 finies telles que 

2 < # 1  m ' < f l l  m = # 1 + f l  1. (2.20) 

Alors  ]21 -~-fll ~m'. I1 existe donc  #2 et/3~ > 0  finies telles que 

/~1 ~ 1~2 /~1 &/~2 m' =,tt2 + ill. (2.21) 

C o m m e  #2 + fl~ < ill, on peut  t rouver  #3 et fi3 > 0  finies telles que 

# 2 < ~ 3  flt2<fi3 f l l  = ]~3 "l- f13 . (2.22) 

On it6re l 'op6ration.  A l 'ordre 2n + 1, on a 

n 

m=~,#2i+l +/~2.+1 
0 
tl 

m'= ~ #zi + fl'2, (2.23) 
1 

/ ! 
# 2 n + l  -~/~2n+ 1 <~ ~2n < ~ 2 n +  1 ' 

Les suites de mesures  f lz ,+l  et f12, sont d6croissantes, et convergent  donc  vers 
des mesures  > 0  finies m 1 et m' 1. En passant  ~ limite dans (2.23), on a bien 
(2.19). []  

Remarque 2.1. Si x = x ' ,  on a m a = m '  1, puisque ces deux mesures  coincident  sur 
les fonctions excessives. [ ]  

Au couple (m, m'), on a donc pu  associer une suite M = (#,) de mesures  > 0 de 
masse  totale  finie, telle que 2 ~ M. I1 reste ~t mon t re r  pourquoi  dans la maximisa-  
t ion de (2.10), on peut  ne pas tenir compte  des mesures  (ml,m' 0 appara issant  
dans (2.19) ( remarquons  que la formule (2.10) reste vraie lorsque au lieu de 
supposer  que IMI < + m,  on fait l 'hypoth+se que M est de masse  totale finie. I1 
suffit pour  cela d'effectuer un passage ~t la limite). 

On a en effet: 
t t Proposit ion 2.5. S i m  et m' sont des mesures >0 finies relies que m 1 <ml <m> 

alors 
( m l ,  g )  + (m],  g ' )  < 0. (2.24) 
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Preuve. On a 

O > ( m ~ - m l , f ) > ( m l - m i , f ' ) + ~ m l , g ) + ( m i , g ' ) > ( m p g ) + ( m i , g ' ) .  [] 
(2.25) 

On peut  donc 61iminer n h e t  m'~ dans la maximisat ion de (2.10). 

4. Un exemple simple 

On suppose tempora i rement  que x=x ' ,  et que g et g' sont deux fonctions 
bor61iennes, cadlag sur les trajectoires de x, et telles que 

3g(xt)>g(x,)_ , 3g'(x,)>g'(xt)_ (2.26) 

il existe f , f '  excessives born6es et f l > 0  tels que 

g + fi < f - f '  < - g' - ft. (2.27) 

Pour  que (2.26) soit satisfaite, il suffit que g e t  g' soient diff6rences d 'une fonction 
excessive r6guli6re born6e et d 'une fonction excessive born6e, ou encore qu'elles 
v6rifient les condit ions de [-19] III.2. 

Par  le Th6or6me 1.4, on sait que f et f '  sont des fonctions excessives 
r6guli~res born6es. 

Si C est un presque-bor61ien de E, on pose QCh(x)=Ex lor < +~ h(xDr ). 
A et B sont les f inement ferm6s bor61iens A = ( f - i f =  g), B = ( f - i f =  -g ' ) .  

Theoreme 2.3. ( f f ' )  est le seul couple de fonctions excessives rOguliOres bornOes tel 
que 

f =~(f '+g) 
(2.28) 

f '  = R ( f + g ' ) .  

Pour toute mesure 2 > 0  finie, le Sup dans (2.17) (resp. (2.17')) est atteint par les 
mesures >= O finies d@'nies par Ies sdries absolument convergentes 

m =2(QA+QA&QA+...) 
m' ) A B+ A B2 (2.29) = o(Q Q (Q Q )  + . . . )  

(resp. 

m = 2(QBQ A + (QBQA)2 +.. .)  

m'=2(QB+Q~QAQS+.. .)) .  

Preuve. Soit ( fa , f ,1 )  un couple de fonctions excessives r6guli6res born6es 
solut ion de (2.28), et A ~ et B 1 les ensembles presque-bor61iens finement ferm6s 

A 1 = ( f ~  - f ' ~  =g)  B ~ = ( f ~  - f ' ~  = - g ' ) .  (2.30) 
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Par le Th6or+me 1.4 de [191 appliqu6 h la partie II de [19], on a 

fa  =QA~(f,~ +g) 

f ,X=QS, ( f l  +g,) (2.31) 

ou encore 

f l=QAtQR*fl  A, ~,g, +Q Q +QA,g. (2.32) 

En it6rant il vient 

f1=(QA, QBI),fl+ A t B l n t  a 1 B in - -1  (Q Q ) g + ( Q  Q ) Qatg 

_~ A t B 1 n-- 1 (O Q ) g ' + . .  + O  A t Q  B~ g ' +  Q At g. (2.33) 

Comme g < f - f '  - fi, g' <f '  - f -  fl, on a 

(2 , f1><<2 ,  (QAtQB'),fl+[(QAtQB1),-I A 1 IV ,-2 +(Q Q ) + . . . + I ] Q  A~ 

. (QBtf, _f , )  + [(QA t QB,),_I +... +QA~QS~] (Qa~f_f)" - 
(2.34) 

-4- QA' f _ fl [(Q At QB')n -4- (O AI QBL) n - I  QA 1 .~_ ,,, + QAtI>" 

Comme QAtf<=f, QB,f, <f,, on tire de (2.34) 

2 ~ A t B l n 1 fi<2,(QA'QBt)"+...+QAt><=< ,f+(Q Q ) f  >. (2.35) 
~+ A t B t n 1 Or f~ e t f  sont born6es, et donc f (Q Q ) f  reste born6. Comme/3>0 ,  la 

s6rie de mesures associ6e ~t (2.29) est absolument convergente, et en particulier 
lim(Q At Q~')" =0. On peut donc passer h la limite dans (2.33) et @fire 

<2,f 1 > = <2, Q At g @ Q AIQ Btg' -4- Q At Q B1Q At g @. . .> .  (2.36) 

Soient m ~ et m '~ les mesures associ6es/t A n et B 1 par (2.29). On a 

m t =2Q A1 +m, lQ A~ 
(2.37) 

ml=m'l  + m l ( I - Q  B1) 

et donc 2 < m  ~ - m  '~ <0. Or (2.33) s'6crit, pour toute mesure 2 > 0  finie 

( 2 , f  1 > = <m 1, g> + (m '1 , g'>. (2.38) 

En supposant que 2=e~ avec xeE, grfice au Th6or6me 2.2, on en d6duit que f~ 
= f  On montrera de m~me que f '  1 = f ' .  [] 

J.-M. Bismut 

5. R~gularitO des solutions 

Darts le cas g6n6ral, off x#x ' ,  il n'y a aucune raison pour que f et f '  soient des 
fonctions r6guli6res sur les processus x et x'. 

Nous allons cependant montrer des r6sultats de r6gularit6 quand x et x' sont 
des processus de Feller. 



Contr61e de processus alternants et applications 257 

Soit en effet E un espace localement  compact  dhnombrable  ~ l'infini, 6 un 
point  cimetihre. 

x et x'  dhsignent deux processus de Feller ~t valeurs dans E ~ {6}, de potentiel  
fini. 

On fait l 'hypothhse qu'ils v6rifient les condit ions 6quivalentes du Thhor6me 1 
de l 'appendice dont  on reprend les notations.  S i x  et x'  sont des diffusions ou des 
diffusions /t sauts tu6es par une exponentielle e -p' (p>0),  ils v6rifient cette 
hypoth6se par  le Thhor4me II.3 de [13]. ~ est l 'ensemble des fonctions continues 
borndes d6finies sur E /t valeurs rhelles, prolong6es par la valeur 0 en 6. /~ 
ddsigne le compactifi6 de Cech de E. 

K (resp. K') est le c6ne des fonctions for tement  surm4dianes pour  x (resp. x'). 
On no te /~=Kc~Cg,  K'=K'c~cg. 

g et g' sont deux fonctions continues (resp. s.c.s.) borndes d6finies sur E /t 
valeurs darts R, telles qu'il existe f~ /~ ,  aT,~/~, e t / 3 > 0  tels que 

g + fi < f - f ' <  - g' - ft. (2.39) 

On considhre la suite (f~,f{) dhfinie en (2.4). On a alors le r6sultat fondamen- 
tal suivant: 

Th6or4me 2.4. Si g e t  g' sont continues (resp. s.c.s.) les fonctions fi et fi' forment 
des suites croissantes de fonctions continues (resp. s.c.s.) convergeant 
uniformdment sur tout compact (resp. simplement) vers les fonctions continues 
(resp. s.c.s.) f et f ' .  

Preuve. Par  rhcurrence, et grfice au Th6or6me 1 de l 'appendice, on vhrifie que f/ 
et f '  sont continues (resp. s.c.s.) si g et g' sont continues (resp. s.c.s.). Si g et g' 
sont continues, f et f '  sont donc  s.c.i. 

Si h est une fonction s.c.s, born6e dhfinie sur E, on peut  la prolonger  en une 
fonction s.c.s, bornhe sur /7  en posant,  comme dans l 'Appendice 

h = inf h'. 
h'E~>_hsurE 

Si on prolonge ainsi g et g' sur tout /7 ,  on a encore 

g + f i < J ' - f ' <  - g ' - f l  sur kT. 

Pour  (u,u')ecg x ~g, et x~E, on pose 

(2.40) 

(2.41) 

Fx* (#, p') = Sup (y,  u)  + (#' ,  u ')  -)C(x). (2.43) 
( f , f ' } e g  x K' 

g+u<f  f'<=-g'-u' 

F~(u, u') = inf f(x).  (2.42) 
f ~K, f 'EK '  

g+u<J- f '<  -g ' -u '  

F x est une fonction convexe sur cg x ga. De plus grgtce ~t (2.39) comme (f, 
f ' )EK xK' ,  si /luIl~<fi, I[u'lFe<fi, F,~(u,u')<__f(x). Par  la Proposi t ion 21 de [41]- 
II.2.10, Fx 6tant convexe et born6e sur la boule (l[ulle<fi, Ilu'lF~<fl) est cont inue 
sur cette boule, et est en particulier continue en 0. Calculons alors la duale/7* de 
F~ sur JC]x JCZ(~//r est dhfini dans l 'appendice) au sens de [32], [34]. Pour  
(ll, y')~MZ x Jd, on a: 
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Si # < 0 ou # '<  0, il vient 

F* (#, #') = + m. 

Si #eJ / ]  est >0, on a 

sup (#, u> = ( # , ~  - (# , f '>  - (#, g>. 
g + u < f - f '  

On en d6duit que si # > 0, # '>  0, il vient 

F2(#, #') = - (# ,g} - (#', g'} +sup ( ( # -  #', f )  --f(x))+ sup ( # ' -  # , f ' }  
f e e  f'~K' 

et donc 

F-*(#' # ' )={  - (# '  g)  - (# ' '  c~ ailleurs, si #>0 ,  # '>0 ,  e x < # - # ' & 0  

Comme F est continue en (0,0), on a par [32]: 

U *  (0, 0) = Fx(0, o) 

ou encore 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

Fx(0,0) = sup (# ,g} + (# ' ,g ' )  (2.47) 
t a ~ 0 t , ' > 0  

~x < / , - / z '  & 0 

Rappelons qu'ici # et #' sont dans ~//l, et qu'on ne peut a priori conclure ~t 
l'6galit6 de F~(0, 0) et de f(x) en utilisant le Th6or6me 2.2. 

Si h est une fonction s.c.s, born6e sur/7, on pose, pour xe/7 

_Rh(x)= inf f(x) (2.48) 
feKghsurE 

Par le Th6or~me i c) de l 'Appendice,/~h coincidence avec Rh sur E. 
Soit 2 et # deux 616ments > 0 de J/] tels que 2 < #. L'ensemble des 616ments 

d e / r  qui majorent h sur /7  est filtrant d6croissant. De la Proposition II.7.4 de 
[33], on tire 

( 2 , / ~ h ) =  inf ( 2 , f ) ( p , / ~ h ) =  inf ( # , f }  (2.49) 
feK~h feK>h 

et donc 

(#, Rh)  ( < 2,/~h) (2.50) 

On en d6duit que si h est une fonction s.c.s, sur/7, la <<r6duite>> de h sur /7  est 
s.c.s., coincide sur E avec la <<r6duite>> classique Rh, et reste x <<fortement 
surm6diane>> sur/7. On raisonnera de meme pour x'. 

Par r6currence, on en d6duit que les fonctions (f~,fj) de la suite d'approxima- 
tions (2.4) peuvent etre prolong6es/t tout /7  en gardant les memes propri6t6s et 
sont respectivement major6es sur tout E par f e t  f '  (qui sont dans / r  et/r Elles 
convergent donc vers les fonctions f et f ' ,  qui sont respectivement x-<<fortement 
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surm6diane>~ et x'-<<fortement surm6diane>). Alors si x~E et si # et #' sont des 
_ t t 616ments > 0 de J//] tels que e~ < # - #  < 0, on a 

, > 

f ( x ) > ( # - # , f ) = ( # , g ) + ( # ' , g ' ) + ( # - # ' , f ' )  

_->(#,g) +(#',g') (2.51) 

et donc f(x)>Fx(O,O ). Comme f(x)<Fx(O,O), on en d6duit que sur E, f = F .  (0,0) 
f 6tant un inf de fonctions continues est s.c.s, sur E. On raisonne de marne pour 
f ' .  [] 

Remarque 2.1. La technique utilis6e est la technique des multiplicateurs de 
Lagrange. Si l'espace d'6tats avait 6t6 compact, la d6monstration aurait 6t6 
beaucoup plus simple. On pourrait  aussi montrer que si # et #' sont des 616ments 
- -  , ! t _>0 de Jr tels que e x < # -  # <0, si #1 et #1 sont les parties de # port6es par E/E, 
alors #1 ~#'z <#1, ce qui permet d'obtenir le r6sultat directement. [] 

Soient A et B les ensembles 

A = ( f  = f ' +  g) 

B = ( f '  = f +  g'). (2.52) 

A et B sont bor61iens. Par les r6sultats de [19]-II, A et B sont finement ferm6s 
respectivement pour x et x'. S ix  et x' sont des diffusions A e t  B sont fermds dans 
les deux cas par les r6sultats de [13]-III. Si g e t  g' sont continues, A et B sont 
ferrn6s. 

Si C est un bor61ien de R d, QC (resp. Q,C) est le noyau 

QCh(x) =Ex 1Pc< + co h(xDc) (2.53) 

(resp. 

Q,C h(x) = E'~ 1~< + 00 h(xD~)). (2.53') 

On a alors le r6sultat suivant: 

Th~or~me 2.5. ( f f ' )  est le seul couple de fonctions s.c.s, bornOes tel que 

f = R ( f ' + g )  

f '  =R ' ( f  +g'). (2.54) 

De plus, pour toute mesure 2 > 0  finie, le Sup dans (2.17) (resp. (2.17')) est atteint 
par Ies sOries ~troitement convergentes 

2 a~_ A ,B A~_ m =  (Q Q Q. Q ...) 
m'= 2(Q AQ'B + (QAQ,B)2 +...) (2.55) 

(resp. 

IB A ~_ tB A 2 . m= (Q Q (Q Q ) + ..) 
m' 2 '~+ ,B A ,B (2.55') = (Q Q Q Q +...)).  
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Preuve. Soit ( f l , f , ~ )  une autre solution de (2.54), A 1 et B 1 les ensembles 
correspondant ~t A e t  B. Par le Th6or6me 1.4 de 1-19] appliqu6 aux parties II et 
III de [19]), on a 

f l = QAI(f ,1 + g) (2.56) 
T, I=Q,BI(TI  +g,). 

On it6re alors (2.56) et on raisonne comme au Th6or6me 2,3. [] 
L'interpr6tation des r6sultats des Th6or6mes 2.3 et 2.4 est 6vidente si on tient 

compte du Th6or6me 2.1. On trouve en particulier que pour maximiser le 
deuxieme membre de (2.17), il suffit de construire la chaine de temps d'arret T 
=(DA, DI~oDA, DAoDBoDA...). Remarquons aussi que si 2 est une mesure > 0  
finie, et si M est une suite (#,) de mesures >0  finies telle que 2 ~ M ,  on peut 
d6finir (M, (g, g')) sans conditions sur M. 

On pose en effet par convention 

+oo q-oo 

( M , ( g , g ' ) ) = ( # a , f ) +  ~ ( # 2 1 + 1 - # 2 1 , f ) +  ~ ( # 2 i - # 2 i - l , f ' )  
1 1 

§  q-co 
+ ~, ~ ~, 

< # 2 i + l , g - - f  + f  >+ 2 ' ~' ~ (#2~,g - f  + f ) .  (2.57) 
0 1 

Chacun des termes des diff6rentes sommes est < 0, et (2.57) a donc bien un sens. 
Si M est telle que LM[< +0% cette d6finition coincide avec la d6finition 
pr6c6dente. On en d6duit: 

Proposition 2.6. Pour toute mesure >= 0 finie )~, on a 

( 2 , f )  = sup (M,  (g, g')) 
A @ M  

( 2 , f ' )  = sup (M',  (g', g)). 
2 ' ~ M  

(2.58) 

-boo 

~, #i(1) < + oo. (2.59) 
1 

La s6rie de terme g6n6ral #i est doric &roitement convergente, ce qui permet 
d'6crire 

+o:3 +OO 

(M,(g,g ' ) )  = ~, /~2i+lg+ ~ /~2ig'. (2.60) 
0 1 

-t-OO + ~  
t t 

Si on pose m=  ~ #2i+1, m'~- 2 #2i, on a trivialement )~<m--m <0. On utilise 
0 1 

alors le Th6or6me 2.2. [] 

Preuve. Si (M, (g, g')) > - oe, par (2.57), comme g - f + f ' < =  - fi et g' - f '  + f  < - fi, 
il vient 
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6. D@endances continues 

Nous allons maintenant montrer un rdsultat de ddpendance continue de f et f '  
par rapport aux param6tres d6finissant ces fonctions. Nous nous plagons direc- 
tement dans le cas des diffusions de mani6re ~t faire varier 6galement leur d6rive, 
mais le r6sultat reste vrai dans le cas g6n6ral si l'on ne fait varier que g e t  g'. 

(a, b) et (a'. b') ont les mames propri&ds que (a, b) it la section 1.2. Qb et Q,b" 
sont les processus associ~s. E~ et E'xb, ' sont les op6rateurs d'esp6rance pour Qb et 
Q~b,', p e t  p' sont deux r4els >0. x (resp. x') d6signe le processus Qb (resp. Q,b') tu6 
par l'exponentielle e-pt (resp, e-P't). 

Le r4sultat donn6 est meilleur que le r6sultat donnd au Th6orhme VII.1 de 
[14] dans le cas o6 Qb=Q,b'.. la d6monstration ne repose plus sur la 
ddtermination d'une vitesse uniforme de convergence de suite (f ,f / ' )  vers ( f f ' )  
comme en [14], car une telle d6termination n'est en g6n6ral plus possible. 

On a en effet: 

Th~or~me 2.6. Soit {b"} et ~b'"} une suite d'~Idments de Lo~(R a) convergeant vers b 
et b' eL~o(R d) pour la topologie a(Loo(Rd), LI(Rd)). Soit {g"} et {g'"} deux suites de 
fonctions continues et uniformdment borndes, convergeant vers ge t  g' uniform~ment 
sur les compacts de R d. On suppose que pour tout n i l  existe f "  Qb, p-excessive 
continue et f '"  Q,b, if-excessive continue et qu'il existe fl> 0 tels que 

g"+ fi < f " - f ' " <  - g ' " - f i .  (2.61) 

On suppose ~galement qu'il existe f Qb p-excessive continue et f '  Q,b" p'-excessive 
continue teIles que 

g + I 3 < f - f '  < - g' - 13. (2.62) 

�9 ~ n  I n  ! On suppose enfin que les fonctlons f , f  f , f  sont uniform~ment bornOes. 
Alors la suite de fonctions continues (f",f'") construite au ThOorOme 2.4 

relativement d (Qb,, Q,b',, g,, g,,) est uniformOment bornOe et converse 
uniformdment sur tout compact vers Ie couple de fonctions ( f f ' )cons tru i t  au 
7h~orOme 2.4 relativement ~ (Qb Q,b,, g, g'). 

Preuve. Soit (f/",f,.'") et (f,,f/) la suite d'approximations de (f", f ' " )  et ( f f ' )  
construite au Th6or6me 2.4. Alors par la preuve du Th6or6me VII.1 de [14], on 
v6rifie que les suites uniform6ment bornOes de fonctions continues {ffl} et {f;"} 
convergent vers fz et f ;  uniform6ment sur tout compact. Par r6currence, on 
v6rifie un r6sultat identique ~t l'indice i. 

Soit alors x" une suite de points de R d convergeant vers x e R  d. Pour tout i, on 
a 

lim inff"(x") > lira f/" (x") = f (x )  (2.63) 

et doric 

lira inff"  (x") >f(x). (2.64) 



262 J.-M. Bismut 

On va d6montrer  l'in6galit6 inverse. La  difficult6 essentielle provient  encore de 
la non compacit6 de R e. 

Soit A" et B" les ensembles A et B construits ~ l 'ordre n. QC et Q,C sont les 
noyaus QC et Q,C ~ l 'ordre n. 

Par  l'in6galit6 (2.35) - qui est vraie 6galement ~t condit ion de remplacer QB~ 
par Q,B~ _ comme f " < f " ,  on a 

f l [ Q A n n - I - o A n o t B n o A n  g" . . .  ~ - O A n ( o t B n o A n ] k - t  - " = . . . . . . .  _ . . . .  , ~ . , ,  . .3(1)< lif, ll~. (2.65) 

Or la suite de fonctions a- O~-O,~-oa-(l~ Q, (1), est tr ivialement 
d6croissante. De plus la suite f "  est major6e par  une constante M > 0. 

Soit e>0 ,  et soit k un entier tel qu 'en x~R e, on ait 

A ~ tB~  A ~ k Q, (Q, Q, )x(1)> . (2.66) 

Alors de (2.65), on tire 

< M .  (2.67) 
M 

M a 
Doric, pour  k > ~ - ~ ,  on a 

QA"(Q"B" QA')k(1) <~--fiM" (2.68) 

Posons 

R n - - t ' ) A n [ - L ( t ' ) t B n g ) A n ~ k  A - ~ o t B n ( ) A n ~  k + l + . .  . 
k - - ' ~ n  L~,'~Sn " ~n  ] - - \ ' ~ S n  g n  ! - ]  (2.69) 

Comme A n 2 A n ( Q , )  = Q ,  , on a aussi 

n A ~ tB~  A ~ k Rk=Q" (Q, Q, ) [QA.+Qa.Q,,.QA.+...]. (2.70) 

M a 
Grgce ~ (2.65) et (2.68), on en d6duit que si k > ~ ,  alors 

R~,(1) <e .  (2.71) 

On va alors v6rifier que les mesures m" et m" obtenues en (2.55) et (2.55') pour  2 
= ex., v6rifient une condit ion de relative compacit6 de P rokhorov  dans d~ b. 

En effet de (2.65), on tire que les m" et les m" sont uniform6ment  born6es. De 
plus 

n A n Qa.Q,,.Qa. A - t o A n ( ( ) t B n g ) A n ' ~ k - - l l  " R "  (2.72) 

[ 2 M  2 ] 
Soit q > 0. Posons l, = 1 ~ 5 - ]  + 1. Par  (2.71), on a 

R~,(1)<~. (2.73) 
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Posons enfin 

n A n #1 - Q .  x- 

p'2 - (OA ~ o '  B% (2.74) - -  ~,,r...n z...,n ] x  n 

]A~ - - { l " ) A n  n '  B n o A n ~  

Alors on a 
?1 n n t n  n ~n ?1 

ex- <#1  <#2  <#3  < ... (2.75) 

(on indexe par  n les relations < et ~ correspondant  fi Qb- et Q,b"). Par la 
Proposi t ion  II.1 de 1-13], les familles de mesures {pT,p~ . . . . .  P~l,-1} v6rifient un 
crit6re de P rokhorov  quand  n d6crit N. (Dans le cas g6n~ral off les processus 
consid6r6s resteraient fixes on devrait  utiliser le Th6or~me 1 d) de l 'appendice 
pour  obtenir  le m6me type de r6sultat). II existe donc  un compact  K de R d tel 
que, pour  tout  n~N,  on ait 

ln- -  1 

/~j  + 1 (lc~) <~ .  (2.76) 
0 

I n - 1  

O r o n a m ' =  ~ ]~n2j+lq-R~nx,~. 
0 

De (2.73) et (2.76), on tire 

m'( lcK)<q.  (2.77) 

Les m" v6rifient donc  le crit6re de relative compacit6 de Prohorov.  On raisonne 
de marne sur les m'". 

Soit m e t  m' les limites 6troites de sous-suites extraites m "k et m ''~. Par 
hypoth6se, on a 

n k tnk 
m' ~ + z~,,~< m ~ m ~ < m '"~. (2.78) 

Alors comme au Th6or~me IV.2 de 1-13], on v6rifie qu 'on  peut passer ~t la limite 
dans (2.78) et qu 'on  a 

m' + G  <m m ~ m '  (2.79) 

ou encore e x < m - m ' ~ O .  Or on a 

f ' ~ ( x  "~) = ( m  "~, g 'k)  + ( m  '"~, g'"~). (2.80) 

Alors, comme  les suites g'~ et g"~ sont uniform6ment  born6es, comme elles 
convergent  uniform6ment  sur tout  compact  vers g e t  g', comme m "~ et m ''~ 
convergent  6troi tement vers m e t  m', on a 

lim (m "~, g'k) + (m '"~, g'"~) = (m, g)  + (m', g') (2.81) 

et donc  f ( x )  > lim supf"~(x'~). 
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En raisonnant sur toutes les sous-suites de N, on en d6duit que 

f ( x )  > lim supf"(x ") (2.82) 

De (2.64) et (2.82), on d6duit bien le Th6oreme pour f On raisonne de m~me 
pour f ' .  [] 

7. Le cas contraint 

On se place sous les hypoth6ses de la section 2.1. Soient A et B deux ferm6s de 
E. On consid6re le sch6ma it6ratif 

f l = R 1 a g  J f = R ' l R g '  
(2.83) 

f/+ 1 = R  1a(f.' § g) f/+ I = R '  l~(f/+g') .  

On obtient alors les formules (2.5) (resp. (2.5')) en supposant que M (resp. M') est 
tel que #2i+1 (resp./~2i) est port6e par A, et #2i (resp. #2i+1) par B, et cela pour 
tout i. 

On a 6galement l'analogue de la Proposition 2.2 et du Th6or6me 2.1. La 
condition (2.13) est remplac6e par 

g _<_~-f' sur A 
(2.84) 

f - f '  < - g' sur B. 

Dans (2.17) et (2.17') on devra 6galement supposer que m est port6e par A et m' 
par B. 

On se place alors sous les hypoth6ses de la section 2.5 et on suppose que g 
et g' sont deux fonctions d6finies respectivement sur A et sur B, continues (resp. 
s.c.s.) born6es, telles qu'it existe r e / (  et f ' e / ( '  et f i>0  avec 

g + fi < f - f '  sur A 
(2.85) 

f-f'<-g'-/~ sur B.  

On consid6re alors la suite (f~,fz') d6finie en (2.83), et sa limite (f,f '). 
On a' 

Th6or~me 2.7. Les fonctions f et f '  sont born&s et s.c.s. De plus ( f , f ' )  est le seul 
couple de fonaions s.c.s, bornOes telles que 

f =R1A( f '  +g ) f ' = R '  l~(f+g ' ) .  (2.86) 

Preuve. On v6rifie par r6currence que f i < f ~ '  < f '  =~,j~ = ~ ,  et donc que f et f '  sont des 
fonctions born6es. 

~(A) et ~(B) sont les ensembles de fonctions continues born~es sur A et B. 
et/~ sont les compactifi6s de Stone-Cech de A et B. ~7 a e t  jc]B sont les espaces 
duals de ~(A) et @(B), i.e. l'ensemble des 616merits de ~/~ port6s par A et/3. 
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Pour (u, u')~C~(A) x @(B), on pose 

/:~(u, u ' )= inf f(x). (2.87) 
fEK,  f 'EK'  

_ g + u < f - f '  surA 
f - f ' <  - g ' - u '  surB 

On calcule alors la duale de /~ en procddant comme au Th6or6me 2.4. Le 
m6me raisonnement qu'au Th6or6me 2.4 montre que f et f '  sont s.c.s. L'unicit6 de 
la solution de (2.86) se d6montre comme au Th6or6me 2.5. [] 

Corollaire. Sous les hypothOses de la section 2.6, (pour be t  b' fix~s), si A e t  B sont 
disjoints, ou si A = B, et si g e t  g' sont respectivement continues sur A e t  sur B, f 
est continue sur A e t  sur CA et f '  est continue sur B e t  sur CB. 

Preuve. On a n6cessairement f = Q A f  Par le Lemme 2 (p. 275) de [27], f est 
continue sur 91. De plus f l  est continue sur A et 91. En effet soit A 1 l 'ensemble 

A1 = ( L  = g)n~4 (2.88) 

Par [13] III,  A1 est ferm6. De plus par le Th6or6me III.4 de [13], on a f l  
=Qalfl" f l  est ainsi continue sur 911, donc continue sur CA. De plus, si xzA1,  si 
x, zA  et si x,---,x, on a g(x , )~g(x) .  Comme fz(x , )>g(x,)  on a 
f l ( x )< l imin f f l ( x , )  �9 f l  est s.c.i, sur A, donc continue sur A. De mSme fl '  est 
continue sur B et sur CB. 

Comme A e t  B sont disjoints ou 6gaux, f~ est continue sur B et f (  est 
continue sur A. On peut donc itdrer le raisonnement. On montre ainsi que pour 
tout i, f~ est continue sur A e t  9t, et f / e s t  continue sue B e t  ~B. f est doric s.c.i. 
sur A e t  91 et f '  est s.c.i, sur B e t  ~B. Comme on sait que f et f '  sont s.c.s., le 
corollaire est d6montr6. [] 

On a enfin le r6sultat de ddpendance continue, 6nonc6 sous les hypoth6ses 
de la section 2.6. 

Th6or~me 2.8. On suppose que A et B sont disjoints ou ggaux. Soit {b"} et {b'"} 
deux suites d'~l~ments de L~(R d) convergeant vers b et b'~L~(R e) pour la 
topologie ~r(Loo(Rd), L~(Rd)). Soit g" et g'" deux suites uniformdment born~es de 
fonctions continues ddfines respectivement sur A e t  sur B, et convergeant vers ge t  g' 
uniformOment sur les compacts de A e t  B. On suppose que pour rout n, il existe 
f,, Qb. p-excessive continue et f ' "  Q,b', p'-excessive continue et fl > 0 tels que 

g~ sur A 
f " - f ' " < - g ' " - f i  sur B. (2.89) 

On suppose Ogalement qu'il existe fQb p-excessive continue et f,Q,b' p-excessive 
continue telles que 

g + 1 3 < f - f '  sur A 
f - f ' <  - g ' - 1 3  sur B. (2.90) 

On suppose enfin que les fonctions f ~ , f ' " , f  f ' ,  sore uniformOment bornOes. ( f" , f ' " )  
(resp. ( f f ' ) )  sont les fonctions construites au 77~dorOme 2.7 relativement gl 
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(Qb~,Q,b~,gn, g,n) (resp. (Qb, Q,b',g,g,)). Alors la suite {f"} (resp. {fin}) est 
uniform~ment bornde et converge vers f (resp. f ' )  uniform~ment sur les compacts de 
A et ~A (resp. de B et ~B). 

Preuve. Soit x ~ une suite de points de A (resp. CA) convergeant vers x~A (resp. 
CA). Comme au Th6or6me VII.1 de [14], on v6rifie que 

f l (x)  > lim sup fl"(x~). (2.91) 

Soit A 1 le ferm6 A 1 =Ac~(fl =g). Alors si x~A 1, on a g(x)=limg"(x~), et donc 

f l  (x) < lim inff~"(x"). (2.92) 

Si x$A 1, on v6rifie, comme au Th6or6me VII.1 de [14] que (2.92) reste encore 
vrai. f l  est donc limite uniforme de {fl"} sur les compacts de A et CA. De marne, 
f l  est limite uniforme de {f;~} sur les compacts de B et cB. Enfin les suites {f~} 
et {fl  "} restent uniform6ment born6es, puisqu'elles sont major6es par les suites 
{f"} et {f'"}. 

Comme A et B sont disjoints ou 6gaux, la suite {f~"} reste born6e et 
converge vers f~ uniform6ment sur les compacts de A, et la suite {fl"} est born6e 
et converge vers f l  uniform6ment sur les compacts de B. Par r6currence, on en 
d6duit le m6me r6sultat ~t l'ordre i. 

Soit x n une suite d'616ments de A (resp. 9t) convergeant vers x e A  (resp. CA). 
(2.64) reste vrai ici. On montre l'in6galit6 correspondant ~t (2.82). [] 

Au lieu de (2.89), on fait maintenant l'hypoth6se que 

d(A, B) > 0. (2.93) 

On a alors 

Th~or/~me 2.9. Si d(A,B)>0, si g e t  g' sont des fonctions d~finies respectivement 
sur A et sur B, s.c.s, et bornOes, les suites de fonctions s.c.s, born~es {fl},{f{} 
convergent uniformdment sur R dvers les fonctions s.c.s, born~es f et f ' .  ( f , f ' )  est le 
seul couple de fonctions s.e.s, born~es solution de 

f = R  b 1A(f '+g  ) 
f '  = R'b" 1B(f + g')" (2.94) 

Si g et g' sont respectivement continues sur A et sur B, f est continue sur A et CA, et 
f '  est continue sur B e t  CB. 

Preuve. Comme en [14]-(6.7), on montre par r6currence les in6galit6s 

f2,+1 <f2 ,  + QAQ, B. . .  Q,,f~ 
f~,+ a < f~, +Q, BQA ... QA f;  (2.95) 

+Q Q ...Q/f; f2n+  2 ~-~f2,+ 1 A ,B 

f 2  r < f ,  + ;B A n + 2 = J 2 n + l  Q Q ""Q'Bfl" 

Comme d(A,B)>O, par la Proposition VI.2 de [14], il existe ~ tel que 0<__~< 1, 
ne d6pendant que de Ilbllc~cR~) et ~' tel que 0_<_e'<l ne d6pendant que de 
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IIb')JL=~Rfl tel que 

QA 1 ~ g sur B Q,B 1 < c( sur A. (2.96) 

Les s6ries ~ ( f / - f / _  1) et ( f ' - f ;  1) sont donc normalement  convergentes, f et 
2 2 

f '  sont donc s.c.s, et born6es. Pour l'unicit6 de la solution de (2.94), on raisonne 
comme au Th6or~me 2.3. Pour les r6sultats de continuit6, on raisonne comme 
au Corollaire du Th6or6me 2.7. [] 

On a encore un r6sultat de d6pendance continue 6quivalent au Th6or6me 2.8, 
off on peut supprimer les hypoth6ses (2.89) et (2.90), qu 'on montre comme le 
Th6or6me VII.1 de [14]. I1 suffit en effet de remarquer que la preuve du 
Th6or6me 2.8 montre que les fonctions f sont limites uniformes sur les compacts 
de A et CA des fi ~ quand n ~ + Go. Grfice fi l 'uniformit6 en n des majorations 
(2.96) et fi (2.95), l 'uniformit6 en n de la convergence de f/" vers f~ implique la 
convergence de f~ vers f. On raisonne de mame pour f'" et f ' .  

8. Une Oquation fonctionnelle 

On se replace temporairement  sous les hypoth6ses de la section 2.1. g e t  g' sont 
deux fonctions bor61iennes bornaes. 
On veut rasoudre l '6quation 

f =R(g - f ' )  
f '  =R'(g'-f).  (2.97) 

On considare le schema it0ratif 

f~=R'g' 
f{+i = R'(g' -f~). (2.98) 

f~ =Rg 

f+l  =R(g- f ' )  

On a trivialement 

f~<f2~_, f 2 i  ~<~f2i-- 1 
, > , (2.99) 

f2i+l~Li f~,+l-=f~," 

I1 n'y a donc a priori pas convergence du sch6ma. 
On se replace alors sous les hypoth6ses de la section 1.2, off x et x'  sont tous 

deux 6gaux/~ une diffusion tu6e par l 'exponentielle e-pt. On suppose de plus que 
g et g' sont les Qb p-potentiels de fonctions bor61iennes born6s L et E (non 
n6cessairement > 0), i.e. 

g = V) L g' = Vp b E. (2.100) 

On a alors 

Th6or+me 2.10. II existe au moins un couple de fonctions continues bornOes ( f , f ' )  
telles que 
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f = Rb(g-- f ') 
f ,  =Rb(g , _ f ) .  (2.101) 

Preuve. On pose 

B = {(N, ' e N )eLoo(R ) x L~o(Rd); i >o,n' >=0, [[NI]L~,R~ ) 

< IlL l[ Lm(Ra), [] S t  [] Loo(R a) ~ 1] E [] Lm(Ra). (2.102) 

B est convexe. On munit B de la topologie a(Loo(R d) x Loo(R~), LI(R ~) x LI(Ra)). 
B devient compact. 

A(N,N')eB, on associe les fonctions 

f = R b (g - Vv b n ' )  
f '  =Rb(g ' -  Vp b N). (2.103) 

Par l 'argument donn6 au Thborbme 1.3, f est une fonction Qb p-excessive telle 
que f ~ V ~ L  +. I1 existe donc NeLoo(R ~) tel que 0 _ < N < L  + et que f=V~N. 
L'ensemble des N qui conviennent est trivialement convexe. De plus le Th6or6me 
V.l.a) de [-12], il est ferm6 (il est d'ailleurs r6duit & un seul point dans de 
nombreux cas). De m6me on a f ' =  V~N' avec 0<__]V'<E +. 

Consid6rons alors la multiplication F qui ~t (N,N') associe {(N, iV')} d6fini 
pr6c6demment. 

Elle est ~t valeurs convexes ferm6es non rides. Montrons qu'elle est s.c.s. Soit 
donc (N,, N~) une suite d'616ments de B convergeant vers (N, N')eB, (N,, N~) une 
autre suite d'616ments de B telle que, pour tout n, (,,N~)EF(N~,N~) et 
que (N,,Nj) (N,N). Par le Th6or6me V.l.a) de [-12], VvbN,, V~N, V b v ~ , , V ~ N ~ b  , -, 
convergent simplement ve s N, N', Comme ~ ronctions sont 
6quicontinues, elles convergent uniform6ment sur tout compact. De plus, elles 
sont uniform6ment born6es. Par la preuve du Th6or~me VII.1 de [14], Rb(g 
--1< b ' Rb(g'-Vp b N~) convergent uniform6ment sur tout compact vers Rb(g _@N~)  et 

N') et Rb(g'--V~ N). On en d6duit que (N,/V')eF(N, N'). F est bien s.c.s. 
Par le Th6or6me de point fixe de Kakutani, F a un point fixe, qffon note 

(No,N~). f = V ~ N  o e t f ' =  b , V~ N~ sont donc solution de (2.101). [] 

I1 n'y a en g6n&al pas unicit6. En effet, si g '=g ,  on v6rifie que (f=O,f'  
=Rbg) et (f=Rbg, f'=O) sont solution de (2.101). 

Soit A + et B + les ensembles ferm6s 

A + = ( g > 0 )  
B + = (g' > 0). (2.104) 

On fait l'hypoth6se que 

d(A+,S+)>O. (2.105) 

Par la Proposition VI.2 de [14], il existe c~ tel que 0 < a <  1 ne d6pendant que de 
IIbHLo~(Ra) pour lequel 

QA+(1)__<c~ sur B + QB+(1)<a sur A +. (2.106) 
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Donc, si 2 est une mesure > 0  finie, et si M=(#n) est une suite de mesures > 0  
finies telle que 2 ~ M ,  si pour tout i, i,2i est port6e par B § (resp. A § et ~t2i+l par 
A + (resp. B+), il existe k ne ddpendant que de 2(1) et de a tel que 

+oo 

/~(1)<k. (2.107) 
1 

Dans ce cas, on peut ddfinir sans ambiguit6 <M,(g, - g ' ) )  (resp. <M,(g', -g ) ) ) .  
Si C et D sont des bor61iens, on pose 

M(C. D)= (2QC, 2QC QD, 2Qc QD QC...). (2.108) 

Si C c A  + et si D c B  +, M~ c'D) v6rifie bien les hypoth6ses pr6c6dentes. On pose 

F~( C, D) = < M~ c'D~, (g, - g ' ) )  
, /M~O,c~ l,, (2.109) 

F~(C,D)=\ a , t s , - g ) ) .  

On a alors le r6sultat d'unicit6 suivant: 

Th6or6me 2.11. Il existe un seul couple de fonctions continues born~es ( f  f ' )  tel 
que 

f = R ( g - f ' )  
f '  = R ( g ' - f ) .  (2.110) 

Si A et B sont les fermds 

A = ( / + f '  =g) 
B = ( f  + f '=g ' )  (2.111) 

alors A c A  + et B ~ B  +. Pour toute mesure 2>O finie sur R d, si C et D sont des 
borOliens de R ~ tels que C ~ A  +, D ~ B  +, on a 

Fx( C, B) < Fa(A , B) N F;~(A, D) 

U (A, D) < F~(A, B) N F~( C, B) (2.112) 

f et f '  peuvent dtre ddfinies par 

f ( x ) =  inf sup F~(C,D)= sup inf F~(C,D) 
D ~ B  + C c A  + C ~ A  + D ~ B  + 

(2.113) 
i f (x)  = inf sup F;'(C, D) = sup inf F~' (C, D). 

C ~ A +  D c B  + D ~ B  + C ~ A  + 

Preuve. Soit ( f , f ' )  une solution de (2.110). Comme f et f '  sont > 0, A est inclus 
dans A + et B e s t  inclus dans B +. Par la Proposition II.2 de [13], on a 

f =QA(g_f,) 
f ,  = QB(g, _ f ) .  

Donc 

f =QAQBf _QAQBg, +QAg 

(2.114) 



J.-M. Bismut 270 

et en it6rant, il vient 

f=(QAQB)nf_(QAQ~)ng,+(QAQ~)n-~QAg ... _QaQ~g,+Qag. (2.115) 

Or, c o m m e  A c A  +, B = B  +, on a lim(QAQB)n=O, et donc 

f =Qa g_QAQB g, + QAQBQA g .... (2.116) 

Ainsi 

(2,f)=F~(A,B). (2.117) 

De  plus, c o m m e  f = R ( g - f ' ) ,  pour  tout  borhlien C, on a f>  QC(g_f,) et grace ~t 

(2.114), il vient 

f>  QCQBf _ QcQ~ g, + QC g 

ou, en it6rant 

f>(QCQn)nf_(QCQB)ng,+(QcQB),_IQCg..._QCQBg,+QCg. (2.118) 

Si C c A  +, lim(QCQ~)"=O et donc  

f>  QC g_ QCQB g, + Q CQBQC g . . .  (2.119) 

ce qui s'6crit 

( 2,f ) > F~( C, B). (2.120) 

De  marne, on mon t r e r a  que si D est un bor61ien = B  + 

( )~,f ) < Fz(A , D). (2.121) 

De  (2.117),(2.120) et (2.121), on tire bien (2.112). (A,B) est doric un point  selle 
pour  le jeu associ6 fi F z, et Fz(A,B) est la valeur de ce jeu. C o m m e  ( 2 , f )  
=Fz(A,B), en faisant 2 = e  x, on tire bien (2.113). On raisonne de m~me pour  F[ et 

f ' .  [] 

3. Applications aux probl6mes de contr61e 

I. Le contr6le des diffusions alternantes: le cas simple 

On se replace sous les hypoth6ses de 2.6: a e t a '  gardent  en part iculier  le m~me 
sens qu 'en 2.6. a e t  a '  sont leurs racines carr6es positives, p e t  p' sont deux r6els 
>0 .  

K et K '  sont deux mult ipl icat ions bor61iennes d6finies sur R e ~ valeurs dans 
R e x R +, qu 'on  suppose non  vides, compac tes  et un i form6ment  born6es. 2,e et ~ '  
d6signent les classes d '6quivalence pour  la mesure  de Lebesgue des sections 
bor61iennes de K et K' .  On muni t  A ~ et A ~ de la topologie  cr(L~(Rd), LI(Rd)). 

h e t  h' sont deux fonctions continues > 0  born6es, telles qu'il  existe / ?>0  
pour  lequel h > 2/?. 
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O n  veut  m i n i m i s e r  

Er e-PtL(x~)dt+e -pT' h(XT~)+ ~ e-P'ct-r~)I2(xt)dt 
T1 

+e  -p'(r~-r') h'(XT~)+ ~ e-P(~-T~)L(x~)dt+... (3.1) 
T2 

off x a la lo i  de  Qb entre  0 et T1, la lo i  de  Qb, entre  Tx et T 2, la loi  de  Qb entre  T z 
et T3 etc  . . . .  avec  c = (b, L) et c ' =  (b', E). 

P o u r  c = ( b , L ) ~ Y  et c'=(b',E)~LF, o n  p o s e  

+ c o  

V~(x)=E~ I e-PtL(x,) dt 
o (3.2) 
+co 

, ,b' E(x 0 dr. e - " ' '  
0 

Soi t  # ~ , # 2 ~ # 3  .. .  les m e s u r e s  assoc ihes  ~t T1, T2, T 3 ...  (3.1) s'hcrit 

+oo" + o o  

(/~' gc) --(]21, rc )  - E (~{2i+i  - ~ 2 i ,  Vc) - E (] .12i-]22i-1,  Vc r 
1 1 

+ o o  + c o  

0 1 
( 3 . 3 )  

O n  p o s e  a lors  

g(r ,i = V c - V j , - h  
glc, ~')= l/~ ' - V~ - h'. (3.4) 

O n  a 

(V/,  +/3)__< - -  gi , c') - -  /3. ( 3 . 5 )  

P o u r  (c,c')eSf x 5r (2.39) est b ien  v6rifi6e r e l a t i v e m e n t  /t (&~,c,~, g~,' c'), Qb, Q,b') 
a v e c  

f ( ( c ,  C') : Vc 
f('c, c ')= V~', + /3  (3.6) 

(il est ici essent ie l  que  L > 0 ,  E > 0 ) .  D e  plus,  (3.3) s'6crit 

1 

+ o c  + c o  

-- --[s E ([221+l'g(c,c')--~c,c')~-~"c,c')) 
i 0 

+~ 

- (/~2i, g(c. c') - f ~ ,  c') +f(~, c')))" (3.7) 
1 
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Or, par  la Propos i t ion  2.6, l ' inf en g~, ]./2, ... ]2n de (3.7) est 6gal fi 

<,l, (3.8) 

off (f(c,~'),f('~,~')) est la solution du syst6me (2.54) associ6 ~t (g(~,c')), glc,~'), Qb, Q,b'). 
Pour  (c, c')ESe x ~ ' ,  on pose enfin 

qc ,c') = Vc-fcc,c , )  
t z ! q(~,c') = Vc ' _f(~, ,). (3.9) 

%,~,) et qi~,c') sont des fonctions continues born6es. Comfne  g~c,~,)<V~-Vc',< 
-g'(~,~,) on a 

f '  < V~: (3.10) 
( c , c ' )  - -  

et donc 

V~>=q(c,c,)>=O 
V] > q'(~, ~,) > 0. (3.11) 

Enfin 

- h '  <q(~,~,)-q}c,c,~ <h. (3.12) 

Pour  r6soudre le probl~me de man i&e  satisfaisante, on va procdder  en 
plusieurs &apes. 

a) Le cas convexe:  un r6sultat interm6diaire  

On suppose t empora i r emen t  que K et K' sont & valeurs convexes. ~ et ~ '  sont 
alors convexes et compacts .  

Pour  c = ( b , L ) ~ ,  c '=(b ' , / ; )~L~ ' ,  ~=(/~,L)~5~, ~' ~' ~' ' = ( b  , E ) e Z g ,  on pose 

q(e~. ~,)= V~ - Rb(V~ - qi~, ~ ' ) -  h) 
'~" ' '~' V' ' (3.13) q<~,~,)=Vc,-R (~ , -q(~,~ , ) -h) .  

On a t r ivia lement  

c - -  

q(c, c') - q(c,c') 
t c '  t 

ql~,c') =q<~,c)- 

On a alors le r6sultat suivant:  

(3.14) 

Proposition 3.1. Si (c, c ' ) 6 Y  x ~ ' ,  les ensembles 

F ( c , c , ) = { ~ ; q  ~ - i n f - C *  ( c , c ' )  - -  t/(c, c')I 
c * ~  

r ~ !  i .  t ~ '  - -  �9 ' c * '  F(c,c, )= {e ~LP , q(~,~,)- lnf q(c.~')} 
C*'  E ~ '  

(3.15) 
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sont  non rides, convexes  et compacts .  De plus Ia mult ipl icat ion F dOfinie sur f x2P'~ 
valeurs dans S x ~,~' 

(c, c') ~ F(~,~,)x F(;,~,) (3.16) 

est  semi-cont inue  supOrieurement.  

Preuve.  F(~,r et F('~,~,) sont non  vides, convexes et compacts  par  le Thaorame II.5 de 
[16]. De plus, (c,g,c ')  ~q(c,,,) est continue de d x Y x S r  dans l 'espace des 
fonctions continues bornaes muni  de la topologie de la convergence uniforme sur 
les compacts.  En effet, par  le Thaorame V.1 a) de [12] et le rasultat d 'aquicontinuit6 
de [38] - 7, V~= --, V~ et V~ ---, V/, uniformament  sur tout  compact  quand (c=, c;, ~=) 
converge faiblement vers (c, c', Q. De plus ces suites restent uniformament  bornaes. 
Par  le Thaorame 2.6, dont  les hypoth6ses sont tr ivialement v&ifiaes, on voit que 

uni formament  sur tout  compact  en restant uniformament  bornde. Par la preuve du 
Thaor~me VII. 1 de [ 14], R~'=( V~=_- ql . . . .  ~) - h) ~ Rr'( ~ - qlc, ~') - h) uniformament  sur 
tout  compact .  D onc  ~'~ c q~r q(c,c,) uniformament  sur tout  compact.  

On varifie alors tr ivialement que la mult ipl icat ion /~ est semi-continue 
suparieurement.  [ ]  

On en daduit:  

Thaorame 3.1. II  ex i s te  (Co, c'o)~Sg x ~ '  tel que si (~, ~ ' ) ~  x S ' ,  on air 

< 
q~~ = q( . . . .  6) = q( . . . .  o) (3.17) 

,ca , < ,F, 
q(co, ca) = q(co, ca) = q(co, ca)" 

Preuve.  Par  la Proposi t ion 3.1, on peut  appliquer le Thaorame de point  fixe de 
Kakutan i  ~t la mult ipl icat ion F. [ ]  

b) Le cas convexe: rasolution du problame 

Pour  (c, c')~5r x • ' ,  on pose 

A(C, c') = (q(r c') _ q,(c, c') = h) (3.18) 
B (c,c') ( ' = q(~,~,)-q(c,c,)=h'). 

Darts la suite, J e s t  l 'ensemble des temps d'arrat algdbriques sur ~(R+;Re).  

Thaorame 3.2. Si (co, C 'o)~Y x ~ '  est  pris comme  au Th(orOme 3.1, alors pour  tout 
x c R  d, 017 a 

q~ . . . .  a)(x)=~2,+~-~inf E~' ! e - P ~ L l ( x t ) d t + e - p T ~ ( h ( X T , ) + E ~  

c~'~~ (3.19) 
T i ~ J -  

e - P ' t E z ( x t ) d t + e  -pr~- h ' ( x r 2 ) + E h ~  ~ e - p t L 3 ( x ~ ) d t + . . .  
0 2 0 
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Einf  dans (3.19) est r~alisk par 

! ! t t 
C 1 = C 3  = ""  = C 2 i + 1 ~ - - C 0 ,  C2 = C 4 - =  ""  = C 2 i = C 0 ,  

Tl= Ta='"= T2i+ l=D A(~o,c'o), T2= T4=" '=  Tzi=D B( .... 4)" 

On a l'expression correspondante pour q~co,~'o)" 

Preuve. On a 

q(~o,~b) = V~o - f~o. c~) 
' V' - r '  (3.20) 

q(co,eo) = cb d~co, c'o) 

q(~o,c~) est alors 6gal au membre  de droite de (3.19), quand on rernplace 
! ! ! t ca,c3,...,cz~+l par  Co,C2,C4,...,c2i par  co, T1, T3,...,T2~+I par DA(co,cb) et 

Tz, T4,...,Tzi par Dm~o,~): cela r6sulte en effet de (3.20) et de (2.55). On a 
naturel lement  le r6sultat correspondant  pour  qi~o,~)" 

De plus, grfice/~ (3.17), pour  c 1 =(b  1, L 1 ) e ~  et c~ =(b~, E2)eSF; si T 1 et T~ sont 
des 616ments de f,, par  le Th6or6me II.4 de [16], on a 

T 1  

q(co, ~b)(x) < E~' ~ e-  p t L1 (xt) d t + E~' e-P r'(q~r ~a) + h)(X T,) 
0 (3.21) 
T 2  

' x <E~ ~ ,b'~ -p'r~ q(~o,~'o)( ) ~ e-p'tE2(xt)dt+E~ e (q( .... 6)+h')(XT:)" 
0 

On obtient  donc 

qcco,ca)(x) < E~' [i* e-pt L(xt) dt + e-  p r l (h (xw ~) 

(i ~ p ~ , ~  + h')(x~)))] 4- E ' b l  e - P ' t  E 2 ( x t )  d t - l - e  t'l(co,c'o) 
- -  - - x r  I 

(3.22) 

On peut  naturel lement  remplacer  c 1 par  c3, c~ par  c~, dans (3.21)-(3.22). On it6re 
alors l'in6galit6 (3.22), et on obtient  une in6galit6 du type (3.22) avec une chaine de 
longueur 4, puis 6, puis 2n, i.e. 

q(co r 

<E~' e-PtLl(xt) +e-pT1 h(xr~) +E'b'~ S e-P'tEz(xt) dt 
- - - -XT1  0 

[h'('" ' -  E b3 Tf +e p'r2 \AT2)-I-  XT2 ~ e-PtL3(xt)dt+...  

+ E',~:~_ ~ e-PT2~(q, .... a) + h') (XT~)) ) ] �9 (3.23) 

Le membre  de droite de (3.23) croit naturel lement  avec n. Or h >2fi ,  q( . . . .  4) > 0  et 
h'> O. De plus, le dernier terme du deuxi~me membre  de (3.23) reste born& 
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Soit #a la mesure sur R d associ6e ~ Q2~,/[12 la mesure associ6 ~ Q2~ CfT2oOT1 etc 
r..,XT t . . .  

Si la limite du membre  de droite de (3.23) est finie, on a 

+o3 

~2~+ 1(1) < + oo (3.24) 
0 

Q'b'2i + 2 
et c o m m e  f l 2 i + 1  < ] A 2 i + 2  , o i l  a 

+co 

F,i,(1) < + o0. (3.25) 
1 

Alors 

bl - p T ~  E ,  bl e - K T 2  ,b'a,, e - p T 2 , ( r ,  , (3.26) E x e XT~ ""ExT . . . .  ~( . . . .  8 )+h) (x r~ )  ~0"  

On obtient  bien (3.19). On  a naturel lement le r6sultat correspondant  pour  

q'(~o,~). [ ]  

Les fonctions q( .. . .  6) et ql . . . .  b) sont donc  des fonctions fixes, ne d6pendant  pas du 
point  fixe particulier (co, c~). On  les note d~sormais q et q'. De m~me les ensembles 
A (~~ et B ~~ sont not6s maintenant  A et B. On  a ainsi 

A = ( q - q ' = h )  
B = ( q ' - q = h ' ) .  (3.27) 

c) Le cas convexe: caract6risation des op t imums 

Par  hypoth6se, on a 

T 

q(x) = inf E b ~ e-Pt L(xt) dt + E b e-pT(h + q') (xr), (3.28) 
cE~ ,~ T e J  0 

T '  

q'(x) = inf E'b'~ e -P ' tE(x t )d t+E~'e-p 'T ' (h '+q)(xT , ) .  (3.28) 
c ' ~ " ,  T' ~ J  0 

On en d6duit imm~diatement:  

Proposition 3.2. Pour que (Co, C'o) vdrifie (3.17), il faut  et il suffit que c o rdalise /'inf dans 
(3.28) et que c' o rOalise /'inf dans (3.28'). 

Preuve. Nous  avons vu que la condi t ion est n6cessaire. Mont rons  qu'elle est 
suffisante. S i c  o et c~ r6alisent l ' inf dans (3.28) et (3.28'), on a 

V ~ o - q = n b ~  ) 
V' ' ,b~ , , (3.29) 

c b - - q = R  ( V c , o - h - q ) .  

Par le Th6or6me d'unicit6 2.5, on en ddduit que 

q = q( . . . .  'o) q' =ql . . . .  ~)" (3.30) 

On  en d6duit imm6diatement  que (C'o,C'o) v6rifie (3.17). [ ]  
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Soit ~. une mesure  de probabil i t6  sur R a 6quivalente/~ la mesure  de Lebesgue. On  
d6finit les mesures  2 et 2' par  

DA 

i(4) =E~ J e-"'4(x,) dt 
o (3.31) 
Ds 

~'(~b)=E~ ~ j e-P'*~)'(xt)dt. 
0 

On a alors le r6sultat essentiel suivant:  

Th~or~me 3.3. II existe une fonction bor~lienne H (resp. H') d~finie sur R ~ 71 valeurs 
dans R e telle que pour que (Co, T) (resp. (C'o, T')) r~alise l 'inf dans (3.28) (resp. (3.28')), 
on ait 

a) L o ( x ) + ( H ( x ) , a - l ( x ) b o ( x ) ) =  inf ( L + ( H ( x ) , a - l ( x ) g ) ) 2 p . p .  (3.32) 
(resp. (~, L)~K(x) 

Eo(x)+(H'(x) ,a- l(x)b 'o(X))=_ i n f  ( fZ+(H'(x) ,a- l (x)b ' ) )~ 'p .p . ) .  (3.32') 
(b ' ,L ' )~K'(x)  

b) T(resp. T') est porto par A (resp. B). 

c) r(resp, r ')  est < D A~ ~ (resp. DBcb) off A~o (resp. B ~, o) est le supportfin de lafonaionnelle 
additive continue engendrant la fonction-Q b~ p-excessive (resp. Q b6 p_excessive) 
rdguli~re V~o - q (resp. V~o - q'). 

Preuve. C'est  le Th6or6me II.5 de [16]. [ ]  

d) Le cas g6n6ral: existence d 'un o p t i m u m  

Nous  ne d6finirons pas formel lement  les probl6mes d 'op t imisa t ion  que nous 
r6solvons dans le cas g6n6ral. I1 s'agit na ture l lement  de minimiser  pour  tous les 
x s R  a s imul tan6ment  les deux expressions 

E~ 1 j e - p t L l ( x t ) d t + e  -pTI h(xw) 
0 

T2 ) 
+ E 'hi ~ e-P't122(xt)dt +e-P'T2(h'(XT~)+...) . 
- - - - X T ~  0 

E'~ i j e-P't121(xt)dt +e  -p'r (h'(xr 
0 

b2 ~'2 ) 
+ E x f  I j e -pt L2(xt)dt +e-pf~(h(x f2)+. . . )  

0 

(3.33) 

(3.339 

avec c 1, c2, c 3, c~, ... s ~o, c-,1, c~, g;,  c4, ... ~ 50', T1, T1, T2, ~c2 - �9 �9 E f,, quand  K et K '  ne 
sont pas n6cessairement fi valeurs convexes. 

On ne fait donc  plus d 'hypoth6se  de convexit6 sur K et K' .  
On a le r6sultat final: 
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Th6or6me 3.4. II existe des ferm~s A et B et (Co,C'o)eS~ x 5P' tels que si on pose 

C1-.~-C2~-C3 ~ C 4  ~--... ~ C  0 

cl =c2 =c3 = c 4 =  ' "  =Co (3.34) 

Tl= 2=T3 . . . . .  

T1 = T2 = ~r 3 . . . . .  D,  

(3.33) et (3.33') sont minimis~s pour tousles xER d simultan&nent. 

Preuve. Soit/s et/s les enveloppes ferm4es convexes de K(x) et K'(x). Par le 
corollaire 3.3 de [35], /s  et /s  sont des multiplications borhliennes. Soit ~ et ~ '  les 
classes de sections borhliennes d e / s  e t / s  pour la mesure de Lebesgue. On peut 
alors rhsoudre les probl5mes d'optimisation relativement ~t ~ et L~ 7~. 

Soit H et H'  les fonctions d6finies au Th6or6me 3.3 associ4es ~t ce nouveau 
problhme. Par le Th6or4me 3.3, pour que (c o, c~))~L c~ x ~ '  r6alise l'inf dans (3.28) et 
(3.28'), il faut et il suffit que (3.32) et (3.32') soient v6rifi6es. Comme K(x) et/s 
(resp. K'(x) et/s ont les m4mes points extrhmaux, par le Th6or4me 2 de [35], on 
peut trouver (co, c~))~G p x ~qo, v6rifiant (3.28) et (3.28'). (c~), co) est done optimal sur 
L~ x S '  et h fortiori optimal sur 5 ~ x 5 ~ [] 

e) Le cas contraint 

Soit A et B deux ferm6s de R ~ disjoints ou 6gaux. Dans (3.33) et (3.33'), on peut 
demander que les T2i+l , T2i soient port6s par A et les Tzi, T2i+1 par B. On a alors 
deux types de r6sultats: 

a) Darts le cas g6n6ral, on dolt encore demander que K et K'  soient 5 valeurs 
dans R d x R + et que he t  h' soient continues born6es et telles que h~2f l>O,  h'>=O. 

Dans (3.13), on remplace R ~ et R '~'' par R ~ 1A et R '~' 1B. Le r6sultat de 
dhpendance continue du ThhorSme 2.8 permet alors de d4montrer l'6quivalent 
de la Proposition 3.1 et du Th6orhme 3.1, et d'obtenir un r4sultat d'existence. 

b) Si d(A, B) > O, K et K'  peuvent 5tre pris/t valeurs dans R ~ x R et het  h' sont des 
fonctions continues born6es quelconques. Par le Th6orhme 2.9 et la remarque qui le 
suit, les rhsultats de d4pendanee continue restent vrais sous ces hypothhses. On 
poursuit la d6monstration comme pr6c6demment. 

Dans le eas a) comme dans le cas b), apparaissent au lieu de fonctionnelles 
additives continues, des fonctionnelles additives continues h gauche. On se r6f6rera 
h [16] pour leur utilisation dans les problhmes de contr61e. 

f) Extensions 

On peut 6tablir tousles r6sultats prdc6dents en supposant qu'on arr6te le processus 
sur un ferm6 C sans points irrdguliers pour les deux classes de processus qu'on fait 
alterner. I1 faut pour cela r66tablir tousles r6sultats de [13] et le Th6or6me VII.1 de 
[14]. On utilise pour cela la compacit6 6troite de {#>0;  b b ex< #<#De} (resp. 
{~ = O, G < # < #oc}) oh #De est la mesure associ6e au temps d'arr6t D c. 
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2. Contr6Ie impulsionnel classique 

Nous allons traiter un cas simple de contr61e impulsionnel. Tous les autres cas 
peuvent se traiter de la marne mani6re. Ce cas est inspir6 de Bensoussan-Lions [3-  
10] et de Lions [-23]. Pour les applications de cet exemple, nous renvoyons & Lions 
[233. 

On reprend les hypoth6ses de la section 3.1 sur a, b, p. On se donne 6galement 
une direction priviligi6e el dans R e. Au lieu de faire alterner deux diffusions, on va 
faire alterner une diffusion et un processus de translation uniforme ~t la vitesse 1 par 
rapport ~t une variable de temps muette -c. Cette translation est ainsi naturellement 
6quivalente ~t une impulsion. De plus pour 6viter des impulsions infinies, on 
restreindra le domaine des impulsions possibles de mani6re ~t le rendre compact. 

a) D6finition de R' 

Soit (el, ..., ed) une base de R d. H est le demi-espace (x I >0). x'd6signe le processus 
de translation uniforme dans la direction el, jusqu'~t l'instant D n off il atteint le 
demi-espace H. I1 reste alors un temps al6atoire exponentiellement distribu6 en 
xo~ , et rejoint alors le cimeti6re 6 (qui est aussi le cimeti6re du sous-processus de Qb 
associ6 ~t e-Pt). On v6rifie alors imm6diatement que x' est un processus de Markov 
fell6rien. E' x est l 'op6rateur d'esp6rance associ6 ~t x' quand x~ = x. 

K' est le c6ne des fonctions x' fortement surm6dianes. L'op6rateur de r6duite 
relativement ~t K' s'6crit: 

R'k =k+(x) s i x  1=>0 

sup k+(x+~e l )  si x l<O.  
t_~ --X I 

(3.35) 

Si k est continue born6e (resp. s.c.s, born6e), R' k est trivialement continue born6e 
(resp. s.c.s, born6e), x' v6rifie donc les hypoth6ses 6quivalentes du Th6or6me 1 de 
l'Appendice. 

Le processus x' nous permettra essentiellement de donner une interpr6tation 
probabiliste de l'op6rateur R', et de nous ramener ~t la situation 6tudi6e ~t la section 
2. 

b) Le sch6ma it6ratif 

Soit g et g' deux fonctions continues born6es telles qu'il existe fQb p-excessive 
continue born6e, f '  x'-excessive continue born6e et fl > 0 tels que 

g + f l < f - f ' <  - g ' - f l  (3.36) 

(dans les applications f '  sera constante). 
On consid6re le sch6ma it6ratif de la section 2. On peut alors appliquer le 

Th6or6me 2.4: ( f , f ' )  est un couple de fonctions continues born6es. Le Th6or6me 
2.5 s'applique 6galement. On a l'6quivalent du Th6or6me 2.6, off on ne fait 
naturellement varier que b", g" et g'": la d6monstration en est identique. On obtient 
aussi l'analogue des r6sultats de la section 2.7. 
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c) Un  exemple de gestion des stocks de Bensoussan-Lions 

Soit K une multiplication bor61ienne d6finie sur R d it valeurs dans R d x R +, qu 'on  
suppose non vides, compactes  et uniform6ment  born6es. 5r est l 'ensemble des 
classes d '6quivalence pour  la mesure de Lebesgue des sections bor61iennes de K. On 
munit  Y de la topologie a(Loo(Rd),Ll(Rd)). 

h et h' sont deux fonctions continues born6es telles qu'il existe deux r6els e et e' 
pour  lesquels 

h<c~<c( < h'. 

Soit 2 une mesure > 0 finie. Pour  c = (b, L), on consid&e le crit6re 

(3.37) 

T1 

Eb[! e-P'L(xt)dt 

+ e  -pr l  (-h(xrl)+h'(xr2)+Ebxr2 (i3e-PtL(xt)&+e-Pr3(...)))] (3.38) 

or) x coincide avec Qb entre l ' instant 0 et l ' instant T 1, passe en Xr =Xr l  
+vel(z>O), oll T 2 est un temps fictif, coincide avec Qb entre T 2 et T 3 etc ... On  
demande  de plus que xl  ,x l  ,X l r  3 ... soient _<0, i.e. qu 'on  ne puisse appliquer 

T1 T2 
d' impulsions que darts la r6gion (x I <0). 

Le passage de xr~,_ I/~ xr~ ̀  est ici d6terministe et ne peut s ' accompagner  d 'un  
meurtre. C o m m e  le processus considdr6 en a) et b) peut mourir,  on doit  prendre 
des pr6cautions 616mentaires. 

Remarquons  tout  d ' abord  que (3.38) a bien un sens. En effet comme  h'(xr2,) 
-h(xr~ ` 1)>0, on ne somme que des termes =>0. On  pose 

~ =  V~+h 

g'c = - Vc - h', (3.39) 

/ ~ = 5  ' 

Alors 

~+/~_< v~+~'+~< -, - 2 = - g ~ - f l  (3.40) 

et les condit ions de 2.5 sont v&ifi6es. Toutefois comme g'c peut  6tre <0 ,  une 
applicat ion brutale de 2.5 conduirai t  ~t tuer le processus pendant  l ' impulsion, ce 
qui est absurde. Soit donc  M un r6el tel que, pour  tout  c~s M>V~+h'. On 
pose alors 

gc=V~+h-M 
g; = - V c - h' + M. (3.41) 

Alors g'c > O. Si on pose 

2 ) 
(3.42) 
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on a 

gc +/3 <f~ --fc' < -- g'~ --/~. (3.43) 

Si #1, #2, -.. , #, ... sont les mesures associ6es/~ xrl,xr2 ... .  , x r , ,  (3.38) s'6crit 

+ c o  + c o  

1 1 

+ c o  + c o  
t ~ t  

- 2 (#2~+~,gc-L+fc ' ) -  Z (#2~,g~-f~ + X ) .  (3.44) 
0 1 

Or pour  c ~  fix6, par  la Proposi t ion 2.6, l 'inf en T~, ..., T,, ... de (3.44) est 6gal/t 

(2, V~-f~) (3.45) 

off (f~,f~) est la solution du syst6me associ6/t  ( g ~ , g ~ , ~ , ) .  
En effet, comme g; est > 0 , f ~ + g ;  est aussi >0.  Pour  le processus x' le temps 

d'at teinte de (f~' =f~ + g;) est donc toujours  < + o% et dans l 'al ternance optimale 
des #1, #2 . . . .  # , . . .  telles que )~ < #~ ~ #2 < . . . ,  off on accepte de tuer  x' - ce qui est le 
cas/ t  la section 3.2b), on peut en fait ne pas le tuer. En r6solvant le probl6me de 
contr61e alternatif  au sens de 3.2. b) pour  c fix6, on r6soud bien le probl6me de 
minimisat ion de (3.38) pour  c fix6. On v6rifiera d'ailleurs tr ivialement que si on 
remplace M par  M' > M, fc ne change (heureusement !) pas. 

On pose 

qc=Vc-f~ 

q; = - f , .  

Alors, comme 

L=<v~ 
L ' < M - ~  

Vc+h-M<_f~-f~'=Vc+h - M ,  

V~>q~>__-o 

o>__q;>_ - M + ~  

m - h ' < q c - q ' ~ < M - h .  

On proc6de a lors / t  la section 3.1. 

a) On suppose K ~t valeurs convexes. L~ est alors compact.  
Pour  (c=(b,L) ,~=(b,L))s5 ~ x 2,e, on pose 

~ _  b" , q ~ - V ~ - R  (V~-q~+h-M) .  

On remarque que q~ = q~. On pose 6galement 

q~ = inf qC*}. 
C*E~ o 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 
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On v6rifie encore que F est une mul t ip l ica t ion ~ valeurs  non vides convexes ferm6es, 
qui est s.c.s. Elle a donc  un point  fixe. On  a ainsi l '6quivalent du Th6or6me 3.1: il 
existe C o e ~  tel que si g s 5  ~ 

c0 ~ (3.51) qco = qco < qco. 

On  mon t r e  alors l '6quivalent du Th6or6me 3.2. On peut  donc  remplacer  qco, q'co par  
q, q'. On  pose 

A = ( q = q ' - h  + M) 
B = (q' = q + h' - M). (3.52) 

R e m a r q u o n s  ici que 

q ' (x )=  inf ( q + h ' ) ( x + z e O - M  si xl__<0 
0<~< -x~ 

q + h ' - M  si x ~ > 0  (3.53) 

ce qui impl ique que q ' +  M ne d6pend pas de M. A et B sont donc des ferm6s ne 
d6pendant  pas de M (~t condi t ion na ture l lement  que M soit choisi assez grand). De  
plus (x~>O)cB, et donc  A c ( x  1 <0),  ce qui mon t re  bien qu 'on  a satisfait aux 
contraintes.  

b) Dans  le cas g6n6ral, on fait plus d 'hypoth6se  de convexit6 sur K. On  r6soud 
alors le p robl6me c o m m e  au Th6or6me 3.5. 

d) Le cas o6 h' est non  bornde 

Au lieu de borne r  la taille des impuls ions  en leur imposan t  de faire rester le 
processus dans le demi-espace (x 1 <0),  on peut  supposer  que h' est une fonction 
cont inue ne d6pendant  que de Xl, croissante avec x 1 et telle que lira h'(xl)= 

+ oo. On conserve les autres hypothhses.  
On  se ram4ne en fait au cas pr6c6dent. On procSde en effet de manihre  

heuristique. 
Si qc est la fonction cout de ce problSme, on a encore 

0 =< qc < V~. (3.54) 

Si q;(x)= inf(qc+h')(x+re O, c o m m e  h' croit avec x~, on a 
1:>0 

q'~(x) > h'(x 1). (3.55) 

Or  l 'ensemble A sur lequel on donne  les impuls ions est d6fini par  

A = (qc = q; - h). (3.56) 

C o m m e  qc et h sont un i form6ment  born6es, de (3.55), on tire que A est ~t coupes xl  
un i form6ment  born6es ~t droite, i.e. la fonct ion x~ est born6e sup6r ieurement  sur A. 
Soit B l 'ensemble 

B=(q'c=qc+h'). (3.57) 
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C o m m e  h'(xO~ + oo quand  x 1 ~ + o% si x s A ,  on peut  t rouver  y = x + ' c e ~ B  avec 
z > 0 tel que q'c(x)= q'~(y) et donc  

qc(X) = q'~(y) h(x). (3.58) 

Par  le mSme a rgument  que pr6c6demment ,  on en d6duit que la part ie  de B qui nous 
int6resse - i.e. celle qu 'on  at teint / t  par t i r  de A - est x ,  un i form6ment  born6e ~t droite. 
On peut  donc  t rouver  7 qu 'on  d6termine ainsi a priori  tel que A et la part ie  
int6ressante de B soit indus  dans (x~ <__ 7). On  modifie alors h' en/~' 

h'(x)=h'(xl)  s i x  I < 7  (3.59) 
=h'(7)  si x1>7 .  

On r6soud alors le probl6me associ4 ~t (K, h,/~') et ~t l 'hyperp lan  (x I = 7) c o m m e  
pr6c6demment ,  et on t rouve a poster ior i  qu 'on  a en fait rhsolu le problSme initial. 

e) Le cas contraint  

On  peut  met t re  des contraintes  sur le point  de d6part  des impulsions et sur leur 
point  d'arriv6e. Par  exemple si on contra int  Xr,,Xr2,Xr3.. .  it 8tre port6s par  
(x t -< 0), on dolt  remplacer  les op~rateurs  R et R'  par  R 1(~, __< o) et R' 1(~ 1 =< o). Dans  ce 
cas particulier,  on re t rouve la mSme solut ion qu'~t la section 3.2. c). En effet, pour  
c ~ ~ ,  on v6rifie que les fonctions 

 --fc 
J~ '=  1~1 =<oft' (3.60) 

est le couple unique de fonctions s.c.s, born6es solution de 

L = Rb 1{~,__< o)(j~' + go) 
s  = R '  1,, =< o(J~ + g'c). (3.61) 

On  peut  nature l lement  met t re  des contraintes  plus substantielles. On peut  par  
exemple se donner  deux ferm6s A e t /~  indus  dans (x 1 __<0) tels que 

c {B - 2 e 1, 2 >  0} (3.62) 

et imposer  au d6but de l ' impuls ion d'Stre dans .~ et /t sa fin d'Stre d a n s / ~  (la 
condi t ion (3.62) permet  encore de ne pas tuer  x' pendant  l ' impulsion). C o m m e  au 
Th6or6me 2.7, on v6rifie que le p rob leme  d 'op t imisa t ion  - pour c fixO - a une 
solution. C o m m e  au Th6or6me 2.9, on peut  remplacer  la condi t ion (3.37) par  la 
condi t ion d(A, /3)>0 pour  r6soudre le p robl6me d 'op t imisa t ion  ~t c fix6. 

C o m m e  en g6n6ral, si h est cont inue born6e sur B, R' 1 n h est s.c.s, sur R e, mais  
pas  n6cessairement cont inue sur B e t  sur ~B, on doit  introduire  des hypoth6ses 
suppl6mentaires  sur A e t  B pour  r6soudre le probl+me d 'op t imisa t ion  quand  c peut  
varier, de maniSre/ t  se ramener/~ une si tuat ion semblable  5, la s i tuat ion 6tudi6e au 
corollaire du Th4orSme 2.7 ou au Th6orSme 2.8. 
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On peut aussi demander que dans l 'example 3.2.c), les impulsions soient de taille 
< e avec e > 0. Pour traiter le probl6me par les techniques pr6c6dentes, on plonge R d 
dans R e+ a. 

! Nit  On d6finit alors trois processus x , x ,  qu'on fait alterner dans cet ordre. 
Si (x, y)~R d+ 1 le proxessus x t de point de ddpart (x, y) est la diffusion (Qbx', y) tu6e 

par l 'exponentielle e -pt. x' est le processus de translation dans la direction e~ + ed+ 1 
arr6t6 sur l 'hyperplan (xd+ ~ = e). x" est le processus de translation uniforme dans la 
direction - e  d + ~ arr6t6 sur l 'hyperplan (xe + ~ = 0). On ne met aucune contrainte sur 
les temps de transition de x vers x'  ou de x'  vers x". Le temps de transition de x" vers 
x doit 6tre port6 par  (xd+ ~ =0). 

g et g' sont prolong6es/~ R d+l par g(x,y)=g(x),g'(x,y)='g'(x). 
On r6soud le syst6me: 

f =  Rb( f  ' + g) 

f '  = R ' ( f "  +g') (3.63) 

f " = R "  l{~d+~=o} f 

En adaptant  les techniques prhchdentes, on vdrifie que ce probl4me a une 
solution continue. On fair alors varier b comme pr4c6demment. La fonction cofit du 
problhme est 6gale h f (x ,  0). 

Appendice 

L'objet  de cet appendice est d'6tablir les r6sultats techniques n6cessaires /t 
l 'obtension des r6sultats des sections 2.5 et 2.7. 

E d6signe un espace m6trisable localement compact  d6nombrable ~t l'infini, c5 un 
point cimeti6re, x un processus de Hunt / t  valeurs dans Ew {c5} ~t dur6e de vie finie ~. 

~0 est l 'ensemble des fonctions continues tendant vers 0 h l'infini. 
c~ est l 'ensemble des fonctions continues born6es sur E,/~ est le compactifi6 de 

Stone-Cech de E, ~dd b l 'ensemble des mesures born6es sur E, . ~  le dual de c~ i.e. 
l 'ensemble des mesures born6es r6guli6res sur/~ (voir la Proposition II.7.5 de [33]). 

Proposition 1. Soit 2 une mesure >_O finie sur E. Alors B~= {#~#b_>0, 2<#}  est 
ktroitement compact. 

Preuve. Soit P~ la mesure associ6e au processus x de mesure d'entr6e 2. Soit V 
l 'ensemble des processus continus X, tels que E(suplXtl ) < + ~ ,  V' son dual. Par les 
r6sultats de [40], l 'ensemble C des processus optionnels _> 0 A croissants continus ~t 

+ o o  

droite adapt6s et < 1 est a(V', V) compact pour la dualit6 (A, X) ~ E  ~ XdA.  De 
0 

plus, comme x est un processus de Hunt, si g ~ ,  la projection pr6visible du 
+ o 3  

processus g(xt) est 6gale ~ g(xt) . Par [40], l 'application A ~ E  S g(xt)dA est 
0 

continue sur C. Enfin, par le Th6or6me de Rost [363, Bz est pr6cis6ment l 'image de 
C par l 'application ~ qui & A associe # d6fini par 
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+oo  

(#,gS=E J" g(x,)aA (1) 
0 

off ge~.  $ 6tant continue de C dans B a muni de la topologie a(j/b,  c~), Ba est bien 
6troitement compact. [] 

x d6signe maintenant un processus de Feller ~t valeurs dans Evo{a}, ~t dur6e de 
vie finie, dont le noyau potentiel Vest fini, i.e. V1 < + oo. /s est l'ensemble des 
fonctions fortement surm6dianes appartenant ~ ~. Si 2 et # sont dans rig, on 6crit 
2 < #  si pour tout f ~ R ,  ( # , f ) < ( 2 , f ) .  

Remarquons que si ~. et p sont dans /gb  et si 2 < #, alors 2 < # au sens de la 
ddfinition 2.1. En effet si q~C~0~, V~b~Cg0 et donc (#, V(b)<(,~, VqS). Pour toute 
fonction universellement mesurable born6e ~b, on en d6duit (#, V~b) < ()~, V~b). Or 
par [26] IX T64, toute fonction excessive f born6e est limite croissante d'une suite 
de potentiels de fonctions universellement mesurables > 0. Donc ( p , f )  <= ( 2 , f ) ,  et 
par [1] et [36], pour tout f ~ K  born6e, ( g , f ) _ - < ( 2 , f )  et ainsi , t<#. 

Th6or~me 1. Les propriOt& suivantes sont ~quivalentes. 

a) Pour tout he~,  RheCg. 
b) Pout" tout x~E, {#~dd b, # > 0 ;  8x<#} = { # e ~ ;  # > 0 ;  ~ < # } .  
c) Pour toute fonction h s.c.s, born~e sur E, Rh est s.c.s. (et est l'inf des klOments 

de ft, > h sur E ). 
d) Si L e s t  un compact de E , { # ~ J g b ; # > 0 ; 3 x e L ,  e~<#} est ktroitement 

compact. 
e)Pour tout fermi F de E, P~(D~<~) est une fonctions s.c.s, sur E. 

Preuve. a)~b) :  Par (2.1) on sait que si g est bor61ienne born6e, 

Rg(x)= sup (#,g) .  
/~ > 0 e d / b  

Si gecg, R g ~ ,  et si # est un 616ment >0  de Jd  tel que e~<#, on a: 

Rg(x)> (# ,Rg)  > (#,g) .  

(2) 

(3) 

Donc 

Rg(x)= sup (#,g>. (4) 

8 x < ~  

Comme { # ~ b ;  p>=O; ~ < # }  c { # ~ ] ;  ~<#,#_>0},  et comme chacun de ces 
deux ensembles est o-(J/r cg) compact, comme enfin ils ont m~me fonction d'appui, 
ils sont 6gaux. 

b )~c ) :  

Soit g est s.c.s, born6e sur/~. 
Pour u ~ ,  on pose: 

F~(u) = inf f (5) 
f el~>=g +u s u r e  



Contr61e de processus alternants et applications 285 

Soit F* la duale  de Fx sur J~. Si # e s t < 0 , F * ( # ) =  + oo. Si # est >0 ,  on a: 

F*(#) = sup (#, u) - f (x)  = - (# ,  g )  + sup (# , f )  - f (x)  
f > g + u  s u r / ~  f ~ / (  

u E ~  

et donc  

(6) 

- ( # , g )  si #_>_0e~<# 
F*(#) = + oo ailleurs (7) 

C o m m e  F~ est born6e sur ]]ul]e<l,  par  la Propos i t ion  21 de [41]-II .2.10 F x est 
cont inue en 0 et donc  

F~(0)= sup ( # , g ) .  (8) 
# > 0~J t7  

De (2) et de b), on en d4duit que Rg=Fx(O), et donc  que Rg est s.c.s. 

c ) ~ a ) :  On s ' inspire d 'un a rgument  de M o k o b o d z k i - S i b o n y  dans [-37]. Si g~C~, par  

c), Rg est s.c.s. Soit R g  la r6gularis6e s.c.i, de Rg. Rg est > g .  De  plus, si V p est la 
r6solvante associ6e ~ x, on a: 

pVPRg= sup pVPh (9) 
h~q~ <= Rg 

et donc, c o m m e  x est de Feller, pVPRg est s.c.i. 
Or  

pVP Rg<=pVP Rg<=Rg (10) 

et donc  pVPRg <Rg. Rg est donc  surm6diane par  r a p p o r t / t  la r6solvante. Sa 
A 

r4gularis6e excessive Rg est encore t r iv ia lement  > g e t  donc  Rg>Rg >Rg>g. 
Alors Rg=Rg, et ainsi Rg=Rg. Rg est s.c.i, donc continue. 

b) ~ d ) :  L 'ensemble  D = {/aed/]; # > 0 ;  3 xeL; s~ </a} est a(M/, qr compact .  En effet 
soit ak' un ultrafiltre sur D. A tout  #eD on peut  associer xeL tel que s~ < #  par  une 
appl ica t ion qS. Alors  q5 (~/) est une base d'ultrafi l tre sur L, convergeant  vers x6L. De 
plus, c o m m e  { # e J J ;  # > 0 ;  (# ,  l )  < l} est a(.l~,cg) compact ,  ak' converge vers 
# ~ > 0 .  Si f~ / r  on en d6duit (#,f)<=f(x), et e~<#,  ce qui impl ique/ . teD.  

d) ~ c) Soit g s.c.s, born~e. Soit x n ~ x dans E. On peut  supposer  que t ous l e s  x n 
appar t i ennent  au m a m e  compac t  L. C o m m e  # ~ ( # , g )  est s.c.s, sur 
{#Sj~b;  /a>0,  e~ <#}  pour  la topologie  o-(J/b, c~), elle atteint  son m a x i m u m  sur 
cet ensemble  qui est compac t  en /a n. Par  d), il existe une sous-suite #,k 
convergeant  vers /a~j/zb, et en ra i sonnant  c o m m e  pr6c6demment ,  s~<# .  

D o n c  Rg(x)  > {#, g )  > l im sup (/ank, g )  = lira sup Rg(x,k). En ra i sonnant  sur 
toutes les sous-suites de N, on en d6duit le r6sultat. 

c) ~ e): La  fonct ion l e est s.c.s., et R 1 F es t  t r ivia lement  6gale / t  Px(Dp < ~,). 
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e) ~ d ) :  On peut supposer que E =  UK,, off {K,} est une suite croissante de 
compacts telle que K,  ~/(, ,+ ~. Si E est compact, b) est trivialement v&ifi6e et 
donc d) est v&ifi6e. Si E n'est pas compact, la suite K,  est infinie. Par le 
Th6or6me d'Urysohn, il existe ~b continue, telle que gb > n sur c~.  

Comme L e s t  compact, q~ est born6e sur L. Consid6rons la fonction s.c.s. 
f,(x)=Px(Dq( <~). Si xeE, Dcf( ~ + ~  PxP.S. En effet ~(xDck )>n , et comme 

~b(x~) est processus cadlag, le processus ~b(x~) est ~t trajectoires born6es sur tout 
compact. Comme ( < + ~P~ p.s., la suite de fonctions f ,  d6croit vers 0. 

Par le Th6or6me de Dini cette suite tend vers 0 uniform6ment sur L. Comme 
les f ,  sont fortement surm6dianes, si #e~b__o est telle que ~ < #  pour xeL, on 
a:  

<#,f~> ~f~(x) (11) 

et donc 

(#, lcm,+,> =<<#, l ck )< f , ( x ) .  (12) 

De la convergence uniforme des f ,  vers 0 sur L, on d6duit que les 616ments de 
{#e-///b>0; 3xeL,  e~<#} v6rifient un crit6re de Prohorov. De plus ils sont de 
norme < 1. On en d6duit bien e). [] 

Remarque. Quand E est non compact, si Ew{+oo}  est le compactifi6 
d'Alexandrof de E, et si d est une distance sur E telle que d(x,y) tend vers + ov si 
y ~ + ov - par exemple s i d  est une distance sur E, et si q~ est la fonction 
construite pr6c6demment, d(x, y)=cl(x, Y)+[g~(Y)-g~(x)] convient - a l o r s  e) est 
6quivalente ~t la condition. 

f) Pour tout compact LeE,  l imsup Px( sup d(x, xt )>n)=0 .  
n ~ + o v x e L  0<t<~ 

f) ~ d ) :  On a: 

Px( sup d(x, xt)>n)=Px(DeK < 0 
0<t<~ 

off K~ est le compact K~--{yeE;  d(x, y) <=n}. (13) 

Si ped/lb>_0 est telle que ex<#, on voit, comme en (11), que 

<#, lcK~> ----< <#, P "(Dc~: < O> <= P;(DcK: < 0. (14) 

Pour tout n, il existe trivialement une boule ferm6e compacte K,  contenant tous 
les K~ quand x parcourt L. De (14), on tire 

<#, lcK> <=P~(DcK: < 0. (15) 

Les #_>0 de////b tels que e~<# pour xeL v6rifient donc un crit&e de Prohorov. 

~ d e) ~ 0 :  Si d est le diam&re de L, si x0eL , tout K~ pour xeL, n~d contient K~o . 
Donc si xeL, on a: 

Px(Dck~ < 0 <= Px(Dc~od < ~) (16) 
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C o m m e  p a r  e) Px(Dc~.,~; ~ < () est s.c.s, et c o m m e  ce t te  sui te  de  fonc t ions  t e n d  vers  

0 q u a n d  n t e n d  vers  + o% elle t e n d  u n i f o r m 6 m e n t  vers  0 sur  L. [ ]  

O n  r e m a r q u e r a  i n c i d e m m e n t  q u e  le cr i t6re  d '6 t ro i t e  c o m p a c i t 6  uti l is6 dans  

[-13] p o u r  d 6 m o n t r e r  la  con t inu i t6  de  la r6duite,  qu i  r6sul te  d ' u n e  in6gal i t6  de  

S t r o o c k  et V a r a d h a n  sur  les d i f fus ions  [38],  qu i  i m p l i q u e  la c o n d i t i o n  t), est en 

fait  une  c o n d i t i o n  n6cessa i re  de  con t inu i t6  de  la  r6dui te .  
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