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Sur la divisibilit6 des probabilit6s 
dans un groupe topologique* 

H. HEYER et A. TORTRAT 

Paragraphe 1. Introduction 

Ce travail est consacr6 ~ l'6tude des familles ~): : 3)(G) et ~:  = ~3(G) des lois d6- 
composables et ind6composables (premi6res) sur un groupe topologique G. Natu-  
rallement il faut que le groupe en g6n6ral poss6de des propri6t6s additionnelles: 
G sera compl6tement r6gulier 1 ou m6trisable ou localement compact  selon les cas. 

Le paragraphe 2 contient des g6n6ralit6s sur les mesures dans les groupes 
topologiquesl .  Nous donnerons un r6sum6 des notions et des faits bien connus 
concernant les lois sur un espace topologique arbitraire, sur un groupe topologique 
et sur un groupe localement compact. 

Dans le paragraphe 3 une caract6risation d'une loi d6composable sur G est 
donn6e pour  les cas d'un groupe m6trisable et d 'un groupe localement compact  
(non n~cessairemcnt/t base d6nombrable). Les d6monstrations des deux assertions 
sont essentiellement diff6rentes. 

Quant  aux lois premi6res sur G nos assertions du paragraphe 4 sont bas6es sur 
le travail fondamental  de Parthasarathy,  Rao et Varadhan:  ~3 est de type G 0 dense 
([7]). Que ~3 soit dense vient de ce que dans tout espace topologique les lois 
sont approch6es par des lois discr6tes premi6res suivant le raisonnement de [7]. 
Nous suivrons une voie diff6rente de celle de [-7] pour  montrer  que ~3 est un Go 
ne n6cessitant pas la s6parabilit6 de G. En fait, il est possible d'affirmer ce r6sultat 
/~ l 'aide de la fonction de concentration (de L6vy) ou de la o--fermeture de l 'applica- 
tion de convolution. Ces 6tudes sont 6tendues aux ensembles ~3 c et ~,o des lois 
premi6res diffuses sur certains groupes polonais et des lois premi6res absolument 
continues pour  la mesure de Haar  co sur les groupes localement compacts. 

Au paragraphe 5 nous remarquons que chaque loi de ~X(G, co) d6composable 
darts cet espace, a une densit6 presque-sfirement semi-continue inf6rieurement. 
Nous allons pr6senter une ddmonstration assez directe du th6or6me de Cohen et 
Hewitt sur la d6composabilit6 des 616ments d'un alg6bre de Banach. L'application 
de ce th6or6me fi l 'alg6bre ~1: = ~1 (G, co) des fonctions co-int6grables sur G donnd 
montre  que darts le cas d 'un groupe compact  l 'ensemble des lois d6composables 
dans l 'ensemble 9J/~, = 9J/,o (G) des lois sur G absolument continues par rappor t / t  co 
en deux facteurs avec des densit6s continues, l 'une (strictement) positive, est dense 
dans 9J/~, au sens de ~1. Ce r6sultat g6n6ralise le dernier th6or6me de [3]. 

* En hommage/t Mr. Paul L6vy, initiateur en ce domaine aussi. 
1 Rappelons que tout groupe topologique separ6 au sens de Fr6chet et muni d'une de ses structures 

uniformes est compldtement r6gulier. 
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Paragraphe 2. G~n6ralit~s sur les mesures dans un groupe topologique 

2.1. X espace topologique. Soient X un espace topologique arbitraire, ~:  = ~ ( X )  
la tribu bor61ienne engendr6e par les ouverts de X et ~: = ~(X) la tribu de Baize 
engendr6e par les pr6images f - I ( B )  des fonct ionsfe~. -=  E(X), espace de Banach 
des fonctions r6elles continues et born6es sur X avec la norme de la convergence 
uniforme It']l, pour B bor61ien dans IR. 

Si X est parfaitement normal, c'est/t dire: X est normal et tout ferm6 de X est 
un G~, nous avons ~3= ~. Une mesure/2(>0)  sur ~3 s'appelle F-rdguliOre (ou 
simplement rOguli~re), si elle est approch6e int6rieurement par ses valeurs sur 
des ferm6s F de X, c'est ~t dire: pour tout BE~3 on a: 

# (B)=sup  {#(F): F ferm6 c B } .  

Une mesure born6e # sur ~3 avec # (X)=  1 (mesure de probabilit6 ou simple- 
ment loi) est dite tendue (suivant les Ks), s'il existe pour tout e > 0 un compact K~ 
de X tel que #(K~)> 1 -  e. # &ant tendue et r6guli&e est aussi K-r~guliOre, c'est 
fi dire: # est approch6e int6rieurement par ses valeurs sur des compacts de X off: 

# (B)=sup  {#(K): K compact c B }  

pour tout BeN.  
Dans ce cas on appelle la mesure # t-r~guliOre (Varadarajan). Soit 91 la sous- 

tribu de ~ engendr6e par les ferm6s qui sont de type G~, alors toute loi sur ~3 
(ou, plus g6n6ralement, toute mesure a-finie sur ~3) est r6guli&e sur 91. Supposons 
X m6trisable, s6parable et complet (c'est/t dire: polonais), alors toute loi sur ~B 
est K-r6guli&e. 

Une famille (#i)i~i de loi sur ~3 est dite uniform4ment tendue (suivant les Ks), 
s'il existe un syst6me (K~)~> 0 des compacts de X tel que: 

#i(K~) > 1 -  e 
pour tout i~I. 

Une fonctionnelle lin6aire positive T sur E est dite z-continue (ou a-continue), 
si elle satisfait/l la condition suivante: pour route famille filtrante d6croissante 
(ou suite d6croissante) (f~) dans E la relation f~ $ 0 implique Tf~ $ O. T s'appelle 
tendue, si pour toute famille (f,) dans E les relations f , ~  0 uniform6ment sur 
tout compact K de X et If~l<M pour les ~ (M constant) implique Ts 
Test  alors z-continue. 

On montre qu'il est 6quivalent pour T (lin6aire positive sur E) d'6tre tendue 
en ce sens: il existe des compacts K~ de X tels que 0 < f < 1, f =  0 sur K~ entrainent 
T f  < ~. Toute loi # tendue sur ~3 est telle que T f =  ~ f d #  est tendue, et inversement 
/t route T tendue (avec T 1= 1) correspond une mesure /2 t-r6guli6re unique 
(eomme ci-dessous, avec la m6me hypoth6se concernant X). 

Soit maintenant X compl6tement r6gulier. Alors toute fonctionnelle (lin6aire 
et) positive T sur E et z-continue est prolongeable aux fonctions ~3-mesurables. 
On a T f = ~ f d #  pour tout f ~3-mesurable, avec #(B)= T 1B pour tout Be~3, et 
la mesure/2 est r6guli&e et z-continue en sens suivant: pour chaque famille d6crois- 
sante (F~) des ferm6s de X on a: 

#(lim $ F~)= lim $ # (F~). 
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Inversement toute mesure born6e z-r6guli&e d6finit une fonctionnelle T sur 
par T f = ~ f d #  qui est z-continue. Sur X m6trique et s6parable toute mesure/~ 
born6e est z-continue (cf. [6]). 

Nous d6noterons les ensembles des lois t-r6guli6res et des lois r6guli6res et 
r-continues (c'est/t dire z-r6guli&es) par 92Rt. �9 = g)lt(X) et 9J~ ~ :=g)l~(X) respective- 
ment. 

La convergence faible dans l'ensemble 9)l .'=9~(X) des mesures born6es est 
d6finie par la convergence simple des fonctionnelles f ~  # ( f )  sur ~. Soit (#~) une 
famille filtrante dans 9J~. Alors #~ ~ # (faiblement) 4quivaut fi: 

(1) lira inf#~(O)>#(O) pour tout ouvert O de X de la forme f -1 [ -  ~ ,  a [ , J ~ ,  
a~IR, ou sans cette restriction si X est normal et # r6guli&e ou si X est parfaitement 
normal (en tout cas les G(X)  6tant born0s); 

aussi bien c'est, sous les mames conditions: 

(2) lim sup#~(F)<#(F)  pour tout ferm6 F de X. 

Si X est compl6tement r6gulier et # r6guli&e, (1) implique: 

(3) lim sup G(K)<-_#(K) pour tout compact K de X. 

Si (#~) est uniform6ment tendue (3) implique (1) et la mesure limite # est tendue. 

9JI~(X) est faiblement m6trisable si et seulement si X est m6trisable. 
Une famille (G) dans ~ est dite convergente (faiblement) uniformOment tendue 

vers #, si kt~ ~ # faiblement et (#~) est une famille uniform6ment tendue. 
Soit X compl6tement r6gulier. Toute famille de lois uniform6ment tendue 

(suivant des K~ m6trisables) forme, apr6s fermeture, un espace faiblement compact 
et m6trisable (donc sdparable et s6quentiellement compact). Soient ~- '=~(X)  
l'ensemble des mesures ponctuelles et 15.'=15(X) l'enveloppe convexe de ~. 
Alors ~ est faiblement homdomorphe ~t X et 15 est un sous-ensemble faiblement 
dense de 9)l t. 

Toutes les notions et la plupart des r6sultats r6sum6s ici sont contenus dans 
les m6moires de Le Cam ([5]) et de Varadarajan ([11]). 

Rappelons le th6or6me de Alexandrov-Le Cam: Dans tout X m6trisable la 
convergence d'une suite # , s ~ ( X )  sur tout g(X), soit #,f--+ Tf, entraine que 
T f =  ~fd#,  avec #e92R, et (Le Cam) si les #, et # sont tendues, cette convergence 
est uniform6ment tendue. 

2.2. X = G groupe topologique. Soient G u n  groupe topologique, # et v deux lois 
tendues sur 23. On peut d6finir sur 23 le produit de convolution u �9 v par: 

pour tout B623, et on a: 

# ,  v ( f )  = ~ # (dx) ~ f (x y) v (d y) = ~ v (dy) ~ f (x y) # (dx) 

pour toute fonction 23-mesurable f sur G, en particulier pour t o u t f c ~  (les fonctions 
x ---+ v (x-  1B), x ~ ~ f ( x  y) v (dy), y ~ # (B y -  1) et y ~ ~ f ( x  y) # (dx) sur G sont alors 
23-mesurables). Nous avons # ,  v~gJl t, si #, w~J~'. D'autre part on a # ,  v~gJt ~ 
pour #, v~gJ~ ~, avec les m6mes r6sultats, en supposant X m&risable. On trouve 
21 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 16 
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le r a i sonnement  pour  ces r6sultats dans un cadre  aussi plus g6n6ral, dans [10], 
280 - 283. 

Pou r  des lois un i form6ment  tendues sur ~3 l 'appl icat ion de convolu t ion  est 
fa iblement  bicontinue,  c'est fl dire: (#~) et (v~) 6tant deux ensembles  filtrants de 
lois un i form6ment  tendus les relat ions #~ ~ # et v~--, v faiblement  impl iquent  
#~ �9 v, ~ # �9 v faiblement.  

En part icul ier  l 'ensemble 80A ~ est un semi-groupe topologique  au sens de la 
convergence faible (voir [9], 224). 

2.3. X = G groupe loealement compact .  Dans  ce cas la th6orie se raccorde  fi la 
th6orie de la mesure  de Bourbaki .  L ' ensemble  8c3l 1 se pr6sente c o m m e  l 'ensemble 
80l~, =gJl l (G ) des mesures  de R a d o n  posit ives et (born6es) norm6es sur G qui est 
contenu dans  la boule  unit6 du dual  de l 'espace !;l." = R(G) des fonctions continues 
sur G fl suppor t  compact .  La  convergence faible dans FJI~(G) 6quivaut  fl la con- 
vergence vague des mesures  vers une limite de 9J~1 (G). Alors  9Jl~ est un semi-groupe 
topologique,  qui est m6trisable si et seulement  si G est m6trisable. U n  r6sultat 
ana logue  vaut  en rempla~ant  m6trisable par  complet ,  m6trisable et s6parable. 

Paragraphe 3. Mesures d(~composables 

Nous  appelleronsfacteur (it gauche) d 'une  loi veg]l t toute  loi #e92R t tel qu'il  
existe une autre  loi p e ~  t (dite cofacteur  de v) satisfaisant v = #  �9 p. Dans  ce cas 
on dit aussi que la loi # divise v (~ gauche). 

I1 est bien connu  (voir [7], 229) que dans  un groupe  (compl6tement  r6gulier) 
l 'ensemble ~v des facteurs d 'une  loi vegJ~ t suivant  les (K i, ~,i)i>_l 01.1 pour  chaque 
i >  1 il y a un ei > 0 et un compac t  K i de G cor respondan t  fi el, est un i form6ment  
tendu apr~s t ransla t ions  convenables  ~ droite  suivant  les (Ki, e'i)i>_l, oil les e'i 
satisfont ~ei (e ' i ) - l<oo.  Les lois limites pour  la convergence un i form6ment  

i = l  

tendue de ~v sont encore dans ~ .  
Le th6or6me suivant  6tend un r6sultat de [8], 435 fl une s i tuat ion suff isamment  

g6n6rale. 

Th6or6me 3.1. Soit G u n  groupe topologique m~trisable ou localement compact. 
# et v dtant des lois dans 9J~t(G) les assertions suivantes sont dquivalentes: 

(1) # divise v (avec cofacteur p), 

(2) v ( f )  < sup # ,  ey ( f )  pour  tout  f e  E.  
ysG 

Remarque. Le cofacteur  p de v peut  6tre impropre ,  c'est /t dire que p = e x  
pour  un x e G. Dans  ce cas on a: 

(2) sup # * ~y = sup # * p. 
y~G pE~l t 

En fait: pour  tout  p eO)l t et f e e  nous ob tenons :  

# �9 p ( f ) =  5 5 / ( x  y) #(dx)  p ( d y ) =  5 # �9 ~ , ( f )  p(dy)<_sup # �9 ey(f) ,  
G G G yeG 

alors 
sup # * p ( f )  < sup # * ey(f).  
p~TJ1 t yeG 
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I1 semble donc  que (2) puisse 6tre peu p ropre  ~t l '6tude de la divisibilit6 de v 
puisqu' i l  suffit que v = # �9 e~ pou r  r6aliser (2). 

Ddmonstration du thdordme. 
I. Le cas m&risable. Soit C l 'ensemble des mesures  z c = # ,  2 off #~93~ t et 2~(5,  

c'est ~t dire: 

et 

2 =  ~, flie~, avec fiielR, fii>O, xieG ( i=  1, . . . ,  n) 
i = i  

~ fli=l. 
i = l  

Evidemmen t  C est un sous-ensemble  convexe du dual  E '  de E qui est locale- 
ment  convexe. Soit, de plus, D l 'adh6rence de C en sens de la topologie  faible 
dans  E'. 

Pou r  tout  v ~ 93l t satisfaisant (2) nous  ob tenons  v e D. En effet: Si v n ' appar t ena i t  
pas /t D l e  point  v e E '  serait  s6par6 de D par  un 616ment f e E .  On aurai t :  soit 

sup re(f)  < v ( f )  
soit ~ c  

ins r~ ( f )  > v ( f )  
" ~ C  

ce qui contredira i t  (2) (et (2')). 

G 6tant m6trisable on sait que ~ t  est m6trisable. On a donc  l 'existence d 'une 
suite (Pj)j>=I dans (5 tel que:  

v = lim # �9 pj,  
j ~ Q o  

donc  v = # �9 lim p j ,  (# �9 pj)j_> 1 donc  (pj)j > 1 6tant un i form6ment  tendues.  
k--+ co k - = 

II. Le cas localement compact. Soient #e~Jl  t fix6 et f e e  arbitraire.  Nous  
d6finissons une fonct ion g." = gr par :  

gf(y):  = #  * g , ( f )  

pour  tout  y e G. Posons  : 

E ~ : = E ~ ( G ) =  { g : g = g s  pour  tout  f e E } .  

E v i d e m m e n t  Eu est un sous-espace vectoriel  de g.  De  plus,/t gl:  = gfl et g2: = gsz 
cor responden t  g: = gs els avec g > g~ et g > g2 et g': = gs' e f t ,  avec g' < g, et g'__< g2'  
on prend  s implement  f = sup ( f p  g2) et f '  = inS(g,, f2). Main tenan t  nous  d6finissons 
une forme lin6aire et posi t ive T O sur gu par :  

T o g : =  T o g s =  5fdv=v( f )  
G 

pour  tout  g = g z e E u .  

D 'apr6s  le th6or6me de Banach-Hahn ,  il y a une extension posit ive T de T o 
/l tout  ft, On pose  done  pou r  tout  B e ~ :  

p ( B ) = s u p  {p(K):  K compac t  < B } ,  
off 

p(K)=inf{Tf: f e e  avec f=>l~:}. 
21"  
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Puisque G est localement compact, on a: 

Tg= ~ g d p  
G 

pour toute g e R c ~ ~ 1 7 6  l'ensemble des fonctions continues sur G qui 
valent 0/~ l'infini. 

I1 faut que nous montrions ~ c  ~oo. Pour  cela on peut se borner aux fonctions 
g ~ ,  de la forme g = g f  a v e c f e R :  soit K le support def.  A chaque 5 >0  il existe 
un compact K~ de G tel que # (K, )>  1 -e .  Alors: 

gf(y) = J f ( x  y) # (dx) < ~ f ( x  y) # (dx) + e 
G K~ 

pour tout y e G, donc: g (y) = g:(y) < 

pour tout y E ~ K [ ~ K  o6 gs~Oo. 

Finalement, on a pour chaque f e  ~ les 6galit6s: 

v (f)  = Tgy = ~ g d p = ~ p (dy) j f ( x  y) # (ax), 
G G G 

donc v = # ,  p. Ces mesures 6tant t-r6guli6res la factorisation n6cessite p (G)= 1, 
alors le r6sultat est 6tabli. 

Paragraphe 4. Mesures premieres 

Une loi #~9)l (ou 9J~ z) est dite premiere, si tout facteur de p dans 9J~ (ou 931 t) 
est d6g6n6r6 2. C'est / t  dire: pegJ~ (ou 9Jl t) est premi6re, si toute d6composition 
# = v ,  )~ de # avec v, 2E931 (ou 9~ t) implique n6cessairement: ou v =e  x ou 2=ex 
pour un x~G. Soient ~ := ~(G) la totalit6 des lois premi6res sur G, ~3t.'= ~3t(G) 
l'ensembte des lois premi6res de 9Jl t. Les propri6t6s suivantes sont des g6n6ralisa- 
tions 6videntes des r6sultats de [7]. 

4.1. Si G est un groupe infini, toute loi #egJ~ peut ~tre approch6e (faiblement) 
par des lois discr6tes et premi6res dans 9J~ (lois discr6tes et de ~). 

En effet, en utilisant les modifications appropri6es des Lemmes 5.1 et 5.3 
dans [7] on peut construire un ensemble B.'= {Yl . . . . .  Y . . . . .  } d6nombrable tel 
que pour tout ensemble fini F , = { x  1 . . . . .  x,} la r6union F u B  ne puisse 6tre 
6crit A 1A2, off A 1 et A 2 contiennent au moins deux 616ments. 

G 6tant compl6tement r6gulier l'ensemble (5 est faiblement dense dans 9J~ t. 
I1 est 6vident qu'il est aussi dense dans l'ensemble des fonctions additives positives 
et finies sur la tribu ~ de Baire. 

Lorsque G est m6trisable, on pourra choisir ainsi des suites dans (5 pour 
approcher les lois/~ egJ~. 

Alors toute loi p sgJ~/t support 6gal/t F w Best  premi6re (donc e ~3) et prenant 
/~ ( B - F ) <  ~ pour un ~ > 0, # approche ainsi arbitrairement (en variation) toute loi 
donn6e port6e par F. 

Finalement/t  l'aide de la Proposition 9.4 de [3-1 on voit que l'ensemble ~o  des 
lois premi6res port6es par B w F  (B d6nombrable fix6, F fini quelconque) est 
faiblement dense dans 93l. 

2 N o u s  n '6 tudions  en fait la  divisibi l i t6 que dans  93l ~ car  ho r s  de 9)l' la convo lu t ion  est en g6n6ral  
<<mal>~ d6finie, et on ne dispose  pas  de la  propri6t6 de b icont inui t6  pour  cet te  op6rat ion.  
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4.2. Soit Gun groupe topologique et soit # e ~ .  Pour tout B ~ ~3 nous d6finissons 
les fonctions de concentration Q~ et Q~ par 

Qau(B):=su p~(Bx)  et Q~(B):=sup#(xB). 
xEG x~G 

Qa est alors une application de ~ dans [0, ~ ]  qui est invariante par toute 
translation h droite, sous-additive, croissante et continue pour les limites crois- 
santes. Si # est K-r6guli6re, Qa u l'est aussi. La convolution ~ droite ne peut diminuer 
Q~ sur tout B ~ 3 .  Si une famille filtrante (#,)dans 9J~ converge faiblement vers 
#~93l et si G est parfaitement normal ou G est normal et # est r6guti6re, alors 
pour tout ouvert O de G on a: 

lira inf Qau, (O)__> Q~ (o). 

Si G est localement compact h base d6nombrable, la convergence de (#~) vers 
# entraine celle de la famille (Qau=) en sens que Q ~ ( B ) ~  d Qu(B) pour tout B6~3 
tel que Qa u ([~)= Qu(B).a - 

4.3. Soient G u n  groupe topologique normal, U un voisinage de l'unit6 e de G 
et pour tout e>0 :  

E ( U , e ) : = { # ~ g J ~ t : # = v , 2  telque Qa~(U)<l-~ et Q~(U)< l - e} .  

Alors E(U, e) est ferm6 pour la convergence uniform6ment tendue dans 9)l ~. 
En effet: soit (#~) une famille filtrante dans 9~ t convergente vers # suivant un 

filtre. Si (#~) est uniform6ment tendue, les facteurs ~ gauche v~ de #, le deviennent 
apr6s translation ~t droite, soit v,,ex~ ((x~) dans G), alors les ex;~ ,2~ le sont aussi 
et on a: 

# = v ' * 2 '  avec v ' = l i m v ~ , ~  et 2 ' = l i m e x ; , , 2 ~  

(voir la remarque pr6c6dant le th6or6me 3.1 ou [7], 206). Mais la relation: 

lira inf v~ (O) > v (O) 

pour tout ouvert O de G entraine imm6diatement: 

lira inf (2a~ (U) > (2~ (U) 

aussi bien avec Qg et Qg, donc v, 2 sE(U,  ~), lorsque (v~) et (2~) sont dans E(U, e). 
C'est dire en particulier que les ensembles { v e 9)1': Q~ (U) < a} et { v ~ ~ :  Q~ (U) < a} 
(pour a~lR) sont ferm6s pour la convergence (faible) uniform6ment tendue. 

4.4. Soit G m6trisable. Alors l'ensemble ~ ~3~(G) est de type F~ au sens de la 
convergence faible. 

En effet: ~ t  est r6union d6nombrable d'ensembles E(U, e) pour une base 
d6nombrable de U et une suite (e,) d6croissante vers 0. I1 faut noter que 991 r 6tant 
m6trisable, la convergence des lois 6quivaut ~ celle des suites, et que celle-ci est 
alors n6cessairement uniform6ment tendue. 

R6sumant les assertions de 4.1 h 4.4 nous obtenons: 

Th6or~me4.1. Soit G un groupe m~trisabIe. Alors l'ensemble ~ ( G )  des lois 
premiOres dans 9)l rest un sous-ensemble dense de type G ~ de 9)l t. 

Remarque. Dans la d6monstration du th6or6me nous nous sommes 6cart6s 
des auteurs de [7] qui supposaient G s6parable et devaient utiliser pour exprimer 
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la convergence des lois (dans G groupe polonais) une base d6nombrable (f/)i>l 
de E(G) uniform6ment continues pour les structures uniformes de G. 

La seconde propri6t6 de l'ensemble ~t  qui apparait dans la formulation du 
Th6or6me 4.1 peut 6tre encore assur6e/t l'aide du th6or6me suivant. 

Th6or~me4.2. Soit G un groupe topologique. Prenons un e>0.  On considOre 
l'ensemble gJl~: = gJl~(G) des mesures de 9Jl ~ qui chargent d'au moins ~ > 0 une partie 
donn~e E= ~ K n, off pour tout n> l, K nest un compact de G. Nous munissons 93l t 

n>=l 

de la convergence (faible) uniformOment tendue. Alors l' application ~: 9Jl~ x gJl~--* 93l t 
dOfinO par ~ (#, v): = # ,  v pour tout couple (#, v)egJl~ x ~R, est ~-fermOe, c'est ~ dire: 

transforme toute pattie ferrule de gJ~ x 79~ en une pattie de type F~ de ?0~ t. 

D~monstration. On consid6re dans g)l~ une pattie ferm6e F o et les parties A n 
de F o d6finies par An." = {#eFo:p(Kn)>= e/2} (n ~ 1). Elles sont ferm6es (dans 9Jlt), 
et on a F 0 = U An" De m6me pour tout ferm6 F contenu dans 93~ x ~cJl~ on a la 

n>__l 
repr6sentation F =  Q) F/i avec F/j:=FnAij  et Aij:= {(#, v): #eA  i, veAj}  ( i , j>l) .  

i , j>- i  
I1 suffit de montrer  que O(Fu) est ferm6 dans gJl ~ pour tout i , j> 1. 

Soient donc (#~) et (v~) deux familles filtrantes de A i e t  Aj respectivement 
telles que (#,* v,) converge vers 2 (suivant un filtre) et (#,, v,)eF/j pour tout e. 

Par  hypoth6se, la convergence de (#~ * v,) vers 2 6tant uniform6ment tendue, 
il existe une famille (x~) dans G avec (#~ �9 ex, ) et (e~;, �9 v~) uniform6ment tendue 
(voir la remarque pr6c6dant le Th6or6me 3.1). Prenant e '< e/2 et K~, portant les 
#~,  e~. Sauf une mesure _<_e', on volt que K~ coupe K~,x2 ~ pour tout ~, donc 
que x,  eK~IK~, ,  off les K i sont les compacts d6finissant les Ai(i> 1). Alors (#~), 
donc (v,) sont uniform6ment tendues et il existe des 616ments limites # et v (suivant 
des filtres plus fins) tels que # �9 v = 2 vu la bicontinuit6 de l'application 0 au sens 
de la convergence uniform6ment tendue. De plus (#, v)~F puisque A i e t  Aj sont 
ferm6s. Alors ~ (F/j) est ferm6 dans 9J~ t pour tout i , j> 1, la d6monstration 6tant 
compl6te. 

Corollaire 4.1. Si le group G est a-compact et si l'ensemble ?0~ du thOor~me 
coincide avec fO~ t entier (i. e. e=  1), l'application de convolution ~ est a-fermd. 

Corollaire 4.2. Si G est supposd seulement mOtrisable, ~9 transforme 93l~ x g)l~ 
en un sous-ensembIe de type F~ de gJ~t (pour Ia convergence faible, qui est alors 
toujours uniformOment tendue ). 

En effet: on prend une suite (Un)n>=t de voisinages de l'unit6 dans G e t  pour 
tout n > 1 on d6finit" 

off Q~ d~signe la fonction de concentrat ion/t  droite de # introduite dans 4.2. A n 
est ferm6, suivant 4.3 au d6but de ce paragraphe, donc 9J/~ et 9J/~ x 9J/, sont de type 
F~ dans 9Jl ~ et 9J/~ x 9)l ~ resp. 

Voici maintenant une deuxi~me d~monstration du fait que ~t  est une partie 
de type G~ de 9J/L Cette d6monstration g6n6ralise celle du Th6or6me 9.2 de [3-1 
et 6carte une inexactitude dans le Th6or6me 5.2 de ce texte. 
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Soit 9)l': = 9)l t x 9Jl t. Nous d6finissons l'ensemble: 

A.'={(#,v)eg)~'; ou # = e  x ou v=e x p o u ru n  xeG}. 

A est hom6omorphe g (G x 9J~') w (gJ~ t x G). C A 6tant ferm6 dans 9.R' la a-fermeture 
de l'application de convolution 0 (Corollaire4.1) implique que 0(CA) est une 
partie de type F, de 9)l t. Alors ~ ' =  ~ O ( ~ , A )  est de type G odans 9R t. 

Le Th6or6me 6.2 de [7] concernant la cat6gorie de l'ensemble des lois diffuses 
se d6duit des considdrations suivantes; soit X un espace topologique, Une mesure 
#egJl(X) est dite diffuse (ou continue) si #({x})= 0 pour tout xeX.  

4.5. Soit X un espace compl6tement r6gulier. Nous d6finissons pour tout 
r/> 0 l'ensemble: 

E , : =  {#~gJI~(X): 3 x~X avec #({x})_>_tl}. 

Alors E, est ferm6 pour la convergence uniform6ment tendue dans 93l t. 

En effet: Soit (#~) dans ~ t  convergeant vers #eg)lt tel qu'il existe un compact 
K de X avec #~(~ K ) < t / p o u r  tout c~. Alors on a la convergence des points x= tels 
que #,({x=}) > q, appartenant n6cessairement ~t K, vers x pour un filtre convenable. 
Soit U un voisinage ferm6 de x. On a: 

# (U)>  lim sup #~(U), 

donc # (U) > tl et finalement: 

#({x}) = inf {#(U): voisinage ferm6 de x} _> t/, 

puisque # est z-continue. 

Remarque. On peut en effet se borner aux voisinages U = f -  t(0) pour f :  X + IR 
tel que f(~ V) = I  pour un voisinage Vde a et f ( a ) = 0  (aeX). 

4.6. Soit X un espace polonais sans points isol6s. Alors l'ensemble Q..= Q (x) 
des lois diffuses sur X est faiblement dense et de type G a dans gilt(X). 

En effet: Si pour tout rl > 0, E,; est d6fini comme dans 4.5 et si U E, contenait 
~/>0 

un ouvert de gJl t, il existerait ~t l'aide du th6or6me de Baire un tel ouvert O partie 
de E, pour un q>0 .  Prenant dans O une loi vet5 de la forme 

~cqex, (cq~lR, ~cq=l  et x ~ E X p o u r i = l  .... ,n) 
i = 1  5=1 

et puisque les voisinages U i des points x~ contiennent tous une infinit6 de points, 
il existerait des lois v' discr6tes de masses v'(U~)= ~i r6parties en des points de U~ 
assez nombreux pour charger chacun d'eux de moins de q. Donc les lois v' flap- 
partiennent pas fi E, et sont pourtant arbitrairement voisines de v; en effet 
l'ensemble ouvert O devrait contenir un voisinage de v de la forme: 

{#e9)l': /#( f j ) -v(f~) l<ef i  f j~r  gj>O pour j = l  . . . .  ,m}, 

donc toutes les lois v' sus-dites (pour les U/tels que [fj(x)-fj(xi) I <e~ avec x e  U/ 
e t j =  1 . . . . .  m). 
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4.7. Soit X un espace polonais sans points isol6s. Alors l'ensemble 91: = 91(X) 
des lois diffuses sur X 6tant positives sur tout ouvert de X est faiblement dense 
et de type G o dans 92~t(X). 

En effet: I1 suffit de montrer  que l'ensemble 6 . ' =  ~ (X) des lois positives sur 
tout ouvert de X est faiblement dense et de type G~ dans 9)l t, car dans l'espace 9Jr t 
m6trisable et complet l'intersection de deux ensembles Ga est aussi un ensemble G~. 
Alors si (U~) est une base d6nombrable d'ouverts de X (X 6tant m6trisable et 
s6parable) l'ensemble: 

GN.'={#~gglt: #(Ui)>0 pour i = I , . . . , N }  

est ouvert dans 9Jr t, car si # s G  N et #(U~)> ei> 0 pour tout i=1,  ..., N, l'ensemble: 

G}..={p'egJt~: #'(U~)>#(U,.)-e~ pour i = l , . . . , g }  

est une partie ouverte de G N. Evidemment si fi e E, fi < lv~ et # (f/)> # ( lv)  e~ 
2 pour i-- 1 . . . .  , N, on a 

G;~{# '~t :  ]#'(f~)-#(fi)l<--~- pour i= I, ... , N}. 
Que ~ soit faiblement dense dans 9J~ t tient fi ce que, dans 4.1 avec des lois v 

de la forme ~ aie~ on peut prendre les x i ( i=1 , . . . ,  n) dans une suite fixe (y j) 
i=1 

dense dans X, et/t ce que les lois port6es par (y j) tout entier sont de 6 ,  et approchant 
les lois v, elles-m~mes faiblement denses dans ~ .  

R~sumant les Propositions 4.5 et 4.7 nous obtenons (suivant [-7]): 

Th6or6me 4.3. Soit G u n  groupe polonais sans points isol~s. Alors la famille 
~3~: = ~3c(G ) des lois premieres diffuses et positives sur tout ouvert de G (c'est d dire 
l'ensemble ~ n 9l) est faiblement dense et de type G ~ dans ~Jt ~. 

Le th6or6me est une consdquence 6vidente du Th6or~me 4.1. 

Paragraphe 5. Divisibilit~ dans le cas d'un groupe compact 

Soient G un groupe localement compact (non n6cessairement s~parable) et co 
une mesure invariante /t gauche (mesure de Haar) sur G. gJt`o..=gJl~(G), ~3`o:= 
~3`o(G) et ~`o:= ~`o(G) sont les sous ensembles de 9)l 1 =9311(G ) des lois, qui sont 
absolument co-continues, premi6res et d6composables dans 9)l,o respectivement. 

Th~or~me 5.1.Soit #~ ~`o. Alors # poss~de une densitO presque s(~rement semi- 
continue inf drieurement. 

D6monstration. Nous montrerons d 'abord qu'une fonction h de la forme 
f ,  g avec f, g dans l'espace !~1:= !~ 1 (G, co) des fonctions r6elles co-int6grables sur G 
est continue, si le facteur de droite, g, est born& Plus exactement f ,  g est continue 
(uniform6ment), si g est born6e, ou si f est born6e et g = g* (off g* est d6fini par 
g* (x):= g (x-1) pour tout x ~ G). La d6monstration de cette assertion r6sulte de la 
continuit6 de l'application x ~ x f  de G dans I~ 1 d6finie par xf(Y): = f ( x  y) pour tout 
x e G  (y~G) ([2], (20.4)), puisqu'on a pour tous s, t~G: 

If* g ( s ) - f ,  g(t)l < ~ I f ( s y ) - f ( t y ) l  Ig(y-1)1 co(dy)< I l s f - t f l l l  Ilg[I - 
G 
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Plus g6n6ralement f ,  g est cont inue si f est born6e et ge (~ l )  *, c'est fi dire 
g = h *  avec h e ~  1. 

Dans  le cas d 'un  g roupe  aux structures uniformes 6quivalentes f ,  g est continue,  
si un des facteurs est born6. 

Soit alors # e ~ ,  c'est ~t dire ~ = h c o a v e c  h e E  1 de la forme f , g  or1 f, g e ~  1. 
A p p r o c h a n t  g inf6rieurement par  une famille (g~)i~1 de fonct ions g~ born6es de 
P~(ieI),  telle que gi~g nous ob tenons  la semi-continuit6 infdrieure de h h l 'aide 
de la p ropos i t ion  prdc6dente. 

Th~or+me 5.2. Soit G mOtrisable : l'unitO e de G possdde une base d~nombrable 
de voisinages. Alors l' ensemble ~o~( G) est de type G a pour la topoIogie du Banach 5~ 1. 

Si G est un groupe  ab61ien polonais  localement  compac t  mais  non  compact ,  
~,~(G) est aussi dense dans 9J~o~ pour  la topologie  de gl .  

Ddmonstration. ~3~o:= ~ c~ 91l,o , 6tant de type G a darts 9~o~ pour  la convergence 
faible, v u l e  Thdor6me 4.1, est en effet 6v idemment  de type G o pour  la topologie  
trace (celle de la convergence faible) donc  ~ fort iori  pour  la topologie  plus fine 
de la convergence en densit6 moyenne  qui est celle de ~*. La  deuxi6me assert ion 
est contenue darts [7], 215. 

P o u r  donne r  un r6sultat  sur la cat6gorie de l 'ensemble  Do, darts le cas d 'un  
groupe  compact ,  il nous  faut  rappeler  le th6or6me bien connu de Cohen  ([1]) 
et Hewitt .  N o u s  allons pr6senter  une d6mons t ra t ion  assez br6ve de ce th6or6me 
qui utilise une id6e de Koos i s  ([4]): 

Th~or+me ft.3 (Cohen, Hewitt).  Soit A un alg~bre de Banach et soit V un A-module 
de Banach d gauche, c' est d dire." un A-module algdbrique d gauche tel que Ila vll <= 
Hall I]vll pour tout a e A ,  v~ F. Supposons qu'il existe une constante M > O  telle que 
pour chaque a e A, v ~ Ve t  e > 0 il y a un e e A avec II ell =< M, [I a -  a e H < e et II v - e v H < e. 

Alors pour tout v e V  et e > 0 ,  il existe a e A  et w e V  poss~dant Ies propriOtOs 
suivantes : 

(i) v = a w .  

(ii) ]jv-wll <e .  

(iii) Ilall < M .  

(iv) w c A  v ( fermeture de A v darts V). 

D~monstration. N o u s  pouvons  supposer  M = 1. En effet: dans le cas g6n6ral 
on peut  remplacer  les termes 2 - e ,  par  l + p ( 1 - e ~ )  pou r  p suff isamment  petit  
et positif. 

Soit A'  l 'alg~bre de Banach  A |  {1} obtenue  en adjoignant  une identit~ 
(multiplicative) 1/ t  A. Alors  V devient un AUmodule  fi gauche. 

Pa r  induct ion nous choisissons une suite (e,),e 1 dans  A telle que Ile.ll < 1. En 
effet, on choisit  e, tel que l lv-exvl l  <e/2 ;  e~, . . . ,  e,  6tant  choisis, nous  prenons :  

et 
a, :  = (2-- el)-  1 (2-- ez) i . . .  (2-- e , ) -  i 

w,,: = (2 - e,) (2 - e,,_ i ) . . .  (2-- el) v. 
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Alors  a.eA' ,w.~Av,  puisque w a y ,  et v = a . w .  (n>l ) .  I1 est bien clair que: 

(,) 1 
a . = T - + b  . off b.~A ( n > l ) .  

Chois issant  e.+ a tel que" 

et 

g 

IIw.-G+l w, II < 2.+~ 

1 
Ihb,,-b.e.+ill < 2 ~ 

nous  allons mon t r e r  que les suites (G).=l  et (w.)._>l sont de Cauchy.  Consid6rons 
d ' abo rd  (a.).=> 1. Ev idemment :  

] ] (2-e . ) - lH < 1  
et 

(2 - e.)-  1 _ 1 = (e. - 1) (2 - G ) -  i. 

Ma in t enan t  
a.+i=a.(2--e.+l) -1 

et donc:  

a.+ ~ - a .=a . ( (Z -  e.+ i)- l - 1 ) =  ~ ((Z-  e.+ l)- a -1)  + b.(e.+ l -1 )  ( 2 -  e.+ ~) '- l. 

Alors  
1 1 

] [ a .+ l - a .U  < 2 . -1  +Ube.+i-b.]l < 2 . _ 2 ,  

donc  il y a un a~A' avec a . ~ a ,  a &ant  un 616ment de A vu (*). 

Consid6rons  alors la suite (%).>__ ~. L'6galit6: 

impl ique 

puis: 

Wn+ i = ( 2 - - e n  + i)  Wn 

Wn+ 1 - -  W n ~  W n - -  en+ i Wn 

e 
IIw.+t-w.ll< 2.+a ( n > l )  donc  W n -+ W E A r .  

Puisque [Iv-wil l  = [Iv-elv[I <~/2, on a Ilv-w]l <~. 
Fina lement  v = a.w. pour  tout  n ~ 1 implique v = aw, alors le r6sultat. 

CorollMre 5.1. Soit A =  V=9.1. Alors pour tout h~P. 1 et tout e > 0  il existe une 
constante M > O, et f, g e P.i avec les propri&ds suivantes: 

(i) h = f *  g. 

(ii) Ibh-glla <e.  

(iii) Ilflll < M .  

(iv) g e ~1 . h. 
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D~monstration. I1 est bien connu ((2), (20.15)) que ~i poss6de des approxima- 
tions ~t droite e t / t  gauche de l'unit6, c'est/~ dire: il existe une constante M >0  
telle que pour tout f g ~ l  et tout e > 0  nous avons un k~!~ 1 avec IIkll<M, 
] I f - f *  kill <e  et ] lh -k  * hill <e. Alors le th6or6me donne le r6sultat. 

Corollaire 5.2. Soit G u n  groupe compact. Alors pour tout h6~(G) tel que h > 0 
et tout ~ > 0 il existe f g E ~ avec f, g > 0 tel que: 

(i) h---f* g. 

(ii) llh-gl] <~. 

Ddmonstration. Etant donn6 h ~  tel que h > 0 on peut choisir la suite (e,),~ I 
dans la d6monstration du thdor6me telle que e, > 0 en ajoutant ~ e, une constante 
assez petite pour chaque n>  1. Par le Corollaire 5.1, il existe pour tout e>  0 des 
fonctions f, gE~ 1 avec les propri6t6s (i) et (ii) de ce corollaire. Le choix sp6cial de 
la suite (e,),~a implique f > 0 .  De plus, on peut faire que g approche h unifor- 
m6ment (et arbitrairement), donc I[h-gII < ~. 

Finalement la suite (e,),e t et donc f, g peuvent ~tre choisies dans ~. 

La d6composition h = f ,  g n'est pas triviale: g =  h n6cessiterait f port6e par 
un sous-groupe compact de G, f ne serait > 0 que pour h constante. 

Etant donn6s e < i n f h  et IIh-glt <~ la fonction g est aussi positive. 

Th~or~me 5.4. ( G~n~ralisation du Thdor~me 10.2 dans [3].) 

Soit G u n  groupe compact (non n&essairement s@arable). Alors l'ensemble 
" - 7 U '  ( G ~  7~: - -  ~,_~ des lois d~composables dans g)l~ en deux mesures avec des densitOs 

continues et strictement positives, est dense dans ~Jl~ au sens de PJ. 

D~monstration. Soit # egJ~ de la forme # =  h co avec hE~ et h > 0. Par le Corol- 
laire 5.2. # ~ o ,  c'est ~t dire: il existe deux lois v, 2 sg)l~, de la forme v=fco ,  2=gco  
respectivement avec f , g ~ ,  f , g > 0  telles que # = v ,  2. Puisque 991~ est dense 
dans ~ au sens de _ ,  - ,o  est dense dans 99l~ en ce sens. 

Remarque. Par le raisonnement de la d6monstration du Corollaire 5.2 l'ensem- 
' G ble ~ du th6or+me peut 6tre remptac6 par l'ensemble ~ :  = ~o (  ) des lois 

d6composables dans ffJ~ en deux lois avec des densit6s continues, l'une strictement 
positive. 

Remarque ajoutde aprOs la r~ception du manuscrit par la rddaaion. Suivant la m6thode de J. gt~p/m 
dans son travail "On the family of translations of a tight probability measure on a topological group" (Z. 
Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 15, 131-138 (1970)), les r6sultats du paragraphe 3 peuvent 
~tre am61ior6s. En fair dans le cas de Ia d6monstration du Th6or6me 3.1 il n'est besoin d'aucune 
condition concernant le groupe G d~s lots ~t et v sont t-r6guli~res (conf&er la condition (j) de St~p/m); 
aucune des hypoth6ses faites par St~p/m (G normal, ab61ien, la condition (k)) n'est n6cessaire. 
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