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Zur Vorhersagetheorie station irer Operatorfolgen 

W. HACKENBROCH 

Einleitung 
Wir betrachten Folgen (F~) ....... - 1, o, 1 .... von stetigen linearen Operatoren eines 

komplexen Hilbertraumes H in einem solchen H', die in dem Sinne station~ir 
sind, dab die zugehSrigen Operatoren F,+k* F, von H in sich bei festem k ffir alle n 
fibereinstimmen (* bezeichnet den adjungierten Operator). Jeder n-dimensionale 
diskrete (schwach) station~ire stochastische Prozef3 fiber einem Wahrscheinlich- 
keitsraum (~2, Z, #) lgl3t sich etwa durch eine solche Folge, mit H = •" und H' = 
L 2 (~, Z; #, C), beschreiben. 

Entsprechend den Fragestellungen der linearen Vorhersagetheorie unter- 
suchen wir die Inklusionen der zu einer station~iren Operatorfolge (F,) gehSrigen 
Folge von Teilr~umen 

M , =  ~ {Fk x: x~H;k<-n} (n=.. . ,  - 1, 0, 1, ...), 
(l) 

Mo~= ~ M., M_~--=TP 0 M.. 

(Fiir eine Teilmenge B eines Hilbertraumes bezeichnet ~ B die abgeschlossene 
lineare Htille von B.) Von besonderem Interesse sind dabei Kriterien ffir die 
beiden Grenzf~ille Moo = M o o  (determinierter Fall) bzw. M~ =0  (vollst~indig 
undeterminierter Fall). 

Diese Fragen wurden ffir endlich-dimensionales H i m  Rahmen der Vorher- 
sagetheorie eingehend untersucht (vgl. etwa Masani [10]). Bei unendlich-dimen- 
sionalem H treten dagegen neue, insbesondere mal3theoretische, Schwierigkeiten 
auf, so dag dieser Fall bisher nicht in entsprechender Allgemeinheit behandelt 
wurde (vgl. [1, 4, 6]). Andererseits ffihrt etwa das Problem der Reversibilitgt 
passiver Transformationen (vgl. K6nig und Meixner [8] und insbesondere 
Tobergte [16]) letztlich auf die lineare Vorhersagetheorie beliebiger station~irer 
Operatorfolgen, so dab eine allgemeinere Theorie auch in diesem Zusammenhang 
von Interesse ist. Im Hinblick auf solche Anwendungen stehen in dieser Arbeit 
spektraltheoretische Methoden im Vordergrund. 

In Abschnitt 1 werden, etwas allgemeiner, als es ftir das folgende notwendig 
ist, die integrationstheoretischen Grundlagen bei positiv-operatorwertigen Magen 
bereitgestellt. Abschnitt 2 zeigt, dab der zu einem solchen Mal3 45 gehSrige ab- 
strakte Hilbertraum L 2 (~, H) gerade noch so viel ,,punktweise Struktur" besitzt, 
wie ffir die sp~itere Anwendung bekannter Tatsachen der vektorwertigen Funk- 
tionentheorie n6tig ist. Durch Methoden der Theorie der Spektraldarstellungen 
(vgl. Dunford-Schwartz [3], S. 909 ft.) werden hierbei Schwierigkeiten mit Radon- 
Nikodym-Dichten ftir operatorwertige Mage umgangen und allgemeinere Ergeb- 
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nisse erzielt. Im 3. Abschnitt wird der Zusammenhang mit station~iren Operator- 
folgen hergestellt. Abschnitt 4 untersucht den EinfluB des (Lebesgue-) absolut 
stetigen bzw. singul~iren Teils des zu einer stationiiren Folge gehiArenden Ope- 
ratormal3es auf ihre Wold-Zerlegung. Im 5.Abschnitt werden schliel31ich einige 
notwendige und hinreichende Kriterien fiir den determinierten bzw. vollst/indig 
undeterminierten (regul~iren) Fall gegeben und der Vorhersageabstand berechnet. 
Schliel31ich wird im 6.Abschnitt die Rolle des Vorhersageirrtums-Operators 
untersucht, der bekanntlich im endlich-dimensionalen Falle die Regularitiit einer 
Folge vollst~indig charakterisiert. 

1. Positiv-operatorwertige Mafle 

Sind H, H' zwei komplexe Hilbertr~ume und (F~) ...... -~, o, ~ .... eine station~ire 
Folge im Raum ~(H,H ' )  der stetigen linearen Operatoren yon H in H', so 
bedeutet die zu Anfang definierte Stationarit~itsbedingung offensichtlich gerade, 
dab fiir endlich viele beliebige Xk, y t sH gilt 

(Wir bezeichnen stets Skalarprodukte mit spitzen Klammern ( , )  und Normen 
mit Absolutstrichen I I; die Zugeh6rigkeit zu dem jeweiligen Raum wird n~Stigen- 
falls durch einen Index zug~itzlich bezeichnet.) 

Die Zuordnung ~FkXk'--"~Fk_IX k l~il3t sich daher zu einer unit~rcn Abbil- 
dung W des nach (1) zugeh~rigen Raumes M_ o~ auf sich fortsetzen. Es gilt dann 
F, = W- n F0 ' so dab die ganze Folge (F~) durch F o und W vo11st~indig beschrieben 
wird. Die Spektraltheorie der Shift-Abbildung W ffihrt im folgenden auf das 
Studium yon Hilbertr/iumen yore Typ L 2 (4~,/-/) mit einem Mal3 45, dessen Werte 
aus der Gesamtheit A~247 der stetigen pogitiven Operatoren yon H in sich sind. 

Da die yon Rosenberg [14] in diesem Zusammenhang fiir den Fall eines 
endlich-dimensionalen Raumes H gegebenen Definitionen sich nicht auf den all- 
gemeinen Fall eines beliebigen Hilbertraumes H ausdehnen lassen (da operator- 
wertige MaBe im allgemeinen keine endliche Totalvariation besitzen, vgl. [5], 
Beispiel S. 333), betrachten wir etwas allgemeinere R~iume L2(~, H), deren Ele- 
mente allerdings nur noch in speziellen F~llen (5.quivalenzklassen yon) Funk- 
tionen sin& Trotzdem haben diese R~iume noch eine gewisse ,,punktweise Struk- 
tur", die ffir die sp~teren vorhersagetheoretischen Anwendungen ausreicht. 

Definition (vgl. [5], S. 329). Sei Seine nicht leere Menge, Z eine a-Algebra 
yon Teilmengen yon S. Eine Mengenfunktion ~: Z-> A~ mit Werten in den 
stetigen positiven linearen Operatoren eines Hilbertraumes H in sich heiBt ein 
positiv-operatorwertiges Mal3 (PO-MaB), wenn ftir alle x 6 H  die Abbildungen 
(4~(-) x, x):  S--, IR a-additiv sin& 

Im folgenden Lemma bedeutet eine Zerlegung (E~) stets ein endliches System 

E~ .. . . .  E~ disjunkter Mengen aus S mit U E~= S. 4~ ist ein beliebiges PO-MaI3 
auf Z. 1 

Lemma 1.1. i) Es ist 

sap {I~(E~) c~l: (Ez) Zerlegung; ~ 6 C  mit I~gl _-__ 1} = I~(S)l. 
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ii) Bei beliebigem endlich-dimensionalem Teilraum L ~ H ist 

sup {] Z ~  (Ei) x~ I: (E~) Zerlegung; x, e L mit I x~ [ < 1} < [~ (S)] dim L. 

Beweis. i) Nach der Schwarzschen bzw. H/51derschen Ungleichung ist ftir 
beliebige x, y~H, eine Zerlegung (E~) und komplexe ai mit Iai]< 1 

I (~  ~ ~(E~) x, y) l< ~[(4~(Ez) x, y) l < ~  (4~(E~) x, x) ~ (4~(Ez)y, y)~ 

< ( ~  <~(E~) x, x))~ (~ (4~(Ei) y, y))~ < 14~(S)I Ixl lyl. 

Daraus liest man unmittelbar sup {... } < [~  (S)] ab, wobei die Gleichheit trivialer- 
weise erreicht wird. 

ii) Sei (Ei) eine Zerlegung und xieL mit [xil< 1. Fiir eine Orthonormalbasis 
{Y~, ..., Yn} yon L ist dann 

i k k i 

<lr162 nach i). Q.E.D. 

Auf Grund der Additivitiit yon q) sind die fiir Z-mel3bare Stufenfunktionen f :  
S ~ H (oder CE) definierten Abbildungen 

~dfb: ~dq~f= ~ ~b({seS:f(s)--x})x eH(ode r~(H) )  
x e  f (S) 

linear. Lemma 1.1 besagt, dab ~ d4~ als Abbildungen der mel3baren komplex- 
bzw. L-wertigen Stufenfunktionen in ~ ( H )  bzw. in H stetig sind beziiglich der 
Supremums-Norm I I| im Definitionsbereich von ~ d4~. Durch stetige Ausdeh- 
hung erh~ilt man also eindeutig definierte stetige Abbildungen ~ d45: B ~ 6((H) 
bzw. ~d~: B |  wobei B={q): S~r q) beschr~inkt, Z-mel3bar} und 
B | L = {endl. ~ q)~ xi: q)i EB, x~eL}. Natfirlich stimmen die so definierten Abbil- 
dungen ~ d~ auf (B | L1) c~ (B | L2) fiir zwei beliebige endlich-dimensionale Teil- 
r~iume L~, L 2 c H iiberein und flieBen deshalb aus einer wohldefinierten linearen 
Abb i ldung~d~b :B |  U B| 

d i m L <  oo 

Lemma 1.2. i) Durch 

i, k 

wird eine positiv semidefinite Sesquilinearform ( , ) ~  auf B | H gegeben. 
ii) Bei beliebigen f, g e B |  H und ~pEB ist 

iii) Fiir f e B |  ist 

~f: S~ IR+ mit ~ f ( E ) = < z e f f )  ~ 

a-additiv, und es ist ~ d~f q~ = (q~f f ) ~  bei beliebigem (p eB. 
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Beweis. i) I s t f=~q) ix i=OeB|  und g=~OkYkeB|  betiebig, so wird 
<f, g>r  dq)(f~k), Yk>n =0; daher ist zuniichst <f, g>r unabh~ingig yon der 

k 

Summendarstellung yon f, geB | H wohldefiniert. Um ffir f = ~  ~0~ x~eB | H zu 
zeigen, dab <ff>r > 0 ist, kbnnen wegen der Stetigkeit von ~ d~:B-+ ~ (H) die 
q~ als Stufenfunktionen angenommen werden. Dann ist aber auch f  Stufenfunk- 
tion, also f =  ~ Xk ) ~  mit einer Zerlegung (Ek), und es folgt 

< f, f >a, = ~ <~ (Ei ~ Ek) xi, Xk>U = ~ <~ (Ei) xi, Xi>H > O, 
i,k 

ii) Die erste Aussage ist trivial. Ftir den Beweis der zweiten folgt aus der 
Stetigkeit der Abbildung ~ d~: B ~ ~ (H) zuniichst wieder, dab qo und f als Stu- 
fenfunktionen angenommen werden k/Snnen- ~o = ~ ai )~,  f =  ~ Xk)~V~" Dann wird 

also 

(~of, f > r  ~ a~<q~(E~c~FjC~Fk)xj, Xk> = ~  ct~(r C~Fk)X,, Xk>, 
i,j,k i,k 

I (q)f , f  >ol < max Ic~,l ~ <~(g, ~ gk) x~, x~> = Iq~loo ( f , f  >~. 
i,k 

iii) Die o--Additivit~it der ~y folgt fiir Stufenfunktionen f sofort aus der a- 
Additivit~it des PO-Mal3es q~. Bei beliebigemf= ~ qh x~ eB | H erhiilt man dutch 
gleichm~iBige Approximation der q~ eB durch Stufenfunktionen eine Folgef, yon 
Stufenfunktionen aus B | H, ftir die wegen der Stetigkeit yon 5 d~: B-+ 2'(H) 
gilt ( f - f , ,  f -f,>e -~ 0 und also nach ii) auch ()~E(f -f,), f -f~)o --+ 0 gleichm~iBig 
in E eZ, womit die a-Additivit~it yon ~y aus derjenigen der ~e. folgt. Die Formel 

d~ s ~o = (q0f, f >e ist wiederum fiir Stufenfunktionen ~0 e B trivial und folgt daher 
allgemein wegen ii). 

Definition. Ftir ein PO-MaB ~: Z-o2 ' (H)+ sei L2(~,H) die Hilbertraum- 
Vervollst~indigung yon B | H beziiglich des Skalarproduktes <, >~, also der yon 
der Gesamtheit der Klassen ~iquivalenter Cauchyfolgen beziiglich der Halbnorm 
1" 1o = ( ", ")g gebildete Hilbertraum mit Skalarprodukt <, >e. Fiir q~ eB bezeichne 
[q~] den nach Lemma 1.2 ii) dutch stetige Ausdehnung der Abbildungf-+ q~fvon 
B | H in sich definierten Operator aus s (L 2 (q~, H)). 

Bemerkung 1.3. i) Offensichtlich tibertragen sich die Aussagen ii) und damit 
auch iii) yon Lemma 1.2 auf den Fall beliebiger f, geLa(~, H). 

ii) Ist 0~= 1 # mit einem skalaren Mag #: Z ~ IR+, und dem Einsoperator 
leS~~ so kann natiirlich L2(~,H) mit dem iiblichen Raum L2(p,H) der 
(Aquivalenzklassen mod/~ aller) meBbaren Funktionenf: S--* H mit p-integrier- 
barem Betragsquadrat identifiziert werden. Ist allgemeiner ~ =  T(-)# rnit einer 
schwach ~t-integrierbaren Funktion T: S ~ L~a(H)+, d.h. ist fiir alle xeH die ska- 
1are Funktion (T( . )x ,  x> #-integrierbar, und gilt 

<~(E) x,x>=~d#(s)(T(s)x,x> fiir jedes EeZ,  
E 

so wird natiirlich fiir f e b  | H 

<f,f>o = I d#(s) ( T(s) f(s), f(s)>n= ~ dl~(s) ] l / ~  f(s)[ 2. 
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Ist dann der Wertebereich von T(s) und damit auch der von ~ ftir ~-fast alle 
ssS  abgeschlossen in H (was trivialerweise bei endlich-dimensionalem H immer 
der Fall ist), so zeigt man leicht die Vollstiindigkeit von 

f f = ( f :  S ~ H :  T l f ~ f ( ' ) s L 2 ( # , H ) )  

beziiglich der Halbnorm 

If] =(~ d#(s) [~/T(s) f(s)]2) ~, 

so dab L2(#,H) mit dem Hilbertraum Z/X,, A / ' = { f ~ :  tf]=0}, yon (Aqui- 
valenzklassen von) Funktionen identifiziert werden kann. Dagegen zeigt schon 
der Fall T(s)= T mit einem konstanten T e ~ ( H ) + ,  dessen Wertebereich nicht 
abgeschlossen ist, dab eine solche Interpretation yon L2(~, H) als Funktionen- 
raum im allgemeinen nicht m/Sglich ist: konvergiert etwa far eine Folge (x,) in 
H die Folge (1/~x,) in H gegen ein Xo$ l /~H,  so kann fiir k e i n f ~ Z  die Folge 
der konstanten Funktionen l//Tx, in L 2 (#, H) gegen V ~ f  konvergieren, da hier- 
fiir notwendig l / ~ f ( s ) =  Xo #-f. ti. sein miiBte. 

iii) Ist 4~: Z - ,  Z(H)+ ein PO-Maf3 und H' ein weiterer Hilbertraum, so ver- 
allgemeinert Z(H' ,  L2(#, H)) mit der Z(H')-wertigen Sesquilinearform (A, B)= 
B*A den yon Rosenberg [143 flit endlich-dimensionale H, H' betrachteten Hil- 
bertraum L2, ~. Da bei endlich-dimensionalem H natiirlich 4~ = T(.)/~ mit einem 
geeigneten skalaren MaB # ist, zeigt Bemerkung ii), dab hier L 2 (~, H) und damit 
bei endlich-dimensionalem H' auch ~(H ' ,  L2(4 ~, H)) als Funktionenraum auf- 
gefalSt werden kann und mit L 2 (~0, H) auch in den iiblichen Operatortopologien 
vollst~indig ist, insbesondere in der in [14] betrachteten Norm (Spur A ' A )  +. 

2. Punktweise Struktur yon L2(~, H) 

Nach der Bemerkung ii) des vorigen Abschnitts kann L 2 (~, H) bei unendlich- 
dimensionalem H i m  allgemeinen nicht als Funktionenraum aufgefaBt werden. 
Andererseits induziert die Algebra der Multiplikationsoperatoren [~0] mit ~0~B 
eine gewisse punktweise Struktur in L 2 (~, H). 

Definition. Seien H,H'  komplexe Hilbertr~iume und 4~: Z~SY(H)+ ,  ~b': 
Z-~ 5r PO-Mai3e. Eine lineare Abbildung A: L2(~b, H)-* L2(4~ ', H') heif3e 
punktweise, wenn gilt A [q~] = [(p] A fiir alle ~o ~B. 

Man [iberlegt sich leicht, dab in einfachen F&illen, insbesondere bei endlich- 
dimensionalen H, H', ein ,,punktweiser" Operator A wirklich in der punktweisen 
Anwendung einer Funktion A: S-* ~ ( H ,  H') besteht. 

Satz 2.1. Sei ~b: Z -* 5P(H)+ ein PO-Mafi mit separablem L 2 (~, H). Dann gilt: 

i) Es existieren Wahrscheinlichkeitsmafle # auf Z so, daft ffir E ~ Z  genau dann 
4~(E)=0 ist, wenn p(E)=0 ist. 

ii) Zu jedem Marl 2: Z -*N+ mit ~b~2 (also mit ~b(E)=O fiir alle E ~ Z  mit 
2 (E) = O) existieren punktweise Isometrien I: L 2 (q~, H) ~ I3 (2, H). 

Beweis. i) Ftir f ~ L  2 (~b, H) sei 

Me =Tp {[q~] f :  qo~B} =LZ(q ), H). 
22 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 18 
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Nach dem Zornschen Lemma existieren maximale, wegen der Separabilit~it von 
L 2 (~, H) h6chstens abz~ihlbar unendliche Systeme {fl, f2, ..,} ~ LZ (~, H) mit 

co 

<L,L>~= 1 und paarweise orthogonalen MI .  Dann ist also L2(~, H)=(~  MI .  
1 

Wir betrachten noch die zu den f ,  nach Lemma 1.2 iii) gehSrigen Wahrschein- 
lichkeitsmalte #, = Of. Wegen der Orthogonalit~it der Ms, ist dann flit eine end- 

r r 

liche Linearkombination f =  ~ e, f ,  eL 2 (~b, H) natiirlich ~I = ~ it,. Da solche f 
1 1 

~o 1 
dicht in L 2 (~, H) liegen, erfiillt also das Wahrscheinlichkeitsmalt/~ = Y ~ ~ #" die 
Behauptung i). 

ii) Ist H unendlich-dimensional und {xl, xz, ...} eine Folge orthonormierter 
Vektoren aus H, so definiert die Abbildung 

J: Z [(p,] f ,  ~ 2., q0, I/~-5-. x, (q~,eB f f i r  n =  l ,  . . . , r ;  r =  l , 2  . . . .  ) 
1 1 V u/~ 

eine punktweise Isometrie von L 2 (0, H) in L e (/~, H). Denn zun~ichst ist J so auf 

dem von 0 MI, aufgespannten dichten Teilraum von L 2 (0, H) definiert. Wegen 
1 

Lemma 1.2 iii) ist weiter 
/ 

d#. 

tt) ' [ t t IL (~,r 1 /  dtt IL2(u,~/) 

so dab J auf jedem MI, isometrisch ist. Da schlieltlich die Ms, paarweise ortho- 
gonal sind und durch T auf paarweise orthogonale Teilr~iume von L2(/t, H) 

abgebildet werden, ist J auf dem ganzen yon 0 MI, aufgespannten linearen Teil- 
1 

raum yon L 2 (~, H) isometrisch und kann deshalb zu einer, offensichtlich punkt- 
weisen, Isometrie yon L2(O, H) in LZ(#, H) fortgesetzt werden. Ist schlieBlich 
tt < 2, und schlieltt man an J noch die durch Multiplikation mit l/d#/d2 deft- 
nierte punktweise Isometrie yon L 2 (#, H) in L 2 (2, H) an, so erh~ilt man eine punkt- 
weise Isometrie I: L 2 (~, H) ~ L z (2, H) der in Teil ii) behaupteten Art. 

Bei endIich-dimensionalem H ist nattirlich ~ =  T(.)2 mit einer Dichte T: 
S ~ s (H)+, und die zun~ichst auf B | H durch f o ~ f ( . )  definierte Abbil- 
dung l~igt sich trivialerweise zu einer punktweisen Isometrie I: L 2 (~, H) ~ L 2 (2, H) 
fortsetzen. 

Bemerkung 2.2. Die Existenz punktweiser Isometrien 1: L 2 (~, H) ~ L z (~', H') 
steht in engem Zusammenhang mit dem Satz von Radon-Nikodym. Wit be- 
schr~inken uns dabei auf den flit das folgende allein interessanten Fall, dab 
q~' = #  1 mit einem skalaren Malt/~: Z ~ lR+ ist. Dann gilt also 

<[ze]f,g)~=~du(s)<If(s),Ig(s))n,, alle EeZ und f, geLZ(~,H), (2) 
E 

insbesondere 
a y> 

(b</~ und (s)=<Ix(s),Iy(s)> /~-f.ii. in S 
d# 
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for alle x, y el l .  Ist speziell im Sinne von Bemerkung 1.3 ii) ~ = T(')/~ mit einer 
schwach integrierbaren Dichte T: S ~ 5r so gilt also 

(T(s) x , y )n=(Ix ( s ) , l y ( s ) )  n, /2-f. iJ., ffir alle x, ysH.  

Ist H separabel mit einer Orthonormalbasis {xl, x2 . . . .  }, so sind daher die zu- 
n~ichst auf der linearen Halle von {xl, x2, ...} dutch l(s)xi=Ixi(s) /~-f.tL deft- 
nierten linearen Abbildungen I(s) stetig und somit zu Abbildungen I(s)e~(H, H') 
stetig auf ganz H fortsetzbar. Diese faktorisieren dann T gem~il3 T(s)= I(s)* I(s) 
#-f. ii., und umgekehrt definiert nattirlich jede solche Faktorisierung I: S ---, 5e(H, H') 
von T durch punktweise Anwendung eine punktweise Isometrie yon L 2 (~, H) in 
L 2 (r H'). 

3. Station~ire Operatorfolgen und PO-MaBe 

Wie zu Beginn des 1.Abschnitts sei (F,) ...... -1, 0,1, ...eine station/ire Operator- 
folge in ~ (H, H'); (M,) . . . . . . . . .  -1, o, 1 . . . . . .  sei die nach (1) zugeh6rige Folge yon 
Teilr~iumen yon H', und W: M ~ ~ M  ~ die unittire Shiftabbildung mit F, = 
W-"Fo fiir alle n. S bezeichne yon jetzt an immer die Teilmenge {s~C: Isl = 1} 
der komplexen Zahlen und S die a-Algebra der Borelschen Teilmengen von S; 
e: S-~ �9 sei die Identit~it: e(s)=s, s~S. 

Satz 3.1. Es gibt genau ein PO-Mafi ~: Z-~ 5r so daft die Zuordnung 
2 Fk xk--> 2 e-k Xk sich linear und stetig zu einer unitiiren Abbildung V yon M ~ 
auf L 2 (~, H) fortsetzen li~fit. 

Beweis. Natfirlich kann es h6chstens ein solches �9 geben, da ja durch die 
Isometrie von V insbesondere die ( ~ (E) x, Y)n = ( V-  1 Ze x, V-  1 Z~ Y)~' ftir alle 
x, y e l l  und E e Z  festgelegt sind. Ist P: 2--,s das SpektralmaB mit W= 

dP(s) s, so zeigen wir, daB das PO-MaB ~ mit eb(E)=Fo*P(E)Fo fiir E e s  die 
behaupteten Eigenschaften hat. Die Isometrie yon V und damit auch die Ab- 
geschlossenheit des Wertebereiches VM_ o0 in L 2 (~b, H) ergibt sich aus 

k l k l 

= ~ (Fo* (~ dP(s)s l-k) F o Xk, yZ)H= ( ~  e -k Xk, e -t y~)e. 
k , l  k, 1 

Der Wertebereich von V entNilt nach Lemma 1.2 iii) insbesondere ffir jedes x eH  
alle dutch Funktionen cpx mit (peL2((eb(.)x,x),lE) definierten Elemente aus 
L 2 (~, H) und ist andererseits ein abgeschlossener linearer Teilraum von L 2 (~, H). 
Somit ist V surjektiv. 

Bemerkung 3.2. i) In Satz 3.1 k6nnen beliebige PO-Maf3e ~ auftreten: Ist etwa 
H: Z--, 5P(H)+ ein vorgegebenes PO-MaI3 und bezeichnet F, ffir ganzzahliges n 
die Abbildung aus 2'(H, L2(H, H)), welche x e H  auf das zu e-"x  geh6rige Ele- 
ment e L2(H, H) abbildet, so erh~ilt man offenbar eine station~ire Operatorfolge, 
deren PO-Mag �9 auf Grund der Eindeutigkeitsaussage yon 3.1 gleich Hist .  

ii) Ftir das PO-MaB � 9  Satz3.1 ergibt sich im Beweis die Darstellung 
(') = Fo* P (') F0 mit dem zu der Shifttransformation W geh6rigen Spektralmal3 

22* 
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P. Insbesondere haben wir die iibliche ,,Spektraldarstellung" 

F~ x = W -" (F o x) = (S dP (s) s -") Fox = S d (P (s) F o x) s - ", x ~ H 

der Folge (F~x) nach dem ,,orthogonalen VektormaB" P(.)Fo x. 

iii) Hat man wie in ii) das P0-MaB 4 einer station~iren Folge (F,) in der 
Form Fo* P ( . )F  o dargestellt und definiert fiir eine meBbare Stufenfunktion f =  

xi ~(~,: S ~ H das Integral S d (P (s) Fo) f(s) = ~ P (Ei) Fo xi, so wird IS d (n(s) Fo). 
f(s) 12, = ( f ,  f ) ~ .  Wir k6nnen deshalb dieses Integral zu einer linearen Abbildung 
S d(P(s)Fo): L2(4, H)~M_oo stetig fortsetzen. Diese Abbildung ist offenbar 
gerade die Umkehrung V -1 der unit~iren Abbildung V des Satzes 3.1, die sich 
also auch im allgemeinen Falle formal als Integral schreiben l~iBt (vgl. Rozanov 
[15], Chapter 1.7 und 8). 

Bezeichnet {o ~ } 
ek: t ~ k ~  ; n=O, 1, A --- ~k ... 

die Algebra der analytischen trigonometrischen Polynome, ferner o/~(4) fiJr ein 
PO-MaB 4: Z ~ Aa(H)+ den yon A |  in L 2 (4, H) erzeugten abgeschlossenen 
Unterraum, schlieBlich U = [e] die durch Multiplikation mi te  entstehende uni- 
tare Abbildung yon L 2 (4, H) auf sich, so wird im Satz 3.1 offenbar VM, = U" Jill(4), 
n=0, +1, +2, . . . .  Insbesondere wird die Untersuchung der Inklusionen Mo 
M t ~ ' "  ~ M ~  auf das Studium der Isometrie U: Jh~(@)--> J//(4) reduziert. 

Wit benutzen dabei die folgenden bekannten Tatsachen iiber Isometrien in 
Hilbertr~iumen (vgl. etwa Sz.-Nagy-Foia~ [12], Chapter 1.1). 

Satz 3.3 (Wold-Zerlegung). Sei H ein Hilbertraum, U: H--*H eine lsometrie, 

L = H @  UH, Hi= N U"H, H 2 = H @ H  i. Dann gilt: 
0 

i) H 2 U"L. 
0 

ii) H i i s t  doppelt invariant, d.h. UH1 = HI, und H 2 ist einfach invariant, d.h. 

~-~ Un H2=O. 
o 

iii) Ist H =  H'I O H'9 mit doppelt invariantem H'I und einfach invariantem H'2, 
so ist H'l = H l ,  H'2 = H 2 .  

Eine station~tre Operatorfolge (F~) ist also genau dann determiniert (d.h. 
Moo = M o0) bzw. vollst~indig undeterminiert (d. h. Moo = 0), wenn ffir das zugeh6- 
rige P0-MaB 4 der Raum J t (4)  doppelt bzw. einfach invariant ist. In Abschnitt 5 
werden einige allgemeine Kriterien hierftir abgeleitet. 

4. Lebesgue-Zerlegung von �9 und Wold-Zerlegung 

Wit verwenden die am Ende des vorigen Abschnittes eingefiihrten Begriffe 
und Bezeichnungen; auBerdem sei m das normierte Lebesguemal3 auf S. Der 
komplexe Hilbertraum H wird yon nun an separabel vorausgesetzt. Man iiber- 
zeugt sich leicht, dab dann auch L 2 (4, H) separabel ist, so dab wit insbesondere 
Satz 2.1 anwenden ktinnen. Die Begriffe invariant, einfach invariant (abgekiirzt 
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e.i.), doppelt invariant (d. i.) ftir abgeschlossene lineare Teilr~iume von L 2 (~, H) 
beziehen sich von nun an immer auf die Isometrie U -  [e]. Wir verwenden die 
triviale Tatsache, dab fiir eine beliebige punktweise Isometrie I: L2(~,/4) 
L 2 (~', H') ein Teilraum M ~ L z (~, H) genau dann invariant bzw. e.i. bzw. d.i. ist, 
wenn dies ftir I M c L  2 (~', H') zutrifft (auf Grund der Isometrie von I i s t  1M 
abgeschlossen, wenn M abgeschlossen ist). 

Satz 4.1. Sei ~: Z ~ ' ( H ) +  ein PO-Mafl. 

i) Es gibt eine F~-Menge N o N  mit re(N)=0 und ZN, ~ m  (ZN,=charakteri- 
stische Funktion des Komplements N' yon N).  

ii) Fiir N aus i) seien tp, = Xs, ~ und c19 s -=- ZN ~ der m-absolutstetige bzw. singu- 
lgtre Teil yon ~; i~: L 2 (q)a, H) ~ L 2 (~, H) bzw. i~: L z (~s, H) ~ L 2 (q), H) seien die 
durch Nullsetzen auJ3erhalb N'  bzw. N definierten isometrischen Einbettungen, 
p , - z ,  bzw. Ps = z* die dazu dualen Projektionen. Dann ist 

~ (~) = is L ~ ( ~ ,  H) | io ~ (~ , )  | i, g ( ~ ) ,  

wobei @(q~,) bzw. g(~a) den d. i. bzw. e.i. Teil der Wold-Zerlegung yon d// ( ~ )  gemhfi 
Satz 3.3 bezeichnen. 

Beweis. i) Es sei {xl, x2 . . . .  } eine abz~ihlbare dichte Teilmenge von H. Dann 
liefert die gewiShnliche Lebesgue-Zerlegung der skalaren Mal3e #i = (~( ' )x~ ,  x~) 
far i=  1, 2, ... jeweils Mengen M i e 2  mit m(Mi)=O und XM~ # ~ m .  Auf Grund 
der Innenregularit~it der Bairemal3e #~ gibt es weiter F~-Mengen N~cM~ mit 

o o  

#i(Mi) = #i (Ni) t'fir alle i=  1, 2, . . . . .Die F~-Menge N = ~ Ni hat dann offensichtlich 
die in i) behaupteten Eigenschaften. 

ii) Bei beliebigem f e J / / ( ~ )  sind offensichtlich p~feJCl(q~,) und psf~d//(~bs). 
Da f =  is p~ f | i, Pa f  erh~ilt man die Inklusion d4' (~) ~ i, L 2 (q~s, H) | i~ N (4~,) | 
i~ g ( ~ )  (die Orthogonalit~it von N (~,) und ~ (~b,) bleibt bei Anwendung der Iso- 
metrie ia erhalten). Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus den beiden folgen- 
den Hilfss/itzen, 

Hilfssatz 4.2 (vgl. Lumer [10], S.39). Es ist iaJ/[ (~a)~/[ (~ ) und i~Jd (~),)c 
~(~). 

Beweis. Nach Forelli-Ahern-Glicksberg (vgl. [-10], S.22) existieren trigono- 
metrische Polynome p, eA mit IP,(')I < 1 und p,(s)~)~u,(s) f'tir alle s augerhalb 
einer m-Nullmenge c N'. Ftir ein beliebiges Mal3 #: E---, IR+ mit #~--Zu # gilt 
dann p, ~ ~u' in L ~ (#, ti;), wie man fiir die Komponenten #, = Zu, # und #~ = Zu/t 
einzeln dutch majorierte Konvergenz einsieht. Wendet man dies speziell auf die 
zu einem g~L2(~, H) geh6rigen skalaren MaBe ~bg an, so hat man nach Lemma 
1.2 iii) die Konvergenz [p,] g--, [)~u'] g in L2(~, H). Also gilt bei vorgegebenem 

f~ / r  f'tir eine Folge (f~) in A |  mit f ~ f i n  der Norm von LZ(q~, H), dab 
[P,] fk ~ [ZU'] fk mit n ~ oo und [ZN'] fu = i, f~ ~ i, f m i t  k ~ 0% beides in der 
Norm von L z (~b, H). Da die [p,] fk aus A | H sind, folgt i, f ~  J//(~b), also die erste 
Behauptung. Genauso erh~ilt man die zweite Behauptung mit Hilfe der trigono- 
metrischen Polynome 1 - p , .  

Hilfssatz 4.3 (vgl. K6nig u. Tobergte [9]). Ist ein PO-Mafl q~ auf einer m- 
Nullmenge konzentriert, so ist J~(q~)= L 2 (cb, H) (und also insbesondere d.i.). 
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Beweis. Wegen Lemma 1.2iii) gentigt es, ffir beliebiges x e H  zu zeigen, dab A 
dicht liegt in L 2 (q~x, ~): dann enth/ilt / / /  (O) insbesondere alle q~ x mit beschr~inkten 
meBbaren (p: S ~ C und somit den in L 2 (~, H) dichten Teilraum B | H. Ftir ein 
O~LZ(q0x, ~) im Orthokomplement von A annulliert das skalare MaB ~ x  die 
Algebra A und ist deshalb nach dem Satz von F. und M. Riesz m-stetig. Da 
andererseits q~x auf einer m-Nullmenge konzentriert ist, mui3 ~ ~b~ = 0 und somit 

= 0 E L 2 ( ~ ,  rE) sein. 

Korollar 4.4. F fir n=0,  1 . . . .  sei P, ~ ~ ( l_? ( q~,, H) ) die Orthogonalprojektion auf 
U" o ~ (#,), R, 6 ~qo (L 2 (~, H)) die Orthogonalprojektion auf U"d/g (q~), Q ~ 5~ (L 2 (#~, H)) 
die Orthogonalprojektion auf ~ ( q~,). Dann gilt 

R,=i~ps| QpaO) i,P,P, 

(Summe dreier Projektoren mit orthogonalen Wertbereichen). 

Beweis. DaB auf der rechten Seite drei Orthogonalprojektoren mit paarweise 
orthogonalen Wertebereichen stehen, ist eine unmittelbare Folge der Definitionen; 
insbesondere ist ihre Summe daher die Orthogonalprojektion auf die Summe 
der Wertebereiche. Auf Grund yon 4.1 ii) ist weiter 

U" d/g(eb)=i, L2(qO~,H)@i,~(q~)@i, U" g(q~,), n=0,  1 . . . . .  

da i~ und i~ punktweise (also mit U" vertauschbar) operieren und U" L 2 (~,, H ) =  
L 2 (q~, H), U" ~ ( ~ , ) =  N (~a) ist. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 

Bemerkung 4.5. Die in Satz 4.1 gegebene Zerlegung von dg(~) verfeinert die 
Wold-Zerlegung ~ / (~ )  = ~ '  (~)d G J/(~)~ in d.i. und e.i. Bestandteil von d//(~b). 
Bezeichnen fiir x e H jeweils Xd und Xe die zur Wold-Zerlegung yon Jg  (q~) geh/Srigen 
Komponenten des durch die konstante Funktion x definierten Elements aus 
.A'(~), und definieren wit PO-Mage ~d, ~e durch (vgl. Lemma 1.2iii)) 

(~a(E) x, y ) .  = ([Z~] Xa, Ya)q,, (~e(E) x, y ) .  = ([ZE] Xe, Ye)~, jedes E e Z ,  

so erhalten wir eine ,,Woldzerlegung" ~ =  q~d+ ~e des PO-Mages ~. (Ein d.i. 
Teilraum von L 2 (q~, H) enthglt mit f stets auch [ ~ ]  f, wie im folgenden Satz 5.1 
sogleich gezeigt wird. Deshalb ist ([XE] xa, y e ) e =  (D(E] Xe, y a ) e = 0  flit alle 
x, y eH  und EeZ).  Nach Korollar 4.4 ist also cbe=q~a und ~bd=~ ~ genau dann, 
wenn ~'(~a) e.i. ist. Dieses Ergebnis zusammen mit geeigneten Kriterien fiir 
einfache Invarianz von dg (~ba) (z. B. Korollar 6.4 dieser Arbeit bei endlich-dimen- 
sionalem H) umfagt entsprechende Resultate von Robertson und anderen, vgl. 
[13], Theorem 5.2. 

5. Invariante TeiMiume von U (4~, H) 

Es sei wieder H ein separabler komplexer Hilbertraum und 4~: Z ~ A~ 
ein beliebiges PO-MaI3 auf der Peripherie S des Einheitskreises der komplexen 
Zahlenebene. 

Satz 5.1. Ein abgesehlossener invarianter Teilraum M c L 2 (~, H) ist genau dann 
d. i., wenn die Orthogonalprojektion auf M ein punktweiser Operator ist. 
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Beweis. Lemma 1.2 iii) kann offenbar so interpretiert werden, dab E ~  [)~E] 
das zu U geh6rige SpektralmaB ist. Doppelte Invarianz von M bedeutet Invarianz 
von M unter U und U*, und dies bedeutet Invarianz bei allen [Z~], E~X. Dies 
wiederum ist ~iquivalent der Vertauschbarkeit des Projektors auf M mit allen 
[X~] und daher auch mit allen [~0], q)~ B, was zu zeigen war. 

Satz 5.2 (vgl. [12], S. 78). E in abg eschlossener invariant er Teilraum M c L 2 ( q~, H) 
ist genau dann e. i., wenn eine der folgenden iiquivalenten Bedingungen erffillt ist: 

i) Fiir jedes f ~ m  ist M ( f ) =  Up { U"f: n = O, 1,... } e.i. 

ii) Fiir jedes f + 0 aus M gilt 3'fir das in Lemma 1.2 iii) definierte Marl ~b s 

/ 
~ m  und exp \~176 (s ) )>0 .  

iii) Fiir jedes f 4:0 aus M i s t  ~: ~ m und m ~ 4~:. 

Beweis. M e.i. ~ i) Nach Satz 3.3 ist M genau dann e.i., wenn es keinen d.i. 
Teilraum N mit 0 4= N c M gibt. Insbesondere ist dann also auch jeder Teilraum 
M ( f )  e.i. 

i) ~ ii) Nach Lemma 1.2 iii) wird Up { U"f: n = 0, _+ 1 . . . .  } durch die Zuordnung 
[~o] f--,  q) isometrisch und punktweise auf L 2 (~z, IE) abgebildet, wobei M ( f )  auf 
die Htille Jr der Algebra A in L 2 (~f, I~) iibergeht. Nach i) ist also ~ ( ~ s )  e. i. 
Nach Satz 4.1 ii) (ftir den skalaren Fall H =  ~;) ist daher zun~chst ~s ~ m. Bildet 
man nun durch Multiplikation mit 1 / ~ : / d m  den Raum L 2 (4~s, C) punktweise 
und isometrisch in L 2 (m, ~) ab, so wird das Bild vom JC/(~s) ein e.i. Teilraum 
von L 2 (m, C), ist also (vgl. Helson [6], S. 8) gleich q H 2 (m, C) mit einer meBbaren 
Funktion q: S--* �9 vom Betrage 1. Insbesondere ist daher 1Fd~s/dm= I h (')r mit 
hEH2(m, C), was wegen ~ dm(s) log rh(s)] > - oo ftir beliebige h + 0  aus HZ(m, r 
(vgl. [6], S. 21) die Behauptung ergibt. 

ii) ~ iii) triviale Abschw~ichung. 

iii) ~ M e.i. Wtirde M einen d.i. Teilraum N 4= 0 enthalten, so w~ihle man ein {"~ } f 4 : 0  in N. Da m ~ : ~ m ,  hat die Menge s : ~ - m  (s)#:0 Lebesgue-MaB 1 und 

enth~lt daher Borelmengen Emit  0 < m(E) < 1. Nach Satz 5.1 ist auch g = [)~] f e N ,  
d ,l,g d ~ : 

und natiirlich ~m-m =Z~ ~ - m  . Dies ist 4=0 m-f. ti. auf E, aber = 0  auf dem Kom- 

plement E' von E. Wegen re(E)>0 und m(E')>O widerspricht das der Voraus- 
setzung iii). Q.E.D. 

Mit Hilfe punktweiser Isometrien lassen sich aus den bekannten Eigenschaften 
invarianter Teilriiume von L 2 (m, H) Aussagen fiber invariante Teilriiume von 
L 2 (~, H) gewinnen. Der in Bemerkung 2.2 erliiuterte Zusammenhang zwischen 
punktweisen Isometrien und Faktorisierungen einer Radon-Nikodym-Dichte yon 

zeigt, dab diese Methode die nattirliche Verallgemeinerung der in [6], Lecture XI 
geschilderten Theorie ist. Wir beschr~inken uns dabei auf solche Resultate, die 
ohne irgendwelche einschriinkenden Voraussetzungen tiber ~ gelten. Insbesondere 
wird nur die in Abschnitt 2 geschilderte ,,punktweise Struktur'" von LZ(cb,/-/) 
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benutzt und nicht etwa verlangt, dab L2(~, H) ein Funktionenraum sein muB, 
vgl. die Bemerkung 1.3 ii). 

Wir benutzen die bekannte Tatsache (vgl. etwa Helson [6], S. 61), dab ein 
beliebiger invarianter Teilraum M yon L 2 (m, H) yon der Form 

M = R I_~ (m, H)@ V H2 (m, Ho) (3) 

ist. Dabei ist Ho ein Teilhilbertraum yon H, HE(m, Ho) die Hiille von A|  in 
L 2 (m, Ho); R: S ~ 5 ~ (H) und V: S ~ 50 (H o, H) bezeichnen (stark, d.h. angewandt 
aufjeden festen Vektor) megbare Operatorfunktionen, wobei die R (s) Orthogonal- 
projektionen und die V(s) Isometrien sind, und ftir m-fast alle s sS  die Werte- 
bereiche R(s)H und V(s)Ho orthogonal in H sind. R La(m, H) bezeichnet dann 
die Gesamtheit aller Funktionen s-oR(s) f (s)  aus L2(m, H)ftir f e U ( m ,  H), ent- 
sprechend V Ha(m, Ho) die Gesamtheit aller Funktionen s - , V ( s ) f ( s )  ftir 
f ~ H 2 (m, Ho). 

Satz5.3. Es sei ~ = ~ , + ~  die Lebesgue-Zerlegung yon cb nach Satz 4.1ii) 
und I: L 2 (qP,, H) ~ L 2 (m, H) eine beliebige punktweise Isometrie nach Satz 2.1ii). 
Zu einer Darstellung (3) des invarianten Teilraumes IJCl (eb,) yon L 2 (m, H) definieren 
wir noch E = V (. )* I: L 2 ( cb a, H) ~ L 2 (m, H). Dann ist in der M etrik des H ilbertr aums 
L 2 (cb, H) die Distanz 

n--1 )�89 
dist( f ,U"~(q,))=(21(gfo)^(k) l  2 (TeL2(~,,H);n=O, 1 .... ). 

\ - 

Dabei bezeichnet f , = p ~ f  die in 4.1ii) definierte Projektion yon f~I_~(~,H) in 
^ (k . d t  U(~, ,H) ,  und ~, ffir g~LZ(m,H) die durch g ) = j ~ e - i k t g ( e " ) , k = O ,  +1, ..., 

definierte F ouriertransformierte. 

Beweis. Sind wie in Korollar 4.4 P~ bzw. Q die Orthogonalprojektionen von 
L2(~,, H) auf U" g(q~a) bzw. N(~,), so gilt f.ti. 

oo 

(EP. g)(e")= ~ (Eg)^(k) e 't' (t ~1R; g e L2 (g,., H)), 
B 

I ( 1 - Q ) - - V ( ' ) E .  

Dabei ergibt sich (,) aus der Tatsache, dab ffir ge U" ~(#,) offenbar 

(,) 

(**) 

Eg~U"H2(m, Ho)={heLZ(m, Ho): h(k)=0 fffir k<n},  

und andererseits fiir geL2(~,, H)O U"g(~,) auch Ig~L2(m,H) im Orthokom- 
plement von 1U" g(~a)= V U" H 2 (m, Ho) und deshalb E g im Orthokomplement 
Yon U n H 2 (m, Ho) liegt. 

Um die Identitiit (**) zweier punktweiser Operatoren zu zeigen, geniigt es 
natiirlich, ihre Gleichheit bei Anwendung auf ein g E Jr nachzuweisen. Wegen 

I(1 - Q) ~'(q,,)= I g(4~o) = VH2(m, Ho) 

ist aber dann I(1 - Q) g = V(.) V(')* I(1 - Q) g = V(') E g. 
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Nunmehr ergibt sich die Behauptung des Satzes folgendermal3en: 

Nach Korollar 4.4 ist 

dist ( f  U n ~/(45))= IP, f -  Qpuf -  P~ p , f  IL2(~o, m = II(fu- Qf, -P,f~)lL2(m, m; 

nach (**) ist dies weiter 

= l V (" ) g fa-- IP, fulL2(m,m= lEs EP, f ,  lL2(m,m, 
[n--1 \�89 

und dies ist nach (*)gleich { ~  [(Ef,)^(k)[ 2) , wie behauptet. Q.E.D. 

Nach diesem Satz h~ingt also der Abstand von U" d//(45) nur vom m-stetigen 
Teil von 45 ab. Eine einfache Folgerung ist auch das 

Korollar 5.4. ~/~(45) ist genau dann e.i., wenn r und eine ,,analytische" 
punktweise lsometrie E: L 2 (45, H) --* L 2 (m, H) existiert mit E Jg (45) c H e (m, H). 

Beweis. DaB die Existenz einer analytischen punktweisen Isometrie E die 
einfache InvarianzvonM//(45) ergibt, folgt z. B. aus 5.2ii) oder auch aus der bekann- 
ten Tatsache, dab H2(m, H) keine d.i. Teile oe0 enth~ilt. Ist umgekehrt Jr e.i., 
so mug zuniichst nach 4.1 ii) 454 m, also 45 = ~b a sein. Dann leistet aber die in Satz 5.3 
definierte Abbildung E das Verlangte: Nach Definition ist E punktweise und 

E M((45) = E o ~ (45) = H 2 (m, no) ~ n 2 (m, H). Ist Jr e.i., also (~ U" M/(45) = 0, so 
0 

liefert die in 5.3 gegebene Distanzformel auBerdem fiir f ~ L  2 (45, H) 

]flL~(~, m = !iln dist ( f  U" J/(45))= ( ~  I(Ef)^(k)]Z) ~= ,EflL2(m ' m, 

also die lsometrie von E. 

Bemerkung 5.5. Ist 45= T( ' )  m, so ist nach Bemerkung 2.2 das Korollar 5.4 
gerade das bekannte Faktorisierbarkeitskriterium fiir die einfache Invarianz yon 
J2/(45) (vgl. [63, S. 117). 

6. Der Vorhersageirrtum 

Ist (F,) eine station~ire Operatorfolge in ~ ( H ,  H') mit der nach (1) zugeh6rigen 
Folge von TeiMiumen M, c H', so heil3t der Operator 

C=Fo* (1 -p)  Fo mit p=Orthogonalprojekt ion von M ~  aufM1 

von H in sich der Vorhersageirrtum der Folge (vgl. Gangolli [4], S. 897). 

Wir setzen wieder H separabel voraus und betrachten das zu (F,) nach Satz 3.1 
geh6rige PO-MaB 45. 

Zun/ichst ergibt sich aus den S~itzen 3.1 und 5.3 unmittelbar ffir beliebige 
x~H, dab 

( C x, x )  = dist~ <~, m (x, UJr = dist~(e, n)(x, Ao | H) 
(4) 

= dist~(e,, n)(xu, Uric (45,)) = ]~ dm (s)(E xu)(s)l 2 ; 

hierbei ist Ao={~oeA: ~dm(s)~o(s)=0}. lnsbesondere liest man aus (4) ab, dab 
0_< C < 45~ (S) N 45 (S) ist, und dabei natfirlich C = 0 genau dann, wenn J r  (45) d.i. ist. 



318 W. Hackenbroch: 

AuBerdem zeigt (4), dab die Zuordnung x~dm(s)(Exa)(s)  eine Abbildung 
(~ E)s 5r (H) definiert mit C = (~ E)* (~ E). 

Das folgende Lemma gibt eine andere Faktorisierung yon C (vgl. [7], S. 190-  
191). 

Lemma 6.1. Sei I: I_? ( ~ ,  H) ~ L 2 (m, H) eine punktweise I sometrie. Dann existiert 
eine Funktion B: S~-~f(H) mit C=B(s)*B(s), s6S, und (s~B(s)x)~L2(m,H)O 
IUJ/l (eba) ffir jedes x~H. 

Beweis. Naeh (4) ist f'fir x E H  

( Cx, x)=inf{~ dm(s) ( I (x- f ) ( s ) ,  I ( x - f ) ( s ) )  : f~  UJ/g((bu)}, 

und dieses Infimum wird dutch ein Element X~ U~(~bu) angenommen. Dann 
gilt also 

~dm(s) ( I ( x - X ) ( s ) , / f ( s ) ) - 0 ,  jedes f e  U~((b,) ,  

insbesondere fiir f =  [u] ( x -  X) bei beliebigem u ~Ao. Die Funktion 

s ~ ( I  ( x -  X)(s), I ( x -  X)(s)) 

aus L 1 (m, C) annuliert daher Ao und ist also konstant, d.h. 

( I (x-X)(s ) ,  I ( x -X) ( s ) )  =~dm(s) ( I (x -X)(s ) ,  I ( x -X) ( s ) )  = (Cx,  x) m-f.ii. 

Ist {xl, x2 . . . .  } eine feste Orthonormalbasis yon H und wi~hlt man fiir jedes 
i= 1, 2,... einen festen Repr~isentanten der Funktion I (x i -Xi )~I~  (m, H) so, dab 
die vorige Gleichung fiir alle xi und damit auch alle Linearkombinationen der x~ 
iiberall auf S gilt, so erh~ilt man durch stetige lineare Ausdehnung der Abbildungen 
xi ~ I (x i -  Xi)(s) eine Familie yon Abbildungen B(s)~ ~ (H) der behaupteten Art. 

Satz 6.2. Sei cb ~ m und C >= c P mit einer Konstanten c > 0 und der Orthogonal- 
projektion P yon H a u f  das Orthokomplement des Nullraums yon ~(S). Dann ist 
~(cI)) e.i. 

Beweis. Wegen 0 __< ~b (E) __< ~ (S) ftir alle EEZ bilden die ~(E)jewei ls  den 
Teilraum H'=P(H) in sich ab, so dab die Einschr~inkung ~'=~(')IH' ein PO- 
MaB mit Werten in A ~ (H')+ ist. Dann definiert f ~  P f  offensichtlich eine punkt- 
weise Isometrie yon L2(~, H) auf L2(~',H'), wobei dg(~) auf ~ ( ~ ' )  iibergeht 
(und deshalb genau dann e.i. ist, wenn Jg(~') e.i. ist). Insbesondere ist ftir x~H' 

distt 2t~, re(x, U~ ' (~ ) )=  distL~t~, ' ~,)(x, UJg(~')), 

so dab ffir den nach (4) zu tb' geh6rigen Vorhersageirrtum C's A~ nach 
Voraussetzung C' >_ c 1 gilt. Also kann o.B.d.A. P--  1 angenommen werden. 

Mit den Operatoren B (s)~ s (H) des vorigen Lemmas ist dann 

E = ] / ~  -1 B(')* I: L2 (q~, H)-~L2(m, H) 

eine punktweise Isometrie: wegen B(s)* B(s)= C ftir s~S ist ]/C-1B(s)* eine 
Isornetrie ~ ~ (H) und ffir festes x e H  nach Lernma 6.1. s ~ ]/-C- ~ B (s)* x natiirlich 
meBbar, so dab punktweise Anwendung der Operatorfunktion ] fC-~ B(.)* den 
Funktionenraum L2(m, H) isometrisch in sich abbildet. Also ist E eine punkt- 
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weise Isometrie von L 2 (05, H) in LZ(m, H), und nach Korollar 5.4 bleibt nur zu 
zeigen, dab EJg(05)cH2(m,H) ist. Da E punktweise operiert, genfigt es 
Ex6HZ(m,H) fiJr x~H nachzuweisen. Nach Lemma6.1 ist aber far zeH die 
Funktion s --* B (s) z orthogonal I U J{  (05) und somit bei beliebigen x, y e H  und u ~A 0 

din(s) u(s) (E x(s), y) =~ dm(s) (I([u]  x)(s), B(s) lf-C -a y) =0 ,  Q.E.D. 

Ist P der zu 05 geh6rige Projektor von Satz 6.2 und P' ein beliebiger weiterer 
Projektor mit P' < P, und bezeichnet ~': X-~ Lf (H)+ das dutch 05' (E) = P' 05 (E) P' 
definierte PO-MaI3, sowie C' den nach (4) zu 05' geh6rigen Operator aus ~ ( H ) + ,  
so ist offenbar P' der Projektor auf das Orthokomplement des Nullraums von 
05'(S), und ffir xeP'(H) wird 

(C '  x, x )  = distL22(~,, m (x, Udg(05')) = dist22(~, m (x, A 0 | H) 

= dist~(e, m (x, Ao | P' (H))> dist~2(~, m (x, Ao | H ) =  (Cx ,  x). 

Andererseits kann man natfirlich bei beliebigem x~H und e > 0 einen Projektor 
P ' <  P mit endlich-dimensionalem, x enthaltendem Wertebereich P' (H) so finden, 
dab far das zugeh6rige ~b' gilt 

distLz~(~ ', H)(X, Ao | H)< (Cx, x) + e. 

Damit ist die Pr/imisse C>cP yon Satz 6.2 ~iquivalent zu: C'>cP' fiir jeden 
Projektor P'<P mit d imP' (H)<oD.  Dies ist also zusammen mit 05~m ein 
weiteres hinreichendes Kriterium fiir die einfache Invarianz von J/{(05). 

Bemerkung 6.3. i) Der Vorhersageirrtum C wurde zu Beginn dieses Abschnitts 
direkt durch die station~ire Operatorfolge (F~) selbst definiert. Der Beweis von 
Satz3.1 zeigt, dab auch 05(S)=Fo*Fo und damit der Projektor P von Satz 6.2 
direkt durch die Folge (F,) gegeben sind. Der Satz 6.2 besagt dann, dal3 die ,,full 
rank"-Bedingung C>cP (oder nach dem im Anschlul3 an 6.2 Bemerkten auch 
die Gesamtheit der entsprechenden Bedingungen C' > c P' ffir jeden ,,sub process" 
(F, P') mit endlichrangigem Projektor P'; vgl. [4], S. 900) im Falle 05~m die 
Regularit~t der Folge (F,) impliziert. 

ii) Das Beispiel 05 = Tm mit einem injektiven, aber nicht stetig invertierbaren 
Operator T~Sfl(H)+ zeigt, dab die Bedingung C>cP von Satz 6.2 nicht not- 
wendig ist fiir die einfache Invarianz yon ~//g(05) (far dieses 05 ist C = T und P = I). 
Betrachtet man dagegen den in [2], S. 120 untersuchten Fall, dab 05=T( . )m 
mit einer Dichte der Form T(.)=TT~E+T'g~E,, wobei 0 < m ( E ) < l  ist und die 
Operatoren T, T'e~(H)+ beide injektiv sind mit T> T', aber fiir eine geeignete 
Folge (x,) in H einerseits V ~ x, --* 0, andererseits ] /~x, ,  --* x4=0 konvergiert, so 
ist offenbar das zugeh6rige C >  T', also noch injektiv, abet J//(05) nicht mehr e.i., 
wie in [2] gezeigt wird. 

iii) Sei 05': X~SP(H)+ ein weiteres PO-Maf3 und 05'(E)<eb(E) ftir alle EeX. 
Die Bemerkungen ii) zeigen, dab man aus der einfachen Invarianz von rig(05') 
nicht ohne weiteres auf einfache Invarianz von ~(05) schliel3en kann. Die in [2], 
Theorem 1 im Falle �9 = T( ')  m, 05' = T' (.) m hierfiir gegebenen Zusatzbedingungen 
lassen sich leicht auf unsere Situation verallgemeinern: 
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Die identische Abbildung (B | H; I [m) ~ (B | H; I Ira,) ist offenbar kontraktiv 
und deshalb zu einer punktweisen Kontraktion K: L 2 (q~, H ) ~ L  2 (~', H) stetig 
ausdehnbar. Ist also M cL2(~, H) ein d.i. abgeschlossener Teilraum, so auch 
K(M)cL2(~',H). Insbesondere impliziert also die doppelte Invarianz yon 
~g/(~) diejenige yon ~ ( ~ ' ) .  Dagegen kann Jr e.i. sein, ohne dab JCl(~) e.i. 
ist, weil for einen d. i. Teil M 4= 0 yon ~'(4~) das Bild K(M) der Nullraum sein kann. 
Setzt man dagegen K als injektiv voraus, so impliziert somit einfache Invarianz 
yon ~(4~') auch einfache Invarianz yon ~ ( ~ ) .  Man priift leicht nach, dab die 
in [2], Theorem 1 angegebenen Bedingungen gerade die Injektivit~it yon K 
garantieren. 

Bei endlich-dimensionalem H l~iBt sich Satz 6.2 auch umkehren: Ist dann 
~ ( ~ )  e.i., so gilt wegen Korollar 5.4 

�9 - -T ( . )m  und r(s)=E(s)*E(s) m4.fi., 

wobei fiir E: S ~ ( H )  noch E(.)xeH2(m,H) ist ftir alle xeH. Daher ist fiir 
jedes x e H  entweder 

E(s)x=O m-f.ii, oder E(s)x4=O m-f.ii. 

Da E eine Isometrie yon L 2 (~, H) in L 2 (m, H) definiert, ist E(s)x = 0 und also 
T(s) x = 0  m-f.ii, genau fiir die x aus dem Nullraum yon ~(S), dagegen E(s)x+O 
und also T(s)x 4= 0 m-f. fl. fiir alle x ~H', dem Orthokomplement des Nullraums 
yon ~(S) (vgl. Tobergte [16], Kapitel7). Fiir m-fast alle seS bildet also der 
Operator T(s) e ~e (H) § den Teilraum H' in sich ab und definiert so einen injektiven 
Operator T' (s )~(H' )+.  Fiir die Determinante des nach (4) hierzu gehBrigen 
Operators C'e ~ (H') + ist dann bekanntlich 

det C' =exp  ~ din(s)log(det T'(s)) 

(vgl. etwa Masani [11], S. 369), und die rechte Seite ist > 0  bei e.i. s~(4~) (vgl. [16], 
Kapitel 7). Also gilt wegen der Endlich-Dimensionalitiit yon H' sogar C '>  c 1 
mit einer Zahl c > 0 und deshalb nach dem ersten Teil des Beweises yon Satz 6.2 
auch C > c P. 

Da noch allgemein 0_< C<<-Oa(S) und deshalb insbesondere der Nullraum 
N(4)a(S)) enthalten ist im Nullraum N(C), haben wit schlieBlich noch das 
folgende Korollar: 

Korollar 6.4. Bei endlich-dimensionalem H ist ~//l(~,) genau dann e.i., wenn 
dim N(C) = dim N(~,  (S)) ist. 
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