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Zusammenfassung  

In den letzten Jahren erschien eine Reihe yon Arbeiten, die sich systematisch mit Wahr- 
scheinlichkeitsverteflungen auf topologisehen Gruppen, Halbgruppen, topologischen Rgumen 
und topologischen linearen Rgumen besch~ftigten. Als besonders geeignet ffir eine ,,topolo- 
gische Wahrscheinlichkeitstheorie" erwiesen sich hierbei die sogenannten straiten (tight) Wahr- 
scheinlichkeitsverteilungen (vgl. LE CAI~f [3], HILDENBttAND [11], P~OCHOnOV [20], VA~A- 
DARAaAX [25]). 

Die vorliegende Arbeit befaSt sieh mit stra/]en Wahrscheinlichkeitsverteilungen im 
Raum ~ ' ,  dem topologischen Dua]raum des Raumes 9 der auf der reellen Zahlengeraden R 
definierten beliebig oft differenzierbaren Funktionen 9 mit kompaktem Tr~ger Trcp. 

Der Ausgangspunkt ffir die Untersuchung yon Zufallselementen mit Werten in linearen 
Rgumen, die nicht notwendig Banachrgume sind, war wohl der yon C-ELFAND [8] eingeffihrte 
Begriff des verallgemeinerten stoehastisehen Prozesses (VSP). Solange man bei einem solchen 
Proze$ Eigenschaften untersucht, die sich mit Hilfe seiner endlichdimensionalen Rand- 
verteilungen Q{el ..... ~n}, ~ e ~,  beschreiben lassen, wird man sich wie im Fall eines ge- 
wShnlichen stochastischen Prozesses natfirlich die Frage stellen, ob ein geeigneter Standard- 
stichprobenraum existiert, etwa der Raum ~ ' ,  so dab sich jeder VSP auffassen l~Bt als Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung auf einem geeigneten hinreichend umfangreichen a-Ring yon Teil- 
mengen des Raumes ~ ' .  Die fundamentale Arbeit yon MI~Los [18] gab hierzu die LSsung: 
Durch ein vertr~gliches System endliehdimensionaler Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
Q{~ ..... ~n}, 9~ ~ 9 ,  mit gewissen Eigenschaften, die denen der Randverieilungen eines VSP 
entsprechen, 1KSt sich auf dem System ~ der Zylindermengen des Raumes ~ '  eine sogenannte 
sehwache Verteilung # definieren, yon der gezeigt wird, da$ sie a-additiv ist. Durch Ein- 
sehr~nkung des Raumes der sogenannten Testfunktionen ~ auf den metrisierbaren Teilraum 
~K = {~ r 9 :  Tr~ c K, K kompakt in R} yon ~ l~$t sich dieses Ergebnis wie folgt ver- 
schiirfen: Die durch ein vertr~gliches System endlichdimensionaler Randverteilungen 
Q{~ ..... r ~i e ~K, mit entsprechenden Eigenschaften, auf dem System 3K der Zylinder- 
mengen des Raumes ~ definierte schwache Verteilung/~K ist straff beziiglich der schwachen 
Topologie a ( ~ ,  9K) in 9~ .  

Die Frage nach der Gfiltigkeit einer entsprechenden Versch~rfung f~ir das Dualsystem 
<~', ~>, bzw. allgemeiner ffir ein Dualsystem <E, F> mit nicht notwendig metrisierbarem F, 
bildete den Gegenstand neuerer Untersuchungen, fiber deren Ergebnisse auf dem letzten 
Berkeley Symposium E. Mov~I~  beriehtete (vgl. [19]). 

Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit des Verfassers wird demgegenfiber eine Methode 
aufgezeigt, mit deren Hilfe, unter Verwendung des Minlosschen Satzes in seiner urspriinglichen 
Form, auf direktem Wege ffir das Du~lsystem <~', ~> der Nachweis gelingt, da$ eine schwache 
Verteilung/~ auf 3 nieht nur a-additiv, sondern automatisch straff ist (bzgl. der schwachen 
Topologie a(~ ' ,  9)  in 9 ' )  und sich somit eindeutig fortsetzen l~Bt zu einer straiten Wahr- 
scheinlichkeitsverteflung auf dem System ~ der Borelschen Mengen in 9 ' ,  welches den yon den 
Zylindermengen erzeugten a-Ring a(~) umfaBt. Mit anderen Worten wird damit gezeigt, da$ 
man jeden VSP auffassen kalm als straffe Wahrscheinliehkeitsverteilung auf den Borelschen 
Mengen in 9 '. Wir sprechen dann auch yon einer zu/dlligen Distribution. 

Im zweiten Kapitel betrachten wir spezielle zufiillige Distributionen, n~mlich Normal- 
verteilungen v, die aus Randverteilungen hervorgehen, welche n-dimensionale Normal- 
verteiinngen sind, und besch~ftigen uns mit dem Problem der ~quivalenz und Singularit~t 
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zweier Normalverteilungen v~ und v2 in ~ ' .  Fiir den Fall vl = v, v2 = v~o, wo vf0 (Z) = v (Z--)to), 
Z e 3, )to r 2 ' ,  zeigte DuDLnY [6], dag entweder _~quivalenz oder Singularit~t vorliegt, wobei 
er ein notwendiges und hinreiehendes Kriterium ftir den Fall der ~_quivalenz angibt. Aus tier 
Theorie der gew6hnlichen stoehastischen Prozesse ist nun bekannt, dal~ die beiden Wahrschein- 
lichkeitsmal~e, die zwei beliebigen Gauflsehen Prozessen auf dem Raum ihrer Realisierungen 
entsprechen, entweder i~quivalent oder singular sind. Es lag deshalb nahe, naeh einem Krite- 
rium zu suchen, welches es einerseits gestattet, im Fall zweier beliebiger Normalverteilungen 
v~ and v2 in ~ '  zu entseheiden, wann .~quivalenz vorliegt, und welches andererseits die nahe- 
liegende Vermutung besti~tigt, dab ffir zwei Normalverteilungen in ~ '  dieselbe Alternative wie 
im eben zitierten klassischen Fall vorliegt. Dieses Problem wird gelSst, indem wir zeigen, da$ 
sieh ein yon K ~ L ~ r v ~ - O o D ~ m ~  [13] aufgestelltes Kriterium fiir die ~_quivalenz zweier 
Normalverteilungen auf den Borelsehen Mengen eines separablen Hilbertraumes auf den 
Distributionsraum ~ '  iibertragen l~$t. 

Im dritten Kapi$el beschiiftigen wit uns mit der Frage der Xquivalenz zweier beliebiger 
(nicht notwendig normaler) Wahrscheinliehkeitsverteilungen in ~ ' .  

I. Straffe Wahrscheinliehkeitsverteilungen im Raum ~ '  

Sei ~ die Gesamtheit  aller reellwertigen auf  der reellen Zahlengeraden R de- 
finierten beliebig oft differenzierbaren Funkt ionen  ~ mit  kompak tem Tr/~ger Tr ~. 
Wir  versehen ~ mit  der fiblichen Topologie ~ (vgl. SCHWARTZ [23]) und  sehreiben 
9 [ ~ J .  Sei ~ '  der topologische Dual raum zu ~ ,  also der R a u m  aller ~-stetigen 
Linearfunktionen auf  ~ .  (~, ~, P)  sei ein abstrakter  Wahrscheinlichkeitsraum. 

I s t  nun  jedem ~ ~ ~ eine reellwertige zuf/s Variable x~ fiber (~2, ~, P)  zu- 
geordnet  und  gelten die Bedingungen 

(1.1) x~1+~2 ~ ~ x~l ~- fl x~2 P-fas t  sicher ffir beliebige ~1, ~v2 ~ ~ und  ~, fl ~ R 
und 

in ~ [~] 
(1.2) {~0nj, ~ j ~ ,  j ~ - I  . . . .  ,m ;  n = 1 , 2  . . . .  und  ~n~ >~J} 

Q{~ ....... r  sehwac~-~l Q{~ ...... ~} ,  wobei Q(v ...... w)  die gemeinsame Wahr-  

scheinlichkeitsverteilung der zuf~lligen Variablen x~ . . . . . .  x ~  bezeichnet, 

so nennt  man  (xr einen verallgemeinerten stochastisehen Prozel~ (VSP) 
(GELFA~D [8]). 

Sei | das System Mler nicht  ]eeren endlichen Teilmengen S yon  ~ .  Die Familie 
(Qz)ze~ der ira Fall  S = {y~ . . . . .  ~Pn} auf  den Borelschen Mengen ~n  des t~au- 
mes R n definierten Wahrscheinliehkeitsverteilungen Qs ~- ( x v , ~ , . . . ,  x w J  ( P )  heiBt 
das System der endlichdimensionalen Verteilungen (l~andverteilungen) des VSP 
(~)~. 

Wegen (1.1) ist ffir beliebige Elemente ~ . . . . .  ~m und  ~1 . . . . .  ~n aus ~ mit  

~v~ ~-- ~ y ~ q ~ ,  i ~ -  1 . . . . .  m 
k = t  

(1.3) Q(v ...... ~ ) ( B )  : Q(~ ...... ~}(/~), wo /~ : L - ~ ( B ) ,  B ~ ~ m ;  dabei bezeich- 
net  L die durch die Matrix (~i~) definierte lineare Abbildung yon  R u in R m. 

Die Familie (Qz)8e~ erffillt au~erdem die natfirlichen Vertr/~glichkeitsbedin- 
gungen, also 

/ ..... 
(1.4) Q(~ ...... ~ -= Q(~(,  ..... ~(~)~ ffir jede Permuta t ion  :~ = ~ (1 ) . . .  ~(n) ' 

und 
(1.5) Q ~  .. . . . .  ~ }  ~ Q(~ .. . . . .  ~ . ~  . . . . . . . .  ~0~}o(pr~) -~, wo pr~ die orthogonale Pro- 

jektion yon  R m auf  R ~ bezeiehnet. 
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Aus der Theorie der stochastischen Prozesse (xt)teT, wo T gew6hnlich die 
Menge N der natfir]ichen Zahlen oder ein Intervall  der Zahlengeraden bedeutet, 
ist bekannt,  dab sich jeder solche Prozel] auffassen l/il]t als eine auf  einem ge- 
eigneten a-Ring yon Teilmengen des Funktionenraumes R T definierte Wahrschein- 
lichkeitsverteilung. 

Wir befassen uns im folgenden mit  der Frage, ob ffir einen VSP ein geeigneter 
Standardstichprobenraum existiert, etwa der Raum ~ '  der Schwartzschen Distri- 
butionen, so dab sich jeder VSP auffassen 1/il~t als eine stra//e Wahrscheinlichkeits- 
verteilung auf einem hinreichend umfangreichen a-Ring yon Teilmengen yon ~ ' .  

Wir legen das Dualsystem ( ~ ' ,  ~ )  zugrunde. In  ~ '  betrachten wir hierbei die 
sehwache Topologie a ( ~ ' ,  ~ )  und schreiben ffir ~ ' [ a ( ~ ' ,  ~)]  kurz ~ ' [a ] .  Mit 
( / ,  ~v), / ~ ~ ' ,  ~ ~ ~ ,  bezeichnen wir den Wert  yon / auf ~. Sei B eine a]gebraisehe 
Basis in ~ .  Wir betrachten dann die Funktionenmenge 

t i t ' =  {pc(.) = <., ~s), q~ e B}. 

Jedes p~ ~ d / b i l d e t  ~ '  auf  R ab und ist stetig bezfiglich der schwachen Topo- 
]ogie a in ~ '  ; auBerdem trennt  J/f Punkte yon ~ ' .  Weiter betrachten wir endliche 
geordnete Teilmengen ~Az c Js und hierzu die Abbildungen zw:  ~ ' - ->  Rn, die 
jedem / E ~ '  den Vektor (<], ~t) ,  . . . ,  ( / ,  ~vn}) zuordnen, falls JV : {p~ . . . . .  , Pw}- 
Sei B ~ ~,~. Die Menge Z ~- z ~  (B) nennen wir Zylindermenge in ~ ' .  Die Ge- 
samtheit  aller Mengen, die man auf diese Weise erh~lt, wenn B ganz ~n  durch- 
1/s bezeichnen ~ mit  ~w,  und ~ ~ ~ J  ~w heiBt das System der Zylinder- 

W e d 4  
mengen in ~ '  (vgl. KI~ICK]~B]~nG [16]). W enalioh 

Wir wollen nun annehmen, dab zu je endlich vielen beliebigen Elementen 
~1 . . . . .  ~Vn aus B Wahrscheinlichkeitsverteilungen Q{~ ...... r auf ~n  vorgegeben 
sind, welche die Vertr/~glichkeitsbedingungen erffillen (vgl. (1.4) und (1.5)). 

Auf dem System ~ der Zylindermengen yon ~ '  l~Bt sich dann auf folgende 
Weise eine sogenannte schwache Verteilung # definieren: 

I s t  Z ~ 8, also Z e ~ w  ffir ein geeignetes ~g r ~ { Pv . . . . .  , P~}, ~i ~ B, und 
damit  Z --~ x ~  (B) ffir ein bestimmtes B e ~n ,  so setzen wir 

(Z) = Q ~  ...... ~o~(B). 

Wegen (1.4) und (1.5) ist diese Definition sinnvoll . / t  ist a-additiv auf  jedem 
~ und additiv auf  8. n 

Ffir beliebige F~ . . . . .  ~Om ~ ~ existieren ~ . . . . .  ~n e B, so dal~ ~v~ ~ ~ i ~ s z ,  
i : 1, . . . ,  m. Ffir jedes B ~ ~m definieren wir dann ~=~ 

(1.6) Q{v ...... ~,,}(B) : Q{~ ...... r wo /} : L-~(B) mit L: R n -->R% deft- 
niert durch (~i~). 

Auf diese Weise sind beliebigen Elementen ~v~ . . . .  , ~Vm aus ~ Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen Q{v~ ..... w} zugeordnet. 

Wir wollen weiter voraussetzen, dal~ diese Zuordnung die folgende Bedingung 
erffillt : 

(1.7) {~Ol . . . .  , ~0m} -~ Q{v ...... ~}  ist stetig bezfiglich der m-fachen Produkttopo- 
logie ~ • ~ • ... • ~ des l~aumes .~  • ~ • ... • ~ und der schwachen 
Konvergenz der MaBe Q. 
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Man sieht nun leicht, dab fiir beliebige ~vl,. . . ,  Fm e ~ auch die Mengen 
---- { / e  ~ ' :  ((/,  ~Pl} . . . . .  ( / ,  ~p~>) e B}, B e ~m, Zylindermengen sind, denn es 

ist Z ---- ~ ( / ~ )  mi~ j z  = {p~ . . . . .  , P~,}, ~t e B, und ihre MaBe sind dureh die 
ffir Basiselemente aus B vorgegebenen Verteilungen eindeutig bestimmt, d .h .  

# (2) : Q(r ...... ~n} (/~)" 
Bei der Definition der Zylindermengen in ~ '  kann man also auch yon beliebigen 

Elementen yon ~ ausgehen und eine schwache Verteilung # auf ~ definieren, falls 
zu beliebigen 91 . . . . .  ~Om ~ ~ Wahrscheinlichkeitsverteilungen Q(~ ...... vm} auf !Din 
vorgegeben sind, welche die Bedingungen (1.4)--(1.7) erffillen. Man sieht dabei, 
dab / t  unabh~ngig yon der Wahl einer speziellen Basis in ~ auf ~ eindeutig deft- 
niert ist. Die Bedingung (1.7) bedeutet, d~B # die Minlossche Stetigkeitsbedingung 
erffillt (vgl. GELFAND-VILENKIN [9], MINLOS [18]). 

Aus den bei GELFAND-VILENKI~ [9] im vierten Kapitel, w 2, Abschnitt 3 und 5, 
bewiesenen Si~tzen folgt nun, dab jede schwache Verteilung # auf ~ in ~ '  a-additiv 
ist, sich also eindentig fortsetzen ls zu einem WahrscheinlichkeitsmaB auf den 
dutch ~ erzeugten a-Ring a(~).  

Wenn wit nun yon einem VSP (xr162 ausgehen, dessen endlichdimensionale 
Randverteflungen die Bedingungen (1.4)--(1.7) erffillen, so bedeutet das eben 
formulierte Resultat, dab (xr ~ (~)r  wobei 7c~ die Projektion yon ~ '  auf 
R bezeichnet, die jeder stetigen Linearfunktion / ihren Weft  auf ~ zuordnet; das 
Zeichen ,, ~ "  bedeutet, dab die beiden Prozesse (xr und (zr zur selben 
Familie endlichdimensionaler Verteilungen f/ihren. Demnach l~Bt sich jeder VSP 
auffassen als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem a-Ring a (Z) in ~ ' .  

I)urch Einschri~nkung des Raumes ~ der sogenannten Testfunktionen y~ auf 
den metrisierbaren Teflraum ~K = {~0 ~ ~ :  Tr~p c K, K kompakt in R} li~l]t sich 
dicses Ergebnis, wie wir welter unten sehen werden, folgendermaBen versch/~rfen 
(vgl. M~LOS [18]): 

Die zu einem vertri~g]ichen System endlichdimcnsionaler Randverteilungen 
Q{9 ...... w}, ~ e ~K, (mit entsprechenden Eigenschaften wie oben) auf dem analog 
wie ffir ~ '  zu definierenden Ring ~K der Zylindermengen des Raumes ~K geh6- 
rende schwache Verteflung /ZK ist straff bezfiglich der schwachen Topologie ag 
in ~K" 

Der Frage nach der Gfiltigkeit einer entsprechenden Versch~rfung ffir das 
Dualsystem <~', ~}  (vgl. MouRI]~n [19]) wollen wir arts nun zuwenden. 

Wit werden in Satz 1.5 zeigen, dab ohne weitere als die bisher genannten Vor- 
aussetzungen an die Randverteilungen ei~e schwache Verteilung # auf ~ in ~ '  [a] 
nicht nur a-additiv, sondern sogar st, raft ist. Unter Heranziehung bekannter Er- 
weiterungss~tze fiir strafte MaBe erhalten wir dann die Existenz eines eindeutig 

bestimmten straffen MaBes ~ auf dem System ~ der Borelschen Mengen in ~ '  [a], 
welches --  infolge der Konstruktion yon ~ -- den yon den Zylindermengen erzeug- 
ten a-Ring a (8) umfaBt (vgl. P~ocHo~ov [20]), so da]~ auf diese Weise d~s Pro- 
blem eines geeigneten Standardstichprobenraumes mit einem im Hinb]ick auf die 
Anwendungen hinreichend umfangreichen a-Ring fiir einen VSP eine befriedigende 

L6sung finder. 

~Vir wollen zun~chst die n6tigen Hilfsmittel zusammenstellen. 
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Definition 1.1 (vgl. HrLDn~BnAND [11], II). Sei X [~] ein topologiseher I~aum, 
~3 (X) die Gesamtheit der Bairesehen Mengen in X. Eine Mengenfunktion #, deft- 
niert auf einem Ring 91 c ~ (X) heigt stra[/, wenn gilt : 

(a) # ist endlieh, positiv und endlieh additiv, 
(b) a(91) ist vertr/~glieh mit %, d. h. man erh/ilt a(R) als initiale Struktur einer 

Familie yon stetigen Funktionen fiber X, 
(c) /~ hat  die AussehSpfeigenschaft, d. h. zu beliebigem e > 0 existiert eine kom- 

pakte Menge Ks c X, so dag ffir jedes R ~ 9t mit R ~ K~ = 0 # (R) ~ e ist, 
(d) # ist regul/ir, d. h./~(R) = inf{/~(&) : 0 often, (9 e 91 und R c &} ffir beliebiges 

Re91. 
Bemerkung (vgl. HILDENBRAND [l]],  II). Eine auf einem Ring 91 des topo- 

logisehen Raumes X [%] definierte straffe Mengenfunktion ist cr-additiv auf 91. 
Wir bezeiehnen mit A die Gesamtheit aller Intervalle c~ c R mit rationalen 

Endpunkten. A ist abz~hlbar und bildet bezfig]ieh der Ink]usion ,,c" eine gerieh- 
tete Menge. Mit ~ bezeiehnen wir den linearen Raum aller reellwertigen auf R 
definierten beliebig oft differenzierbaren Funktionen, deren Tr~tger im Intervall 
enthalten ist. ~ sei mit der fibliehen Topologie %~ versehen (vgl. SCI~WA~TZ [23]). 
Dana gilt : 

augerdem ist diese Einbettung, die wir mit I~ bezeichnen, stetig bezfiglich %~ 
und %S, denn die durch %S auf ~ induzierte Topologie stimmt mit %~ iiberein. 
Die zu ~ topologisch dualen R~nme ~ bilden ein geriehtetes System, und ffir 

t l 

jedes Paar ~, fl mit ~ c fl ist eine lineare Abbildung A~: ~ -+ ~ erklart, indem 
man jedem ]~ s ~ seine Einsehrankung /~ ----/S] ~ auf ~ zuordnet. Die A~ 
sind lineare Abbildungen yon ~ au] ~'~ (vgl. K 6 T ~  [15], w 20, 1. (1)) und er- 
ffillen offenbar die Bedingung 

(1.S) ~ ~ A~A~ = A~, falls ~ c f l  c y . 

Mit F bezeiehnen wit den linearen Teilraum des Produktraumes F = 1-~ 2~, 
c r  

der aus allen / =  (/~)~ea, mit  A~/Z = J~ ffir ~ c fl, besteht. Bezeiehnen wir mit 
P~ die Projektion von F auf ~ ,  so k6nnen wir F aueh auffassen als Kern der 
P ~ ( ~ )  und wit sehreiben dann F = K P ~ ( ~ )  (vgl. K6TH]~ [15], w 19, 6). Ist  

c( 

/~ ein linearer Teilraum yon F u n d  bedeutet _P~ die Einschri~nkung yon P~ auf F, 

so ist /~ -~ K/7~ ( ~ )  und es gilt 
c~ 

P~ = A~ P~ ffir ~ c/~ (vgl. K6~IE [15], w 19,7. (6)). 

J~ ist der gr513te in Frage kommende Teilraum/~ yon F. Man nennt den da- 

durch eindeutig bestimmten l~aum F = K / ~  ( ~ )  den proje]ctiven Limes der ~'~ 
beziiglich der Abbildungen A~, ~ c fl : 

/~ ---- lim proj ~ : ;  

dabei b e d e u t e t / ~  die Einsehr~nkung von P~ auf F u n d  es gilt 

(1.9) / ~ = A ~ - P ~  ffir ec /~ .  
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Satz 1.1 (K6THE [15], w 19,7. (8)). Ist die gerichtete Menge A abzi~hlbar und sind 
I ! 

die Abbildungen A~, ~ r fl, stets Abbildungen von ~ au/ ~ ,  so sind im pro]ektiven 

Limes F =  ~-1 " K P~ ( ~ )  auch die Abbildungen P~ Abbildungen von F au] ~ .  

Hieraus folgt ftir die Famflie ( ~)~eA, dab sie ein]ach maximal ist im Sinne 
yon BOCH~E~ [2]. Sie erfLillt augerdem die Bedingung der Folgenmaximalit~it im 
Sinne yon BocH~]~ [2], n~mlich: 

Fiir jede monoton waehsende Folge yon Indizes ~t c ~2 c ... c ~n c ' "  und be- 
_~ A ~ 0  liebig gew~hlte Punkte /o in ~ mit /0 ~,~,, ~r c :r existiert ein ]~in F, 

so dag ]o = P~r/, r = 1, 2 . . . .  (vgl. K6Nm [14], I I Ib ,  Satz 1). 
Versehen wir nun die R~ume ~ mit der schwachen Topologie a ( ~ ,  ~ )  

(ffir ~ [ ~ ( ~ ,  ~ ) ]  schreiben wir kurz ~ [ ~ ] ) ,  so sind die A~ stetig als adjun- 
gierte Abbfldungen der stetigen Einbettungen I~ (bezfiglich der Dualsysteme 

t i 

( ~ ,  ~ )  und ( ~ ,  ~ ) ) .  Sei ~ die dureh die Produkttopologie in ] - [ ~ [ a ~ ]  

au f /~  induzierte, also die gr6bste lokMkonvexe Topologie in ~ ffir die alle /Y~ 

stetige Abbfldungen yon F auf ~ sind. Dann gilt der 

Satz 1.2, Die R~iume ~ '  [~] und E [%] sind topoloffisch isomorph. 

Beweis. ~ '  und F sind als lineare l ~ u m e  isomorph, denn jedem / ~  ~ '  ent- 

sprieht das Element ] ~  (/~)~A, wo ]~----/[ ~ und umgekehrt definiert jedes 

~ F ein stetiges lineares Funktional auf ~ (vgl. K6zem [14], I I Ib ,  Satz 1); 

auBerdem ist die Zuordnung ] - ~ [  linear. Diese Isomorphie ist nun auch topo- 
logisch, denn sei U~ Element einer Nullumgebungsbasis in ~ [ a ~ ] ,  d .h .  U~ 

= I[~ ~ ~ : :  sup [ ([~, ~o,)1 < s, ~, ~ ~ ,  dann gilt die folgende umkehrbar ein- 
t l ~ i = < n  J 

deutige Zuordnung: 

~ + { / e ~ ' : l ( / , ~ } l  < e  f~ralle i = l , 2 , . . . , n } .  

Wir wollen nun in den R/iumen ~ auf analoge Weise, wie wir es ffir das 
Dualsystem (~ ' ,  ~ }  getan haben, Zylindermengen definieren. Der Unterschied 
gegeniiber friiher besteht gleiehsam darin, dab wir uns jeweils auf Testfunktionen 

e ~ beschr~nken mit Try0 c ~. Das System der Zylindermengen in ~ ,  welches 
wir auf diese Weise erhalten, bezeiehnen wir mit ~ .  

Wenn wir dann wie oben davon ausgehen, dab zu beliebigen Elementen 
~0z . . . . .  ~0rn aus ~ Wahrscheinliehkeitsverteilungen Q{~ ...... ~} auf ~3m vorge- 
geben sind, welehe die Bedingungen (1 .4)-  (1.7) erfiillen, so sind damit automatisch 
fLir jedes e e A bei beliebiger Wahl yon Funktionen ~0z . . . . .  ~om aus ~ Wahr- 
scheinliehkeitsverteflungen Q~ auf ~3m vorgegeben, welche die Bedingun- {~z . . . . .  ~ }  

gen (1.4)--(1.7) erffillen. Hieraus folgt analog, wie es ftir (~ ' ,  ~ )  gezeigt wurde, 
dab die Q~ eindeutig eine schwaehe Verteflung #~ in ~ definieren, welche auf 
~ g-additiv ist, sich also fortsetzen l~Bt zu einem WahrscheinlichkeitsmaB auf 
a ( ~ )  (MI~LOS [18], GELFAND-VILENKIN [9], IV, w 2, Satz 3). 

Da es sieh nun aber bei ~ [%~] um einen metrisierbaren lokalkonvexen Raum 
handelt, existiert eine abz/~hlbare Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen offe- 
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nen Mengen Uz ~ U2 ~ "" ~ Un ~ "" ,  und wegen der Separabilitgt von ~ [%~] 
gilt ffir die Polaren der U4 

denn mit ~ ist auch jedes U4 separabel, d. h. es existier~ eine abzghlbare Teil- 
menge {~3'}~= 1, welche dieht ist in U4 bezfiglich der in U4 durch ~ induzierten 
Topologie, und deshalb ist 

o o  

also uo+o(3=). 
]=1 

Da nun andererseits ~ :  ~-- 0 U~ und die U ~ sehwach kompakt sind (vgl. KSTHE 
4 = 1  

[15], w 20, 9. (4)), folgt aus der a-Additiviti~t yon #~, dab l i r a /~ (U ~ = / ~ ( ~ : )  =1,  
4----> r  

0 t d. h. zu beliebigem s ~ 0 existiert eine G~-kompakte Teilmenge Ui0(~) yon ~ ,  so 
dab / t~(~:  -- U~ ~ s ist. Da tt~ bzw. ~(3~) die Bedingung (a) bzw. (b), und 
#~ auf Grund seiner Definition offenbar auch die Bedingung (d) der Definition 1.1 
erfiillt, bedeutet dies, dab #~ straff ist beziiglieh der sehwaehen Topologie ~ in 
~ : .  Hieraus fo]gt, dab es sich bei den MaBrgumen ( ~ : [ ~ ] ,  a(3~),/t~) um stra/le 
Wahrseheinliehkeitsrgume handelt, denn beim Ubergang yon ~ auf a ( ~ )  fiber- 
trggt sich die Regularitgt und die Aussch5pfeigensehaft. 

Sei nun ~ das System der Borelsehen Teilmengen yon ~ :  [G~]. Dann gilt der 

Satz 1.3. Es ist (r(3~) =- ~)~. 

Beweis. Sei ~s = {A c ~ : :  A G~-abgeschlossen}, ~s = {C c ~ : :  C G~-kom- 

0 pakt}. Dann ist e(r c a(?ls). Sei A e 9~s; da ~ :  = U ~ ist A = U (A n U~ 
i = 1  4 = 1  

wobei A ~ U~ Also ist A e a ( E s ) ,  d.h .  ~ ~ a(~Is) = a(~s). Sei nun 
C ~ ~s; Pc (") = ( ' ,  ~}, ~ e ~ ,  ist eine a~-stetige Abbildung yon ~ auf R, also 
pc(C) kompakt in R ffir jedes ~ e ~a .  Sei Ar = p+(C), also Ar e ~ .  Dann ist 
C = ('~ p;] (A r , und infolge der Separabilitgt yon ~ [ ~ ]  gilt sogar, dab 

oo  

- 1  A ~o C = (~pr ( r  wo {~4}i=] dieht ist in ~[%~] .  Also ist C a a (3~)und damit 
i = 1  

G(~s) =-- G(8~), also ~ -- G(3~). 
Wenn wir nun die oben eingeffihrten stetigen linearen Abbildungen 

A~: ~ [a;] -+ ~ [~] ,  ~. c ~, 

betrachten, erhalten wir den 

Satz 1.4. A~, ~ c fl, ist eine mafltreue Abbildung yon (~r a ( ~ ) ,  /t~) au/ 
( ~ : [ ~ ] ,  a(3~), #~), d. h. A~ ist a(3~) -- a(3~)-meflbar und [iir ]edes X a a(3~) 
ist (A~)-~ (X) ~ a (3~) und /~ (X)  : #~ ((A~)-~ (X)). 

Damit haben wit die nStigen Hilfsmittel zusammengestellt und kommen nun 
zur Formulierung des Itauptsatzes. 

Satz 1.5. Sei # eine schwache Verteilung au/ dem Ring ~ der Zylindermengen 
des Raumes ~ ' ,  de/iniert durch ein System endlichdimensionaler Randverteilungen Q, 
welehe die Bedingungen (1.4)--(1.7) er/i~llen, Dann ist /~ stra// au/ ~ in ~ '  [~]. 
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Beweis. Es genfigt zu zeigen, dab # die AusschSpfeigenschaft (c) yon Defi- 
nition 1.1 besitzt, denn (a) ist offenbar erffillt, ebenso (b) nnd (d) auf Grund der 

v 

Konstruktion yon a(8)  und #. Wir haben in Satz 1.2 gesehen, dal3 9 '  [a] ~_ F[~] .  

Auf Grnnd der einfaehen Maximaliti~t der Familie ( ~ ) ~  A erzeugt j edes P ~ : F - - > ~  

einen Wahrschein]ichkeitsraum (F, ~ ,  ~) ,  wobei ~ ---- ~;1 (a (8~)), ~ -~ u~ o / ~ .  

Sei ~ ~- ~ J / ~ .  ~ ist ein Ring yon Teflmengen yon J~, denn fiir :< c/~ ist ~ c ~ ,  

sowie ;~(ff) --~ ~ ( X )  ffir jedes X ~ ~ ,  wie man mit Hilfe yon (1.9) und Satz 1.4 

leicht verifiziert. Ffir beliebiges ~, fl, X e ~ und X e ~ existiert ein y e A, so 

dal3 ~ c 7, ~ c y, r~ (X) = ;v (X) and ~ (X) ~- ~v (X); also ist folgende Definition 

sinnvoll: Ffir 2~ e ~, also X e ~ fiir geeignetes ~, definieren wir ; (X) ---- ;~ (X). 

Offenbar ist ~ additiv auf ~ und a-additiv auf jedem ~ .  

Den Mal3raum (F[%], ~, ~) bezeiehnen wir als projelctiven Limes der stra//en 
Ma[3rdume (~'~ [a~], a (8~),/~) bezi~glich der Abbildungen A~, ~ c fi, und schreiben 

(F[2~], ~, ~) = lira proj (~:[a~], a(8~), #~). 

Satz 1.5 ist bewiesen, wenn wh �9 zeigen, dab ; auf { in/~[%~] die AusschSpfeigen- 

sehaft (e) besitzt. Denn dann ist (e) aueh ffir die auf ~ =~'Jh ~ '  mit ~ = P~1(8~), 

eingeschriinkte Mengenfunktion in F [~] erfiillt, woraus sieh wegen der Isomorphie 

der MaBraume (9 '  [~], 8, #) und (F [~], ~,  ~) die Behauptung des Satzes ergibt ; 

die Tatsaehe, dab (9 '  [~], 8, #) ~ (F [%], !R, v), ergibt sieh aus Satz 1.2 und der 
umkehrbar eindeutigen Zuordnung 

+~/~;1 (Z~) -~ 2~+ ~ ,  wobei # (Z) ----/~ (Z~) ---- ;~ (/7;1 (Z~)) = ; (i~). 

Um zu zeigen, da~ ~ auf ~ in J~ [~] die AussehSpfeigenschaft besitzt, benStigen 
wit das folgende 

Lemma. Fi~r eine Icon/inale Teilmenge I ~ yon A ist 

(F [~:], ~, ~) ~ (F+ [~:+], ~+, ~+), 

we (F + [%+], ~+, v+) : lira proj (~v[gv], (~ (87), #v) bezi~glich der Abbildungen A~, 
y c 6 ,  y , ~ e F .  

Den Beweis ffir die top]ogisehe Isomorphie der Ri~ume F[%] und F+[~  +] 
finder man bei K6THn [14], w 19, 8. (2); tier Beweis der Isomorphie der mit den 
MaVen v bzw. v+ versehenen me~baren Strukturen ~ bzw. ~+ verl~uft analog 
und sell hier fibergangen werden. 

Im folgenden sei F ~-- {[-- n, n] : n --~ 1, 2 . . . .  }. Auf Grund des Lemmas ge- 
niigt es dann zu zeigen: 

(1.10) v+ auf ~+ besitzt in F + [~+] die AussehSpfeigensehaft (e). 

Zu diesem Zweek betraehten wir den mit der Produkttopologie %n versehenen 
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/ i 
Produktraum 1~ ~ r  lay]" Sei D = {A c Jr': A endlieh} und Pd: ~ I  ~ r  I> ~ I  ~ "  

/ 

In 1 ~ r  betraehten wir den a-Ring | = @ a(Sy). Sei dann ~ = [,J ~ a ,  mit 
y ~ A  y e a  A g D  

~J~A = P~I(~A), und sei 9l = (.J il)l{r}, !I2{y} = PT~}(| ~ P~I(a(~y)). Often- 
y e F  

bar ist 9l c g2. Auf | definieren wir das Mag tta = @ #v. Infolge der Straffheit 
y e a  

I 
der Wahrseheinliehkeitsrgume (~>. lay], a (Sv), #v) sind die #A straffe Wahrschein- 
lichkeitsmaBe anf | in dem ebenfalls mit der Produkttopologie versehenen Raum 

~y.  Da die ( / , ~ ) ~  augerdem die natfirliehen Vertrggliehkeitsbedingungen er- 

ffillen, definieren sie auf ~J~ eindeutig ein Mag m und es gilt (vgl. tIILD~,N~AND 
[11], V): 

i 
Zu jedem s > 0 existiert eine 5ga-kompakte Teilmenge Ke yon ~ [  ~y,  so dab 

f/ir jedes M + ~J~, mit M 53 Ke = O, re(M) ~ s ist. ~ v  
Hierans folgt insbesondere 

(1.11) Zu jedem s > 0 existiert eine %=-kompakte Te i lmenge /~  ~- 1~ P:,(Ke), 

so dab ffir jedes N + ~, mit N n K~ = 0, m (N) ~ s ist. y+v 

Nun ist (vgl. K 6 ~  [15], w 19, 10. (3)) F+[Sg +] ein abgeschlossener linearer 
Teflraum yon ~ r  [%~]" AuBerdem ist ~+ = ~R 53 F+ = {N 53 F+: N e 9~}, 

denn es ist N 53 F+ = Prl(Zv) 53 F +, Zy e a(~y), f/it geeignetes y, also N 53 F+ 
+ + + 

= {/+ e F+: Pv]+ eZy}  = P;I(zy) = X+ ~ ~+, wobei Pv = Pv] F+; ferner gilt 

(1.12) v + (X+) = / ~  (Z~) = m (N). 

Sei nun s > 0 vorgegeben. Dann ist K ) =  Ke 53 F§ wegen der Abgeschlossen- 
heit yon F+ in ~v [Sg~J eine kompakte Teilmenge von ~ I  ~y" Da ferner 5g+ 

mit der durch ~n auf F + induzierten Topol0gie fibereinstimmt, ist K + kompakt 
in F+[%+]. Sei jetzt X + 53 K { =  0, X + e ~+; dann ist X + e  ~+ ffir geeignetes y, 

+ 

d.h. X+ = p~(Zv)  , Zy e a (~r ) ,  und aul3erdem X § = N n F + mit N = Prl(zy) .  

Wegen X + 53 K + = 0 ist nun aber auch Z~ 53 Pv (Re) = 0 ; denn zu 1~ e Zv 53 Py(/~e) 
+ 

wfirde ein 1+ in F + existieren mit Py/+ = / ~ ,  also /+ e X+ und auf Grund der 
Folgenmaximalitgt yon (~)~A+Und der speziellen Wahl v o n / "  wfirde sich /+ 

fiberdies so wiihlen lassen, dab Po/+ ~ Po(Ke) ffir alle 6 e F, also 

1+ e X+ n R~ 53 F+ = X+ 53 K~ + 

im Widersprueh zur Voraussetzung. Wegen Z~ 53 Py (if s) = 0 ist nun aber aueh 

N 53 ~Te = 0, woraus wegen (1.11) und (1.12) folgt, dab v+(X+)= re(N) <= e ist. 
Damit ist (1.10) und somit Satz 1.5 volls~gndig bewiesen. 

Satz 1.6. a(~)  ist ein mit der Topologie a(~ ' ,  ~ )  vertriiglicher und trennender 
a-Ring in ~ '  (vgl. I-IILDENBlCAND [11], II). 

Beweis. Nach Konstruktion ist a(~) mit der schwachen Topologie a in ~ '  
vertrgglieh. DaB a(~) trennend ist, sieht man so: Sei 

H~(8) = {h e g~(~') : h a(S)-meBbar}, 
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W(9') die Gesamtheit aller auf 9 '  definierten stetigen und beschr~nkten reell- 
wertigen Funktionen. Sei/1, ]~ ~ 9 ' ,  ]1 � 9  Dann existiert mindestens ein :r ~ A, 

so dab /(1) = / 1 1 9 ~  und / (2)=/219~ verschieden sind. Da nun aber a(3~) - ~ 
trennend ist, existiert eine a(~)-meBbare stetige und besehrs Funktion 
ha: 9 : - > R ,  so dab h~(l(~ 1)) .h~(l(~2)). Die dureh h ( l ) =  h~(/~), /:~=119~, 
definierte Funktion geh6rt dann zu H~(3) und es ist h(/1) r h(12). 

Aus den beiden S&tzen 1.5 und 1.6 folgt nun unmittelbar (vgl. HILDW~BRA~D 
[11], III ,  Satz 3.2) 

Satz 1.7. Sei # eine schwache Verteilung an/ der Gesamtheit ~ der Zylinder- 
mengen des Raumes 9 '  [a], deliniert dutch ein System endlichdimensionaler Rand- 
verteilungen Q, welche die Bedingungen (1.4)--(1.7) er/i~llen. Dann existiert eine 
und nur eine stra/le Mengen/unktion fi, welche au/ dem System ~ der Borelschen 
Mengen von 9 '  [~] de/iniert ist und deren Einschriinlcung ~ [ 3 = # ist. 

Damit ist dann gezeigt, dab sich jeder VSP auffassen l&Bt als eine straffe 
Wahrseheinlichkeitsverteflung auf den Borelschen Mengen yon 9 '  [a]. 

II. ~quivalenz und Singularit~it zweier 5~ormalverteilungen im Raum 9 '  

Wie in Kapitel I nehmen wir wieder an, dal] zu je endlich vielen beliebigen 
Elementen ~1 . . . . .  ~n aus einer algebraischen Basis B von 9 Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen Q{~ ...... ~} auf ~n vorgegeben sind, welche die Bedingungen (1.4) 
bis (1.7) erffillen. Wir haben gesehen, dab dadurch auf dem System ~ der Zy]inder- 
mengen yon 9 '  eine schwache Verteflung # definiert wird, und nach Satz 1.7 
wissen wir, dab s ich/ t  eindeutig fortsetzen liiBt zu einem straffen MaB auf den 

Borelschen Mengen ~ yon 9 '  [a]. Wir bezeichnen im folgenden das so fortgesetzte 
MaB wieder mit # und nennen es eine zu/iillige Distribution. 

Definition 2.1. Eine zuf~llige Distribution # heiBt quadratisch, wenn 

(2.1) ~[x]~ Q{~}(dx) < c~ ist, ffir jedes ~ e g .  

Ffir solche zuf~llige Distributionen betrachten wit dann die auf 9 • 9 deft- 
nierte reellwertige ~unktion 

(2.2) B(% ~) = ] <f, ~} </, ~p} d#(]) = ~ ] x y  Q{%v} (dx, dy) . 
.~' R R 

Man sieht unmittelbar, dab B in beiden Argumenten linear ist, dab auBerdem 
B positiv semidefinit und wegen (1.4) symmetrisch ist. 

Wir bezeichnen B als die Kovarianz der zu/glligen Distribution/~ (vgl. DUDLwY 
[6]). 

Satz 2.1. B(q~, ~), q3 ~ 9 ,  ist stetig au/ 9[~]. 

Beweis. B ist hypostetig auf 9 [ ~ ]  • 9[%] (vgl. DVDLEY[7]), also insbesondere 
getrennt stetig in jedem Argument, woraus folgt, dab B (~, 9) stetig ist auf ~ [ ~ ]  
ffir jedes :r e A (vgl. K6THE [15], w 15, 14. (3)). Nun ist 9 [ ~ ]  der induktive Limes 
der 9~ [~a], eine konvexe Menge U in 9 also eine Nullumgebung, wenn U (~ 9 a  
fiir iedes ~ e A eine Nullumgebung in 9~ ist (vgl. SChWaRTZ [23], III ,  Th6or~me II). 
Da aber {~ e 9 :  B (~, ~) ~ e} konvex ist, ist diese Menge somit eine Nullumge- 
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bung der Topologie % in 2 ,  woraus sich die behauptete Stetigkeit yon B (9, 9) 
auf 9[%] ergibt (vgl. K6T~E [15], w 15, 14. (1)). 

Verm6ge B wird nun auf ~ eine Halbnorm I" [~ definiert durch 

(2.3) I~[~ = (B(~, ~))1/2 ~ e ~ .  

Ist  B(% ~0) positiv definit, d .h .  B(~0, ~0) > 0 fiir alle nicht identiseh ver- 
schwindenden Funktionen ~ e 2 ,  so wird durch (2.3) auf ~ eine Norm definiert. 

Wegen der Stetigkeit yon B(~, ~), F e 9 ,  ist nun die dadurch definierte 
Topologie ~ grSber als die Ausgangstopologie ~ auf 9 .  ttieraus folgt wegen der 
Separabilit/~t von ~ [~ ] ,  dab auch der mit der Topologie ~u versehene Raum 
~ [ ~ u ]  separabel ist. Dies wird sp/~ter entscheidend benfitzt. 

Ffir eine zufKllige Distribution ff sei nun welter 

(2.4) m(~) = .[<I, ~>dff(l) = j'xQ{+}(d~), ~ .  

Es ist m ~ ~ ' ,  denn mi s t  offensichtlich linear und aus 

und der oben bewiesenen Stetigkeit yon B (9, 9) ergibt sieh die Stetigkeit yon 
m (9) auf 9[%].  

Wir nennen m den Mittelwert der zu/~illigen Distribution ft. 
Wir wollen jetzt  annehmen, dab die endlichdimensionalen Randverteilungen 

Q{~ ..... w} auf ~n n-dimensionale Normalverteilungen sind, d. h. es sei 

(2.5) Q{q~ ...... ~,}(B) = (27c)-n/2(detA)1/~fexp[-- �89  -- ~), x -- ~ ] d x ,  

wo A = (2~) eine positiv semidefinite nieht singul~re Matrix ist, die yon den 
Funktionen ~1 . . . . .  ~n abhi~ngt, nnd ~ den Vektor mit den Komponenten 
m (~ )  . . . .  , m (~n) bezeichnet; ferner ist 

(2.6) <Ax, x)  ~- ~ 2~x~xk.  
i , k =  1 

Die zugeh6rige (quadratische) zuf/~llige Distribution nennen wit eine Normal- 
verteilung im Raum 9 ' .  

Die Existenz yon Normalverteilungen in 9 '  folgt aus der Tatsache, dal] zu 
jeder getrennt stetigen Bilinearfunktion B(% y~) auf ~[~:] • ~[~:] und zu jedem 
stetigen linearen Funktiona] m (9) auf ~[%], derart, dab B (% ~p) -- m (9) m (~) 
positiv definit ist, eine Normalverteilung in 9 '  existiert, ffir welche B (% ~0) die 
Kovarianz und m (9) den Mittelwert darste]lt (vgl. GELFAND-VILESTK12~Y [9], III ,  
w 2, 3). Dabei werden dureh die Kovarianz und den Mittelwert die Verteflungen 
(2.5) eindeutig festgelegt, denn es ist (vgl. GELFAI~D-VILENKI~ [9], III ,  w 2, 2). 

(2.7) A --~ (B (~ ,  ~ ) ) - ~ .  

Wir betrachten nun zwei Normalverteilungen u~ und v2 in ~ ' ,  wobei wir vor- 
aussetzen wollen, dab der Mittelwert m2 yon ~2 identisch verschwindet. B~ und B2 
seien die zugehSrigen Kovarianzen und ~vi bezeichnet die durch Bi, i ---- l, 2, 
auf ~ induzierte Topologie. Dann gilt das 

23 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb,, Bd. 7 
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Lemma 2.1. Aus der NichtsingularitSt der beiden ~tra//en Marie vz und ~2 in 
~ '  [0] ]olgt die ~quivalenz der beiden Topologien ~1 und ~ in ~,  d. h. die Hom6o- 
morphie der RSume ~ [~1] und ~ [%~]. 

Der Beweis verl~uft analog wie bei KALLDANPUI~-OoDAIRA [13], Lemma 1, und 
soll hier nicht welter ausgefiihrt werden. 

Sei je tz t  L (2)~, ~- L (2)(~', (r (~), ~t) = { h : ~ '  -~ R;  h ~(~)-me]~bar und  

S I h(/)i 2 d~(f) < ~},  i = l, 2. ((hx, he))~, =~h~(/ )h~( / )  d~,~(/) 

bezeichne das innere erodukt und II h II,, = [((h, h))]1~2 die zugehSrige Italbnorm 
in _~L (2). Da sich jedes ~ e ~ auf Grund der Kons t ruk t ion  yon ~(~)  auffassen ]s 
als zuf~llige Variable q0(/) = (/ ,  ~)  fiber (~ ' ,  a (3)) ,  und  da hierbei ]q0 I~, = ]I ~ II~,, 
i = 1, 2, ist, erhalten wir eine stetige Einbet tung  von ~[%~,] in L (~) 

Wir wollen nun voraussetzen, da$ Vl und v2 nieht  singuli~r sind. Dann existieren 
1 

naeh Lemma 2.1 Kons tan ten  Cl und  ee, so dab ~- ]~]~1 ~ ]~I~ ~ c21~1~1, naoh 
dem zuvor Gesagten ist also 

(2.8) -c1~ ]1 ~ 1] ~ ~ II ~ I] ~ ~ c211 ~ ]I ~ ffir jedes ~ e 9 .  

Sei ~ : {h e n ~  ) n n~) ;  so da$ existier~ (~n)~__ ~, q0n e ~ ,  mit  ]1 h --  ~0n I/~ -+ 0 
und Ii h - -  ~n II ~ -+ 0 f i i r n  -+ ~ } .  Dann folgt aus (2.8) 

1 
(2.9) ~ 11 h ]1 ~ ~ II h ]1 ~ ~ c~ Iih ]I ~1 fiir jedes h e ~ .  

Wir  setzen N~, = {h e ~ :  []h]l~ , = 0}. Wegen (2.9) ist N~, = N~= = N. Sei 

d~nn ~ = ~/N.  Wir versehen ~ mit  dem Skalarprodukt  ((-, .))~ bzw. der Norm 

I]']] 7=, und bezeichnen diesen l~aum mit  ~ =  und seine Elemente  mit  h; dabei ist 

((~, ~))7~ = ((h~,h~))~, wo h~ etch, a~ef~. 
Als Folge der im Anschlul~ an Satz 2.1 gemaehten Bemerkung,  wonach die 

Rs  ~ [~ , ]  separabel sind, ist nan  ~ ein separ~bler I t i lber t raum. Da ferner 
vz und v2 Normalvertei lungen in ~ '  sind, ist die gemeinsame Verteilung je end- 
lieh vieler F~ . . . . .  Fm ~ ~ ,  aufgef~Bt als zuf~l]ige Variable fiber (~ ' ,  a (~ ) )  nor- 
mal bezfiglich vz und  ~2. Auf  Grund der Definition yon ~ ist dann aueh die ge- 
meinsame Verteilung je endlieh vieler Elemente  h~ . . . .  , hm aus ~ normal  be- 
zfiglich ~ und  ~ .  Fiir ein h ~ ~ ist ferner 

(2.10) m~(h)=~h( / )d~( / )=l imm~(?n) ,  wo ]lh-~ll~-~0, i = 1 , 2 ,  
, n___> ~ o 

und ]h(])dv~(/) = limm~(~n) = 0. 

Auf  ~ definieren wir je tz t  die folgende symmetrische Bilinearform: 

(2.11) B(h~,h~)-=((h~,he))~--m~(h~)mz(h2), wo h~e]~z, h2ehe  und  

i~, ~ ~ ~0 .  
B ist nicht  ausgeartet  und es grit 
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= [il h~ il ~ - (m~ (h~))2].2 [i] h2 il ~ - ( ~  (h~)2]-~ 
--< I] hj rJ,,~ IJ h2 ]l,,~ ~ e~ JI z,,1 [I,,~ [I z~ j],,~ = e~ ii ff~ II ~ I[ z,,2 II ,,,; 

(2.9) 

also ist B (hi, h2) als Funktion in ~t2 eine stetige Linearfunktion auf ~ .  Folglich 

existiert ein beschrs selbstadjungierter Operator S in ~ ,  so daI~ 

(2.12) B(]~I ,  ]~2) = ( (S~1,  h2))7~ �9 

Dann gilt das folgende 

Lemma 2.2 (KALLIANPuR-OoDAII~A [13], Lemma 4). Sind die beiden Marie vl 
und v2 nicht singuliir, so hat S ein reines Punktspektrum aus endlich oder abz~ihlbar 
vielen Eigenwerten. 

Seien {~k} die Eigenwerte yon S (entsprechend ihrer Vielfachheit geziihlt) und 

{h~} die zugehSrigen Eigenvektoren mit ((h~, h~))~ = (~tk. Die h~, k ---- 1, 2 , . . .  

bilden ein vollst/indiges Orthonormalsystem in ~ und es gilt das 

Lemma 2.3 (KALLIANrlm-OODAIlCA [13], Lemma 5). Aus der Niehtsingularitiit 
yon vl und v2/olgt, dari 

o o  o o  

Zusammenfassend erhalten wir damit den 

Satz 2.2. v1 und v2 seien zwei nieht singuliire Normalverteilungen im Raum ~ ' .  
Dann gilt 

(a) %~ iiquivalent %~, wo %~, die dutch die Kovarianz Bt yon vi au/ 2 induzierte 
Topologie bezeichnet, 

(b) der dutch (2.12) de/inierte Operator S besitzt ein reines Punlctspelctrum mit 
positiven Eigenwerten ~k und es gilt (2.13). 

Umgekehrt gilt der 

Satz 2.3. Aus (a) und (b)/olgt die ]t'quivalenz von vl und v~ au] ~3 in ~'[a].  

Beweis. Analog wie bei ]{ALLIANPuR-OODAII~A [13], Theorem 2, beweist man 
die J~quivalenz yon Vl und v2 auf a(~) in ~ ' ,  d.h. man zeigt, dal? Vl ~ v2 und 
v2 ~ vl auf a(~). Dann existiert aber eine (r(~)-meBbare, bezfiglich vz integrier- 
bare Funktion g : ~ ' - +  R, g >= O, so dab 

vl(g) = f g ( / ) d v 2 ( ] )  ftir jedes Z e ~ ( 3 ) .  
Z 

Sei ; I ( B ) - - f g ( ] ) d r 2 ( / ) ,  B e ~. Wir zeigen: ~ ist straff auf ~, d.h. zu be- 
B 

liebigem e > 0 existiert eine kompakte Teilmenge Ke in ~'[a] ,  so dal3 ~1 ( ~ ' - - K e )  
e ist. Es ist n~mlich 

~ z ( 2 ' - -  K,) = f g ( l ) d ~ ( / )  <= f g~o(~)(l)dv2(l) + ~-, 
~ ' - - K  e . @ ' - - K  e 

23* 
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wo gn0(O eine niehtnegative beschr/~nkte ~-megbare Funktion auf ~ '  ist. Sei 
M = sup g~o(~)(/); dann folgt 

f e  ~ '  e 

Vl ( ~ ' - -  Ks) ~ M v2 ( ~ ' - -  Ke) + ~ < e, 

falls K,  so gew~hlt wird, dab v2 ( ~ ' - -  K,) <: s/M ist, was wegen der Straffheit 

yon v2 auf ~ m6glich ist. ])a aber ~1 [a(3) : vl, folgt auf Grund der eindeutigen 
Fortsetzbarkeit ffir straffe Mengenfunktionen (vgl. HILDEI~m~ANI) [11], I I I ,  

Satz 3.2), dab ~1 - v l  auf ~,  also Vl < v2 auf ~.  Analog zeigt man, dal~ v2 < vl 

auf ~. 

Kriterium. Zwei Normalverteilungen vl und v~ in ~ ' ,  mit m 2  :-- 0, sind entweder 
iiquivalent oder singuliir, und die Bedingungen (a) und (b) sind notwendig und hin- 
reichend /i~r ~quivalenz. 

Folgerungen 
Bezeiehne wieder v eine Normalverteilung in ~ '  mit Mittelwert m - 0, %v die 

dureh die Kovarianz B yon v auf ~ induzierte Topologie. Ffir ein beliebiges 
/o e ~ '  definieren wir 

~jo(z) = ~ (z - / o ) ,  z e 3 .  

])ann gilt (vgl. GELFAND-VILENKIN [9], IV, w 5, Theorem 3, und ])UDLEu [6], 
Theorem 3) der 

Satz 2.4. Vfo ist eine zu v iiquivalente Normalverteilung in ~ ' ,  /alls 1o T.v-stetig ist. 

Beweis. Da$ v/o wieder eine Normalverteilung ist, ist klar; ferner hat sie den 
Mittelwert mfo = / o .  ~Vfo sei die dureh ihre Kovarianz Bfo auf ~ induzierte Topo- 
logie. Ffir jedes ~ e 2 ist 

I o-- Bfo( , - - - -  + t<r ----< (1 + M) = (1 + M)[ ~ 1~, 
wegen der %v-Stetigkeit von/o;  andererseits ist 

also gilt (a) mit vl := V/o und v2 : v. ])a 

(~v, ~v)v ---- (% ~o)V:o- </0, ~v> </0, ~o> = (9, F)~/o- m/o(qV)m:o(~o ) 

ffir beliebige F, ~v ~ ~ ,  folgt anf Grund der Definition yon ~ und (2.10) leieht, 

dab hier S ---- I i s t ,  I der Einheitsoperator in ~v. Wegen der Separabilit/s yon 

~v erhalten ~ abz~hlbar viele Eigenwerte X~ = 1, k ----- 1, 2, ... yon S und ein 

vollstKndiges Orthonormalsystem {h~} in ~v bildet das zugeh6rige System der 

Eigenelemente. ])a /o ~Ev-stetig ist, existiert ferner ein /~o e ~v, so daft </o, ~v> 

- ( ( ~ ,  h~))7, also ist wegen m$o(h ) = lim mr wo lib - ~ b - + o ,  
n - - >  r  

m/o(h) =- lira (1o, ~n> = lim ((~n,/~0))~ = ((/t, ho))~, 
n - - >  c o  ~ ----> r  

und somit 
~ [,~fo(~)]~ = ~ ((h~, ~o)); = ((~o, ~o))7 < ~ .  
~----i= k ~ l  
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Es gilt also aueh (b), womit auf Grund des obigen Kriteriums der Satz 2.4 be- 
wiesen ist. 

Umgekehrt grit (vgl. DVDLEu [6], Theorem 2) der 

Satz 2.5. Aus der Nichtsingularitiit von ~ und ffo ]olgt die %v-Stetigkeit von /o. 

Beweis. Nach Lemma 2.1 existieren positive Konstanten cl und c2, wobei wir 
el > 1 w/~hlen k5nnen, so dab 

c l  Bfo(9, q)) ~ B(9,  9) ~e~Bfo(~,  9) ffir jedes ~pe~.  

Demnach ist 

Bfo(~ , ~v) = B(~, 9) ~- [</o, 95 ]2 =< e~B(cf, ~), also ]</o, 9512 < (c~ -- 1) B(9,  qJ), 

d .h . / o  ist %v-stetig. 
Aus den S/~tzen 2.4 und 2.5 ergibt sich sehlieBhch noch folgende Verallgemeine- 

rung (vgl. RAo-VARADAnAJ~ [21], Theorem 5.1.a): 

Satz 2.6. Stimmen die zu zwei Normalverteilungen vl und ~ in ~ ' ,  mit Mittel- 
werts/unktionalen /1 bzw. /2 und Kovarianzen B,~ bzw. B~ geh6renden nichtnegativ 
de/initen bilinearen Funktionale 

B~, (q~, ~f) = B~, (9, ~v) --/~ (9~)/i (~f), ~, ~f e ~ ,  i = 1, 2 

i~berein, so sind die beiden Marie ~1 und v2 genau dann diquivalent (vl ~ v2), wenn 

das Funktional /o = / 1 - / 2  ~v-stetig ist, wo ~v die dutch B~ au/ 2 induzierte 
Topologie bezeichnet. 

p 

Beweis. Wir betrachten die beiden Mal3e v l ( A ) =  vl(A ~-/2) und v2(A) 
i / 

: v2 (A + ]2), A ~ ~). h und v2 sind dann zwei Normalverteilungen in ~ '  mit 
t t 

dem Mittelwert ]0 bzw. Null. Nun ist B~ ~ / ~  ~ - B ~ -  By,, also Vl = (v2)f0, wo 
t t 

(Ve)fo(A) = ve(A --/o),  A ~ ~. Auf Grund der S~tze 2.4 und 2.5 gilt nun 
t ~ p 

2 (re)fo r %v'-stetig. 

Da aber v' ^ 2 den Mittelwert Null hat, ist Bye' -= By' und somit/0 genau dann %~,- 

stetig, wenn es ~v-stetig ist, also 

v2 ~ h ~ ]o v-stetig. 

Hieraus folgt aber die Behauptung unseres Satzes, da vl "~ v~ ~ h ~ v2. 

III. Ein Kriterium fiir die _~quivalenz zweier beliebiger 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Raum ~ '  

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dab ffir zwei Normalverteilungen in ~ '  
entweder Xquivalenz oder Singularit/s vorliegt. Im folgenden wollen wir ein not- 
wendiges und hinreichendes Kriterium ffir die J~quiva]enz zweier beliebiger Wahr- 
seheinlichkeitsverbeilungen in ~ '  ableiten, sowie ein hinreiehendes Kriterium ftir 
Singularit~t. 

Bei der Einffihrung des Systems S der Zylindermengen in ~ '  (vgl. Kapitel I) 
gingen wir yon einer algebraisehen Basis B yon ~ aus. a(~) liel3 sich dann auf- 
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fassen als der kleinste a-Ring in ~ ' ,  bezfiglich dessen alle ~ e B, aufgefaBt als 
Linearfunktionen fiber ~ ' ,  reel]bar sind, wobei diese Definition unabh~ngig war 
yon der speziellen Wahl yon B. Zugleich sahen wir, dab man ~(~) auch erhalten 
kann als den kleinsten g-Ring in ~ ' ,  bezfiglich dessen alle ~ E ~ ,  aufgefaBt als 
Linearfunktionen fiber ~ ' ,  meBbar sind. 

Wir benfitzen die folgende Eigensehaft des Raumes ~ [ g ]  (vgl. WI~K~,L- 
~AUE~ [27]): 

(W) Es existiert eine abz/~hlbare Teilmenge H yon ~ ,  d.h. H---- {~oi}i~~ 
Wi e ~ ,  so dab ffir jede natfirliche Zahl m u n d  ffir jedes ~ aus ~m eine Folge 
{~}~__ ,, rnit ~o~ ~ H und Tr ~f~ c [-- m, m], existiert, ffir die gilt, dal~ y~ ~-~] ~o 
ffir v - , o o .  Dabei ist ~m = {~0@~: Trg0c[ - -m,m]} .  

Sei dann ~l der kleinste a-Ring in ~ ' ,  bezfiglich dessen alle ~ol e H, aufgefal~t als 
Linearfunktionen fiber ~ ' ,  meBbar sind. Offensichtlich ist ~ c a(3) .  Zu beliebi- 
gem ~ e ~ existieren nun aber wegen (W) Funktionen ~oi~ e H, so dal~ ~ -~ lira ~Pi~, 

also ~(]) -~ ( / ,  ~} -~ lim ( / ,  ~0i, } = lira ~)i~,(/), / @ ~ ' ,  woraus sich die ~i-Mel~bar- 

keit yon ~(/)  ergibt; damit ist a(~) c ~I, also a(~) ---- ~i. 
Seien nun /~ und #~ zwei straffe Wahrscheinliehkeitsverteilungen in ~ ' [a] ,  

jeweils definiert durch ein (1.4)--(1.7) erffillendes System endlichdimensionaler 
l~andverteilungen P bzw. Q. Sei 9~n der kleinste a-l~ing in ~ ' ,  der yon den 
~p~, . . . ,  ~0n aus H erzeugt wird. Dann ist ~nC 9/n+l und a / U g / n ~  = a(~). Auf ~(n 
betrachten wit die MaBe \ n  ] 

wo 7~ {v ...... w} die Abbildung yon ~ '  auf R n bezeichnet, die j edem / ~ ~ '  den Vektor 

(</, ~ ) ,  ..., <1, ~ > )  

zuordnet. Wir nehmen an, daft f f~ )<  ff(e n) und betraehten Fn (/) = d#(~)/dt~(~u)(/), 
/ e ~ ' .  Dann ist Fn ~ln-mel}bar, Fn ~ O, f fFn(])d#u(/)  ---- 1 ffir jedes n, und 

{Fn, ~ln, n >= 1} ist ein Martingal fiber (~ ' ,  a(~), #~). Auf Grund des Konver- 
genzsatzes ffir Martingale folgt, daft der Grenzwert F ( / ) =  lim Fn(/ )  ff~-fast 

n - - ~  o o  

sicher existiert. Weiterhin folgt aus einem Satz yon A~DE~SV,~-J]~ssE~ [1] (vgl. 
aueh DooB [5], S. 630ff.), dal~ 

(I) #~ A ff~ <=>F(/) = 0 #~-fast sieher 

und 

(II) #~ ~ #z <=> {Fn (/)}n~176 gleiehmgBig integrierbar bezfiglieh #2. 

Mit IIilfe von (II) erhalten wir den folgenden 

Satz 3,1. #~ ~/z~ <> ]iir ]edes ganze p > 0 ist 

Hm ][Fn(/)Fn+~(/)]'/2d#~.(/) 
~---e-oo ~ '  

n-~oo RJ+ LdQ{v ...... ~} (xl , .  . . . .  n~ dQ{v ...... v~+~ (Xl . . . . .  Xn+p)J X 

X dQ(,~ ...... w+,} (x~, . . . ,  xn+~) ~ 1. 
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Beweis (vgl. C~ATT]~I~JI [4]). Sei #~n) ~ r f~r jedes n und 

lim S[En(I)Fn+~(t)]~/~@2(I)= 1 
n - + o o  2 '  

f/Jr jedes ganze/9 > 0. Dann gilt 

- -  , ~ n  - -  x n q - p  

x [/,, §176 

=< f (, ql,.,...)l-,,.). 11- = ,--(, -j i,.,...,-,,. ) . 
woraus folgt, dab {Fn}~_l eine LI (~ ' ,  o~(g), #2)-Cauehyfolge, also beziiglieh if2 
gleiehm~13ig integrierbar ist. Aus (II) folgt dann ffl ~ if2. 

Sei umgekehrt ffl ~ #2. Dann folgt aus (II), dab die Folge { n}n = 1 beztiglieh 
#2 gleiehmgl3ig integrierbar ist. Da auBerdem der Limes (F(J) )1/2 = lim (Fn ([))1/2 

#2-fast sieher existiert, folgt, dab (Fn) 1/~ gegen (F) 1/2 im quadratisehen Mittel 
konvergiert (vgl. K~ICK~B~G [16], III ,  Satz 2.8). Aus der Beziehung 

= i" r ~ : q 2 / ~ , ~ / 2  < 

< r r ~ , @  _ F~,'12@211,. 
i J 

folgt dann unsere Behauptung, womit Satz 3.1 bewiesen ist. 
Unter Verwendung yon (I) erhalten wir das folgende hinreiehende Kriterium 

ffir Singularit/tt: 

Satz 3.2. Aus lim inf X[Fn ([)Fn+p (/)]1/2dff2 (/) = 0/i~r ]ede nati~rliche Zahl p 
n 2 ~ 

[olgt die Singularitdit yon ffl und if2 (if1 2_ if2). 

Beweis. Da lira (Fn (/) Fn+p (/))1/2 = F (/) ff2-fast sicher und 
n - - ~  oo  

lim infX (Fn Fn+p) u2 d#2 < oo, 
n 2 '  

folgt naeh dem Fatouschen Lemma, dab 

f F  (/) d#2 (]) < lira in f ]  [Fn ([) Fn+p (])]1/2 d#2 (/), 
2 '  n 2 '  

also F(/)  = 0 ff2-fast sieher, wegen (I) also ffl _1_ if2. 

AbsehlieBend m6chte der Autor Herrn Professor Dr. K. KRICKEBEI~G (Heidelberg) fiir die 
Anregung zu dieser Arbeit sowie ffir die Unterstiitzung w/~hrend ihrer Durchfiihrung herzlieh 
danken. 
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