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V e r t e i l u n g s f u n k t i o n e n  mi t  g e g e b e n e n  Marg ina lver t e i lungen  

V o n  

HA~S G. KELLEI~EIr 

Einleitung 

Jede Verteilungsfunktion F(y l  . . . . .  Yn) definiert den nicht-trivialen Teil- 
mengen T yon {1, . . . ,  n} entsprechend 2 n -- 2 Marginalverteilungen F(yT, cr 
Ist nun ~ eine beliebige Gesamtheit derartiger Mengen T, so l/~13t sich das folgende 
Problem formulieren: 

Welche Zusammenh/~nge bestehen zwischen den Verteilungen F(yT, oo), 
T ~ %, d.h. welchen Bedingungen unterliegen Verteilungen F T ( y T )  , T ~ ~, um 
Marginalverteilungen einer Verteilung F(yl,  ..., Yn) zu sein ? 

Dabei bedeutet die Annahme t) % ---- {1 . . . .  , n} offenbar keine Einschr~nkung. 
In einem besonderen Fall ist die Frage dann sofort zu beantworten: Sind die 
Mengen T e ~ disjunkt, so wird die Forderung stets erffillt yon 

F (yl . . . . .  yn) = ]q  FT (y~). 
T e ~  

Allgemein ls sieh zuns lediglich sagen, dab die Verteilungen FT (YT), T ~ ~, 
jedenfalls vertriiglieh sein mfissen. Da0 diese Bedingung jedoch nicht geniigen 
wird, ls bereits eine Uberlegung ira Fall n = 3 und % ---- {{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}} 
vermuten: Ist  F (Yl, Y2, Ys) eine beliebige Verteilung, so fiihrt jede ]~berdeckung 

(A1, R, A3) c (B1, B~, R) + (R, C2, C3) 

zu der folgenden Ungleichung fiir die Marginalverteilungen: 

fdF(yi, ~, y~) =< y dF(yl, y~, ~) + y gF(~, y~, y~). 
(A 1, A3) (BI, B~) ( C2, C~) 

Mit Hilfe der Ergebnisse einer frfiheren Arbeit wird in w 2 als notwendige und 
hinreichende Bedingung abgeleitet: 

Ffir stetige beschriinkte Funktionen g~-(XT), T e ~, gilt stets 
+oo  

fg~dFT =>0, falls i ,f  Zg~(x~) =>0. 
Te~ --co xl , . . ,xn Te~ 

Dieses Kriterium ermSglicht eine einfache kombinatorische Charakterisierung 
jener Gesamtheiten ~, bei denen bereits die Vertr~glichkeit der Verteilungen 
FT (YT), T ~ ~, genfigt. Aul~erdem ]assen sieh in diesem Fall Verteflungen mit den 
geforderten Marginalverteflungen explizit angeben (w 3). 

In w 4 werden die ~Jberlegungen auf unendlieh-dimensionale Verteilungen aus- 
gedehnt; das ergibt eine MSgliehkeit zur Verallgemeinerung des Satzes yon 
Kolmogoro% der fiir den Fall, dab alle endlich-dimensionalen Marginalvertei- 
lungen gegeben und vertri~glieh sind, die Existenz einer zugehSrigen Verteilung ira 
entsprechenden Produktraum beweist. 
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Absehlie$end wird in w 5 untersucht, inwieweit die Ergebnisse auf normierte 
MaBe VT[ ~T  fiber beliebigen Grundmengen M T  ~ (Mi,  i ~ T) ausgedehnt werden 
kSnnen; as zeigt sich, dab dabei topologische Eigenschaften der Mengen M~ eine 
wesentliche l~olle spielen. Schlie$1ich wird noch der Zusammenhang mit  Marginal- 
problemen, die in einer frfiheren Arbeit behandelt wurden, hergestellt. 

Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf die Ergebnisse einer frfiheren Arbeit des 
Verfassers ([3]). Daher werden allgemein die dort benutzten Bezeichnungen ver- 
wendet, wobei besonders auf  die in w 0 zusammengestellten Definitionen und 
Hilfss~tze verwiesen sei. 

w 1. Die Konvergenz yon Yerteilungen 

Zun/s werden drei im folgenden benStigte S/s angegeben, deren Beweise 
sich ohne Schwierigkeit aus den - -  den eindimensionalen Fall betreffenden - -  
Bemerkungen in [6] (Seite 179 und 215) ableiten lassen;  hinsichtlich analoger 
Aussagen in allgemeinen topologisehen Riiumen sei auf  [7] verwiesen. Dabei 
bezeichnet ~-n die Gesamtheit  der n-dimensionalen Verteilungen F, d.h. der durch 
die zugehSrige Verteilungsfunktion F (y) ---- ~ ({x ~ R : x  <= y)) charakterisierten 
normierten Mal~e v I ~n ; f~r diese Zuordnung wird kurz F ~+ v bzw. v ~-~ F 
geschrieben*. 

Die Gesamtheit  ~ n  wird zu einem topologischen l~aum durch die Einfiihrung 
der sogenannten Verteilungskonvergenz : 

Definition. Es gilt ~ n  ~ F~ ~) F0 ~ ~ n  genau dann, wenn 

lira F~ (y) ~ F0 (y) ffir alle Stetigkeitsstellen y yon F. 
7g - - ->  r  

Dabei bestehen die folgenden Konvergenzkriterien: 

Satz 1.1. Es sei v~ ~-~ F~ ~ ~ 'n  /i~r k = 0, 1 . . . . .  Dann ist jede der folgenden 
Aussagen mit  F~ ,.> Fo gleichwertig: 

(a) Es existiert eine dichte Teilmenge C von R derart, daft 

lira vk (J) = vo (J) ]i~r alle J = {x : u~ < xi < vi} mit  u~, v~ ~ C; 
]r c~ 

(b) vo(B ~) < l im v~(B) < l im v~(B) < vo(B~) /@alle  B ~ 93n; 
/~- -> o o  /c----> o o  

(c) l imvk(B) = vo(B) ]i~r alle B e ~  n 

Eine Folge yon Verteilungen enth~lt 
vergente Teilfolge; doch gilt das folgende 

Satz 1.2. Eine nicht-leere Teilmenge 
W e n T b  

lira sup v({x  
y - ~ o o  v ~ F e ~  7 

mit ~o(Be) = 0"* .  

nicht notwendig eine verteflungskon- 
Kri ter ium : 

von ~ n  ist genau dann bedingt kompakt, 

: > = 0 .  

* Ist R die Gesamtheit der reellen Zahlen und ~ der a-K6rper der Borelschen Teilmengen 
yon R, so bezeiehnet 78 n I Rn den zugehSrigen n-fachen ProduktkSrper. 

** Fiir Teflmengen B eines topologisehen Raumes bezeiehnen B e, B ~ und Be den offenen 
Kern, die abgeschlossene Hfille und den Rand yon B. 
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Ferner wird ben6tigt, dab der topologische Raum ~ n  metrisierbar ist. Dazu 
wird die folgende Funktion eingeffihrt: 

Definition. Ffir F,  G e ~ n  ist 

d(F, G) : ~ inf{5 :F(y  -- 6en) -- 6 ~ G(y) ~ F(y  + (~en) + 6 ffir alle y e  R ' }  

mit  en : ~- (1 . . . . .  l) ~ R n. 
Nun gilt : 

Satz 1.3. Die Funktion d de/iniert eine Metrik in y n  derart, daft die zugeh6rige 
Konvergenz mit der Verteilungs]~onvergenz ~iquivalent ist. 

I s t  0 ~ T ~ {1 . . . . .  n}, so ]iefert ein einfacher Grenzfibergang ffir die zu Ver- 
teilungen F, G e ~ n  geh5rigen Marginalverteilungen F ' (yT)  : ~- F(yT,  c~) und 
G'(yT) : ~ G(y~, c~) die Ungleichung d(F',  G') ~ d(F, G). Daraus folgt unter 
Anwendung von [1.3] die sparer wiederholt ben6tigte Tatsaehe, dab die Konver-  
genz yon Verteilungen die Konvergenz aller Marginalverteilungen mit  einsehliei~t. 

w 2. Der Beweis des Hauptsatzes 

Zur Untersuchung des in der Einleitung formulierten Problems erweisen sich 
einige Bezeichnungen als zweckm/iBig: 

Definition. Ffir eine beliebige Indexmenge I i s t  

R ~ : ~ ( M ~ , i ~ I )  mit  M t : - - R f f i r i ~ I ,  

~ •  mi~ ~ :  = ~ f f i r i e I  
i e I  

und q~i die Gesamtheit  aller beschr~nkten (bezfiglich der Produkttopologie) stetigen 
Funktionen auf RI. 

I s t  ~ eine endliche Gesamtheit  yon Teilmengen yon I ,  so ist also offenbar 
{ ~ gT : gT ~ ~fT} ein linearer Teilraum yon (~I. 
T ~  

Daneben werden die folgenden Abkiirzungen verwendet:  

Definition. Ffir eine endliche Indexmenge I ist ~ z  die Gesamthei~ der den 
normierten MaBen auf !~x entsprechenden Verteilungen. Die einer Teflmenge T 
von I zugeordnete Marginalverteilung einer Verteilung F ~ I  wird mit  F T 
bezeichnet. 

Dabei kann F ~ als die Konstante  1 interpretiert  werden, w~hrend F ~ mit  F 
identisch ist. 

Nun sei I . 0 endlieh und 0 # % c ~ (I)*. Dann lauSet das in der Einleitung 
formulierte Problem : 

Wann existiert zu Verteilungen FT e ~ T ,  T e ~, eine Verteilung F ~ ~ z  mit  

F T ~ F T  ffiralle T ~ .  

Der einfachste Fall liegt dann vor, wenn alle Verteilungen F T diskret sind, 
d.h. die zugeh6rigen MaBe VT auf eine endliche Menge konzentriert sind. I t ier  
existieren endliche Mengen M / c  R~ derart, dub 

vT ({xT : x~ ~ Mi}) = 0 ffir alle i ~ T und T ~ %. 

* ~ (A) bezeichnet die Gesamtheit aller Teilmengen einer beliebigen Menge A. 
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Beim ~bergang yon RI  zu M :  = (Mt, i e I)  entsprechen den gegebenen Ver- 
teilungen FT,  T E ~i, die Funktionen 

rT(XT):=VT({XT})  ffir X T e M T  

und der gesuchten Verteilung F e ~ z  eine nicht-negative Funktion r auf M mit  

r T ( x T ) : = ~ r ( X T , X T ) = r T ( X T )  ffiralle T e ~ .  

In  diesem Fall endlicher Grundmengen 1/iBt sich das Problem mit  I-Iilfe eines 
Ergebnisses aus [3] 15sen: 

Satz2.1. Es sei M : = ( M i ,  i ~ I )  mit M i : = { 1  . . . .  ,mi}, i e I  ( I  # 0 
endlich ), und 0 # % c ~ ( I). Notwendig und hinreichend da/iir, daft zu Funktionen rT 
au/ MT,  T e ~, eine nicht.negative Funktion r au/ M mit 

r T = r T  /i~r alle T e ?g 

existiert, ist dann die Bedingung: 

ZsTrT>O 
Te% xyeM~. 

/iir alle Systeme yon Funktionen ST au/ MT  mit ~ ST ~ 0 . 
T~?g 

Beweis. Mit den Funktionen _r : = 0 und ~: = c~ auf M ergibt [3] (Satz 3.7) 
ffir die Existenz yon r als notwendige und hinreichende Bedingung: 

Z ZST( T) 
Te~ xTeM~ x e M T~% Te% 

ffir alle Funktionen ST auf MT. 
])as ist nach Definition yon _r und f gleichwertig mit  

 sTrT=<0 
T~ xTeM~ 

ffir alle Funktionen ST auf MT mit ~ ST ~ O. 
Te% 

])iese Bedingung ist mit  der angegebenen gleichbedeutend. _1 
Wie in [3] (Satz 3.7) gezeigt wurde, genfigt es, das Bestehen der angegebenen 

Ungleichung lediglieh fiir jene Funktionen ST mit  ~ 8 T ~ 0 ZU fordern, ffir die 
Te% 

sT (XT) ganzzahlig und [ST@T)] ~ ~ : =  (d - -  1)! 

])abel ist d die ])imension eines dutch ~ best immten linearen Teilraums des R m 
mit  m : = ~ [  ml, also die Schranke ~ durch m! ersetzbar. Eine Einschri~nkung der 

i e I  
Funktionswerte ST (XT) &llf 0 und :J: 1 ist dagegen im Mlgemeinen nieht m6glich. 

Mit Hilfe yon [2.1] liiBt sich nun der folgende I-Iauptsatz beweisen: 

Satz 2.2. Es sei I ~: 0 endlich und O :~ ?g c ?~ (I). Notwendig und hinreiehend 
da/iir, daft zu Verteilungen FT  e Y T  , T �9 ~, eine Verteilung F �9 J I  mit 

F T ~ F T  /i~ralle T ~ %  

existiert, ist dann die Bedingung 

y f g T d F T ~ O  
(V*) ~ ~ 

]i~r alle Systeme von Funktionen ~T �9 (~T , it  gT>o. 
Te~E 
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Beweis. 1. I s t  F e Y z  eine Verteilung mit  den Marginalverteilungen FT,  so 
gilt ffir Funktionen gT E ~T  stets 

T e ~  R T  R1 T e ~  

=>0, falls ~gT>~O.  
T e ~ ;  

Die Bedingung (V*) ist also jedenfalls notwendig. 

2. Nun sei f/Jr die Verteilungen FT ~ ~ 'T ,  T e ~, die Bedingung (V*) erf/illt. 
Dann gilt die angegebene UngMchung - -  s ta t t  ffir gT e ~T  -- allgemeiner f/Jr 

Grenzwerte monoton fallender Folgen derartiger Funktionen, d.h. fiir besehr/~nkte 
nach oben halbstetige Funktionen, und daher ffir alle Funktionen 

g - ~ f l k Z B ~  mit  B ~ e ~ T  und VT((B~)e)~-~0 (VT-':+-FT)*. 
l ~ k  <=l 

Daneben l~Bt sich ohne Einschr~nkung ~J % = I annehmen, da die Konstruktion 
einer Verteilung Fu~ ~ ~ v ~  mit  den Marginalverteilungen -FT genfigt. 

3. Jeder  endlichen Menge A c R werden nun folgendermaBen Verteilungen 
F (T A) ~ ~=T bzw. normierte MaBe v(TA)] ~ T  zugeordnet: 

I s t  A : { ~ . I  . . . . .  ~z} mit  g l < ' " < ~ l ,  so sei 

V(TA)({(~k,, i e T)}) = v~-(A~,, i ~ T) for k~ = 1 . . . . .  l, 
(A) " , ( i + T ) } )  = 0 

1 ~<k~ _-<l 

mit  den Mengen 

A z : = ( - - o o , ~ l ] ,  A k : = ( ~ k - l , g ~ ]  f/Jr l < k < l ,  A z : = ( e ~ - z , + o o ) .  

Es gilt also 

-F(T A)(yT) = FT (YT), falls max A ~ y~ ~ A far  alle i ~ T. 

4. Nun sei C : ~- { ~  : k ~ Z} eine dichte Teilmenge yon R mit  

VT({XT:X~eC})=O ffiralle i e T  und T e ~ : .  

Ffir die gem&B Tell 3 definierten Verteilungen F~  : = F ~  ~ ..... ~ }) gilt dann zuni~ehst 
naeh [1.1]: 

F ~ , . ~ F T  f/Jr alle T ~ .  (1) 

Da naeh Tell 2 ffir festes k aueh die Verteflungen F ~ ,  T ~ ~, der Bedingung (V*) 
gentigen, folgt ferner aus [2.1] die Existenz yon Verteilungen Fk ~ ~ •  mit  

( F k ) T = F ~  ffiralle Y ~  undjedes  Ic~Z. (2) 

I s t  ~ : = {F g : k ~ Z}, so ffihrt die Voraussetzung ~A % = I wegen (2) zu 

sup v({x~: [xz I > ~}) =< sup v ( ~ {x• j XT [ > 7IV]~[ }) 
v<--->lfe.~ v + §  T e ~  

<= X sup"({x,: ix l > :4Vi l}) 
T e ~  v + + P e ~  

T ~  k e Z  

* ZA bezeichnet die Indikatorfunktion zur Menge A. 
** J A l bezeichnet die Mi/chtigkeit einer endlichen Menge A. 
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Das ergibt wegen (1) durch zwehnalige Anwendung von [1.2], dab J bedingt 
kompakt ist. Es existiert also eine Teilfolge ((]cj)) derart, dal3 

Y~j ~ F e ~ x .  (3) 

Aus (1) -- (3) folgt schlieBlich: 

.F T *,': (FkJ) T = F ~  ,,..+1~ T ffir alle T e ~ .  

Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes besitzt die Verteilung F also ffir T E 
die Marginalverteflungen FT. _[ 

Dal~ die Bedingung (V*) in der Tat  die Vertrs der Verteflungen zur 
Folge hat, lal~t sich formal folgendermal~en einsehen: Sind T1, T~ e ~ beliebig, 
so folgen aus dem Bestehen yon (V*) ffir 

gT~ : "~ 4- g ,  gT~ : ~ ~ g und gT  : ---- 0 s o n s t  

mit beliebigem g e ~T~T~ die Ungleichungen 

RT1 RT~ RT z 

das ergibt 

]gd(FT~) T~T~ = ]gd(FT~) T~r~ ffir al]e ge~T~T~ 
RTz T~ RT~ T~ 

und damit 

(FT1) T1T~ -~ (FT2) T~T2 ffir alle T1, T 2 E ~ .  

Die Bedingung (V*) ist offenbar gleichwertig mit 

ygTdFT > i n f  ~ f fT  ffiralle gTe~T, 
Te% R T X leRI  Te% 

wobei ohne EinschrKnkung gT ~ 0 vorausgesetzt werden kann. Daraus und aus 
der Tatsache, dab jede Funktion gT ~ ~ T  Grenzwert einer monoton fallenden 
Folge yon Treppenfunktionen ist, ergibt sieh flit VT "~- F T  die folgende Form der 
Bedingung : 

E 5 vT(B~r) ~ m i n  Y ~ZB~ 
TE~ l ~ k ~ l  xlet~l Te% l < k ~ l  

ffir beliebige Mengen B~ e !~T und 1 E Z. 

Dutch [2.2] wird die Frage naeh der Existenz einer Verteilung mit gegebenen 
Marginalverteilungen beantwortet, jedoch nichts fiber die Eindeutigkeit ausgesagt. 
Es ist leicht einzusehen, dal~ die LSsung normalerweise mehrdeutig ist; allgemein 
gilt sogar: 

Ist  die Verteilung F e ~ I  marginalstetig* und sind alle Marginalverteilungen 
F (~} stetig, so existiert stets eine Verteflung G a ~-I mit 

F 4: G und F T = G  T ffiralle T =~I. 

Zum Nachweis dieser Behauptung sei v das zu F gehSrige MaB. Da die MaBe 
v (i} atomlos sind, l~l~t sich [5] (Satz 5.1) auf die MaBe v = 0 und ~ = 2 v anwenden; 
es existiert also eine Menge A e ~ I  derart, dal~ ~ (B) : = 2 v (A B) ein Marl mit  
~T = VT ffir alle T :~ I definiert. Wegen Q (Rz) = 1 gehSrt zu diesem MaB eine 

* Der Begriff der Marginalstetigkeit wird in [3] (w 0) definiert. 
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Verteilung G e o~i, die wegen ~o(A)= 2v(A) die geforderten Eigenschaften 
besitzt. 

Die Gesamtheit der L5sungen hat allgemein die folgenden Eigensehaften: 

Satz 2.3. Es sei I 4= 0 endlich und 0 7= �9 c ?~ (I). Dann ist die Gesamtheit 

: = { F  ~ ~ I  : F T  = F T  ]i ir  alle T ~ ~} 

/i2r /este Verteilungen FT ~ ~ T  , T ~ ~, eine konvexe und abgeschlossene Teilmenge 
yon ~'x,  die unter der Voraussetzung U ~ = I auch kompakt ist. 

Beweis. Es ist unmittelbar einzusehen, dab ~ stets konvex und abgesehlossen 
ist. Unter der Voraussetzung ~ 9 % =  I gilt ]xi[ 2 < ~ ] X T [  2 und daher ffir 

T E ~  

v ~+ F e ~ stets 

Ix l > r}) "~" ~ ' P ( { X I  : Ix=t > r / V i l l i )  
T e ~  

T~Z 

so dab o~ nach [1.2] in diesem Fall auch kompakt ist. 
DaB zu marginalstetigen Verteilungen FT,  T e %, nicht notwendig eine 

marginalstetige LSsung existiert, zeigt das folgende GegenbeispM: 
Es sei ]I[  = 3 und F ~ ~ I  die -- nicht marginalstetige -- GMchverteilung 

auf dem Simplex {x1: xl > 0 und ~ x i  -- 1}, also FT ffir ]T[ = 2 die Gleich- 
i s I  

verteilung auf dem Dreieek {XT : x~ > 0 und ~ x~ < 1} und daher marginalstetig. 
i e T  

Eine Verteilung G e o~z mit G T =  F T ffir IT] - - 2  definiert dann -- ent- 

spreehend der Zerlegung (0, 1] = ~  - - f / J r  festes 1 e Z eine L6sung 

des folgenden Problems ffir endliehe Grundmengen: 

r T ( k T ) : =  ffir ~ k ~ =  
i s T  

ftir ~ k~ < 
i e T  

und ki = 1 . . . . .  I. 

Durch vollstKndige Induktion naeh l ergibt sich hier als eindeutige L6sung die 
Funktion 

r ( k i ) = ~  ffir ~ k i e { 1 - - 1 , 1 }  ( = 0 s o n s t ) .  
i ~ I  

Daraus folgt ffir d~s zu G geh6rige MaB v die Gleichung 

v ( ( x i : x i ~ O u n d l ~ x i - - l [  g 2 / / } ) =  1 ffiralle l e Z ,  
i ~ I  

und der Grenz/ibergang l --> oo fiihrt zu 

v({xr :x~ ~ 0} und ~ x i  = 1) = 1. 
i e I  

Die ~bereinstimmung der zu IT] = 2 gehSrigen Marginalverteilungen fibertr~gt 
sich also auf F u n d  G, d.h. die L6sung ist eindeutig bestimmt. 
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Dieses Gegenbeispiel ist such ftir die Problemste]lung yon [4] von Bedeutung; 
denn es besagt: Ist  /~T: ~ X#~ mit beliebigen normierten MaVen #~1 !D{i}, so 

l e t  

ist die Bedingung 

~ ] T g T d [ ~ T ~ O  ffir ~gT~=O 
T e ~  R T T e ~  

ffir die Existenz einer Funktion ] ~ 0 mit 

f ] d # ~ : / T  ffiralle T e ~  
RT- PT 

zwar notwendig, aber nicht hinreichend. 
Abschlie~end sei noch eine spi~ter benStigte Folgerung aus [2.2] angegeben: 
Satz 2.4. E8 sei I :# 0 endlich und 0 e~ % c ?~ (I). Dann ist die Gesamtheit aller 

I ~l-tup el (FT, T ~ ~), zu denen eine Verteilung F ~ ~ mit den Marginalverteilun- 
gen FT /i~r T ~ ~ existiert, abgeschlossen und /convex. 

Beweis. Die Abgesehlossenheit ist eine Folge von [2.2], da das Integral ] gT dFT 

fiir festes gT ~ <~T eine stetige Funktion a u f ~ T  ist. Die Konvexitgt ist unmittelbar 
einzusehen. 

w 3. Der aufliisbare Fall 

Zur Erliiuterung der in diesem Abschnitt behandelten Frage werde zun~chst 
der in w 2 bewiesene H~uptsatz auf das folgende Beispiel sngewendet: 

I--~{0 . . . . .  l} und %-~{{0, k } : l _ < k _ ~ / }  ( /eZ);  

gegeben sind also vertrs Verteilungen F~ e ~{0,k}, 1 --~ k _~ l, und gesucht 
ist eine Verteilung F ~ ~ r  mit diesen Marginalverteilungen. 

Die Bedingung (V*) lautet hier: 

~ g ~ d F ~ O  ffir g ~ o , k }  mit ~ g ~ 0 .  

f 
Da die Funktion gk: : infg~ f a r  g~ s <~o,k~ stets in ~(~{0})* liegt und die 

% e R(k } 
Verteflung F o : =  (F~) {~ wegen der Vertr~glichkeit eindeutig definiert ist, sind 
die folgenden Umformungen mSglich: 

1 -<__ k ~ 1 R(0,k } 1 ~ k _~ 1 R(0,]c} 

= Y( X  i) ro 
R(0 } 1 < k ~ 1 

5 ' inf g~ 
Xo e/~{0 } 1 _--<]r ~_l 

= inf ~ g ~ 0 ,  
X l e R  I 1 <~Is <=l 

d.h. die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz yon F e ~-z 
ist bier erffillt. 

* I s t  g l M e in  be l i eb ige r  s - K S r p e r ,  so  beze i chne~  J 4 ( ~ )  d e n  l i n e a r e n  R a u m  al ler  ~-mel~-  
b a r e n  b e s c h r ~ n k t e n  t ~ u n k t i o n e n  g ] M .  
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Dieses Beispiel ffihrt zu der Frage, unter welehen allgemeinen Voraussetzungen 
das Bestehen yon (V*) eine Folge der Vertr/~gliehkeit ist, also mit der folgenden 
Bezeiehnung zur Frage der AuflSsbarkeit : 

Definition. Eine Gesamtheit 3; 4= 0 yon Teilmengen yon I ( I  4: f) endlich) 
heiBt aufl6sbar, wenn zu vertr/igliehen Verteilungen FT ~ ~ T ,  T c ~, stets eine 
Verteilung F ~ ~-z mit diesen Marginalverteilungen existiert. 

Zum Naehweis einer ersten wesentliehen Eigensehaft auflSsbarer Gesamtheiten 
wird die Existenz der bedingten Verteilungen benStigt. Auf Grund der Definitions- 
gleiehung 

F T ( y T ) =  fFT(yT_S lx s )d (FT)  s ffir O~_S~ T 
xS  <-- YS 

wird dabei allgemein vereinbarg: 

FT(yo[XT):= I und FT(yT]Xo): = FT(yT).  

Nun l ig t  sich zeigen: 

Satz 3.1. Ist ~ c ?~ (I) au/16sbar, so sind auch die Gesamtheiten 

mit beliebigem S ~ ~ (I) au/15sbar. 
Beweis. 1. Sind die Verteilungen FST e Y S T ,  T e ~, vertriglieh, so gilt dies 

mit beliebigem FX ~ ~-~ aueh ffir die Verteilungen 

F T  : = F S T ( F ~ )  ~ f  E Y T  fiir alle T c ~ .  

Naeh Voraussetzung existiert also eine Verteilung F e ~-• mit den Marginal- 
verteilungen FT,  so dag 

F S T  = ( F T )  S T  = ( F T )  S T  = AVST ffir alle T ~ 3;. 

2. Wegen S @ ~ = S @ S ~  kann beim Beweis des zweiten Teils der Be- 
hauptung nach Tell 1 ohne Einschr~nkung S c w ~ vorausgesetzt werden. 

Sind nun FS~-T e ~ s : ~ ,  T ~ ~,  vertrggliehe Verteilungen, so ist die Definition 
F s  : = (Fs;-T) s eindeutig und ffir T i ,  Te E 3; gilt mit D : = Ti  Te stets 

f Fs 4 T~ (yD, oo ] XS) dFs = (F s 4 Ti) S4i) (Ys4D) 
~S < YS 

= (Fs4 T2)s $19 (Ys$19) = f F s  2- T2 (YD, c~ ] XS) dFs .  
xs  < YS 

Daraus folgt wegen der Eindeutigkeitseigensehaft der bedingten Verteilungen die 
Existenz einer Fs-Nullmenge N s  e ~3s derart, dab 

FS4T(YTIXS), T e  %, vertrs fiir xs  ~ N s .  

Ffir Funktionen gs4T ~ ~SST mit ~ gs;T >~ 0 gilt daher naeh Voraussetzung: 
TE% 

]gsSTgFs+T(yT]xs)  >=O ffir x s ~ N s .  
Te% I~ T 

Daraus folgt naeh dem Satz yon FvBINI 

Te% R S_L T Te% R S I~ T 

= ; >=0. 
IV S Te~ l~ T 
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Naeh [2.2] existiert also eine Verteilung F E ~-1 mit  

F s $ T = F s $ T  ffiralle T ~ .  _[ 

Da eine Gesamtheit  disjunkter Terimengen stets auflSsbar ist, folgt aus diescm 
Satz insbesondere die AuflSsbarkeit yon ~ im Fall 1%] ~ 2. 

Um ein allgemeines Kri ter ium angeben zu kSnnen, sind zuniichst zwei Spezial- 
f~lle nicht auflSsbarer Gesamtheiten zu untersuchen. 

Fiir den ersten Fall ist der folgende Begriff erforderlich: 

Definition. I s t  I ~: 0 endlich und O �9 % c ~ (I), so bilden die paarweise ver- 
schiedenen Mengen T1 . . . .  , T e e  ~ eine Ket te  bezfiglich ~, falls 

Tj TJ+11~ ~ ~: 0 fiir j : ] , . . . ,  k (Index modulo k). 
Tj, T~+~:vTe~ 

Als Beispiel sei der Fall I I ]  = 3 und ~: = {T c I :  I TI = 2} angefiihrt. 
Allgemein ist hier die folgende Aussage m6glieh: 

Satz 3.2. Es sei I + 0 endlich und 0 �9 Y~c ?~(I). Enthiilt ?g eine Kette 
T1, . . . ,  Te mit k > 2, so ist ~ nicht au]lSsbar. 

Beweis. 1. Es sei S : = {mj : j = l . . . . .  k} mit  

m i ~ T j T J + I ,  m i ~ T  ffir Tj,  T j + I .  T e % ( I n d e x m o d u l o / ~ ) .  

Dann sind ml . . . . .  me wegen/c > 2 paarweise verschieden, und - -  abgesehen yon 
der leeren Menge - -  grit: 

= s e }  m i t  s j :  = 

Da nach [3.1] der Nachweis gen~igt, dal~ S % nicht auflSsbar ist, kann also von 
vornherein vorausgesetzt werden: 

% = { { j - -  1, j}:  1 ~ j  ~ k}. 

2. Fiir T e ~ werden dann die folgenden Verteilungen FT e ~ T  definiert: 

F T ( y T ) : =  �89 oo)(y{) +1--~%[1, o~)(Y{)] ffir T + {k, 1}, 
i e T  i e T  

FT(yT) : = � 8 9  Z[0,~)(Yi) %[I,~)(Yt- {~}) fiir T ~- {]c, 1}. 
i ~ T  

Wegen/~ > 2 und auf Grund yon 

F~}(Y~)---- �89 ~- Z[1,~)(Yi)) fiir alle i ~ T  und T c %  

sind die Verteilungen FT,  T e ~, vertr~glich. 
Die Annahme, es existiere F e ~ mit  F ~ ~- FT ffir alle T e %, fiihrt jedoch zu 

x ~ { 0 , 1 }  ffir j ~ - I  . . . . .  /~] F-fast  
x~ . . . . .  xe, x ~ + x ~ = l  

und damit  zu einem Widerspruch. ] 
Iqeben dem Begriff einer Ket te  wird noch der folgende benStigt: 

Definition. I s t  I . 0 endlich und 0 # ~ c ~ ( I ) ,  so ist I beziiglich ~E zu- 
sammenhis falls zu jedem Paar  i l ,  i2 ~ I eine Menge T ~ ~ mit  {i~, i2} c T 
existiert. 

Ein Beispiel bridet wieder der Fall [ I ]  : 3 und ~ ---- {T c I :  l T ] = 2}. 
Allgemein ist hier die folgende Aussage m6glieh: 
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Satz 3.3. Es sei I 4= 0 endlich und 0 4= % c ,~ (I). Ist I beziiglich % zusamme~- 
hiingend und I r ~, so ist % nicht au/15sbar. 

Beweis. 1. Es sei M : = (M~, i ~ I)  mit  Mi : ----- {0, 1}, i ~ I ,  und 

- - 1 ,  falls ~x~-----0 
i e I  

r ( x ) : =  | + 1 ,  falls ~ x l = l  
! i r  

[ 0 sonst. 

Dann sind die Funktionen rT : = r T, T e ~, vertrgglieh, und es gilt : 

I ~ l  - ~, falls ~ . 4  = o 
i e T  

rT(XT) = / 1, falls ~ x i  = 1 
! i ~ T  

[ 0 sonst. 

Wegen I r % folgt dara.s ~ _--> 0 . n d  Z r~ = [ I l --  a > O. 
".vT6MT 

Da somit in naheliegender Weise zu VerteHungen FT fibergegangen werden 
kann, genfigt der Nachweis, dab keine nicht-negative Funktion ro auf  M mit  
ro T -=~ r T  for alle T ~ % existiert, 

2. Die gegenteilige Annahme ffihrt zu 

t o ( x ) = 0 ,  falls ~ x l > l  f/irgeeignetes T e ~ ,  
l e T  

also nach Voraussetzung zu 

ro (x )= O,  falls ~ x i > l ,  
l E T  

und damit  wegen u ~ - -  I zu 

r o ( x ) = l ,  falls ~ x i = l .  
l e t  

Das ergibt r0 ~ r und damit  einen Widerspruch. _] 
Um nun die wesentliche Aussage fiber die Aufl6sbarkeit formulieren zu k6nnen, 

wird noeh die folgende Bezeiehnung eingeffihrt: 

Definition. Ffir eine Gesamtheit  yon Teilmengen yon I ( I  4= 0 endlieh) ist 

~ * : - = { T ~ : S T 4 = O  ft iralle S ~ % } .  

Eine Gesamtheit  % 4= 0 heis t  reduziert, wenn sie mit  %*/ibereinstimmt. 
Da % endlieh ist und beim ~bergang zu %* genau jene T ~ % gestriehen werden, 

die eehte Teilmenge einer Menge S e % sind, ist die Forderung 

F T = F T  ffiralle T ~ %  

bei vertrggliehen Verteilungen FT,  T ~ ~, gleiehbedeutend mit  

F T = F ~ -  f t i ral le  T ~ % * .  

Die Annahme % = %* bedeutet also keine Einsehrgnkung; hier gilt: 

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, Bd. 3 ] 8 
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Satz 3.4. Ist ~ c ?~(I) reduziert, so lautet eine notwendige Bedingung ]iir die 
A u]16sbarkeit : 

minv%(i) g l  mit  v ~ ( i ) : = ~ Z T ( i  ). 

Beweis. 1. Ffir einen Induktionsbeweis nach n ~ ] I ]  ist die folgende schhrfere 
- -  im Fall n ~ 1 triviale - -  Behauptung geeigneter: 

I s t  ~ reduziert und aufl6sbar sowie ] ~]  ~ 1, so gilt 

I E ~ [ > l  mit  U ~ : : { i e I : v ~ ( i ) - l } .  (1) 

]3eim Nachweis der allgemeinen t~ichtigkeit yon (1) l~l~t sieh voraussetzen: 

u ~ = ~ ,  ]~1>2, K~=%(I). (2) 
denn zuni~chst kann I durch I '  : --~ ~J ~ ersetzt werden, ferner gilt ffir eine redn- 
zierte Gesamtheit  ~ = {T1, T2} stets T1 T2 ~: 0 ~: T1 T2, und schliel~lich erfiillt 
mi t  einer Menge S, die aus jedem Atom yon I ~  genau ein Element enth~lt, nach 
[3.1] auch S ~ die Voraussetzungen yon (1). 

2. Es sei nun zun~chst rain v~ (i) = 1 angenommen. Es gelte etwa i0 E T e % 
i e I  

genau ffir 5" -~ To, also insbesondere io ~ E~. Wegen ] ~] ~ 2 erfiillt dann auch 
~ '  : ~ ( ( I  - -  {i0}) ~)* die Voruussetzungen yon (1); nach Induktionsannahme 
gilt also I E~,/ > 1. Ffir T ' :  = To - -  {i0} bestehen nun zwei MSglichkeiten: 

(a) ist T '  ~ %', so folgt E~, c E~,  

(b) ist T ' ~  %', so folgt Eu, ~= T ' ;  

dabei finder im Fall (b) die Voraussetzung g ~  ~ ~ (I)  Verwendung. Die Annahme 
rain v~(i) = 1 liefert demnaeh in jedem Fall lEvi  > 1, d.h. es genfigt, die 
i e I  

Annahme rain v~(i) > 1 zu einem Widerspruch zu fiihren. 
i e I  

3. Zu diesem Zweek wird in Teil 4 unter den Voraussetzungen yon (1) sowie 
den Annahmen (2) and  rain v~ (i) > 1 bewiesen: 

i e I  

rain v% (i) = 2, (3) 
i E I  

zu io ~ I mit  v~(io) --~ 2 existieren Mengen T1, T2 ~ ~ derart, 
da[~ ioET~T~ nnd m i n v ~ ( i ) : 2 = m i n v ~ ( i ) .  (4) 

Daraus folgt ohne Schwierigkeit die Existenz einer Folge yon Mengen T~ ~ ~ mit  
den Eigensehaften 

T~ =~ TI+I, TI+~ und m i n v ~ ( i ) ~ 2  ffir j ~ Z .  

Wegen der Endlichkeit enths ~ also eine Ket te  T~, T~+I . . . .  , T~+k = T~ mit 
k > 2, woraus nach [3.2] der erforderliche Widersprueh folgt. 

4. I s t  v~(i') -~ rain vz(i ), so grit flit %':  = ( ( I  - -  (i'})%)* notwendigerweise 
i e I  

[%'[ > 1; denn andernfalls wiire I -  {i'} in % enthalten, wegen rain vz(i) > 1 

* ]st ~ eine Gesamtheit yon Teilmengen einer festen Menge, so bezeichnet B~ den kleinsten 
umf~ssenden MengenkSrper. 
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und %* = % also I beziiglich ~: zusammenhs was wegen I ~ % im Wider- 
spruch zu [3.3] steht. 

Nach Indukt ionsannahme enths E~, also zwei Elemente il =~ i2. Dann sind 
die Gesamtheiten 

~ t : = { T e ~ : i ' , i z e T }  ffir l = 1 , 2  

disjunkt, d~ sonst {Q, i2} c T '  e ~ '  gelten wfirde, was sich wegen it e E~, nicht 
mit  K% = ~ (I) vereinb~ren liil~t. Wegen der Minimalits yon i '  gilt also 

und damit  ~l = {Ts}. 
Das ergibt zungchst vz(i') = 2, womit (3) bewiesen ist. Aus ~i%~. = 0 folgt 

ferner ii ~ T2 und is ~ Ti ,  und das ffihrt wegen v~ (is) = 2 neben i '  e T i  T2 zu 

rain v~ (i) - -  2 ----- rain v~ (i). 
iETiT2 ieTiT2 

Damit  ist such (4) bewiesen, da i '  bei der Konstruktion yon Ti  und T2 dutch 
jedes i0 mit  v~ (i0) ~ v~(i') ersetzt werden kann. S 

Dieser Satz liefert das folgende Kri ter ium fiir die AuflSsbarkeit: 

Satz 3.5. Ist I ~= 0 endlich und 0 * ~ c ?~ (I), so ist % genau dann auflSsbar, 
wenn bei geeigneter Numerierung ~ ~ { Ti . . . . .  Ts} /olgendes gilt: 

j<k i<k 

Beweis. 1. Es wird vollsts Indukt ion nach l - -  ]~] durchgeffihrt. Dabei 
ist im Fall 1 ~-- 1 nichts zu beweisen. 

2. Zuns besitze % ~ {Ti,  . . . ,  Tl} mit  l > 1 die angegebene Eigenschaft. 
Es seien FT e ~ T ,  T e %, vertragliche Verteilungen. Da {Ti . . . .  , T/- i} nach 

Indukt ionsannahme aufl6sbar ist, existiert also eine Verteilung G ~ ~ mit  

G T ~ = F ~  ffir l = < k < l .  (5) 

I s t  dann S : ~ ~"  T~, so sind die Verteilungen G s und FT~ auf Grund der Voraus- 
l ~ k < l  

setzung Tt S e ~ ' ~ ( T k )  vertr~tglich. Da {S, Ts} nach der Bemerkung im Anschlu~ 
l<=k<l 

an [3.]] aufl6sbar ist~ exis~iert also eine Verteilung F e ~-~ mit 

F s ~  G s und F ~ - - F T ~ .  (6) 
Aus (5) und (6) folgt 

F ~ - - F T  ffiralle T z  

und damit  die AuflSsbarkeit yon %. 
3. Nun sei umgekehrt  ]%] ---- 1 > 1 und % aufl5sbar. 
Da die zu beweisende Behauptung bei disjunkten Mengen T ~ ~ klar ist, kann 

ohne Einschr/inkung angenommen werden: 

s :  = > 1 } .  o .  
Te~  

Nach [3.1] ist S ~ auflSsbar, also nach [3.4] nicht reduziert. Daher enthi~lt % eine 
Menge T~ mit  S T t e  ~"  ~ (S T), so dab 

Tt( ~ ' T )  c S T e ~ "  ~ ( S T )  c ~ '  ?~(T). (7) 

18" 
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Daraus folgt insbesondere die AuflSsbarkeit yon ~E': = ~E -- {T,}, so dal~ nach 
Induktionsannahme ~'  und damit wegen (7) auch % die behauptete Eigenschaft 
besitzt. _I 

Zur Feststellung, ob eine Gesamtheit ~E auflSsbar ist, ist ausgehend yon 
%o: ~ % rekursiv zu definieren: 

%2~-1: = %2~-2 und %2k: = { i ~ I : ~ z T ( i )  > 1}~2k-1. 

Dann folgt aus [3.5] und [3.4]: 
(a) mit %l-1 ist aueh %z auflSsbar und umgekehrt (l ~ Z beliebig) ; 
(b) ist Z~+I  * {0} und r Z~+I [ = I ~ _ 1  t, so ist %2~+~ nicht aufl6sbar. 

Daher ist % genau dann aufl5sbar, wenn 

%~----{0} ffir 1 > 2 1 % ] .  

An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, da$ im Fall 0 # | c % c ~ (I) mit 
reduzierten Gesamtheiten | und % die AuflSsbarkeit yon ~E nicht notwendig die 
AuflSsbarkeit yon | ergibt, wie das folgende Beispiel zeigt: 

|  = {{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {1, 3, 6}} und %: = | ~- {{1, 2, 3}}. 

Im Fall [ %] ----- 3 ist % genau dann auflSsbar, wenn bei geeigneter Numerierung 

% = { T 0 ,  Tz, T2} mit T 1 T 2 T 0 = 0 ,  

da % andernfalls eine Kette bildet. 
Dieser Fall 1/~8t sieh verallgemeinern zu 

% = {To, T x , . . . ,  Tz} mit T~ Tk~ To : 0 fiir 1 ~_~ ]~1 < k2 ~ 1 ; 

nach [3.5] ist ~ in der gegebenen l~eihenfolge auflSsbar. 
tIier 1KBt sich eine einfache LSsung angeben: 

Satz 3.6. Es sei I ~: 0 endlich und ~ ~ {To, T1, . . . ,  T~} c ?~(I) mit 

]erner seien FT ~ ~ T  , T e ~, vertrSgliche Verteilungen. Dann de/iniert 

xTo<YTo l<=k~_l 

eine Verteilung aus Y I  mit den Marginalverteilungen FT ]i~r T e ~. 
Beweis. 1. Da I die Vereinigung der disjunkten Mengen To, To T~ . . . . .  5Po T~ 

ist, definieren die ffir festes yz e Rz stets ~To-meBbaren Funktionen 

ieTo l <k~ l  

ffir jedes xzo ~ RTo eine Verteilung aus ~-z. Wegen 1/(yI; Xro) I ~ 1 und ] gFTo = 1 
definiert also ~T~ 

F(yz) : : f /(Yz; x~,o)dF~o 
RTo 

eine Verteilung aus ~-z, die wegen der Vertr/~glichkeit yon FT0 und Fr~ trotz der 
Mehrdeutigkeit yon -~T~ (Y~oT~ I XToT~) eindeutig bestimmt ist. 
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2. Ffir diese Verteilung gilt 

FT~ = ~f dFro = t'~o (yro) 
XTo<YT o 

und wegen der Vertr~tglichkeit 

XToT~<YToT~: RToT~ 

= f FT~(Ys~oT,:[XToT~)d(-F~'o)ToT': 
XToT~ <YToT~ 

-~ f FT~(YToT~[XToT~Ix)d(FT~) T~ 
XToT~ <YToT~ 

= F~(yT~) fiir k = l  . . . . .  1. 

Die Verteilung F besitzt also die geforderten MarginMverteilungen. i 
Fiir das zu Beginn untersuchte Beispiel folgt aus diesem Satz : 
Besitzen die Verteilungen Fk S~{o,~}, 1 ~< ]c ~< l, eine fibereinstimmende 

Marginalverteilung Fo ~ J(o},  so definiert 

F ( y o , . . . , y l ) : =  ] ] ~  F~(yklxo)dFo 
xs~yo l < k < l  

eine Verteilung aus ~ (o  ..... l} mit den Marginalverteilungen Fk. 
Mittels [3.6] ist es allgemein m6glieh, im aufl6sbaren Fall eine LSsung des 

Problems explizit anzugeben: 

Satz 3.7. Es sei ~ c ?~(I) mit u ~ : I au/16sbar, d.h. bei geeigneter Nume- 
rierung ~ = {TI ,  . . . ,  T~} gelte 

S ~ T ~ e ~ ' ~ ( T j )  /iir l < k < ~ l  mit S ~ : = ~ ' T j .  
j <k  ]<k 

Sind dann FT  ~ ~ T  , T ~ ~, vertriigliche Verteilungen, so de/iniert 

F ( y ~ ) : =  f ... f dFT,(Y~T, IXs~T,)'"d~T~(YS, T~tXs, T~) 
x,~iT1 <=Ys! T1 CcS~Tz ~--Y,S~Tz 

eine Verteilung aus ~ I  mit den Marginalverteilungen FT  /iir T ~ ~. 
Beweis. 1. Es wird vollsts Induktion nach l durchgeffihrt. Die Richtigkeit 

der Behauptung f/it 1 ~ 1 folgt dabei sofort aus $1 = 0 und T1 = I.  
Ist  die Behauptung ffir 1 -- 1 bereits bewiesen, so bestimmen F ~ ,  . . . ,  FT~_ ~ 

eine Verteilung ~s~ ~ ~-z~ mit 

(Fs~) T~=FT~ ffir ] ~ < / c < l .  

Nun bezeichne Ns~ die Gesamtheit aller Funktionen gs~ ~ d [  (Ns~), ff, r die 

17S z I~S1T ~ BSI_IT~_ ~ 

ffir die also insbesondere die rechte Seite definiert und eindeutig ist. 
])ann ist ~r ein beziiglich monotoner Konvergenz abgeschlossener linearer 

Teilraum yon ~ (~3z~), der nach Definition yon Fs~ die charakteristischen Funk- 
tionen aller Mengen {Xs~ :xz~ =< Ys~} enth~lt, d.h. ~r stimmt mit ~r 
fiberein. 
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2. Das fiihrt zuni~chst zu 

xS~ ~YS~ 

und mit den Bezeichnungen To : ~ Sz T~ und FTo : ~ -  (Fs~) T~ zu 

XTo~YTo xToS~YTos~ 

XTo ~YTo 

Da St Tz ~o ~ -0  und die Verteilungen Fz~, FT~ und FTo nach Voraussetzung 
vertri~glich sind, ergibt [3.6] nun neben F e ~ I  die Gleichungen 

F T~ ~- FT~ und FT~ : (Fs~)  T~ ~-  (Fv~)  T~ : F T ~  fiir 1 ~ /c  < I. 

Die Behauptung gilt ~lso fiir jedes l. ) 
In  w 2 wurde gezeigt, dab zu marginalstetigen Verteilungen/TT, T e ~, die der 

Bedingung (V*) genfigen, nieht notwendig eine marginalstetige LSsung F e ~ i  
existiert; im aufl6sbaren Fall gilt dagegen: 

Satz 3.8. Die Verteilungen .FT in [3.7] seien marginalstetig, d.h. es sei 

2T(yT) = S /Td (~ [Fg~)  mit ~T-mefibare,~ /T >= 0; 
xT~Y T ieT 

dann ist auch die dort de/inierte Verteilung F marginalstetig, d.h. es ist 

F(yI)  : f / d ( ~  F (i}) mit ~i-mel~barem ] ~ O. 
xi<=y I i~I 

Mit den Mengen 
N T : = { X T : f T = - O }  / i~r T ~ %  

und den wegen der Vertriigliehlceit (1-[ F{i})'] ast eindeutigen Funktionen 

] ~ : = ~ / T d ( ] - ~ F  (i}) ffir S ~ T ~  
RaT ieST 

lcann dabei gewShlt werden : 

l : = (xr )  ] - [  ( -  
Te% O~| 

Beweis. 1. Mit G : : ] -~F  ~} e ~ z  sind nach dem Sutz yon F u ~  
ie I  

{x~: jz(xs)  ~- r und {x~: /s(xs)  = 0  und /T(XT) > O} 

ffir S c T e % stets G-Nullmengen, d.h. die Funktion ] ist G-f~st eindeutig 
bestimmt. 

2. Im vorliegenden Fall l&~t sich w&hlen 

fT~. g (  

d.h. wegen w % ~ I gilt ffir die in [3.7] definierte Verteilung 

xi<=y I Te~ l~_k<= l fS~T~ 
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Es ist also die folgende Gleichung nachzuweisen: 

l = YI a-fast. 
Te~ l <_k.<.t f&T~, 

3. Dazu wird vollsts Induktion nach 1 durchgeffihrt. Die Richtigkeit der 
]~ehauptung ffir 1 -~ 1 ist dabei unmittelbar einzusehcn. Da mi~ ~ auch ~ --  (Tl} 
aufl6sbar ist, folgt aus der Annahme, die Behauptung sei fiir 1 -- 1 bereits bewiesen: 

fT~ G-fast. 

Es genfigt also, zu zeigen: 

fT, 
Z:~T, ]-I  l(~e (-])I~l-~ = Z i V T , ~  G-fast�9 

T t e |  

4. Nach Voraussetzung grit Sl Tl c To fiir geeignetes To e % --  {Tl}. Mit der 
Bezeichnung ~ ' :  = ~ --  {T0, T1} folgt daraus 

N l n e  (-1)1| H lT, n| (-1)!| 
T~e~cY T~r 

=IT,  N /ToT,~|174 Tj  1 l ~  /ToT,(~ (-1)1e1+1 
0*| O*~c~' 

fT, 
-- fS, T, ffir G-fast alle x1 e (27T,, RT, ) . 

Die Behauptung gilt also flit jedes I. I 
Es sei noch bemerkt, dab dieser Satz insbesondere auf den Fall diskreter Ver- 

teilungen angewendet werden kann. 
Mittels [3.8] ls sich aul~erdem zeigen: 

Satz 3.9. Die Verteilung F e ~ I  in [3.7] iat unabMingig davon, welche Nume- 
rierung ~ = { T~ . . . . .  Tt} mit der ge/orderten Eigenscha/t zugrunde gelegt wird. 

Beweis. 1. Ffir a-K6rper ~&T~. C ~&r~ werde allgemein definiert: 

P ( . ~ s ~ )  : = {(A~,~, R ~ )  : A s ~  e ~ s ~ }  c ~ .  

Bezeichnet ET~ den zur Verteilung FT~ geh6rigen Erwartungswert, so wurde in 
Teil 1 des Beweises zu [3.7] gezeigt, dab Integrale bezfiglich der Verteilung F dann 
als iterierte Erwartungswerte dargestellt werden k6nnen: 

�9 P ~ . . .  P ~ 

RI 

2. Ffir i e I seien ~ endliche a-K6rper mit 
9 

m eZ 

* Is t  ~ eine Gesamthei t  yon Teilmengen einer festen Menge, so bezeichnet B~ den kleinsten 
umfassenden a-KSrper. 
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Da | : = ~"  X @~. einen Mengenk6rper mit ~| = ~z definiert, ist das MaB 
m ~ Z  i e I  

+~ F dureh die Werte auf | eindeutig bestimmt. 
Ferner wird in Tell 4 bew.iesen: 

I f gdF  ---- lim*ETI('"ET~(g [ P (X  ~ ' ) ) . . .  ]P(X ~.~)) 
R I m~--->e,a ieS~Tt ieS1T1 

ffir alle g e ~"  d / ( X  .9~n'), (8) 
m ~ Z  i~I 

wobei unter lim* ein iterierter Grenziibergang in beliebiger Reihenfolge verstanden 
wird. m,-,~ 

3. Xaeh Teil 2 genfigt also der Naehweis, dab 

ET~('"ET~(ZB]P ( X ~'~'))... IF( X.Smq)~,i, 
i~S~Tt i eS1Tt  

ffir feste m~ E Z ein MaB auf X ~n~ definiert, das vonder  gew~hlten Numerierung 
i e I  

~ {T1 . . . . .  Tl} unabhiingig ist. 
Da die a-K5rper ~ '  endlieh sind, lassen sich die Grundmengen R{i} hier durch 

endliehe Mengen M~ ersetzen. Es kann also etwa angenommen werden: 

x~e{1 . . . . .  m}/TT-fast ffiralle i ~ T  und T e % ,  

so dab die Verteilungen FT marginalstetig sind. 
Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus der Darstellung in [3.8]. 
4. Es genfigt, start der Aussage (8) folgendes zu beweisen: Sind die Verteilungen 

FT~ und F ~  vertr~glich und ist i E T1 T2 beliebig, so gilt ffir feste mk _>-- 0 und 
9 ~ @I(~T~4~) stets 

lim ET~ (ET2 (g] ~ ) )  : ET~ (ET2 (gl ~o ) ) 

mit 
~ , :  = ~ '  • x ~[o • "{Rz, T,} f~r ~ >= 0. 

i eFkeT1T2 

Zum Naehweis dieser Behauptung sei 

])ann gilt wegen ~ o  = ~(~" ~ )  naeh einem bekan~te~ Sate, ~ber Martingale 
(vgl. [1], Seite 331) ~ z  

lim gm(x~, ~,xz~T~ ) = go(X,2~,XT~T~ ) F~-fas t  fiir jedes XT~T~ ~ Rz~ ,z~, 
~r ----~ ~ 3  

also auf Grund der Vertr/~gliehkeit yon/TT~ und/TT~ auch 

lim gm (xT~) = go (x~,) /TT~-fast. 
~ - - >  o o  

Das f/ihrt wegen der gleichms Beschrs der Funktionen gu zu 

lira E~, ( ~ )  = E ~  (go). _1 
? )%--+00  

Aus diesem Satz folgt beispielsweise, da]~ im Fall 

I = { 1 , . . . , n }  und ~ : { { k ,  l cq -1} : l<=k<n}  
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die zu vertriiglichen Verteilungen F~ ~ ~-{k,k+l} geh6rigen LSsungen 

F(y~ . . . . .  Yn ) :=  f .~ "'" f dFn-l(YnlXn-1)'"dFl(Y2]Xl)dF~ 1}, 

G(yl . . . . .  Yn): = f f "'" f dF~(yllx~)'"dYn-~(yn-llXn)dF~n_~ 
Zn~Yn Zn-l~Yn-1 g~2~y~ 

stets fibereinstimmen. 

w 4. Unendlieh-dimensionale Verteilungen 

In  diesem Abschnitt  wird auf die Voraussetzung, die Indexmenge I sei endlich, 
verziehtet; ~ sei jedoch weiterhin eine Gesamtheit  endlicher Teilmengen yon 
I ,  d.h. es gelte ~ c ~0 (I) mit  der folgenden Abkfirzung: 

Definition. Ffir eine beliebige Menge I i s t  

~0( I )  : = {T~  ~ ( I ) :  T endlich). 

Oas Problem lautet  nun allgemein: 
Wann existiert zu Verteilungen F s  ~ ~-T,  T ~ ~, ein normiertes Mall v ] ~ I  mit  

v T+~FT ffiralle T e ~ .  

Zun/ichst seien zwei Beispiele angegeben: 
(a) Sind die Mengen T s ~ disjunkt und ist t j  ~ = I ,  so kann ffir v das 

Produktmal~ der normierten Mal3e VT-~ F~ gew/ihlt werden. 
(b) I s t  ~ = ~0 (I) und sind die Verteilungen FT,  T e ~, vertr~glich, so folgt 

die Existenz yon v aus dem Satz yon Kolmogorov. 
I m  folgenden wird eine einfaehe Verallgemeinerung yon Fall (b) ben6tigt: 

Satz 4.1. Es sei I :~ 0 beliebig und 0 ~= ~ c ~o (I); dabei gelte: 
(*) zu jedem Paar T1, T2 s ~ existiert eine Menge To ~ % mit T1 + T2 c To. 

Dann existiert zu vertriiglichen Verteilungen FT ~ ~ y ,  T ~ ~, stets ein normiertes 
Marl v] ~I  mit 

v T ~ F T  /i~ralle T E ~ .  

Beweis. Die Annahme I = w % bedeutet keine Einschr/~nkung. In  diesem Fall 
l~l~t sich (*) folgendermal~en versch/irfen: 

I s t  S s ~0 (I), so gilt S c T ffir geeignetes T ~ ~ .  (1) 

Wegen der Vertraglichkeit der Verteilungen FT, T ~ ~, werden durch 

G s : = ( F T )  s e ~ S  f/Jr S c T c  

eindeutig vertr/~gliche und f/Jr S e ~ mit  den gegebenen fibereinstimmende Ver- 
teilungen definiert. 

Wegen (1) 1/~l~t sich demnach % = ~0( I )  voraussetzen, d.h. die Behauptung 
ist eine unmittelbare Folge des Satzes yon Kolmogorov. _] 

Nun lgi~t sich das Problem 15sen, falls ~ abzghlbar ist : 

Satz 4.2. Es sei I :~ 0 beliebig und 0 :~ ~ c ,~o (I) abziihlbar. Notwendig und 
hinreichend da/i~r, daft zu Verteilungen FT ~ ~-T,  T ~ ~, ein normiertes Marl 
v] ~ I  mit 

~T'<'-*- F T /iir alle T e ~ 

existiert, ist dann, daft die Verteilungen F,s, S ~ ~, [iir jede endliche Teilmenge 
~: 0 yon ~ der Bedingung (V*) geniigen 
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Beweis. 1. Die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung ist eine unmittel- 
bare Folge yon [2.2]. 

2. Ist  % = { T ~ : k e Z }  und S ~ : = ~ "  Tj, so folgt umgekehrt bei ihrem 
l g j g k  

Best�9 ebenfalls �9 [2.2] die Existenz yon Verteilungen Fs~ �9 ~-s~ mit 

(Fs~) T j = F f j  ffir j = l  . . . .  ,k .  

Nach [2.3] sind dann die Mengen 

{(Fs~+~) s~ : l �9 Z} C.~s~ ffir alle k �9 Z 

kompakt;  nach dem Cantorschen Diagonalverfahren lgBt sich also eine Teilfolge 
((/j)) finden, derart, dab 

(Fz~+j) s~ ,,.~Gs,o�9 ~ ffir alle k � 9  

Daraus folgt nach [2.3] zungchst 

(Gs~) ~'j = Fyj ftir j = ] . . . . .  k (2) 

und wegen ((Fs,)s~§ z~ = (Fs,)s~ ffir 1 > /c ferner 

(Gs~+I)Z~= Gs~: ffiralle k � 9  (3) 

Die Existenz eines MaBes v mit den geforderten Eigenschaften ist nun wegen (2) 
eine Folge yon [4.1], da die Gesamtheit | : = {Sk : k �9 Z} der dort geforderten 
Bedingung (*) gentigt und die Verteilungen Gz~, k e Z, wegen (3) vertrgglich 
sind. _] 

Mit transfiniten Hilfsmitteln 1/~Bt sich dieser Satz auf den Fall, daft I . 0 
und 0 :~ % c ~o (I) vSllig beliebig sind, ausdehnen: 

Satz 4.3. Die Behauptung yon [4.2] gilt auch dann, wenn die Gesamtheit ~ c ?~o (I) 
nicht als abziihlbar vorausgesetzt wird. 

Beweis. 1. 0hne Einschrgnkung kann angenommen werden: 

Dann sind die Mengen 

fg s : = {Gs �9 , ~  s : (Gs) {i) = F{i} ffir alle i �9 S} 

als nach [2.3] kompakte Teilmengen eines nach [1.3] metrischen gaumes ftir jedes 
S e ~0 (I) bikompakt. 

2. Nun sei ~b die Gesamtheit aller Funktionen ~01 ~ mit den folgenden Eigen- 
schaften : 

(a) ?~C?~o(I) und q~(P)afgp ftiralle P � 9  

(b) ~ und q D ( T ) = F T  ftiralle T � 9  

(c) die Verteflungen ~ (S), S �9 | geniigen ftir jede endliche Teilmenge | ~ 0 
yon ~ der Bedingung (V*). 

Die Gesamtheit ~b ist nach Voraussetzung nicht-leer und lgBt sich teilweise 
ordnen durch die Festsetzung: 

< genau dann, wenn 

~ c ~ '  und ~ ' ( P ) = ~ ( P )  fiiralle P � 9  
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3. Ist  05' = {~j[ ~j : j e J} mit beliebigem J + 0 eine linear geordnete Teil- 
menge yon 05, so wird dureh 

j e J  

eindeutig eine Funktion ~ ' [ ~ '  mit den Eigensehaften ( a ) -  (c) definiert, die 
zugleieh eine obere Schranke ffir 05' bildet. 

Die Gesamtheit 05 genfigt demnaeh den Voraussetzungen des Zornsehen 
Lemmas, enth/flt also ein maximales Element ~ol~o. Es bMbt nun ]ediglieh 
~o = ~o(I) nachzuweisen; denn wegen der Vertrggliehkeit der Verteilungen 
Fo (P), P E ~o, folgt die Behauptung dann sofort aus [4.1]. 

4. Ffir testes So ~ ~o (I) -- ~o und endliehes | c ~o sei 

~ ( |  : = {Gsoe ~4So : ~o(S), S e  | und Gso erffillen (V*)}. 

Da die Verteilungen ~vo(S), S e | der Bedingung (V*) genfigen, existiert naeh 
[2.2] eine Verteilung F u ~  e o~w~ mit diesen Marginalverteilungen, so dag 

(-~u| s~174 1~ f~i,,e~(| 
ieSoU G 

Daher sind die Mengen fr (| nicht-leere und nach [2.4] abgeschlossene Teilmengen 
yon ~r deren endliche Durchschnitte wegen 

1~" ~ ( ~ )  ~ ~ (  ~" ~ )  
l < k ~ l  l < k ~ l  

ebenfalls nieht-leer sind, so dab auf Grund der Bikompaktheit yon Ns0 auch 

l-I" ~(~) * 0. 
C~o endlich 

Daraus folgt die Existenz einer Verteilung GSo ~ ~So derart, dab 

qo(P):=~oo(P) fiir P ~ 3 o  und 9 ( S o ) : : G s o  

eine Funktion ~ l ~  mit Fo]~?o -~ ~o]~ und ~o * ~ definiert. 
Die Annahme ~o (I) -- ~o # 0 ffihrt also zu einem Widerspruch. [ 
Der in w 2 bewiesene Hauptsatz ist offenbar in diesem Satz enthalten. 
AbsehlieBend wird kurz die Frage der Aufl6sbarkeit bei beliebigem I behandelt. 

Beispielsweise besagt [4.1], dag jede Gesamtheit, die der dort geforderten Be- 
dingung (*) genfigt, auflSsbar ist. 

Allgemein 1/~l?t sieh die Frage der AuflSsbarkeit stets auf [3.5] zurfickf/ihren: 

Satz 4.4. Is t  I , 0 beliebig und 0 4= % c ?~o (I), so ist ~ genau dann au/16sbar, 
wenn die Gesamtheiten S ~ /iir aUe S c ?~o (I) au/lSsbar sin& 

Beweis. 1. Die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung ergibt sich wie in 
Tell 1 des Beweises zu [3.1]. 

2. Zum Beweis der Umkehrung seien F T ~ ~ T ,  T C ~, verbr/~gliche Vertei- 
lungen und | :~ 0 eine endliche Teilmenge von ~. Mit den Bezeichnungen 

S o : = U |  und |  

~S" : = ( F T )  S~ ffir S' = So T ~ | 

fiihren die AuflSsbarkeit yon | und die Vertr~gliehkeit der Verteilungen ti's, , 
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S' e | dann zu 

fgs'dFs'>=O ffir gs 'e~s '  mit ~ g s , ~ 0 ,  
S'e| R S, S ' e |  

so dM~ wegen | r ~ '  insbesondere 

SgsaE >=0 mit 7g  0. 
S e ~  R S Se|  

Da | beliebig gewiihlt werden kann, existiert also naeh [4.3] ein normiertes Mai~ 
~] ~x mit ~T ~_~ FT ffir alle T e ~. 

Das ergibt die Aufl6sbarkeit von ~:. 
Beispielsweise folgt aus diesem Satz ohne weiteres, dal~ zu vertrs Ver- 

teilungen -Ft, t+l ~ ~{t,t+l}, t e R, stets ein zugeh6riges normiertes Mai~ v] ~R 
existiert. 

w 5. Verallgemeinerungen 

Ist  % # 0 eine Gesamtheit yon Teilmengen einer endliehen Menge I * 0, so 
ergibt der Ubergang yon !~[R zu beliebigen a-K6rpern ~ , ]Mi ,  i e I,  mit dem 
Produktk6rper ~ [ M das folgende Problem :Wann  existiert zu normierten MaBen 
~TI ~T, T e %, ein normiertes MM~ v I ~ mit 

v T = v T  ffiralle T e % .  

In einem besonderen Fall li~gt sich diese Frage sofort beantworten: 

Satz 5.1. Esse i  ~1M der Produktkgrper der a-K6rper ~ i~ber M~ # O, i ~ I 
(I # 0 endlich), und 0 ee ~ c ?~ (I) mit disjunkten Mengen T ~ .~. Dann existiert 
zu normierten Mafien VTI ~T, T ~ ~, stets ein normiertes Marl ~1 ~ derart, daft 

VT = VT /i~r alle T e ~ .  

Beweis. Sind #l [ ~l beliebige normierte Mage, so besitzt das MaB 

~ : =  ( X v~.)x( X /~) 
T ~  i ~ 2 %  

die geforderte Eigenschaft. _! 
Das cinfachste Beispiel einer reduzierten Gesamtheit nicht disjunkter Mengen 

lautet : 
= {0, 2} = {{0, {o, 

Wie sofort aus [2.2] folgt, genfigt hier im Fall ~ ]  Ml = !~ I R die Vertri~glichkeit 
der Mal~e ~T, T 6 %, fiir die Existenz yon v. Da~ diese Aussage bereits im Fall 
separabler a-K6rper nicht allgemein richtig ist, zeigt das folgende Gegenbeispiel: 

Ausgehend yon einer Zerlegung yon J :  = (0, 1] in zwei disjunkte Men gen 
Q~ mit* 

) . , ( Q i ) : = s u p ~ t ( B ) = 0  fiir i = 1 , 2  (1) 

70) werden auf M ~ : :  J die folgenden separablen a-K6rper (vgl. [2], Seite 
definiert: 

~o: = J ~  und 

* I m  fo lgenden beze ichne t  ,% das  Lebesguesche  MM]. 

fiir i = 1,2.  
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Da aus der GMchung ~"  B~Qi ~- ~"  BiQi mit B~, B~ ~ ~o wegen (1) stets 
i=1,2  i=1 ,2  

2 (Bi @ BI) = 0 folgt, wird durch 

/~(A,) : - - - -2(Bd,  falls A ~ = B 1 Q I ~ - B ~ Q 2  mit B~e~o  

f/ir i = 1, 2 eindeutig ein normiertes MaB auf ~i definiert, das auf ~0 mit 2 fiber- 
einstimmt. 

Da die Gesamtheit 

{Ao~ ~ ~o• ~ :  {x~J: (x, ~) ~Aod ~ ~} 
einen ~-K6rper bildet, der alle Rechteeke (Ao, A~)~ ~oX ~ enthglt, und daher 
mit .~o X ~t fibereinstimmt, werden ffir i = 1, 2 dureh 

~0~ (A0d : = t t~({xeJ:  (x, x) eAo~}) (2) 

normierte Mage auf ~o • ~i definiert, die die MarginalmaBe 

v~~ = 2 und Vo~}=/z~ (3) 

besitzen, also insbesondere vertrgglieh sind. 
Ist  nun ~ ein normiertes MaB auf dem a-K6rper ~ : = X ~i fiber der Grund- 

ieJ 
menge M : = (M~, i z I) mit diesen MarginalmaBen, so folgt aus (2) und (3): 

(M) =< ~ ( Z" {~ ~ M :  ~o * x d )  + ~ ( Z" {~ ~ M :  x~ = x~ ~ Q~}) 
i=1 ,2  i=1 ,2  

<= ~ v ( { x e M : x o  . x~} ) -k  ~ v ( { z e M : x ~ e ~ ) ~ } )  
i=1 ,2  i=1 ,2  

= Z ~ , o ~ ( { x ~ M : x o  �9 xd)+ Z~(O~)=o. 
i=1 ,2  i=1 ,2  

Die Annahme, es existiere eine LSsung, ffihrt also zu einem Widerspruch. 
Ohne Beweis sei bemerkt, dab die Aussage yon [2.2] unter den folgenden 

topologischen Voraussetzungen richtig bleibt: 

M~ lokal-kompakt und rational 

g~i = ~{Ai c M~ : A~ often} ffir alle i ~ T z ~ .  
,u~ } regulgr 

Absehliegend wird -- unter Besehrgnkung auf den Fall ~ [ M  = ~3• -- 
noch die folgende Verallgemeinerung untersucht: 

An Stelle der Verteilungen FT e ~ 'T  sind beschrgnkte allgemeine ~{aBe 
vf l  !~T gegeben und start  einer Verteilung F ~ o~z mit den Nlarginalverteilungen 
F~- ist ein beschrgnktes allgemeines Mal3 ~ [ ~3T mit den MarginalmaBen v f  gesncht. 

Itier liegt es nahe, die Forderung ~ => 0 durch die Forderung ~ ~< ~ ~< ~ mit 
beliebig gewghlten allgemeinen ~VIaBen r ~ } auf ~z zu ersetzen. 

Dann ls sich zusammenfassend zeigen: 

Satz 5.2. Es sei I 4:0 endlich und f) . ~ c ?~ (I);/erner seie7~ v <~ ~ allgemeine 
Marie au/ ~ mit v(R~) < ~- oo und ~(R~) > -- c~ sowie ?)TI-~T, T ~ ~, be- 
achriinkte allgemeine Marie. Dann ist die Bedingung 

Z 
(*) Te~ R y R I T~ JR I Te~ 

/iir aUe Funktionen gg ~ ~T 



270 ttA~s G. KELLEKEI~: Verteilungsfunktionen mit gegebenen Marginalverteilungen 

notwendig und hinreichend liar die Existenz eines besehrgnkten allgemeinen Mafies 
v l~)I mit den Eigenscha/ten 

v <_ v _<_ v und v T = vT fi~r alle T ~ ~ ,  

wenn mit den allgemeinen Ma/3en 

( B ) : - ~ - - o o  und ~ ( B ) : :  + o o  /iir 0 * B~?~I  

einer der /olgenden drei Fiille vorliegt: 

(a) v----~ and ~ - ~ e ,  

(b) v und  v besehrSnkt, 

(c) �9 ---- ~ und v beschrgnkt bzw. v = ~ und v beschrSnlct. 

Beweis. 1. I m  Fall  (a) ist die Bedingung (,) gleichwertig mit  

f g T d v T = O  ffir gTSC~T mit  ~ g T = O ,  
Te~ R T Te~i 

also nach [3] (Satz 2.1) mit  der Vertri~glichkeit der allgemeinen Mai~e v~,, T ~ %. 
Die Behauptung  folgt nun aus [3] (Satz 2.2). 

2. I m  Fall  (b) folgt die Behauptung  aus [3] (Satz 4.3); denn mit  der Be- 
zeichnung ~ fiir die gleichm~tSig beschrs stellenweise Konvergenz wurde im 
Ansehlul~ an den Beweis gezeigt, daS das Bestehen der Ungleichung in (N*) fiir 
lineare Teilrs ~ T  yon  J / ( ~  T) geniigt, deren beziiglich ~ abgeschlossene H[ille 
die zu einem Mengenkbrper |  i~| T = ~ T  gehbrigen eharakteristischen 
Funkt ionen  enths 

3. I m  Fall  (e) kann  ohne Einsehrs  v ~- 0 und ~ = ~ angenommen warden, 
da die Bedingung (*) fiir VT, T ~ ~, und  v ~ v stets mi t  der Bedingung (,) ffir 
- -  v r ,  T e 2~, und  - -  v ~ - -  v und  bei beschr&nktem v aul~erdem mit  der Be- 
dingung (*) ffir VT : -- VT -- V r ,  T e ~, und v' : = 0 ~ v v = : ~' gleichwertig ist. 

I n  diesem Fall  ist die Bedingung gleichbedeutend mit  

]gTdvT ~ O ffir gTeCdT mit  ~ g T  ~ O. 
Te~ R T Te~ 

Sie ist also jedenfalls notwendig. Umgekehrt folgt aus ihr 

v~O und vr(R~.)=? ffiralle TeY. 

Im Fall ? ---- 0 kann v = 0 gews werden; andernf~]Is folgt die Existenz yon v 
durch Anwendung yon  [2.2] auf  die normierten MaSe 7-1 vT, T e %. 
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