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Uber den Zentralen Grenzwertsatz fiir abh~ngige Zufallsvariable 
Von 

F .  EICKER 

Zusammenfassung 
Es wird eine Verallgemeinerung eines yon Go])wi~ und Z~EM]3A (1961) angegebenen 

Zentra]en Grenzwertsatzes ffir abh~ngige Zufal]svariable, der wegen zahlreicher Anwendungen 
in der mathematischen Statistik yon Interesse ist und in dessen Zusammenhang der Begriff der 
Verkettung yon ZufaHsvariablen eingeffihrt wurde, hergeleitet. Der Beweis beruht, ebenso wie 
der des Satzes yon GoI)wI~ und Z~E~BA, auf der Momentenmethode. Der bier vorgelegte 
Satz macht yon dem Verkettungsbegriff keinen Gebrauch. In Abschnitt 3 wird ferner der 
bislang allgemeinste Zentrale Grenzwertsatz fiir m-abh~ngige Zufallsvariable (ORGY 1958) in 
weiterhin leicht verallgemeinerter Form auf e]ementarem Wege bewiesen. 

, 

Ein System disjunkter,  endlieher, nicht  leerer Mengen A, B . . . .  yon  Zufalls- 
ver~nderlichen (ZV), die alle auf  demselben Wahrseheinlichkeitsraum definiert 
sind, heil~t unabhiingig, wenn jede Vereinigung endlieh vieler endlicher Teil- 
mengen A ' c  A ,  B ' c  B . . . .  yon  der Vereinigung endlich vieler endlieher Tefl- 
mengen ~us den fibrigen Mengen des Systems unabh~ngig ist [3, Se. 223--5] .  Zwei 
disjunkte, endliche, nicht  leere Mengen yon  ZV hei~en unabh~ngig, wenn die 
gemeinsame Vertei lungsfunktion (VF) der ZV der Vereinigungsmenge gleich dem 
P roduk t  der VF  der ZV der beiden Mengen ist. 

Eine nicht  leere Menge yon  ZV heii~t irreduzibel, wenn sie keine Zerlegung in 
unabh~ngige Teilmengen gestattet .  Es ist leicht zu sehen, dab jede abz~hlbare 
Menge yon  ZV eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Teflmengen besitzt  (bin- 
fort  I-Zerlegung genannt)  [2]. 

Wir  bet raehten Doppelfolgen {~n~, k = 1 . . . .  , kn; n = 1, 2 . . . .  } yon  ZV, fiir 
die kn --> oo grit (dieser und  ~lle folgenden Limites gelten ffir n -+ c~, soweit niehts 
anderes angegeben ist). Die Gesamthei t  der irreduziblen Mengen yon  je s ZV 
(~njl, . . . ,  Snj~ ), die durch beliebige Kombina t ion  (mit Wiederholungen) yon ZV 
aus der n-ten Zeile (~nl . . . . .  ~n~.) der Doppelfolge gebildet werden kSnnen, wird 
mi t  Uns (s = 2, 3 . . . .  ; n = 1, 2 . . . .  ) bezeiehnet. Die Elemente  yon  Uns bezeichnen 
wir mi t  u, v . . . .  ; die Indizes n und  s an den Elementsymbolen  u, v . . . .  sind 
weggelassen, da Verwechselungen nicht  zu beffirchten sind. Die Elemente yon 
Uns lassen sich dann  ausffihrlieher auch in der Fo rm schreiben (~n]l(u),"., $n]s(u)), 
U ~ Uns. Indexvektoren,  die aus dem Vektor  (jl (u) . . . . .  js  (u)) durch Permuta t ion  
der Komponen ten  hervorgehen, liefern definitionsgem~l] ein und dasselbe Element  
aus Uns. Soll fiber alle Mengen u ~ Uns summier t  werden, so schreiben wir ~ .  

Un~- 

Es gilt der folgende Zentrale Grenzwertsatz ffir abh~ngige ZV, in dem die 
Existenz si~mtlieher Momente  der ZV vorausgesetzt  wird. Diese Voraussetzung 
wird jedoeh in den sp~iteren S~tzen beseitigt. 
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Satz 1. Alle Momente der ZV einer Doppel]olge {~nk} m6gen existieren, und es sei 

E~n~ -- 0 ]iir alle n und k ,  (1) 

k~ 

~ E($nj~nk) = 1 /iir alle n .  (2) 
] , k = l  

Es gelte die Voraussetzung (I): ]iir s = 3, 4, ... gelte 
$ 

J E ( ~  ~J~) l ~ o. (3) 
Un~ t = 1 

Es sei ]erner z = (tl . . . .  , tw) ein w-dimensionaler Vektor, w = 3, 4 . . . .  ,dessen  
Komponenten ganzzahlig sind und die Bedingungen 

~) tl = 0 < t2 < " "  < tw = s ,  

fl) min(tv+l -- tv) = 2 
V 

er]iillen. Uns ( ~) sei diejenige Teilmenge von Uns, deren Elemente (~ni~(u) . . . . .  ~ni~(u)) 
eine Zerlegung in w -- 1 irreduzible (notwendig abhgnglge) Teilmengen mit j e  t2, 
ts - -  t2 . . . .  , s - -  tw-1 ZV gestatten. Diese Teilmengen seien mit {$nj,(u), tv + 1 ~ t 

tv.1}, v = 1 . . . . .  w --  1, bezeichnet. Fiir jeden Vektor ~, der die Bedingungen ~) 
und fi) er/i~llt, und alle Zahlen w = 3, 4 . . . .  sowie s = 3, 4, . . .  gelte die Relation 

w--I tv+l 

Z 1~ E([~ ~nJ~(u)) l ->0" (4) 
ueUns(~:) v = l  t = t v + l  

Unter diesen Voraussetzungen konvergieren die VF der ZV 

~n 

k = l  

gegen • (0,1) ( =  Standardnormalverteilung), und die ~n~ sind in]initesimal, d.h. 

lira max e (l ~n~ I > e) = 0 /S t  alle e > O. 

Beweis: 1. ~qach dem Momentenkonvergenzsatz (oder Zweiter Grenzwertsatz 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung; vgl. etwm L o i r e  (1960), S. 185), ist ffir die 
Konvergenz einer Folge yon VF gegen N(0,I) hinreichend, dal3 die Momente 
m-ter Ordnung (m = 0, 1, 2, ...) gegen die entsprechenden Momente der Normal- 
verteilung 

m !/((m/2) ! 2m/2), m gerade, 
~ m =  0, m ungerade, 

konvergieren. Wit werden zeigen, dgB die Momente 

k~ ~n m 

i ~  = E($~) = ~ . . .  ~ E(]-[ ~j,) (~) 
~i=I ] m = l  t=l 

ffir n -~- oo gegen /~m streben ffir m ---- I, 2 ..... D~ die folgenden ~berlegungen 

jeweils fiir einen festgehaltenen Wert yon n gelten, lassen wir diesen Index fort, 

soweit kein Irrtum entstehen kann. 
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2. Wir betraehten, ]eweils ffir festgehaltene m, die (kn) m Indexvektoren 
(jl  . . . .  ,jm), die in der m-fachen Summe in (5) auftreten. Die Anordnung der 
Komponenten  wird durch die Reihenfolge der Summationen in (5) festgelegt. Die 
Gesamtheit  der Vektoren 1KBt sich durch die Gitterpunkte eines m-dimensionalen 
endlichen l~aumes darstellen. Die Koordinatenachsen dieses Raumes numerieren 
wir mit  1, 2 . . . . .  m durch. Es sei Am die Gesamtheit  der Zerlegungen ~ dieses 
l~aumes in nichtleere, durch Aehsen aufgespannte Unterri~ume. Die Nummern  der 
diese Unterri~ume aufspannenden Achsen fassen wit zu den Mengen 

T1 (~), T2 (~) . . . . .  T~<~) (~) 

zusammen; r(~) ist die Anzahl der Unterri~ume der Zerlegung ~ (wird ~ fest- 
gehalten, so schreiben wir auch nur r ) .  Die Dimension des Teilraumes Ti (~) sei ~i. 

Nun zerfi~llt jede der in (5) auftretenden geordneten Mengen x ~ ($] . . . . . .  ~Jm ) 
in ein System irreduzibler Teflmengen, dem eine bestimmte Zerlegung des zuge- 
hSrigen Indexvektors  (jl  . . . . .  jm) [genauer: (jl (x) . . . . .  jm (x))] und somit eine 
Zerlegung g ~ Am entsprieht. I s t  X~ die (yon n abhangige, mSglieherweise leere) 
Mange aller x, deren I-Zerlegung der Zerlegung g entspricht, so ist (5) identisch 
mit  

Mm = Y E (1-[ (6) 
a E A m  XEXc~ t ~ 1 

und welter fiir x c X~ 
m r (~) 

E ( ~  ~/~(x)) = I-[ E(]-~j~(~)). (7) 
t =  l i = 1  t~Tdct)  

~u zeigen jetzt, dab die einzelnen Summen ~ x ~  ffir n -~> cr konvergieren. Da 
die Menge Am yon n unabh/~ngig ist, ergibt sich daraus das asymptotische Ver- 
halten yon Mm. 

3. ][st ffir ein ~ ~min -= min ~i --~ 1, so verschwindet ~ x ~  ffir a l l e n  identisch 
wegen (1). Es genfigt daher, ~min ~ 2 zu betrachten. 

Es sei ~ eine Zerlegung, fiir die ein ~ => 3 ist. Wir betrachten die in ~ x a  ent- 
haltenen Teilsummen, in denen nur fiber die Indizes Jt (x), t ~ Ti (~), i lest mit  
~.~ ~ 3, summiert  wird und die fibrigen Indizes jt (x), t ~ T~ (~), festgehalten war- 
den. (Die Summationsbereiche der Teilsummen h~ngen im allgemeinen aul3er 
yon n und ~ auch yon den Werten der festgehaltenen Indizes ab.) Geht man in 
diesen Teilsummen zu den Betri~gen fiber, so erh~lt man jeweils Teilsummen der 
gegen Null strebenden Summen fiber Un~ (odor yon n unabhiingiger Vielfacher 
dieser Summen) in der Beziehung (3). Diese letzteren bilden also Majoranten der 
betrachteten Teilsummen, die gleichm/~l~ig in den jr(x), t ~ Ti(~), gegen ~ull  
streben. 

Es folgt lira ~ x~ = 0, wenn r162 > 2 ist. Dasselbe gilt ffir die Folge der 
~ ---> o o  

Summon fiber die Betriige und ffir Summen fiber (ffir jedes n beliebige) Tail- 
mengen der Mengen X~. 

4. Sei ~ eine Zerlegung, ffir die ein ~i ~ 2 ist. Wir betrachten ffir ein solches i 
wieder wie in 3. die in ~ x ~  enthaltenen Teilsummen fiber die Indizes jt  (x), 
t ~ Ti (~), bei jeweils festgehaltenen Werten der fibrigen Indizes, nehmen nun aber 
nicht die Betragssummen, sondern ergiinzen die jeweiligen Teilsummen so, dal3 

14" 



196 F .  E m K E R :  

beide Indizes jr,  t e Ti (~), yon 1 bis kn laufen. Jede so erg~nzte Teilsumme ergibt 
nach (2) den Wert  Eins. Daher fallen in der bezfiglieh T, (u) ergi~nzten Summe 
~ x ~  die Summationen fiber zwei Indizes heraus, und die erg~nzte Summe 
sehrumpft auf eine Teflsumme yon ~ x~, zusammen, wo ~' ~ Am-2 bis auf den 
wegzulassenden, dutch Ti(g) gekennzeiehneten Teflraum eine zu ~ analoge 
Zerlegung des (m - -  2)-dimensionalen Indexraumes ist. 

In  5. wird gezeigt, dab die Summe der erg~nzten Terme asymptotisch ver- 
sehwindet. 

t 

I s t  nfin groin > 2, so folgt aus 3., dag die soeben betrachtete Teilsumme yon 
x~ und damit  ~ x~ gegen Null geht, vorbehaltlich des 57achweises yon Ab- 

schnitt 5. 
t 

I s t  ~min = 2, so kann man  die betraehtete Teilsumme yon ~x~  wiederum in 
der oben besehriebenen Weise ergi~nzen. Der hierdureh gewonnene, sich mSglieher- 
weise vielfaeh verzweigende ReduktionsprozeB endet in jedem Zweig nech endlich 
vielen Schritten Und liefert (vorbeheltlich 5.) ~x~  ---> 0, wenn gmax > 2. Das gleiche 
gilt, wenn nur fiber einen Teilbereich yon X~ summiert  wird. 

I s t  m gerade und ~min ~ gmax ~ 2, so folgt ~ x~ -~ 1. Beachtet  man noch, 
da~ es m ![((m/2)!2m[s) Zerlegungen ~ mit  ~ m i n  ~-- C t m a x  ~--- 2 gibt, so folgt 

lim Mnm ~- ~m. 
% - - ~  ( ~  

Vorbehaltlich 5. ist damit  Satz 1 bewiesen. 

5. Die bei der Ergiinzung yon ~ x~ in 4. lfinzugeffigten Mengen x gehSren 
ss zu Klassen X~, mit  ~* 4: ~ und r(o:*) ~ r(~) (insoweit * ~min ~ l ) .  Ein 
hinzugeffigtes ZV-Paar ~j~, ~j/, t, t' ~ Ti (~), (soweit es irreduzibel ist) gehSrt not- 

* > wendig einer irreduziblen Menge mit  mindestens vier ZV-en an. Also mul~ ~max-- 4 
gelten, u n d e s  folgt, wenn auBer der Voreussetzung (3) nun eueh Voraussetzung 
(4) herengezogen wird, des asymptotische Versehwinden der Summe der erg/inzten 
Terme, wobei im Falle * 2 des Reduktionsverfahren des Abschnitts 4. an- 0r n 

zuwenden ist. 

6. Aus (4) folgt ~. (E (~2~k) )2 -_> 0, somit lira max E (~2nk) = 0. Die Tsehebycheff- 
]r n--> oo k 

sehe Ungleichung liefert daraus sehliei~lich die Infinitesima]it~t der ~nk, womit der 
Beweis ebgeschlossen ist. 

B e m e r k u n g  1.1. Unter  den Voreussetzungen yon Setz 1 l~ltt sich in jeder 
Zeile der Doppelfolge {$nk} eine nicht leere Menge yon unabhs ZV 
~ni . . . . . .  ~ni~ finden mit  der Eigenscheft, del~ die Anzahl der ZV, u = u (n), gegen 
oo strebt  ffir n --> r 

Beweis: Da jede Zeile nur endlieh viele ZV besitzt, gibt es stets eine Teilmenge 
yon unebhi~ngigen ZV mit  maximaler Variablenzahl u'  (n) ~ 1. Angenommen, es 
gi~be eine unendliehe Teilfolge {n~} der natfirliehen Zahlen, so daft sup u'(n~) 

i 
u0 < r ist. Dann g/ibe es in den Zeilen mit  n ~ n~ keine v ( >  u0) untereinander 

unabh~ngige, irreduzible ZV.Paare. Folglich w/~ren die im obigen Beweis auf- 
tretenden Klassen Xe ffir Zerlegungen u mit  ~min = ~raax = 2 ffir Momente der 
Ordnungen m > 2 u0 leer. Allein diese Klassen lieferten abet  asymptotisch einen 
positiven Beitrag zu den Momenten (6). 
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. 

Die Voraussetzungen fiber die Existenz der Momente der ~n~ lassen sieh ohne 
Schwierigkeit durch andere ersetzen. Zwei 1V[6glichkeiten, nach denen dies ge- 
schehen kann, fassen wir in Satz 2 zusammen. --  Ist  zun~chst x eine beliebige ZV 
und d eine positive Konstante, so bedeutet x a diejenige ZV, die gleich x ist ffir 
I l l  < a : . d  �9 = 0 ~fir Ixl => a. 

Satz 2. Sei {Xn~; ]c ~ 1, . . . ,  IOn; n -~ 1, 2, . . .}  eine Doppel]olge yon ZV mit  
Ion --> co (alle Limesrelationen des Satzes gelten liar n -+ c~). Es  gelte: 

1. [iir eine Folge (d(n)} reeller positiver Zahlen und /igr jedes ~ > 0 strebe 

P I ( ~  ( ~  - x~<~)) I > ~) -+ o (8) 
k 

(existieren siimtliche Momente aller Xnk, so ]cSnnen a l l ed  (n) -~ c~ gew~ihlt werden; 
Beziehung (8) ist dann identisch er/i~llt). Anstelle von (8) ]cann die/olgende st~ir]cere 
Voraussetzung 1'. gemacht werden : 

1'. es gebe ein t ~ 0 und eine Folge {d(n)}, d(n) ~ O, n = 1, 2 . . . . .  so daft die 
beiden Beziehungen 

~ P(]xn~l  > t)--+0 (9) 
k 

und 
~ E(IxS~- x~<~")])-+o (lO) 
k 

gelten. 
2. /i~r die ZV 

~a(n) _ ~ ~d(n) (11) 

gelte die Beziehung (2) und die Voraussetzuug (I) yon Satz 1. 
Is t  1. und 2. er/i~llt, so ]convergieren die Tiff von 

(Xn~ - -  E (x~<~))) (12) 
k 

gegen N(0,1), und die ~n~ sind in/initesimal. 
B e m e r k u n g :  Da die VF der ~nk vollsti~ndig durch die der Xn~ bestimmt sind, 

sind auch die Abhi~ngigkeitsverh~ltnisse der ~n~ durch die der Xn~ bestimmt. Es 
genfigt also, wenn die Voraussetzung (I) in den ~n~ unter Zugrundelegung der 
Abh~ngigkeitsverh~ltnisse der xn~ erfiillt ist. 

JBeweis: 1. Gilt (8), so stimmen die Grenzverteilungen yon ~ Sn~ und yon (12) 
k 

fiberein. Der Rest folgt aus Satz 1. 
2. Um zu zeigen, dab 1. aus 1'. folgt, setzt man xn~ ---- Xtnk + Ynk. Ist  ~ ~ 0 

beliebig, so erhiilt man durch wiederholte Anwendung der ffir hinreichend grol]e 
kn gfiltigen Ungleichung 

/c~ /cn 

P(] ~ Y n ~ ]  > ~) --~ P(] ~ Y n ~ l  > (5 &[Ynll  ~ (~/kn) + (13) 
/ ~ = 1  k = l  

kn 

k ~ l  

kn Ion- -1  (~)'~- P ( [ X n l [  > l) 

k=2  
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die obere Schranke ~. P(lxn~[ > t) ffir (13), die wegen (9) gegen Null strebt. 
k 

Andererseits folgt aus (10) 

p (] ~ Xtk od(n) d(n) *nk ] > 5) ~ 5 - 1 ~ E ( I  t - x ~ k  - x ~  I) 4 0 .  
k k 

Die Voraussetzung (I) yon Satz 1 ist in praktischen F~llen oft sehwer zu 
handhaben. Sie l~$t sieh auf mannigfache Weise verschi~rfen und dabei ver- 
eiufachen. Dazu sei mit den Gr6Ben (11) yon Satz 2 fiir ein beliebiges Paar ab- 
hi~ngiger ZV (~nu, ~nv) (1 ~ u, v ~ kn; n = 1, 2, ...) unter Tns(u, v) die Anzahl 
aller Mengen e Uns (definiert in 1.) verstanden, die das Paar enthalten, und es sei 

Tns -~ max Tns (u, v) . 
l ~_u,v<=k~, 

Sei ferner ffir s ~ 3 und n = 1, 2, ... U~s eine Teilmenge von Uns mit der 
Eigenschaft, dal~ alle ZV in den (irreduziblen) Mengen (~n] . . . . .  , ~nis) ~ U'ns 
paarweise unabh~ngig sind. Dann gilt z.B. 

Satz 3. Es gelte die Voraussetzung 1. oder 1'. yon Satz 2/iir eine Folge (d (n)} und 

Tnsd(n)S-2~E(]~nu~nv])--~0 ]iir s ~ 3. (14) 
Un2 

Ferner gelte die Beziehung (3) der Voraussetzung (I) oder statt dessert 
8 

I E ( ~  ~.J~)l -> 0 /~r ~ > 3. (15) 
U ~  t = 1 

Gilt schliefilich die Beziehung (2), so konvergieren die VF yon (12) gegen N(0,1). 

Beweis: In  jedem Summanden yon (4) kommt wegen fl) der Erwartungswert 
des Produkts der ZV eines irreduziblen Paares vor. Diejenige Teflsumme yon (4), 
deren Terme alle ein bestimmtes solehes Paar (~nu, ~nv) enthalten, wird unter 
Beachtung der Definition der ~nk (siehe (11)) durch 2Tnsd(n)s-~E(I~nu~nv]) 
majorisiert. Also folgt (4) aus (14). --  Spaltet man auf (3) in die Summe fiber Uns 
und Uns-- U'ns, so geht die erste Summe wegen (15) und die zweite wegen (14) 
gegen Null. 

B e m e r k u n g  3.1. Sind alle Voraussetzungen des Satzes 3 erffillt, so folgt 

lim d (n) = 0, (16) 

denn es gilt stets Tns > 1, und die Summe in (14) ist nicht kleiner als die Summe 
(2). Ist  ferner die Voraussetzung 1'. erffillt, so folgt 

~P( l xn~]  > e) --> 0 (17) 
k 

ffir alle e > 0, wie man unter Beachtung yon (16) leicht nachrechnet. Dann sind 
nicht nur die 8n~, sondern auch die Xn~ infinitesimal. 

B e m e r k u n g  3.2. Der Summationsbereich in (15) l~Bt sieh noeh weiter ver- 
kleinern, in dem man Teilmengen Uns c U'ns mit der Eigenschaft einffihrt, dab 
]e drei ZV in den Mengen (Snip,"', ~nj,) ~ Un's untereinander unabhi~ngig sind. 
Ist  ffir ein beliebiges Tripel abhi~ngiger, jedoch paarweise unabh~ngiger ZV 

i 

{~nu, ~nv, ~nw} T'ns( u, v, w) die Anzahl aller Mengen aus Uns(S ~ 3), die das 
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Tripel enthalten, und 

so folgt (15) aus 

und 

t 
T/,~ = max T~, (u, v, w) ,  

~,V~W 

U " n :  t = 1 

T~.~ d (n)S-3 ~ E (I ~nu ~nv ~nw ]) -> O. 
~7",- ~-'~ 

Entspreehende weitere Reduktionsschritte ffihren sehlieBlieh zu Mengen U~s -2) 
c Uns, deren Elemente ($nj . . . . . .  ~nj~) irreduzible Mengen yon ZV sind derart, 
dab die ZV aller Teilmengen mit  bis zu s - -  1 Variablen untereinander unabh/~ngig 
sind. 

F o l g e r u n g .  Sind die ZV Xn~ in jeder Zeile der Doppelfo]ge {xn~} unabh/~ngig, 
so erhglt man aus Satz 3 (mit Voraussetzung 1'.) den klassischen Zentralen Grenz- 
wertsatz in der Formulierung yon LINDEBERG und FELLER (siehe z.B. [3], S. 316). 
Wegen (2) und Bemerkung 3.1 folgen die Voraussetzungen des letzteren aus den- 
jenigen des Satzes 3. Wenn umgekehrt  (17) ffir alle e > 0 gilt, so gibt es eine Null- 
folge {d (n)}, fiir die (17) gilt. Wegen Tns - 1 bei unabhgngigen xn~ ist dann (14) 
mit  diesen d(n) erffillt. Ferner l/s sich ein t > 0 finden, so da8 (9) und (10) gilt. 
SchlieSlich folgt (15) aus der Infinitesimalit/~t der ~n~- - -  GoDwII~ und Z A I ~ A  
haben ebenfalls auf  die Identit/ i t  des yon ihnen angegebenen Satzes (siehe Satz 4 
welter unten) mit  dem klassisehen Zentralen Grenzwertsatz im Falle unabhgngiger 
Xn~ hingewiesen. 

Mit I-Iilfe des Begriffes der Verkettung yon ZV (linkedness ; [2]) 1/iSt sich durch 
eine Verschgrfung der Voraussetzung (I) erreichen, daS die Bedingungen der vor- 
stehenden Sgtze nur noch die gemischten zweiten absoluten Momente betreffen. 

Definition. Sei M eine Menge yon ZV. Eine symmetrisehe Funktion L (x~, xk), 
die auf  den Elementen x~, xk e M definiert ist und die Werte 0 und 1 annimmt,  
heis t  eine VerkeUung, wenn sie folgende Eigensehaft hat :  sind M1 und M2 
beliebige Untermengen yon M, so folgt aus L (xi, x~) ----- 0 ffir alle x~ e M1 und alle 
x~ e M~ die Unabhgngigkeit yon M1 und M~. I s t  L (x~, x~) ---- 1, so heis t  das 
ZV-Paar xl, x1r verkettet, andernfalls unverkettet. 

Sind M1 und M2 abhgngig, so gibt es mindestens ein verkettetes Paar  xi E M1, 
xk ~ M2. Ein irreduzibles Paar  ist demnach stets verkettet ,  insbesondere ist 
L(x~, x~) ---- 1. I m  allgemeinen ist die Verkettung, die die Abh/~ngigkeitsverhglt- 
nisse der ZV in einer Menge M besehreibt, nicht eindeutig bestimmt. I s t  M endlieh, 
so existiert jedoeh eine Minimalverkettung, definiert dureh ~ L ( x ~ ,  Xk) 11-rain. 

i , k  

Doch aueh eine Minimalverkettung einer Menge M braueht  nieht eindeutig zu sein. 
Besitzt eine Menge M die I-Zerlegung M~, M~ . . . . .  wo ~, fi . . . .  einer abstrak- 

ten Indexmenge A angeh5ren, so gibt es eine Verkettung L mit  L (x~, xk) = 0 flit 
alle xi e M~, x~ ~ M~, ~ e A. Innerhalb einer irreduziblen Menge M~ ist jede ZV 
mit  mindestens einer anderen verkettet .  Besitzt M~ v Elemente, so gibt es zu 
jedem Paar  x ~ , x ~ M ~  eine Ket te  yon ZV x~,x  i . . . . . .  x i .... X k ~ M n ,  in der 
aufeinanderfolgende ZV verket te t  sind; in der Ket te  braueht  keine ZV doppelt 
aufzutreten. 
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Satz 4 [2]. M i t  den Bezeichnungen von Satz 2 sei /iir ein beliebiges verkettetes 
Paar (Xnu, Xnv), 1 <~ u, v < kn, n = 1, 2 . . . . .  Ons (u, v) die Anzahl  derjenigeu 
Mengen ~ Uns, die das Paar enthalten. Es  gebe eine Funkt ion  0 (n) und eine Zahl c, 
2 <_ c <-- 3, so daft ]i~r s ~ 3, 4 . . . .  jeweils ]i~r n ---> r die Abschditzungen 

max Ons (u, v) -~ 0 (0  (n) s-c) (18) 
U,V 

gelten. Es  seien /erner die Beziehungen (9) und (10) ]i~r ein t > 0 und /i~r d(n) -~ 
= 7 / 0  (n) bei beliebigem ~ > 0 er/iillt. Auflerdem gelte/fir die durch (11) de/inierteu 
$n~ die Beziehung (2) von Satz 1 sowie 

0 (n) 2-c ~ E (] ~nu ~nv ]) = 0 (1), (19) 

wo die Summe  iiber alle verketteten Paare aus der Menge ~nl . . . . .  ~n~, zu erstrecken 
ist. Dann  konvergieren die VF yon 

( x ~  - E (xl /~ 

gegen N (0,1). 

Beweis: Es braucht nut  gezeigt zu werden, dab die Voraussetzung (I) yon 
Satz 1 aus (19) folgt. In  jeder Menge (~nj . . . . . .  ~nj~) ~ Uns, fiber die in (3) und (4) 
summiert wird, gibt es ein verkettetes Paar. Ffir (3) und (4) ergeben sich dann ffir 
s : 3, 4 . . . .  und beliebiges ~ > 0 dig Abschiitzungen, die jeweris ffir n -+ c~ gelten, 

O(d(~)~-UO(n)~-~ ~ E ( l ~ v l )  ) = n~-20(O(~)e-~ ~ E ( [ ~ I )  ) = n*-eO(1). 
U~V It,V 

B e m e r k u n g  4.1. Da notwendig d(n) --> O, gilt O(n) ~ c~. 

Die Einffihrung der Zahl c gestattet eine gewisse Freiheit in der Wahl der 
Funktion 0 (3). Dadurch wird der Satz flexibler gegenfiber gewissen Anwendungen 
auf nichtparametrische Probleme (vgl. dazu [2], S. 684). Wegen weiterer An- 
wendungen in der Statistik, insbesondere auf Folgen m-abh/ingiger ZV (vgl. auch 
welter unten), wird ebenfalls auf [2] SOWiG auf [5] verwiesen. Auf Grund der Be- 
merkung 1.1 lassen sigh jedoch die verschiedentlieh in der Literatur betrachteten 
Zentralen Grenzwerts~tze ffir Summe yon ZV ~ yon der Gestalt 

~,~ : 1. i. m. ~ ej x~+j, k = 1, 2 . . . . .  
n- ->cr  j = 1 

wo die c i reelle Konstante mit ~c~  < c~ und dig xj unabh/~ngige ZV mit 
i 

sup E x  2 < c~ sind, nicht ohne weiteres aus den obigen S/s folgern (vgl. [1]). 
] 

A n w e n d u n g  y o n  S a t z  4. Der Begriff der Verkettung erweist sigh zur 
Herleitung eines Grenzwertsatzes ffir m-abh/~ngige ZV als sehr vorterihaft. Man 
nennt die ZV einer Doppeffo]ge {Xn~} m.abhiingig, wo m eine gegebene ganze 
niGhtnegative Zahl ist, wenn ffir alle n und alle s, t mit 1 ~ s < t <= kn, t - -  s > m 
grit: (xnl . . . . .  xns) ist unabh/~ngig yon (xnt . . . . .  Xnk~). Offenbar genfigt es, jede 
ZV einer Zeile nur rait den m vorangehenden und den m nachfolgenden ZV 
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(soweit sie vorhanden  sind) als ve rke t t e t  anzusehen.  Jcde  Menge e Uns isb in einer 
Menge enthal ten,  die aus m (s - -  1) -[- 1 aufeinanderfolgenden ZV ciner Zeile be- 
s teht .  Eine grobe Abschi~tzung yon m a x  One(u, v) ist daher  O ( ( 2 m ( s -  1))s-2}, 

U~V 

und  in (18) kann  O (n) ale eine K o n s t a n t e  und  c beliebig ~us dem In te rva l l  [2, 3] 
gcws werden. Die Beziehung (10) b rauch t  dann  nur  ffir d(n) -= ~, alle n, m i t  
bel iebigem ~ ~ 0 erffillt zu sein. Beziehung (19) is t /~quivalent  mi~ 

k~ 

E (~k) = O (1). (20) 
k = l  

D a m i t  ha t  m a n  die Voraussetzungen des Satzes yon  0~EY (1958) ffir m-abh/~ngige 
ZV gewonnen,  dem bislang al lgemcinsten Satz dieser Art.  Die Bedingung (20) 
ist jedoch keinesfalls notwendig.  I n  der T a t  lassen sich Veral lgemeinerungen des 
Oreyschen Satzes angeben,  in denen sie abgeschw~cht  is~ - -  in dem folgenden 
Satz 5 beispielsweisc zu dcr t~edingung (25). 

, 

Satz 5. Es sei {xnk} eine Doppel]olge m-abhiingiger ZV, w o m  eine nieht- 
negative ganze Zahl ist. Es gebe eine bestimmte divergente Folge nati~rlicher Zahlen 
{ran; n = 1, 2 . . . .  }, so daft knm-~1__> zo und 

~ P ( r x ~ ]  > ~ / ~ )  - ~ 0  (21) 
k 

/iir alle e ~ O. (Alle Grenziibergiinge gelten /i~r n --> ~ . )  Es gebe eine reelle Zahl 
p ~ O, ]i~r die unter Verwendung der in der Vorbemerlcung zu Satz 2 einge/i~hrten 
Bezeichnung xP liar die abgeschnittenen (truncated) ZV die /olgenden Beziehungen 
bestehen: 

E (XnVk) -~ g ,  (22) 
k 

COY (Xn~k, X~]) -+ a 2 . (23) 
k,i 

E 8  8el 

Znv = XP v+ l +  xVn, v+ 2 + " "  + XP, v+m (24) 

(v ---- 0, 1, . . . ,  IOn - -  m), /erner zn(i) ~ {Zvn; iron ~= v < (i + 1)mn - -  2m} so, daft 

va r  (Zn (i) ) =- rain va r  (Zvn) (24') 
im,~ ~_v~(i+ l)mn-- 2m 

(i =- 0, 1 . . . . .  [(/on - -  m ) m [  1] -- Dn). Gilt dann noch 

D~ 
v~r (z. (i)) -~ o,  (25) 

i = 0  

so/olgt 
VF ( ~ Xn~) --> N (•, a).  (26) 

k 

Der  Satz l i i ] t  sich auf  die folgende e lementare  Weise unabh~ngig yon  den 
vorangehenden  S~tzen und  dem ursprfinglichen Oreyschen Beweis durch Rfick- 
ffihrung auf  den Lindeberg-Fe]lerschen Zentra len  Grenzwertsa tz  ableiten. 
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Beweis:  Analog der Abschs (13) im Beweis von Satz 2 gilt 

k 

fiir alle ~ > 0 wegen (21). Es genfigt also, (26) ffir die Doppelfolge (x~k } start ffir 
{xn~ } zu beweisen. Wegen (22) geniigt es ferner, 

VF(~vn~)-+N(O,~), v~k = x ~ k -  E x ~ ,  
k 

zu zeigen. Nun gilt wegen (25) und der Unabh~ngigkeit der zn (i) 

~.  (zn (i) - -  E zn (i) ) - + 0  (27) 
i 

nach Wahrscheinlichkeit. 
Die Abschnitte der ZV in den Zeilen der Doppelfolge {Xnk}, die durch die Ab- 
schnitte der in den Zn (i) aufaddierten ZV getrennt werden, seien {xn~:, k ~ Sni} ,  
i ---- 0 . . . .  , Dn  + 1. Wegen (27) genfigt es, damit (26) gilt, 

VF{~ (Z vn~)) -~ N (0, ~) 
i keSn~ 

zu zeigen. 
Da (21) fiir alle s > 0 gilt, gibt es eine Folge {m:~} re.it mn = O(mn), so dab 

E P(]xnk]  > l/m:,) -->0 
k 

~l/m~ gilt. Setzt man tn~ = x ~ -  ~nk , so folgt 

~ E ( [ t n k [ } - + O  (28) 
k 

und daraus (vgl. den Beweis yon Satz 2) 

i k e S , ~  

fiir alle ~ > 0. Es geniigt mithin schliel~lich ffir (26) 

w ( E w~} -~ N (o, o), 
i 

WO 

�9 " - -  x 1/~'~ E (x~/~'~). W n ~  ~ E V n k  ' V n k  - -  n k  - -  
k~Sn~ 

gesetzt ist. 
Die Doppeffolge {w,~} genfigt nun dem klassischen Zentralen Grenzwertsatz 

(vgl. etwa [3], S. 316) : die wni sind in jeder Zeile unabh~tngig, und es gilt E w n l  = 0 
fiir a l len  und i. Ferner gilt, wieder analog zu (13), ffir beliebiges s > 0 und ge- 
nfigend groBe n u n t e r  Beachtung yon (21) und der Tatsache, dab in den Mengen 
Sn~ hSchstens 2 mn Indizes vorkommen kSnnen, 

E r(Iwn~l > ~) <= E (E P(Ivhl > ~/2mn}) =< 
i i keSn~ 

Ion kn 

= *nk "l > ( s / 2 m n ) -  (l/ran)) < E P ( [ x n ~ [  > e / a m n ) - + O .  
k=l k=l 
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$chliei31ieh erh/ilt man  mit  Vn~ = v'nk + ( t n k  -- Etn~) ffir die linke Seite yon  (23) 

{eo~ (v~,  v~;) + 2 co~ (v~,  t~) + co~ ( t~ ,  t~)}; (29) 
k,j 

bei festgehaltenem j braucht  nur  fiber j - -  m _< k _< j ~- m summier t  zu werden. 
Wegen I coy (v~k, tnj) l <= (4/m~) E ([tn11) und (28) s t rebt  die Doppelsumme fiber die 
zweiten Terme gegen Null;  /~hnlich zeigt man,  dag die ] )oppelsumme fiber die 
dr i t ten  Terme gegen Null strebt. Folglich besitzt (29) den Grenzwert  a 2, und  der 
Beweis ist vollst/indig. 

B e m e r k u n g  5.1. I)er  Satz yon  OnEu in dem, wie zuvor  bemerkt ,  s tar t  (21) 

~ P ( I x n ~ l  > ~ ) - . 0  (30) 
k 

ffir mile e > 0 und  s ta t t  (25) 

var (x~k) = 0 (1) (31) 
k 

sowie ferner (22) und (23) gefordert  wird, folgt aus Satz 5. Erf/illen n/imlieh die 
m-abh/tngigen ZV{xn~} die Beziehungen (30) und  (31), so gibt  es stets eine Folge 
{ran} mit  den in Satz 5 ver langten Eigenschaften.  Wegen 

v+m v4-m 
var  Znv ~ ( ~, (var x~V~)l/2) z < m 2 ~ var  xnV~, 

k=v+l k=v+l 

und wegen (24') gilt 

/)n k= 

,nn ~ v~r (zn (i)) = O( ~ v~r x~)  = 0 (1), 
i=0 k= l  

woraus (25) folgt. 

Den Herren Professoren WASSILY HOE~rDLWO und S. K. ZAI~E~BA bin ich fiir verschiedene 
Anregungen und kritische tlemerkungen im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit zu 
besonderem Dank verpflichtet. 
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