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Summary. Let c~ be a coding:  B--~A*, to which is associated a mapping  Q~Q~ 
from the set of ergodic measures on B z to the set of  ergodic measures on 
A z. We derive a relation between the number  of ergodic solutions of  the 
equat ion P = Q~ where P is a given ergodic measure on A z, and the ambig- 
uousness of  decoding for each of the solutions Q. 

1. Introduction 

On se propose  d'6tudier ici la situation suivante: on dispose de deux ensembles 
A et B e t  d 'une  substitution. 

c~: B--,A* 

off A* d6signe l 'ensemble des suites finies d'616ments de A. On suppose aussi 
connue une mesure P sur l 'espace S = A  z des suites doublement  infinies d'616- 
ments de A e t  on cherche quelles sont les mesures Q sur l 'espace T=  B z qui indui- 
sent la mesure P sur S au moyen de la substitution e (on note P = Q~). 

Le r6sultat principal de cet article est une formule qui relie le nombre  de 
solutions de l '6quation Q~= P au nombre  de rel6vements d 'une  suite de A z dans 
B ~-, dans le cas off la substitution cr est un codage. 

Si P est une mesure ergodique sur A z, on note d(c~, P) le nombre  p.s. de rel6- 
vements d 'une suite de A z dans B z et si Q est une mesure ergodique sur B ~, on 
note d'(~, Q) le nombre  p.s. de rel6vements d 'une suite de A z qui sont dans le 
support  de Q. La  formule que nous 6tablissons s'6crit: 

d'(a, Q) = d(a, P) 
Q~=p 

Si l 'on consid6re les cas extrames, cela signifie que, soit il existe une seule solu- 
t ion ~t l '6quation Q~ = P (et on peut donc  en un sens <<identifieD> la source du con- 
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dage c~) mais l 'ambiguite sur le decodage est maximale,  soit il ne peut y avoir  d 'ambi-  
guite sur le decodage (d' (~, Q) --1) mais il existe d(e ,P)  mesures ergodiques 
Q sur la source qui induisent P sur A z (et on  ne peut donc  pas identifier la cource). 
Nous  donnons  plusieurs exemples de cette situation. 

2. D~finitions et notations 

On considere deux ensembles finis A et B et une application (ou substitution) 

~: B-~A* 

de B dans l 'ensemble A* des suites finies d 'elaments de B. On notera  encore 
le morphisme de monoides  de B* dans A* defini par sa restriction/~ B: 

e(b 1 be. . .  b,) = c~(bl) e(be). . .e(b,) ,  bgeB. 

On dit que c~ est un codage si c'est une applicat ion injective de B* dans A* 
et l 'ensemble 7(B), note X, est alors un code. On en obtient  un exemple en choi- 
sissant ~ de telle fa~on qu ' aucun  mot  de X ne soit un facteur gauche d 'un  autre 
element de X (on dit alors que X est un code prefixe). 

On notera  dans tout  ce qui suit S = A  2~, T = B  z, que l 'on supposera munis 
de leur a-alg~bre naturelle et on designera par  o- et z les decalages (ou shifts) 
respectifs de S e t  T: 

VseS ,  (a(s))n=sn_ 1 off s, designe la n i~me coordonnee  de s. 

E tan t  donnee une suite s e S  on notera  pour  tous n, m de Z (n <m)  

m 

S n =anan+l . . .a  m , 

on dira que l 'intervalle (n, m) est le support du mot  sm. Pour  tout  mot  
w = a 0 a  I ... anEA* on ecrira: 

[w] = { s  ~ Sis;  = w}. 

On n o m m e  scansion d'une suite s de S toute partie doublement  infinie I de 
m - l ~ X "  1~ telle que pour  deux elements consecutifs n, m de I, on ait s. 

Proposition 2.1. Soit P une mesure invariante sur S; si ~ est un codage deux scan- 
sions distinctes d'une suite s de S sont p.s. disjointes. 

D~monstration. Soient 1, J deux scansions de sES; comme ~ est un codage, si 
I et J ont  deux points  communs ,  elles coincident entre ces points :  

n, m e l  c ~ J ~ I  c~[n, m J = J  r~[n,m] 

m- 1 aurai t  deux images reciproques distinctes par  ~. sans quoi  sn 
Soient alors ~ (resp. 4') le temps de derniere (resp. premiere) occurrence de 

points communs  entre deux scansions distinctes d 'une suite seS;  ce sont des 
variables aleatoires ~t valeurs dans Z u { - oo} u { + oo}. 
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Les valeurs  finies de ces variables sont 6quiprobables  puisque 

~(~ s) = ~(s) + 1; 

donc  ~(s)= - ~ et ~ ' ( s )=  + c~, P-presque sfirement ce qui entraine la conclusion 
d 'apr6s ce quipr6c6de.  �9 

Nous  aurons  l 'occasion de revenir sur cette propri6t6 au w off nous don- 
nons un 6nonc6 plus fort que celui-ci. 

In t roduisons  main tenan t  une nota t ion  suppl6mentaire:  soit ~ un m o r p h i s m e  
de B* dans A* et X = c~(B). On notera  G (resp. D) l 'ensemble des facteurs gauches 
(resp. droits) propres  de X:  

G={g~A*lgA+ ~X=~O}, 

D={d~A*[A+ dc~X,t=~}, 

ot~ A + = A * \  {1} est le semigroupe  libre sur l 'ensemble A. 
On  appelle  interpretation d'un m o t  / de A* un triplet (d, b, g)eD x B * x  G 

tel que:  f = d .  c~(b) �9 g. 
On dit que deux interpr6tat ions (d, b, g) et (d', b', g') sont adjacentes s'il existe 

u, v, u', v' ~B* tels que: 

b =uv, b' =u'v', d. c~(u) = d' -~(u'), ~(v). g =  ~(v'). g'. 

Deux  interpr6tat ions qui ne sont pas adjacentes sont, par  ddfinition, dis- 
jointes. 

Proposit ion 2.2. Le nombre maximum de scansions disjointes (deux ?~ deux) de 
s~S est la Iimite du nombre maximum des interprdtations disjointes (deux ?t deux) 
des roots 

s+",,n~N. 

DOmonstration. Soit d(n) le n o m b r e  d ' in terpr4tat ions  deux ~t deux disjointes de 
s,,+"" la suite {d(n)},,N est dOcroissante e t a  donc  une limite, soit d, qui est atteinte 

par t i r  d 'un  certain entier no; le n o m b r e  d est pr6cis6ment le h o m b r e  maxi-  
m u m  de scansions deux /t deux disjointes de s puisque pour  toute  scansion 
I de s l 'ensemble d' indices I r  + n ]  donne une interpr4tat ion de s+~. �9 

On d6duit  en part icul ier  de la p ropos i t ion  pr6c6dente que le n o m b r e  m a x i m u m  
de scansions disjointes d 'une  suite ssS est une fonct ion mesurable  sur S. 

Cette fonction est invar iante  par  le d6calage o- de S et si P e s t  une mesure  
ergodique sur S, elle est donc  p.s. constante.  Sa valeur est, par  d6finition, le de- 
grd de c~ re la t ivement  ~t P, not6 d(a, P); ce h o m b r e  est, d 'apr6s 2.1, le n o m b r e  
de scansions de presque tout  s~S. 

Consid6rons main tenan t  une mesure  de probabi l i t6  Q sur T=B~; on peut  
transf6rer cette mesure  sur A z au moyen  du morph i sme  ~ de la fagon suivante:  
no tons  T '  la tour  construi te  sur T sous la fonct ion : 

f(t) = I~(to)l 
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o6 le(to)l dOsigne la longueur  du mot  a(to). Par  d6finition: 

r ' = { ( t , i ) ~ r x N l l < i < = f ( t ) } .  

Le d6calage de T '  est not6 r ' :  

z'(t, i )=(t ,  i -  1) si i #  1 

=(z(t), f(z(t))) si i =  1 

Et on note  Q' la mesure sur T' qui est le produi t  norm6 de Q par  la mesure de 
comptage  sur {1, 2, . . . ,  f(t)}. On d6finit une applicat ion 4):T '~S  en posant :  
(a(t, i)o = ai~A si e(ro)= a 1 a2. . .  aI( 0 et en rendant  le d iagramme ci-dessous com- 
mutatif :  

T '  ~ > S 

T'  4) >S 

On d6signera par  Q~ la mesure de probabili t6 sur S induite de Q' par  ~b; on sait 
que si Q est invariante ou ergodique,  il enes t  de marne de Q' et donc  de QL 

I1 est c o m m o d e  de poss~der une d6finition directe de Q~ quand  Q est une 
mesure invariante;  on a alors pour  tout  mot  w~A*: 

Q~[w] = ~ (2[b 1 bb 2] 

off la somme porte  sur les triplets (b 1, b, b2) tels que w admet  une interpreta- 
t ion (d, b, g) avec b 1 = 1 (resp. b 2 = 1) si d = 1 (resp. g = 1), et sinon blab  c~ e - l ( A *  d) 
(resp. b2eBc~e-  1 (gA*)). 

Maintenant ,  6tant donn~e une mesure de probabili t~ (~ ergodique sur T, et 
P=Q~, nous avons d6fini le degr~ de e relatif/ t  P qui est p.s. le nombre  de scan- 
sions de s~S. 

Nous  d~finissons main tenant  le degr6 de c~ relat if / t  Q comme le plus petit 
des entiers k tels qu'il existe une partie E de T '  invariante par  r '  et de mesure 
1 telle que p.s. pour  seS  on ait: 

Card  (q5 1 (s) c~ E) = k; 

on notera  d'(c~, Q) ce nombre .  

Exemple 2.3. Soit B = { b  1, b 2, ..., bs}, A =  {a, b} et ~ d6fini par  e(b~)= m~ avec: 
m l = a a a  , m 2 = a a b b ,  m3=ab ,  m r  m s = b b a .  

Si P est une mesure de Bernoulli  positive sur S = A  z, on a: 

d(~, P) = 0 

car le mot  w = b  5 n 'admet  aucune interpr6tat ion (donc P(~b(T'))=0). 
Par contre, si Q est une mesure de Bernoulli  positive sur T = B  et P--Q~,  

on a: 
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d(~, P)= 1 

car le mot  a a b b b b a = m  2 m s n'a qu'une interpr6tation. 
Enfin, si Q est une mesure sur T ne chargeant que {bl, be} z et P = Q~ on aura: 

d (a, P ) =  3 

car chaque mot de {m~, m2}* a trois interpr6tations disjointes. 

3. Rel6vement d'une mesure ergodique 

On utilise les notations du w et l 'on suppose que le morphisme e: B+-+A + 
est un codage. 

On se propose de d6montrer la formule suivante: 

Th6or6me 3.1. Pour toute mesure de probabilit~ ergodique P sur S, on a l'dgalitO 

d'(a, Q)= d(a, P) 

off Ia somme porte sur les mesures de probabilitd ergodiques Q telles que P = Q~. 
Plus prdcis~ment, on peut trouver une bijection bimesurable ~ de Sx  {1, . . . ,  d} 

dans T' telle que, pour chaque mesure ergodique Q vdrifant Q~=P,  il existe un 
sous-ensemble E(d) de {1 . . . .  , d} ayant d'(o:, Q) dl~ments, tel que l'image de Q par 
~b- 1 soit Ogale au produit normd de P par la mesure de comptage sur E(Q): 

O - I ( Q , ) =  ~_ p | 1E(Q). 

Ddmonstration. Associons/t  la mesure ergodique P sur S une mesure/5 sur la tour 
T'construite sur Tde la mani~re suivante: 

Notons  U l'ensemble des 616ments de S qui ont d = d ( e , P )  scansions dis- 
jointes; d'apr6s 2.1 et 2.2, l 'ensemble U est mesurable et de mesure 1. 

On d6finit une application mesurable 

~' :  U •  {1,2 . . . .  , d } - ~ T '  

en num6rotant  les d scansions d'un 616ment de U dans l 'ordre d6croissant de 
leur premier instant avant 0. Si l 'on munit U• 2, . . . ,d} du produit  norm6 
de P par  la mesure de comptage sur {1, 2, . . . ,  d}, on obtient par composition 
avec ~9'-1 une mesure /5  sur T' qui est invariante par le d6calage z' de T'; en 
effet o-' = ~ ' -  1 z' ~'  agit sur U • { l, 2,..., d} comme le produit de o- et d'une per- 
mutation de {1, 2 . . . . .  d} d6pendant de u~U. 

De plus, la tribu des invariants de/5 est atomique et compte au plus d atomes 
puisque si E est un ensemble invariant de T '  tel que 

1 o<P(E)<~-, 
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alors 

O<P(O(E))<=d. P(E)<  1 

en contradiction avec l 'hypoth6se que P e s t  ergodique, puisque q~(E) est invariant 
par  o-. 

Soit maintenant  R u n e  mesure ergodique sur T telle que P = R  ~, c 'est-Gdire 
encore que R'0 ~ l = p  off R' est la mesure sur T'  associ6e ~t R. La mesure R' 
est absolument continue par rapport  ~t P puisque si P (E)=0 ,  on a P(q~(E))=0 
et donc R ' (E)=0.  

La d6riv6e dR'/dP est donc une fonction presque sfirement invariante par 
z'; elle est donc constante sur chacun des atomes de la tribu des invariants de 
-c' pour P. Et comme R' est ergodique, elle est nulle partout  saul sur l'un des 
atomes E de cette tribu. Ceci veut dire que R' est absolument continue par rap- 
port  ~ la restriction de 15 ~tE, qui est une mesure ergodique. Mais deux mesures 
ergodiques distinctes ne peuvent avoir m6me support;  R' est donc 6gale ~t cette 
restriction. 

Chacun des atomes invariants de P correspond donc ~t une des solutions 
de l '6quation Q~=P; il contient un nombre  constant (p.s. pour la mesure P) 
de scansions de chaque 616ment de S, qui est exactement d'(~, {2)- Puisque les 
solutions sont 6trang6res, on a 

d' (a, Q)-< d(a, P) 

mais l'in6galit6 stricte est impossible, du fait que les atomes recouvrent S sauf 
un ensemble de probabilit6 nulle. 

Ordonnons ces atomes d'une fa~on quelconque, et notons-les A~,... ,Ak; 
~t chacun d'entre eux correspond une solution de degr6 d', .... , d~. Nous allons 
maintenant  renum6roter les scansions en chaque point s de U, de fagon mesu- 
rable, en vue de d6finir l 'application ~ de l'6nonc6. 

A chaque point de U correspond un ensemble de d'l entiers distincts dans 
{1,. ..... , d}, qui sont les num6ros de celles de ses scansions figurant dans A,. 
Les ensembles 

O1 ( i l ,  " ' ' ,  idl) = {Se U:(s, il),..., (s, iel) eA1} 

forment une partition ddnombrable de U, index6e sur l 'ensemble des combinai- 
sons d'entiers distincts pris entre 1 et d. Sur chaque 616ment de cette partition, 
renum6rotons les diff6rentes scansions de 1 /t d', en suivant leur ordre naturel. 
Ceci d6finit une application 

re: A1--~U x {1,..., d~} 

qui est mesurable pour  les tribus produit. 
On renum6rote de la marne faqons les scansions de A 2 dans 

v x {dl + 1,..., d; + 4 }  



Rel6vement d'une mesure ergodique par un codage 309 

et ainsi de suite pour tous les atomes Aa,. . .  , A k. On a ainsi d6fini une appli- 
cation 

re: U x { 1 , . . . , d } ~ U  x {1 .... ,d}  

bijective, bimesurable et pr6servant la mesure /5. Posons 0 = ~ , ' o  ~z-1: l 'appli- 
cation 0 a bien toutes les propri6t6s de l'6none& �9 

Remarque. Ce r6sultat est tras proche du th6or6me de d6composition ergodique 
de Newton-Parry  [5], qu'on pourrait  utiliser d'ailleurs dans sa d6monstration. 

Exemple 3.2. Consid6rons l'exemple 2.3 et une mesure ergodique P sur S = {a, b} z 
qui ne charge que 1'ensemble U des mots infinis off les suites de b sont de longueur 
2 et les suites de a de longueur congrue ~t 2 rood. 3; on 6crira, par abus de nota- 
tion: 

U = {(b b a a)(a3)*} (z) 

On a alors d = d  (c~,P)=3. 

L'ensemble ~b-l(U) est constitu6 de deux ensembles disjoints de T'  dont 
la projection sur T donne: 

E = {b~, b2} 71, 

F ---- {b  3 b 4 b* b 5 b*} z (toujours par abus de notation). 

Les mesures ergodiques Q sur T = B  z telles que Q~=P  sont obtenues ainsi, 
sauf si P e s t  la mesure de Dirac sur {a} z auquel cas d '= 3 et Q1 est la seule solu- 
t ion/t  l '6quation Q~= P: 

1) une mesure Q1 sur E telle que d'(~, Q1) = 1 
2) Deux mesures Q2 et Q3 sur F qui sont distinctes ou confondues selon qu'elles 

sont ou non de degr6 1. 

4. Suites formellement r6currentes 

N o m m o n g f o r m e l l e m e n t  rdcurrente une suite s~S  telle que tout facteur fini 
de s, w=s"2, n, m~2g, peut ~tre trouv6 une infinit6 de fois pour n > 0  et pour n<0 .  

Pour toute mesure de probabilit6 invariante sur S, l 'ensemble de ces mots 
est de mesure 1. 

Nous nous proposons de d6montrer l'6nonc6 suivant, qui pr6cise 2.1" 

Th6or~me 4.1. Si ~ est un codage, deux scansions d'une suite formellement rdcur- 
rente sont disjointes ou identiques. 

Nous rappelons d 'abord que pour tout morphisme 

c~: B*--~A*, 

il existe un monoide fini M e t  un morphisme: 

7:A*--~M 
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qui sature l ' image X* de B*: 

7-  1 7(X*) = X*. 

I1 suffit en effet de consid6rer pour  chaque lettre a de A la relation 7(a) sur 
l 'ensemble G des facteurs gauches propres de X ainsi d6finie: 

7(a) = {(g, g a)lg~G, gaeG} vo {(g, 1)lgeG, g aEX}. 

On 6tend ensuite 7 en un morphisme de A* dans le monoide  M des relations 
sur G e t  on a pour  tout  mot  wEA*: 

(g, g') e 7 (w)~=u{w = u x g', g u e X, x s X*} ou {g w = g'}. 

On  en d6duit l '6quivalence: 

(1, 1)~7(w)~weX* 

qui mont re  que 7 sature X*. 

Remarque. Cette const ruct ion mont re  que l 'ensemble des suites qui ont  au moins 
une scansion est un <<sofic system>~ au sens de B. Weiss [6]. Cela est vrai plus 
g6n6ralement quand  l 'ensemble X est reconnaissable (cf. [3], par  exemple). 

D~monstration de 4.1. Soit X = c~(B) et 7 un morphisme de A* sur un monoide  
fini M qui sature X * : 7 - 1  7(X,  ) = X*. 

S o i t s e S u n e s u i t e  formellement r6currente;  no tons  F l 'ensemble de ses 
facteurs finis (ou blocs). L 'ensemble des id6aux de M qui rencontrent  7(F), est 
ferm6 par  intersection; en effet si J e t  K sont  deux id6aux de M qui rencontrent  
7(F), on peut t rouver  deux facteurs u, vsA* de s dont  les occurences sont dis- 
jointes tels que 7(u)~J, 7(v)eK;  il existe alors un facteur de s de la forme uwv et 
on a 7(uwv)~J c5 K puisque J e t  K sont des id6aux. Soit donc  K le plus petit 
id6al de M qui rencontre  7(F). 

Consid6rons deux scansions 11 et 12 de s ayant  en c o m m u n  un 616ment que 
l 'on peut supposer  8tre 0; soit i~I1 et mont rons  que l 'on a aussi i~I2; on suppo- 
sera que i > 0 ,  une preuve sym6trique correspond au cas i<0 .  

Posons  h=s~ -~ e X * ;  comme s est formellement r6currente, il existe une 
occurrence d 'un  mot  de 7-  ~ (K) post6rieure ~t i et donc  un entier i ' >  i tel que 
s i ' - l e T - l ( K ) ;  et comme 12 est une scansion de s, il existe un j~ I  2 tel que j>i'.  
Posons  g = s { - ~ ;  on a alors h g ~ X * ;  soit encore k~I 1 tel que k > j  et f=s~ -1, 
de sorte que g0ceX * 

I1 

5 - -  

O i j k 

f 

I2 
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N o t o n s  p = 7(h), m = 7(g), n = 7(f).  Les 616ments m, m ne t  p m n sont  dans  K c~ 7(F) 
et ils engendren t  tous  un id6al contenu  dans  K et r encon t r an t  7(F), qui est doric 
6gal fi K. Or, dans  un m o n o i d e  fini, deux 616ments qui  engendren t  le m6me id6al 
sont  dans  la m6me N-classe,  off ~ est la re la t ion  de G r e e n  ~ = N  v ~ ( o n  se 
r epo r t e r a  ~t [2] ou  [4] pou r  les no t ions  de mono ides  que nous  utilisons). 

Posons  q = m n  et m o n t r o n s  que qp a une puissance  idempoten te .  C o m m e  s est 
fo rmel lement  r6currente  et que h g f s F ,  il existe u, v~A* tels que h g f u h g f v h g f ~ F ;  
on a donc  gfuh, gfvh eFc~  7 -  I(K), ce qui impl ique  que leurs images  pa r  7, soient  
q7(u)p, qT(v)p sont  darts la J f - c l a s se  de qp ainsi que leur produi t .  Cela impl ique  
que la W-c la s se  de qp est un g roupe  et donc  que qp a une puissance  idempoten te ,  
soit  e. 

On a alors q - - e q = e q p q ;  il existe de plus un r ~ M  tel que m = q r  car m et q 
sont  dans  la marne ~t-classe. On en d6duit :  

m = qr = eqpqr = eqpm 

et ce dern ie r  616ment est dans  7(X*) car  e, q, pme7(X*) .  
Ains i  s i -  1 = g s X * ,  ce qui entraine,  c o m m e  X est un code, que i~I  2 et ach6ve 

la preuve  du th6or6me. �9 
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