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Depuis plusieurs ann6es les travaux de recherche relatifs aux variables aldatoires 
(v.a.) fl valeurs dans les espaces de Banach se sont consid6rablement 
d6velopp6es. Une partie importante de ces travaux a 6t6 consacr6e au thdor6me 
central-limite et fl la loi du logarithme it6r& Ces lois limites sont toutes deux des 
propri6t6s de compacit6; d'autre part, on salt qu'une v.a. rdelle v6rifiant le 
th6or6me central-limite satisfait 6galement fl la loi du logarithme it6r& Ces deux 
observations donnent un sens naturel au problbme: <<Quand une v.a./t valeurs 
dans un espace de Banach B, v6rifiant le th6or~me central-limite, satisfait-elle 
~galement fl la loi du logarithme it6r6?>> 

Jusqu'en 1978, on ne savait r6soudre ce probl6me que pour des v.a. dont la 
norme est de carr6 int6grable. En 1978, nous l'avons r6solu sous des hypoth6ses 
d'int6grabilit6 nettement plus faibles [1], [2]. Malgr6 le tr6s net progr6s que 
repr6sentent les deux r6sultats de [1] et [2] par rapport aux 6nonc6s ant6rieurs, il 
restait une petite classe de v.a. pour lesquelles on ne savait pas conclure quand 
la propri6t6 de limite centrale implique la loi du logarithme it6r& 

Nous nous proposons maintenant de donner la solution complete de ce 
probl6me de liaison entre th6or6me centraMimite et loi du logarithme it6r6. 

Dans toute la suite, on ne consid6rera que des v.a. X centr6es, fl valeurs dans 
un espace de Banach r~el s6parable (B, rl" [I), muni de sa tribu bordlienne ~3; on 
dira pour simplifier que ces v.a. sont/ t  valeurs dans B. 

Si X est une telle v.a. et si (X , ) .~  ddsigne une suite de copies ind6pendantes 
de X, on note pour tout entier n: 

S , (X)= ~ X~, To(X)=n-~S,(X), Vo(X)=(1/a,)S,(X), 
k=l  

off, pour tout n: 

a, = (2nL 2 n) ~, 

et L z d6signe la fonction sur 1R +, fl valeurs positives, ddfinie par: 

V x > e e, L2(x ) = Log(Log x), 

gx6[0,  eel, L2(x ) = 1. 
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Nous n'allons pas pr4ciser ici en d4tails ce que sont le th4orhme central- 
limite et la loi du logarithme it4r4. Nous nous contenterons de rappeler: 

i) On dit qu'une v.a. X v6rifie le th4or4me centraMimite (ce que nous 
noterons dorhnavant TCL) si la suite (Tn(X))n~ ~ converge en loi; 

ii) On dit qu'une v.a. X v6rifie la loi du logarithme it6r6 (ce que nous 
noterons dor6navant LLI) si: 

P{(V, (X)) ,~  est I1" H-relativement compact} = 1. 

Les premiers r6sultats g6n6raux qui pr6cisaient les relations entre ces deux 
propri6t6s ont 6t6 les suivants: 

Th6or6me 1 (G. Pisier [7], Th6or6me 4.3). Soit X une v.a. dt valeurs dans B, 
centr~e, v&ifiant le TCL et dont la norrne est de carrO intOgrable. Alors X v&ifie 
dgalement la LLI.  

Th6or6me 2 (J. Kuelbs [-51, Th6or6me 4.1). Soit X une v.a. ~ valeurs dans B, 
centrde et telle que: 

i) E(IIXII2)< +oo, 
ii) v , (x)  ~v-7~ O. 

Alors X vdrifie la LLI.  

Ces deux 6nonc6s 6taient insuffisants pour d6crire compl6tement la relation 
entre TCL et LLI;  en effet G. Pisier [7] a donn6 des exemples de v.a./i valeurs 
dans P(2 < ct < + oo) dont la norme n'est pas de carr6 int6grable et qui v6rifient/t 
la lois le TCL et la LLI. 

En 1978 nous avons 6tabli successivement les deux 6nonc6s suivants qui 
am6liorent substantiellement les Th6or6mes 1 et 2: 

Th6or6me 3 [,1]: Soit X une v.a. d valeurs dans B, centr~e, v&ifiant le TCL et telle 
que: 

3c~e]0, 1[,: E(IIXHN(L2I[X[[)-~)< § oo. 

Alors X v&ifie ~galement la LLI .  

Th6or6me 4 [-2]. Soit X une v.a. d~ valeurs dans B, centr~e, v&ifiant le TCL et telle 
que: 

E(IIXlJ 2 g 3 IIXII/LNIIXI[ ) < + oo, 

of~ L 3 est ddfinie de fagon analogue dl L 2. 
Alors X v~rifie dgalement la LLI .  

Mais malgr6 le progrhs important qu'il repr6sente par rapport aux 
Th6or6mes 1 et 2, le Th6or~me 4 ne permet toujours pas de conclure pour 
n'importe quelle v.a. quand le TCL implique la LLI. En effet, il est bien connu 
qu'une condition nbcessaire pour que X vhrifie la LLI est: 

a(llXlL~/L2LIxql)< + oo. 
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En un certain sens, c'est la meilleure possible car G. Pisier et J. Zinn [8] ont 
montr6 que, jointe/ t  quelques hypoth6ses additionnelles, elle est suffisante pour 
qu'une v.a./t valeurs dans un espace de Hilbert H v6rifie la LLI. 

Une meilleure adaptation au probl6me 6tudi6 de la m6thode que nous avons 
introduite pour d6montrer les Thdor6mes 3 et 4 nous a finalement permis de 
r6soudre compl6tement le prob16me de la liaison entre TCL et LLI, en 6tablis- 
sant le r6sultat suivant: 

Th6or6me 5. Soit X une v.a. d valeurs dans B, centr6e, v6ri~ant le T C L  et telle 
que: 

e([IX[12/L2[IXlr)< + co. 

Alors X vdrifie dgalement la LLI .  

Nous allons donner la d6monstration de ce rhsultat; elle est bas6e essentielle- 
ment sur le Lemme suivant dfi ~t G. Pisier ([7], Th6orhme 3.1): 

Lemme 1.1) Eespace vectoriel CL~(B)  des v.a. X d valeurs dans B telles que: 

sup E [J T,(X)II < + oo, 
n 

muni de la norme : 

C t ( X )  = sup E rl Tn(X)II, 
// 

est un espace de Banach. 

2) Eespace vectoriel L I  ~(B) des v.a. X d valeurs dans B telles que: 

Esup ][ V,(X)H < + oo, 
n 

muni de la norme : 

L I ( X )  = E sup I] V,(X)[I, 
n 

est un espace de Banach. 

3) Une v.a. X centr~e, d valeurs dans B, v&ifie le T C L  si et seulement si pour 
tout ~ strictement positif  il existe une v.a. dtag6e Y d valeurs dans B, centrde, telIe 
que: 

C L ( X  - Y) < ~. 

4) Une v.a. X centr6e, d valeurs dans B, v6rifie la L L I  si et seulement si pour 
tout ~ strictement positif  il existe une v.a. dtag6e Y d valeurs dans B, centrde, telle 
que: 

L I ( X  - Y) < e. 

Remarque. En fait la d6monstration des points 3) et 4) precise la mani6re de 
construire Y. 
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Soit en effet une v.a. X d6finie sur (~2,~,~,P), /t valeurs dans B, centr6e, 
v6rifiant le TCL (resp. la LLI). Si l'on consid6re une suite croissante ( ~ ) k ~  de 
sous-tribus finies de ~-, engendrant ~ ,  on a: 

lim C L ( X  - E ( X  t J~)) = 0 (resp. lim (X  - E ( X  [ 4 ) )  = 0). 
k ~  + ~:~ k ~ + o o  

D6signons par ~o une fonction de Young telle que: 

lira (t 2 L2 t) q~(t) = 1. 

L'espace d'Orlicz L ~ des v.a. Y ~ valeurs dans B telles qu'il existe a > 0  avec: 

E(cp(H YIL/a)) < + oo 

est un espace de Banach s6parable. 
Si X d6signe /~ pr6sent la v.a. consid6r6e dans le Th6or6me 5, on v4rifie 

ais6ment, qu'avec les notations pr6c6dentes, la suite (E(X[~))k~ converge vers 
X dans L ~, muni de la norme de Luxemburg. 

Si nous appliquons /t pr6sent le th6or4me du graphe ferm6 comme le fait 
G. Pisier dans la d6monstration du Th6or4me 1, nous remarquons que la preuve 
du Th6or6me 5 se r6duit/~ 6tablir: 

Proposition 2. Si X est une v.a. centrde, gl valeurs darts B telle que: 

1) supEllZ,(X)l  [ < + oo, 
n 

2) E(IIXII2/LzIIXll)< + oo, 

alors on a ~galement: 

E s u p  IIr~(x)ll < + 0o. 

D6montrons cette Proposition: 

I1 est bien connu (Cf. [7], Proposition 2.2), que: 

sup II g,(X)ll < + ~ p.s. ~ E s u p  IL V,(X)H < + ~ .  ( ,)  
n n 

I1 suffit donc de d6montrer la propri6t6 (.). 
Nous nous restreindrons naturellement au cas off X est sym6trique, le cas 

g6n6ral s'en d6duisant par sym6trisation. 
Notons )~(A) l'indicatrice de l'ensemble A et posons pour tout entier n: 

t/] =Xnz(l lX,  H <=n~(L2n) ~), 

112n _ X  n -  z (n . (g  2 ~  n)-~ < ii X.  ]1 < (nL  2 n)k), 
n _ _  ~ - x .  z([IX.II >(nL2 n)~). 

La d6monstration de la Proposition 2 v a s e  borner $ 6tablir les 3 propri6t6s 
suivantes: 
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i) PfSU~P({n= 1 j_-~l a n ) ~  .-~-oo ~ 1 ,  

ii) lim t/ a m = 0  p.s., 
n~+c~ j 

iii) lim t/ a m = 0  p.s. 
n~+oo j 

La propri6t6 i) est la Proposition 4.3 de [-7]; nous n'en donnerons donc pas 
la d6monstration. 

Remarquons d'autre part que: 

oo 
~, P{ll~/~rl =t=0} ~ CE(rlXH2/L2rlXll). 

j = l  

D'ofi la propri6t6 iii) par application du lemme de Borel-Cantelli. I1 reste donc/t  
6tablir ii). 

Comme c'6tait ddj~ le cas pour la d6monstration des Th6or6mes 3 et 4, la 
preuve de cette propri6t6 ii) est bas6e sur une adaptation appropri6e des 
m6thodes introduites par J. Kuelbs et J. Zinn [-6] pour comparer loi forte et loi 
faible des grands nombres pour des v.a. vectorielles. Nous reprendrons d'ailleurs 
une partie des notations de leur article. 

Comme il n'y a pas d'ambiguit6, on 6crira dor6navant r/, la suite t/~, pour 
simplifier les notations. 

De plus, pour tout entier n: 

0 =(2"+~L22"+1) ~, I ( n ) = { 2 " + l  .. . .  ,2"+a}. 

Remarquons tout d'abord la propri6t6 suivante: 

Lemme 3. 

lim(F] ~ qjlp/0,)=0 p . s .~  l i m  a n = 0  p.s. 
n~ c~ jeI(n) n~ o~ j 

Posons/~ cet effet: 

y.=(F. ,/0.). z.=(1/0.)sup ~ ~.  
jeI(n) jel(n) k= 2n+ 

D'apr6s le Lemme de Borel-Cantelli, on a: 

Vt>0,  ~ P{Iry, l[>t}< +~. 
n=l  

D'autre part, par sym6trie: 

VneN, Vt>0,  P{z,>t}<2P{lIy, lp>t}. 

D'ofi l'on d6duit, 6galement par application du Lemme de Borel-Cantelli: 

lira z, = 0 p.s. 
n~oo 
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Remarquons  ~t pr6sent l'6galit6: 

2~+ 1 n n+ 1 
(1/On) ~ t l j=yn+2-~c ly ,_ l+ . . .+  2 2c, y o +  2 2 c , + l t h  ' 

j = l  

off les c i sont des constantes positives, major6es par 1. 
Ceci implique: 

n~+co  (2n+l  lim - j ~ l  , j / 0 , ) = 0  p.s. 

Soit h pr4sent un entier k, 2"< k < 2 "+ 1 
On a: 

( j~=1~ j /ak)<=(l/O,_l) j~=lrlj +2z , .  

D'ofi l 'on d6duit: 

lim rlj a k = 0  p.s. 
k- ,+  0o j 

Le deuxi6me outil fondamental  dans la d6monstrat ion de la Proposit ion 2 est le 
suivant: 

Lemme 4. Si l'on pose pour tout entier n: 

A ( n ) = 0 ;  ~ Y~ EII~II 2, 
jzI(n) 

On a: 

AZ(n) < + oO. 
n = l  

D6montrons ce r6sultat: 
Posons tout  d 'abord pour simplifier: 

Yj = r/j Z (J~ (L2 J)- ~ < II r/j [I <J~), 

Zj  = r/j z(j -~ < ]1 r/j [] < (j L2j)~). 

On peut 6videmment 6crire, pour tout  entier n: 

A(n)=Aa(n)+Az(n), 

off: 

Al(n)=On 2 2 E H~jI[ 2, Az(n)=On 2 ~ E ]IZjl] 2. 
j z i  (n) j z I  (n) 

Comme pour tout  n: 

AZ(n) < 2AZ(n) + 2A~(n), 
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il suffira d'6tablir: 

V i= l ,2 ,  ~ A2(n)< + ~ .  
n = l  

Commengons par traiter le cas i=  1. 
Toute la d6monstration repose sur l'in6galit6: 

1 

Vn~N, ~ (1/j)Sxdx<=l. (1) 
j e I  (n) 0 

(Remarquons au passage que des in6galit6s plus 51abor6es de ce type ont 6t6 
utilis6es avec succ6s par S. Karlin et Z. Ziegler [4] pour 6tablir des in~galit6s 
entre moments de v.a. r6elles.) 

La suite (T,(X)),~ 6tant born6e en probabilit6, on salt (cf. [3]) qu'il existe 
une constante strictement positive c telle que: 

Vx>0,  P{llXll>x}<=cx -2 

De l'in6galit6 (1), nous ddduisons: 

1 

Vn~N, Z Ix3c(xj-~) -2dx<=c, 
j~I(n)  0 

d'ofi encore: 

1 

VnsN, ~ [xaP{(Z'+l)-~llYfll>xIdx<c, (2) 
j e I (n )  0 

et finalement: 

E(Ir Yflr4/22"+ 2) < c/4. 
j e I  (n) 

Appliquons fi pr6sent l'in6galit6 de Schwarz aux termes de la somme Al(n): 

Al(n) <= ~, (1/L2j){P(]FX fll >j~(Lzj)- ~) E(I] Yfll4/22"+2)} ~ 
j e I (n )  

<(c~-/2)( ~ (L2j)- 2 P(]IX fil >j~(L2j)-�89189 
j e I (n )  

D'ofl' 

A~(n)<=KE(HXpI2/L2 IPXIF). 
t l = l  

Traitons ~t pr6sent le cas i=2.  Nous obtenons de fagon analogue fi ce qui 
pr6c6de" 

1 

F~ L U  ~ x 3 P{(llz~tl/o.) >x} dx<=c. (2') 
j e I  (n) 0 

D'ofi" 

L2 J E (flZj n 4/0r <= c/4. 
j e I  (n) 
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Par application de l'in6galit6 de Schwarz: 

Az(n)< ~ (P(LIXjN >j~)/Lzj)~{E(llZjtl4/O~.)Lzj} ~ 
j e I  (n) 

-<_(c�89 ~ P(IIXfll >j~)/L2j)~. 
j~ I  (.) 

D'o~: 

A2(n) < LE(I[XII2/L2 HXll), 
n=l 

et ceci termine la d~monstration du Lemme 4. 
Un nombre r6el strictement positif 6 6tant fix6, on pose pour tout entier ne t  

tout jeI(n): 

hi= t/j Z(ll~/jII <A~(n)0.}, k~ = ~/~ Z(l[t/fl] >(60.)/4), l j=~l j -k j -h j ;  

de plus: 

S~=l] ~ hill, g2=l[ 2 kill, S~=ll ~ lfll- 
j s I  (.) j~ I  (n) j e I  (n) 

En vertu du Lemme de Borel-Cantelli, on aura 6tabli la propridt6 ii) si l'on 
montre que: 

V6>0, Vj=l ,2 ,3 ,  on a: (j) ~ J P{U.>60.}  < + O0. 
n = l  

Ddmontrons ces trois propri6t6s. 

D~monstration du point (1) 

Nous noterons pour tout nsN:  

bn=60.A(n) ~", c.=A(n)~/6, 6.=(O.6/2b.)=A(n)-~/2. 

On aura alors pour tout jsI(n): 

]LhjI I <=A(n) ~ O. = b. c.. 

On en d6duit par application de l'inhgalit6 exponentielle de J. Kuelbs ([5], 
Lemme 2.1): 

P { U O >60.} = P {(U.~ /2b.)> 6.} 

( _  2 b2 E(llhfll 2) b. E 1 
6. +~-exp(6.  c . ) j~ . ,  b. z ~ - ~  U. ) <exp m 

Par application de l'hypoth6se 1) de la Proposition 2 et de la sym6trie de X, 
nous obtenons: 
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oo n 

s u p ( 2 - g E g l . )  < + 0o. 
1 

D'ofi: 

lira (1/On)EUI,=O. 
t l ~  -? (X3 

I1 existe donc un entier k 1, tel que pour  tout  k>k~: 

1 2 (6k/2bk) EUk < 6k/4. 

D'autre  part:  

(1/b~) ~ E Hhjll2<=A(n)�88 
j ~ I  (n) 

I1 existe donc n~ tel que n>n~ entraine: 

P { U. ~ > 60.} < exp -(6.z/2), 

d'ofi: 

+ c o  

P{U.~>60.}< ~ exp-(1/8A(n)-)=d~ < ~ A2(n)< + o e .  
n = n l  n = n l  n = n l  

Dkmonstration du point (2) 

L'hypoth6se:  E(IIXIJ 2/L 2 ]IX II) < -k oo implique: 

V 6 > 0 :  ~ P{IIX.[I >(6/4)(nL2 n) ~} < + m.  
n = l  

Pour  presque tout  co, il existe donc un entier N(co), tel que: 

Vj > N(co), kj (co) = O. 

Pour  presque tout  co, il existe donc 6galement un entier N'(co) tel que: 

V n >N'(co), H UZ(co)lp =0 .  

D'ofi la propri6t6 (2) par  ind6pendance. 

Dkmonstration du point (3) 

Remarquons  ddj~ qu'i! existe un entier nl, tel que pour  tout  n>n 1 on ait: 

A+(n) 0, < (6/4) 0,. 

Nous  en d4duisons que pour  tout  n>n~: 

219 
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{ U . 3 > 3 0 . } c { i l  existe au moins 4 indices j~I(n), tels que: II//[ >O.A+(n)} . 
La propri6t6 (3) d6coule alors de la majoration: 

P{Uf > 6On} <-P {il existe au moins 4 indices j~I(n), tels que: II lj]l > 0n A+(n)} 

<( ~ P{llljll >O,,A+(n)})4<=AZ(n). 
j~I (n) 

Ceci termine la d6monstration de la Proposition2 et 6galement celle du 
Th6or6me 5. 

Remarque. Nous venons d'appendre par une lettre de J. Kuelbs, que lui-mame et 
J. Zinn ont d6couvert ind6pendamment notre Th6or6me 5. Leur d6monstration 
figurera dans un article actuellement en pr6paration. 
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