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Relation entre théoréme central-limite
et loi du logarithme itéré dans les espaces de Banach

B. Heinkel

Institut de Mathématique, Université Louis Pasteur,
7 rue René Descartes, F-67084 Strasbourg Cedex

Depuis plusieurs années les travaux de recherche relatifs aux variables aléatoires
(v.a.) a valeurs dans les espaces de Banach se sont considérablement
développées. Une partie importante de ces travaux a été consacrée au théoréme
central-limite et & la loi du logarithme itéré. Ces lois limites sont toutes deux des
propriétés de compacité; d’autre part, on sait quune v.a. réelle vérifiant le
théoréme central-limite satisfait également a la loi du logarithme itéré. Ces deux
observations donnent un sens naturel au probléme: «Quand une v.a. 4 valeurs
dans un espace de Banach B, vérifiant le théoréme central-limite, satisfait-clle
également a la loi du logarithme itéré?»

Jusqu’en 1978, on ne savait résoudre ce probléme que pour des v.a. dont la
norme est de carré intégrable. En 1978, nous I'avons résolu sous des hypothéses
d’intégrabilité nettement plus faibles [1], [2]. Malgré le trés net progrés que
représentent les deux résultats de [1] et [2] par rapport aux énoncés antérieurs, il
restait une petite classe de v.a. pour lesquelles on ne savait pas conclure quand
la propriété de limite centrale implique la loi du logarithme itéré.

Nous nous proposons maintenant de donner la solution compléte de ce
probléme de liaison entre théoréme central-limite et loi du logarithme itére.

Dans toute la suite, on ne considérera que des v.a. X centrées, a valeurs dans
un espace de Banach réel séparable (B, || - ||), muni de sa tribu bor¢lienne B; on
dira pour simplifier que ces v.a. sont & valeurs dans B.

Si X est une telle v.a. et si (X ), . désigne une suite de copies indépendantes
de X, on note pour tout entier n:

S,X)= 3 X, TX)=n"%85,X), V,(X)=(1/a)S,(X),
k=1
ol, pour tout n:
a,=(2nL, n)?,

et L, désigne la fonction sur R ¥, a valeurs positives, définie par:

Vxze, L,(x)=Log(Logx),
Vxe[0,e[, L,(x)=1.
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Nous n’allons pas préciser ici en détails ce que sont le théoréme central-
limite et la loi du logarithme itéré. Nous nous contenterons de rappeler:

i) On dit quune v.a. X vérifie le théoréme central-limite (ce que nous
noterons dorénavant TCL) si la suite (T,,(X)), . converge en loi;

il) On dit qu'une v.a. X vérifie la loi du logarithme itéré (ce que nous
noterons dorénavant LLI) si:

P{(V (X)), est || * ||-relativement compact} =1.

Les premiers résultats généraux qui précisaient les relations entre ces deux
propriétés ont été les suivants:

Théoréme 1 (G. Pisier [7], Théoréme 4.3). Soit X une v.a. d valeurs dans B,
centrée, vérifiant le TCL et dont la norme est de carré intégrable. Alors X vérifie
également la LLI.

Théoréme 2 (J. Kuelbs [5], Théoréme 4.1). Soit X une v.a. 4 valeurs dans B,
centrée et telle que:

i) E(IX|I*) < + oo,

i) V,(X) 25 0.

Alors X vérifie la LLI.

Ces deux énoncés étaient insuffisants pour décrire complétement la relation
entre TCL et LLI; en effet G. Pisier [7] a donné des exemples de v.a. 4 valeurs
dans (2 <a < + o) dont la norme n’est pas de carré intégrable et qui vérifient a
la fois le TCL et la LLI.

En 1978 nous avons établi successivement les deux énoncés suivants qui
améliorent substantiellement les Théorémes 1 et 2:

Théoréme 3 [1]. Soit X une v.a. @ valeurs dans B, centrée, vérifiant le TCL et telle
que:

Joe]0, 1[: E(IX AL, X )% < + co.
Alors X vérifie également la LLI.

Théoréme 4 [2]. Soit X une v.a. a valeurs dans B, centrée, vérifiant le TCL et telle
que:

E(IX |2 L3l X |I/Lo ] X 1) < + o0,

ou L, est définie de facon analogue a L.
Alors X vérifie également la LLI.

Mais malgré le progrés important qu’il représente par rapport aux
Théorémes 1 et 2, le Théoréme 4 ne permet toujours pas de conclure pour
n’importe quelle v.a. quand le TCL implique la LLIL En effet, il est bien connu
quune condition nécessaire pour que X vérifie la LLI est:

E(IX*/L I X)) < + co.
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En un certain sens, c’est la meilleure possible car G. Pisier et J. Zinn [8] ont
montré que, jointe & quelques hypothéses additionnelles, elle est suffisante pour
qu'une v.a. & valeurs dans un espace de Hilbert H vérifie la LLL

Une meilleure adaptation au probléme étudié de la méthode que nous avons
introduite pour démontrer les Théorémes 3 et 4 nous a finalement permis de
résoudre complétement le probléme de la liaison entre TCL et LLI, en établis-
sant le résultat suivant:

Théoréme 5. Soit X une v.a. d valeurs dans B, centrée, vérifiant le TCL et telle
que:

E(1X|?/L,|X )< + 0.
Alors X vérifie également la LLI.

Nous allons donner la démonstration de ce résultat; elle est basée essentielle-
ment sur le Lemme suivant dii & G. Pisier ([7], Théoréme 3.1):

Lemme 1. 1) Lespace vectoriel CL_(B) des v.a. X a valeurs dans B telles que:

sup E[| T,(X)]| < + o,

muni de la norme:

CL(X)=sup E|T,(X)],

est un espace de Banach.
2) Lespace vectoriel LI_(B) des v.a. X a valeurs dans B telles que:

Esup | V,(X)]| < + oo,

muni de la norme:

LI(X)=Esup || V,(X)],

est un espace de Banach.

3) Une v.a. X centrée, a valeurs dans B, vérifie le TCL si et seulement si pour
tout ¢ strictement positif il existe une v.a. étagée Y d valeurs dans B, centrée, telle
que:

CL(X —Y)<s.

4) Une v.a. X centrée, a valeurs dans B, vérifie la LLI si et seulement si pour
tout ¢ strictement positif il existe une v.a. étagée Y d valeurs dans B, centrée, telle
que:

LIX -Y)<e.

Remarque. En fait la démonstration des points 3) et 4) précise la maniére de
construire Y.
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Soit en effet une v.a. X définie sur (Q,#,P), a valeurs dans B, centrée,
vérifiant le TCL (resp. la LLI). Si 'on considére une suite croissante (%), de
sous-tribus finies de &, engendrant &, on a:

lim CL(X —E(X|%,))=0(resp. lim (X ~E(X|%))=0).

k—+w

Désignons par ¢ une fonction de Young telle que:

lim (t72L,0)e(t)=1.

t—+

L’espace d’Orlicz I? des v.a. Y & valeurs dans B telles qu’il existe a>0 avec:
E(p(IYll/a)) < 4 o0

est un espace de Banach séparable.

Si X désigne a présent la v.a. considérée dans le Théoréme 5, on vérifie
aisément, qu’avec les notations précédentes, la suite (E(X|#)), . converge vers
X dans I?, muni de la norme de Luxemburg.

Si nous appliquons a présent le théoréme du graphe fermé comme le fait
G. Pisier dans la démonstration du Théoréme 1, nous remarquons que la preuve
du Théoréme 5 se réduit a établir:

Proposition 2. Si X est une v.a. centrée, d valeurs dans B telle que:
1) sup B[ T,(X)|| < + oo,
2) E(|X|?/L, I X1) < + oo,

alors on a également:

Esup |V (X)|| < 4+ c0.

Démontrons cette Proposition:

Il est bien connu (Cf. [ 7], Proposition 2.2), que:
sup | V(X)) < + o0 ps.= Esup |V, (X)| < + 0. (%)

11 suffit donc de démontrer la propriété ().
Nous nous restreindrons naturellement au cas ou X est symétrique, le cas
général s’en déduisant par symétrisation.
Notons y(A) lindicatrice de 'ensemble A et posons pour tout entier n:
=X, x(1X,| £n¥(L,n) ),
=X, 1Ly n)~ % <|| X, | <(nL,n)?),
=X, 2(1 X, Z (L, n)*).

La démonstration de la Proposition 2 va se borner a établir les 3 propriétés
suivantes:
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i) P{fp;( ' /a,,)< +oo}=1,

ii) lim ( Y o /an):O p.s.,
n— 4 oo j=1

iil) lim ( > o /an)=o p.s.
n— + j=1

La propriété i) est la Proposition 4.3 de [7]; nous n’en donnerons donc pas
la démonstration.
Remarquons d’autre part que:

J

ml P{|in}ll 40} = CE(IX [I*/L, | X ).

D’ou la propriété iii) par application du lemme de Borel-Cantelli. Il reste donc 2
établir ii).

Comme c’était déja le cas pour la démonstration des Théorémes 3 et 4, la
preuve de cette propriété ii) est basée sur une adaptation appropri¢e des
méthodes introduites par J. Kuelbs et J. Zinn [6] pour comparer loi forte et loi
faible des grands nombres pour des v.a. vectorielles. Nous reprendrons d’ailleurs
une partie des notations de leur article.

Comme il n’'y a pas d’ambiguité, on écrira dorénavant 7, la suite #3, pour
simplifier les notations.

De plus, pour tout entier n:

0, =" 1L, 2" Y, I(n)={2"+1,...,2"" 1},

Remarquons tout d’abord la propriété suivante:

/ an) —0 ps.

Lemme 3.

lim (|| Y #,l/8,)=0 p.s.= lim (

n— o  jel(n) n— 0

2
j=1

Posons a cet effet:

J

Z’?k

k=2n41

Vo= /6., z,=(1/0,) sup

jel(m) Jjel(n)

Draprés le Lemme de Borel-Cantelli, on a:

V>0, i P{ly,| >t} <+ c0.

n=

D’autre part, par symétrie:
VnelN, Vi>0, P{z,>t}=2P{||y,l>t}.
D’ou l'on déduit, également par application du Lemme de Borel-Cantelli:

limz,=0 ps.

n— 0
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Remarquons a présent P'égalité:

2n+1 n+1

(1/971) Z nj:yn+2_%clyn—1+"‘+2izcny0+2_ 2 cn+1’71’
= .

J

ou les ¢; sont des constantes positives, majorées par 1.
Ceci implique:

2n+1
fim (Z nj/e,,)zo ps.
=1

n— + oo

Soit & présent un entier k, 2"S<k< 2"+ 1,
On a:

k
(1% / a)=(1/0,.)
j=1
Dot I'on déduit:

k
lim ( o /ak)=0 ps.
k—+ 1

j=
Le deuxiéme outil fondamental dans la démonstration de la Proposition 2 est le
suivant:

2n

Z Hj
j=1

+2z,.

Lemme 4. Si I'on pose pour tout entier n:

Am=0;* 3 Elnll*,

jel(n)

Ona:
Y A(n)< + 0.
n=1

Démontrons ce résultat:
Posons tout d’abord pour simplifier:

Yi=n; 1 (F (L)~ <Imill £72),
Z;=n; (% <|n;l <G Ljyh).

On peut évidemment écrire, pour tout entier n:
A(n)=A,(m)+ A4,(n),

ou:

Am=072 Y EIYI%  A,(=077 ) EIZ;|*

jel(n) Jel{m)

Comme pour tout n:

AXn) S2A%(n)+24%(n),



Relation entre TCL et LLI dans les espaces de Banach 217

il suffira d’établir:
Vi=1,2, i A} (n) < +o0.
n=1
Commengons par traiter le cas i=1.
Toute la démonstration repose sur I'inégalité:
VneNN, > (l/j)}xdxél. (1

jel(n) 0

(Remarquons au passage que des inégalités plus élaborées de ce type ont été
utilisées avec succés par S. Karlin et Z. Ziegler [4] pour établir des inégalités
entre moments de v.a. réelles.)

La suite (T,(X)),.n étant bornée en probabilité, on sait (cf. [3]) qu'il existe
une constante strictement positive c telle que:

Vx>0, P{X|>x}<cx 2

De l'inégalité (1), nous déduisons:

1

VneN, Y [xXPe(xjb)?dx<c,

jeI(n) O
d’ou encore:
1
VreN, Y [x*P{2")~*|Y|>x}dxse, )
Jjeln) O

et finalement:

Y E(IY[*/22 %)= c/a.

Jjel(n)

Appliquons a présent I'inégalité de Schwarz aux termes de la somme A4, (n):

A= Y WL PUX >3 (Lo )~ HE(| ViI%/22m+ )32

Jjel(n)

S(e22)( Y, (L) PUIXG > (L))~ B)E.

Jjel(n)
D’ou:
Y. AIM=KE(|X|?/L, IX1).
n=1

Traitons a présent le cas i=2. Nous obtenons de fagon analogue & ce qui
préceéde:

> szgst{(llZ,-H/@n)>x} dx=c. 2)
jel(n)
D’ou:

Y LjE(I1Z,]*/0}) < c/4.

Jel(n)
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Par application de I'inégalité de Schwarz:

A= Y, (PUX I >7H/Ly FEIZ,1%/07) Ly

jel(n)

=(c#/2)( 3 PUIX;|>73)/L, ).

jeln)
D’ou:
Y A3MSLE(X|*/L, X)),
n=1

et ceci termine la démonstration du Lemme 4.
Un nombre réel strictement positif § étant fixé, on pose pour tout entier n et
tout jel(n):

hi=n (Il SA¥m) 0,3, kj=n,x(ln;| >(60,)/4), L=n,—k,—h;;
de plus:

U=l 3 byl UZ=1 Y Kl U2=I Y L.

Jjeln) jel(n) Jjel(n)

En vertu du Lemme de Borel-Cantelli, on aura établi la propriété ii) si l'on
montre que:

¥0>0, Vj=1,23 ona: ()3 P{UI>80,}<+c0.
n=1

Démontrons ces trois propriétés.

Démonstration du point (1)

Nous noterons pour tout nelN:

b,=00,A(n)*, c,=Amn*/5, §,=(0,5/2b,)=A(n)"*/2.
On aura alors pour tout jel(n):

Il £ A(my* 0,=b, ¢,

On en déduit par application de l'inégalité exponentielle de J. Kuelbs ([5],
Lemme 2.1):

P{U}240,} =P{(U}/2b)26,}

o7 E(Ih1%) | 8
<exp 62+ % exp(d ) —"—EU1>.
_eXp ( n + 2 exp( ncn) je;n) bf +2bn n
Par application de '’hypothése 1) de la Proposition 2 et de la symétrie de X,
nous obtenons:
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sup(2 2EUY< + .
1

D’ou:
lim (1/6,) EUL=0.

n—> 4

Il existe donc un entier k,, tel que pour tout k=k,:
(6,/2b) EU} <52 /4.

D’autre part:
(1/b7) Y. E|h|> < A(n)?/o2.

Jjel(n)
Il existe donc n; tel que n=n, entraine:
P{U; 200,} Sexp—(9;/2),
d’ou:
ZP{U1>59}< Zexp (1/8 A(n)*)<d Z n)< + 0.

n=ng n=ni

Démonstration du point (2)

L’hypothése: E(|| X |%/L, | X|])< + oo implique:

V80 f PLIX, | >(8/4)(nL,nt} < + 0.

n=1

Pour presque tout w, il existe donc un entier N{w), tel que:

Vji>N{w), k;jw)=0.
Pour presque tout w, il existe donc également un entier N'(w) tel que

Vn>N'(w), U ()] =0.

D’ou la propriété (2) par indépendance.

Démonstration du point (3)
Remarquons déja qu’il existe un entier n,, tel que pour tout n=n, on ait
A*(n)0,<(6/4)0,.

Nous en déduisons que pour tout n=n,:
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{U?>660,} = {il existe au moins 4 indices jel(n), tels que: | Li>6, A ().
La propriété (3) découle alors de la majoration:

Vnzny,
P{U}>66,} S P{il existe au moins 4 indices jel(n), tels que: ||1]| > 6, A*(n)}

(Y PLILI>0, A4 =A% ().

Jjel(n)

Ceci termine la démonstration de la Proposition2 et également celle du
Théoréme 5. ‘

Remarque. Nous venons d’appendre par une lettre de J. Kuelbs, que lui-m&me et
J. Zinn ont découvert indépendamment notre Théoréme 5. Leur démonstration
figurera dans un article actuellement en préparation.
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