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Summary. The purpose of this paper is to prove that any right continuous 
process with left hand limits, which is of class (D) and regular is the optional 
projection of a continuous process. 

Baxter et Chacon [1] et Meyer [5] ont mis une topologie sur l'ensemble des 
temps d'arrat d'un espace probabilis6 filtr6. 

Ils consid6rent en effet l'ensemble C des processus continus born6s, et ils 
mettent sur l'ensemble 9- des temps d'arrat la topologie la moins fine rendant 
continues les applications 

XeC: T~E(XT) 

Ils montrent alors que si X est un processus optionnel cadlag born6 r6gulier, 
i.e. tel que, si 3 est l 'op6rateur de projection pr6visible 

3x = x -  (1) 

alors l'application 

T ~ E (X r) (2) 

est encore continue pour cette topologie. 
Nous allons montrer ici une ~r6ciproque~> de ce r6sultat, g savoir que tout 

processus X optionnel cadlag de classe (D) r6gulier est projection optionnelle 
d'un processus Y continu tel que 

E( sup l~l)<+oo. (3) 
0_<t_<+~ 

Ce r6sultat est/~ rapprocher des r6sultats obtenus dans [2, 3], sur l'existence 
d'un temps d'arr~t Ts@ maximisant sur ~-- la fonction T'--* E(Xr, ) quand X est 
un processus optionnel cadlag de la classe (D) r6gulier. 

Nous utilisons pour cela des techniques d'analyse fonctionnelle sur des 
espaces de Banach expos6es dans le livre de Schaeffer I-7]. 

Plus pr6cis6ment, on montre, en utilisant un th6orame de Krein-Smulian, 
que la continuit6 de T ~  E(Xr) sur l'ensemble des temps d'arrat flous au sens de 
Meyer  [5] implique le r~sultat cherch6. 
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Ces r6sultats ont 6t6 6tendus par Emery dans I-8] aux processus optionnels 
quelconques avec une techniquetr~s simple. La difficult6 essentielle vient en effet 
ici du fait qu'on demande que Y soit continu. 

L'auteur remercie P.A. Meyer pour ses observations, qui ont en particulier 
permis une simplification de la preuve de la Proposition 1. 

Pr61iminaires 

(f2, F, P; (Ft)t __> 0) est un espace probabilis4 filtr6 v6rifiant les conditions habituelles. 
Tous les processus seront d6finis sur [0, + oo]. On ajoutera fi [0, + oo] un 

deuxi~me infini, not6 oo +, > + o% off les temps d'arr6t peuvent s'6vanouir. 
Y- est l'ensemble des temps d 'arr6t/ t  valeurs dans [0, + oo]. 
C (resp. D) est l'ensemble des processus X continus (resp. cadlag) sur [0, 

+ oo], tels que 

HXJp=E( sup [Xtl)< + ~ .  (4) 
0=<t<+oo 

C et D sont des espaces de Banach. Soient C' et D' les espaces duaux de C et 
D. Les parties born6es non vides de C' et D' sont alors r C) ou a(D',D) 
relativement compactes. De plus C se plongeant isom6triquement dans D, 
l 'application qui fi tout 616merit de D' associe sa restriction /t C est une 
application lin6aire surjective de norme 1. 

On a alors un r~sultat de [4]. 

Th6or~me 1. Pour #eD', on peut trouver un et un seul couple (A, B) de processus 
continus d droite ~ variation finie tels que: 

a) B ne charge pas 0 et ne charge qu'une famille dOnombrable de graphes de 
variables al~atoires. 

b) ]dA]+ [dBI -= I[#1l. (5) 

c) Pour tout XeD,  on a." 

( # , X ) = E  f X,  d A + X ; -  dB~ (61 
0 

Preuve. En effet si # est > 0, l'existence de A et B croissants uniques h variation 
dans L~ et v6rifiant les conditions a) et c) resulte de [4] Thdor6me 27 (p. 380). 

On v6rifie alors trivialement la condition b). Pour #eD'  quelconque, on 
d6compose # en une diff6rence 

# = # +  - - # -  

comme en [4] p. 380, en identifiant # 5 une mesure sur la tribu W de [4], et #+ 
et # -  fi la d6composition de Jordan de # sur W. 

Si A + , B + , A - , B -  sont les processus croissants associ6s /t #+ et # - ,  si on 
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pose 

A = A  + - A -  

B = B  + - B -  (7) 

on a v6rifi6 les conditions a) et c). 
Si I#1 est l'61Oment de D' d6fini sur les X > 0 de D par 

(Igl, X )  = sup (#, Y) (8) 
IYl_<x 
g a d  

on a n6cessairement: 

{I [#f IK = If#ll. (9) 

Or par le lemme p. 381 de [4], on a: 

I#1 = # +  + # - .  (10) 

Donc: 

~ +~176 +dB-)  L~" Ihl#l II = (dA++dA- )+  ~ (11) 
0 

Or: 

A = A  + - A -  

B --B + - B -  (12) 

sont p.s. les d6compositions de Jordan de A et B sur ~(R+) .  En effet, par (8), on 
a :  

+oo 

<[#[,1)__<E ~ OdAl+idB[) (13) 
0 

et comme 

<l#l, 1) = (#+,  1) + <#- ,  1) (14) 

o n  a :  

(? ) r E (dA + + d A - ) +  ~ dB + +dB-  <=E IdAi+ldnl (15) 
0 0 

ce qui implique bien que dA = dA +- dA L dB= dB + - dB-.  Donc: 

[[ = ~o~ [dAI + [dB[ L~" (16) 

(5) rOsulte alors de (9) et (16). 
L'unicit6 r6sulte du Th6orOme 27 de [4] (p. 380) []. 
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On a de marne: 

Th~or6me 2. Pour tout ItS C', il existe un processus d variation f in ie  unique A tel 
que: 

a) r[#11 = I[S IdA[ JJL~. (17) 

b) Pour tout X ~ C ,  on a: 

+ c o  

<#,x>=E X a A .  (18) 
0 

Preuve. On proc6de comme pour le Th6or6me 27 de [4] (p. 380) en raisonnant 
sur la tribu F |  + oo]). [] 

Le r6sultat d'existence 

1 d6signe l'op6rateur de projection optionnelle. On a alors le r6sultat suivant, 
qui est l'objet de l'article: 

Th6or~me 3. Soit Y un processus optionnel cadlag sur [0, + oo] de la classe (D), tel 
que sur ]0, + oo], on ait: 

3 y =  y - .  (19) 

Alors pour tout ~>0, il existe Z e C  tel que: 

Y = 1 Z  (20) 

JlZ [I < sup EI Yrl + e. (20') 

Preuve. On d6montre le r6sultat en plusieurs &apes. Tout #6C'  s'exprime fi 
l'aide d'un processus A par la formule (18). A #e C', on peut associer canonique- 
ment f (# )ED' ,  en posant, pour X ~ D :  

+co 

( f ( # ) , X )  = E  S X d A  (21) 
o 

Soit C' le sous-espace de C' form6 des #~C'  tels que, pour tout X s C  born6, on 
ait: 

i.e. 

<f(#), X} = <f(g), 1X} (22) 

+CO +o9 

E X d A = E  S lXaA. (23) 
0 0 

Comme la tribu engendr6e par les 616ments de C est 6gale /t F |  + oo]), 
pour que #EC', il faut et il suffit que A soit optionnel. On a alors: 

Proposition 1. C' est a(C',  C) fermd dans C'. 
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Preuve. On raisonne comme Meyer dans [5]. En effet on v6rifie que pour que 
#~ C', il faut et il suffit que pour toute variable al6atoire born6e a orthogonale 
F, et pour toute fonction b continue ~ support dans [0, t[, si X e C  est d6fini par 
Xt(o~)=a(co)b(t ), on ait ( # , X )  =0. C' est donc a(C', C) ferm& [] 

Soit d l'ensemble des X e C  tels que ~X=0. d est trivialement ferm6 dans C, 
donc a(C, C') ferm6. De plus d est l'orthogonal de C'. En effet 0 est contenu dans 
l'orthogonal de C'. De plus si X ~ C  est tel que pour tout #~d ' ,  { g , X ) = 0 ,  pour 
tout temps d'arr6t T ~ valeurs dans [ 0 , + o o ] w { ~  +} en consid6rant # t 0 '  
associ6 par (18) ~ A=lt>=T, on a 

( # , X )  = E [ l r < o o + X r ]  =0  (24) 

et par le Th6or6me de section optionnel, ~X=0. On en d6duit: 

Proposition 2. C' s'identifie au dual de l'espace de Banach C/C, et la topologie 
a(C', C/C) cogncide avec la topoIogie induite par a(C', C) sur C'. 

Preuve. Ces r6sultats sont des cons6quences du corollaire 1 du Th6or6me IV.4.1. 
de [7]. [] 

Soit/5' l'ensemble des #~D' tels que pour tout X born6sD on ait: 

{#, X )  = {#, 1X), (25) 

/)' est a(D',D) ferm6 dans D'. On a alors: 

Proposition 3. Pour que #~/5', il faut et il suffit que dans la repr4sentation (6) de #, 
A soit optionnel et B soit prdvisible. 

Preuve. Soit U une variable al6atoire born6e orthogonale /t F~-, La projection 
optionnelle de l t<,U est nulle. Donc de (25), on tire que si #e/5' 

E((A Z + Bs) U)=0 (26) 

A s + Bs est Fs--mesurable. Donc A~- + B test  adapt6, et en cons6quence B t -  B;- 
est adapt6. Comme Best  purement discontinu, Best  adapt6, et en cons6quence A 
est aussi adapt& 

Soit V tune  martingale born6e projection optionnelle de Voo. De (25), on tire 

+ c o  + c o  

E ~ VtdBt=E ~ Vt-dB t, (27) 
0 0 

Par la dhmonstration du Tb6or6me VII-T 49 de [6], B est pr6visible. [] 

Soient Bc,, Be,, BD,, Bb, les boules unit6s de C', C', D',/5'. Soit Z un processus 
cadlag optionnel de la classe (D). 

Proposition 4. L'application 

+ c o  

#- -*{# , z )=E ~ (ZtdA+Z~-dB) 
0 

est a(D',D) continue sur Bb,. 
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Preuve. On peut supposer Z>O.  On pose Z " = Z / x  m. Alors Zm~D. I1 suffit donc 
de montrer  que # ~ ( # , Z )  est limite uniforme sur B~5, des applications 
] ~ - - ' ~ < # , z m > .  

Comme Z est de la classe (D), sup EIZT]< + ~  et de plus les variables 
T s f  

al6atoires {Zr}r~ 9- et {ZT} (pour T e J -  pr6visible) sont uniform6ment 
int6grables. Pour #eBb>, soit # = # + - # -  sa d6composition de Jordan, IAI et JBI 
les processus associ6s par (6)/~ I~1, Par la Proposition 3 et par le Th6or6me 1, IAI 
est optionnel et IBI est pr6visible. On pose: 

T= = in f{ t ;  [Atlas } 

T=' = inf {t; ]Btl > s}. (28) 

Pour tout s, T= est un temps d 'a r r& et T s' est un temps d'arr5t pr6visible. Alors 

I < ~ , Z - - Z m > l < < N , Z - - Z  => 
1 

= E ~ (i T . . . .  1 z~= > ~ Z r= + 1 r; < + ~ 1 z:~;.., Z ~ )  ds (29) 
o 

De l'int6grabilit6 uniforme des ZT= et Zr; ,  on tire bien que le membre de droite 
de (29) tend vers 0 quand m tend vers + oo. []  

Y d6signe maintenant un processus v6rifiant les conditions 6nonc6es au 
Th6or6me 3. On a: 

Proposition 5. L'application q u i d  #~ C' associe 

+oo 

<f(#), Y )  = E ~ Yt dA 
o 

est a(C', C) continue sur Be,. 

Preuve. Soit U un ultrafiltre sur Be,. C'est un filtre sur Bc,, qui converge vers 
2EB o, pour la topologie a(C', C), puisque B e, (ainsi que Bc, ) est a(C', C) 
compacte. Or f ( U ) c B ~ , .  Donc f ( U )  est une base d'ultrafiltre dans B~5,, qui a une 
limite 2 dans Bb,, puisque B b, est a(s D) compacte. La restriction de 2  ̀ fi C 
coincide n6cessairement avec 2. De plus par la Proposition 4, on a 

(2., Y) =l im (tip),  Y) (30) 
U 

Soit (A,B) les processus associ6s /t [ par (6). Par la Proposition 3, A est 
optionnel et B e s t  pr6visible. Comme s y =  y -  on a 

§  + o o  

E ~ Y t - d B = E  I YtdBt (31) 
0 0 

ce qui s'6crit 

{2, Y ) =  <f(2), Y) (32) 
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De (30), on tire donc 

( f (2 ) ,  Y> = lira ( f (# ) ,  Y)  (33) 
U 

La proposi t ion est bien d6montr6e. [ ]  

Preuve du Th~or~me 3.Par la Proposi t ion 2, C' s'identifie au dual de l 'espace de 
Banach C/C. Par  le corollaire du Th6or6me de Krein-Smulian [7] IV.6.4, 
puisque l 'application #-+ <f(#), Y) est a(C',C/C) cont inue sur Be,, elle est 
a(C', C/C) continue sur C'. I1 existe donc  Z~C/C unique tel que pour  #EC' ,  
<#, Z )  = <f(#), Y>. 

De plus, pour  #eBe, ,  le processus A associ6 est tel que j] IdA] IIro~ < 1. 
Donc  si T, est le changement  de temps associ6 5 [dAI, on a: 

1 1 

[<f(#), Y) i<E 5 IYr,[ lr,<= +~ods<E 5 [YT~^ +oolds (34) 
0 0 

On en d6duit que 

11211 < sup E(IYrl). (35) 
Ts~"  

On a d'ailleurs en fait 6galit6 dans (35). En effet si Te~, ,  soit A l e  processus 
d6fini par:  

A r = lt~r(l(rT>= o ) - I(yT < o) ). (36) 

Alors si # e B  e, est associ6/t  A r par  (18), on a: 

<f(#), Y) = E  IYrl (37) 

ce qui implique bien 

]L2~ll = sup EIYrl. (38) 
Ts~-- 

Or si Z* est un repr6sentant  de Z dans C, on a: 

[j211 = inf 112" +z'IL. (39) 
Z ' ~ 0  

Pour e>0 ,  on peut  t rouver  Z dans C tel que: 

IIZ)I _-< sup EJYr] +e (40) 
T e J -  

et que si #e  C', 

<#, Z> = <f(tt), Y}. (41) 

En r6appliquant  le Th6or~me de section opt ionnel  on en d6duit que: 

Y=  ZZ. [ ]  (42) 
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O n  d 6 m o n t r e r a  de  la  m 6 m e  m a n i 6 r e  les r6su l ta t  su ivan t s :  

T h 6 o r & n e  4. Soit Y un processus optionnel cadlag sur [0, + o0] de la classe (D). 
Alors, pour tout e > 0 ,  il existe Z 6 D  tel que: 

Y = ~Z, (43) 

fIZ ]l < sup  E[Yr[ + e (43') 
T e l  

Preuve. I1 suffit  de  r a i s o n n e r  c o m m e  p r 6 c e d e m m e n t ,  en n ' u t i l i s an t  q u e  la  

P r o p o s i t i o n  4. [ ]  

T h 6 o r 6 m e  5. Soit Y un processus optionnel l ag l ad  de la classe (D) tel que sur ]0, 

+ oo], on air." 

y~- = s  Yr. (44) 

Alors pour tout e > O, il existe un processus caglad Z tel que: 

E(  sup [ Z t [ ) < s u p E I Y r l + e ,  (45) 
0 - < t ~ < + ~  T~9-  

Y =  lZ .  (45)  

Preuve. O n  o b t i e n t  ce r6su l ta t  en  e x p l i c i t a n t  le d u a l  de  l ' e space  de  B a n a c h  des 

p r o c e s s u s  l ag lad  X v6r i f ian t  E (  sup  IX,I)< + o e  et en r a i s o n n a n t  c o r n m e  

p r 6 c 6 d e m m e n t .  [ ]  o=<t~ + 
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