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Introduction 

Soit P une probabilit6 de transition sur un espace mesurable s6parable (E, g) 
r6currente au sens de Harris et de mesure invariante/l.  Nous construisons ici la 
fronti6re de Martin de P par des th6or6mes de repr6sentation. 

La m6thode consiste A <<tuer>) la chaine canonique associ6e ~t P par des 
fonctions sp6ciales de Neveu non #-n6gligeable, de mani6re ~t obtenir une famille 
de chaines transientes et montrer ensuite que les c6nes de mesures excessives 
associ6s aux chaines tu6es sont isomorphes. Le th6or6me de repr6sentation de 
Choquet donne alors ~t ces c6nes une fronti6re <<commune)~ que l'on appellera la 
fronti6re de Martin de P. 

Darts le cadre d'un espace discret Kemeny et Snell avaient montr6 que les 
c6nes des fonctions harmoniques obtenus en retirant un point quelconque de 
l'espace 6taient tous isomorphes. On trouvera dans Neveu [6], la th6orie de la 
fronti+re d'une chaine r6currente discrate 6crite de mani6re complate, notam- 
ment en 6tendant non/ i  un point mais A un nombre fini quelconque de points et 
en appliquant la notion de fronti+re /t la construction de certaines matrices 
potentielles. 

La premiere pattie donne l'isomorphisme entre les differents c6nes de 
mesures excessives associ6es aux ~chaines tu6es>>. Les r6sultats sont purement 
algdbriques. 

Darts la seconde, nous construisons pour une chaine de Feller une topologie 
sur ces c6nes permettant d'appliquer/i  des chapeaux le th6or6me de Choquet et 
dormant ainsi des representations int6grales/t la fronti6re. 

La troisi6me partie donne des repr6sentations int6grables pour les fonctions 
sous certaines hypoth6ses permettant de construire notamment un noyau dual 
P. 

Dans la quatri6me partie, nous raisons le lien avec le probl6me classique de 
la fronti6re de Martin, h savoir la repr6sentation int6grale des solutions de 
l'6quation de Poisson, et nous construisons, de mani6re analogue aux r6sultats 
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de [6] pour E discret, certain noyau potentiels W v&ifiant no tamment  P + WP 
= W. Ces noyaux sont associ6s aux mesures portdes par  la fronti&e 

Notations: Dans toute la suite, (E, g ) e s t  un espace mesurable s6parable 
- t o u t e s  les fonctions sont mesurables, nous notons simplement do+ l 'ensemble 
des fonctions num&iques positives. 
- Pour tout f e N +  nous d6signerons par M~ le noyau de multiplication par f 
- D'une mani&e gbn&ale les notations sont celles de l'article de Neveu [7] en 
particulier. 

Nous d6signons par  H l 'ensemble des fonctions de E dans [0, 1]. Pour tout 
h e H  nous avons le noyau de Neveu 

Uh= ~ P(M, -hP)"=  ~ (PM,-h)"P.  
n>O n>O 

- La probabilit6 P (irr6ductible) est r6currente au sens de Harris et de mesure 
invariante # (ce qui signifie Uh(h ) = 1 d6s que h e H  v&ifie #(h)+0). 

Les fonctions sp6ciales dont l 'ensemble est not6 S, sont les fonctions positives 
f telles que pour tout h~H, avec #(h)+0,  Uh(f) soit une fonction born6e. 

Nous notons S 1 l 'ensemble des fonctions sp6ciales non #-ndgligeables de H, 
S b l 'ensemble des fonctions sp6ciales borndes. 

Nous utiliserons systdmatiquement, sans les rappeler, les propri6tes des 
fonctions sp6ciales, des op&ateurs U h . . . .  , que l 'on trouvera dans [7] ainsi que 
d~ns le livre de Revuz [8]. Certaines propri6t6s compl6mentaires, no tamment  
topologiques et de dualit6, dues it Brunel et Revuz [1] et [2] seront aussi 
automat iquement  utilis6es. 

Certaines OgalitOs dans le texte feront appara~tre des mesures ou noyaux non 
positifs. Elle seront supposdes dcrites, sans que cela soit prOcisd sur le moment, 
appliqudes gl des fonetions, en particulier les fonctions de S b, telles que les 
quantitds intervenant soient routes finies. Notamment  nous utiliserons le noyau 
M i pour  des fonctions f non positives it condition de n'appliquer it gauche que 
des mesures v telles que l 'expression v Mf = f .  v ait un sens. 

Rappelons enfin que les fonctions de S engendre la tribu d ~ 

I .  C 6 n e s  d e  m e s u r e s  h - e x e e s s i v e s  

Dans cette partie (E, 8) est un espace s6parable, P une probabilit6 de transition 
sur (E, do) r6currente au sens de Harris  et de mesure invariante #. 

1) Pour toute fonction h de S 1, une mesure positive v e s t  h-excessive si 
v M1 _ h P < V. Elle est h-invariante s iv  M~ _ h P = V. Consid&ons les c6nes suivants, 

Ch={V~OIv(h)<oo et  v ~ v M l _ h P  } 

Ih={VeChlv=vMI_hP} .  

I1 est bien connu que C hest un c6ne r6ticul6, stable par  addition, d 'autre part  
la mesure invariante # est dans C h. Nous allons montrer  darts cette patt ie 1 que 
les c6nes C h sont isomorphes entre eux. Nous allons pour cela montrer  deux 
lemmes pr61iminaires, qui ont leur int6r~t propre. 
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Lem me  (I,1). Pour tout couple (h, h') de $1, il existe une constante c positive telle 
que 

(VVeCh) v(h')<cv(h).  (I,1,1) 

En particulier, les dlkments de C h sont des mesures a-finies, finies sur S b. De plus, 
tout dl~ment de I hest fini sur S. 

Dkmonstration. I1 suffit de supposer h'>=h. Dans ces conditions, remarquons  
d 'abord  que pour  tout  v de C h, 

vMh,_h Ch, <=V. (I,1,2) 

En effet, 

v > v  MI_h,P-t-  v Mh,_hP >= V Mh,_hP; 

par r6currence 

V>Mh'-h  i P ( M I - h ' P )  p, 
p=0 

et il suffit de faire tendre n vers l'infini. 
Maintenant ,  la fonction h' 6tant dans $1, il existe un r6el 2~]0,  i [  et une 

mesure positive #' 6quivalente/~ g tels que Uzh, >__ 1 | Soit v u n  616ment de C h 
posons, 

V'= V-}- v M(I_2)h U2h. 

La mesure v' appart ient  au cbne Cab puisque, 

v' (;t h) = 2 v (h) + v [(1 - ;L) U2h(l~ h)] = v (h) < oo 

et que 

v 'Mi - z h P = V M i  -hP  q-vM(1 -~)h U~h <=V" 

La formule (I,1,2) appliqu6e ~t ).h, 2h' et v' donne donc  

v' >= v' Mz~ h , _ h~ U~h" >= V' M ~  h, _ h~(1 | 

I1 r6sulte donc de tout  ce qui pr6c~de que 

v (h) = v' (2 h) >= v' [2 (h' - h)] #' (,~ h) >__ 2 v (h' - h) #'(,~ h), 

puisque v<v'.  Mais #'(2h) est non nulle puisque h e s t  dans S 1 et que #' est 
bquivalente ~t #. Et par  suite, 

< 1 
v ( h ' ) = ( ~ +  1)v(h).  

1 
La constante c + 1 ne d6pend pas de la mesure v. 

2~#'(2 h) 
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Pour montrer  que les 616ments de C h sont finis sur Sb, il suffit pour toute 
fonction f e S  b de consid&er h ' = f / ~  v h off e > s u p f  En particulier si h o est une 

fonction strictement positive de S 1, la consid&ation des ensembles A, = h o > 

montre  que les mesures de C h sont o--finies. Enfin si ves t  un 616ment de I het  f 
une fonction sp6ciale, P f  est une fonction sp6ciale born6e et par suite 

v ( f )  = v M  l _ h P f  < v P f  < o0. 

Ce qui d6montre le lemme. 
Ce lemme nous permettra non seulement d'assurer des finitudes dans les 

formules mais nous permettra  plus loin d 'obtenir des r6sultats de compacit6. 
Donnons maintenant  le second lemme: 

Lemme (I,2). Soit heS1,  tout Ol~ment v de C h v&ifiant v (h )=0  est la mesure nulle. 
Par consdquent la partie C 1 = { w C h l v ( h ) =  1} est une base du c6ne C h. 

DOmonstration. Puisque #(h) est non nulle, la fonction Uh(h ) est la constante 1. 
Soit v e C  h, pour tout neN,  

v P ( M  l_hP) ,  = v(Mi_hP) ,+ 1 _~ v M h P ( M  l -  hp),  < v + v M h P ( M  i_hP)n; 

donc, si v(h)=0, 

[v P(M~ _ h p)n] (h) < v M h P(M~ _ h p)h (h). 

En sommant  sur N i l  vient donc 

v(1) = V(Uh(h)) ~ v(h ~ (h ) )  = v(h) = O. 

O'ofi  le lemme. 
Nous noterons dans la suite G h le noyau potentiel du noyau MI_hP.  NOUS 

a vons ,  

Gh= ~ ( M l - h P ) " = I + M l - h U h ,  
n>O 

ainsi que U h = P G  h. Remarquons  que Gh(h ) -  1. De plus, les potentiels de C h sont 
les potentiels des mesures positives de masse totale finie. II est facile de voir qu'il 
existe dans C h une d6composition de Riesz. Enfin la mesure # est le h-potentiel 
de la mesure h .# .  

2) Nous allons maintenant  construire les isomorphismes entre les differents 
c6nes C h. Par isomorphisme lin6aire nous entendons une bijection stable par  
addition et multiplication par un r6el positif. 

Proposition (I,3). Les  c6nes convexes C~ (h~S 0 sont isomorphes entre eux. De 
manidre plus precise, pour tout couple (h, h') de S1, l'application Uh, h = I  + Mh_ h, U h, 
est un isomorphisme de C h sur C h, v~rifiant 

Uh, h --~ idc~ 

Uh,, ,h,  O U h , , h ~ U h , , h  gut  C h . 

De plus, pour tout v de Ch, Uh,h(V) [h'] = v(h), Uh, h(Ih)= lh,. 
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D ~ m o n s t r a t i o n .  Nous  allons d ' abord  supposer que h < h '  et construire Uh,,h et 
Uh, h" NOUS g6n&aliseront  ensuite ~t (h, h') quelconques dans S~. 

Si h < h', il r6sulte d ' abord  de l 'equat ion r6solvante sur les op6rateurs U h que 

G h = G h, -t- G h M h, _ h Uh" 

Soit maintenant  v u n  616ment de Ih, c o m m e  ( 1 - h ' ) < ( 1 - h ) ,  v e s t  aussi un 
616ment de Ch,, v(h')  &ant finie d'apr~s le lemme(I,1).  Cons id&ons  la 
d6composi t ion de Riesz de v dans C h, et appelons v' la partie h '- invariante de v, 
v' = lim $ v (M 1 _ h' P)". 

n 

La relation suivante, qui se d6montre  facilement par  r6currence, 

(M1 - h p)n = (M 1 _ h' P)" + 

permet  d'6crire la relation 

V = V '  + V M h , _ h  Uh, , 

n - 1  
t l / t  p'~n - m - p n 
~,~'~l-h ! 1 M h ,  h ( M I _ h , P )  ( n > l )  

m = 0  

(qui n'est autre que la d6composi t ion de Riesz de v dans Ch, ). Posons Uh, ' h(V)= V'. 
Nous  d6finissons ainsi une application de I h dans Ih,. gi maintenant  v e s t  une 
mesure quelconque de C h sa d6composi t ion de Riesz darts C h s'6crit 

V = V o G h d - V  1 

off v o est une mesure positive de masse totale finie et v 1 un 616ment de I h. En 
posant  

Uh' ,h(V) = V 0 G h, ~- Uh, ,h(V1), 

nous d6finissons une application Uh, ,h de C h dans Ch,, qui est manifestement un 
h o m o m o r p h i s m e  lin6aire et qui v6rifie en outre la relation 

V=Uh,,h(V) + v Mh,_~, Uh,, 

ce qui est bien de la forme indiqu6e dans la proposition. 
Appl iquons  les deux membres  de cette 6galit6 /t h', comme v(h')  est fini 

d 'apr6s le lemme (I,1) il vient; 

v(h) = [Uh, ' h(V)] (h'). 

NOUS allons maintenant  construire une application Uh, h, de C h, dans 
Ch(h <2 h') en posant  pour  tout  v' de Ch,, 

u~,h,(~') = v' + ~'M~,_h Uh. 

Nous  avons en effet d 'une part  

Uh, h' (V') (2 h) = v'(h) + v'(h' - h) = v'(h') < o0 ; 
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et d 'autre part, en posant  v =  Uh, h,(V') 

v M I - h P =  V' MI-h ,  P + v ' [Mh , -hP  + Mh,_ h UhMI_hP] 

= v ' M I _ h , P  + v'Mh,_ h U h. 

Ce qui montre  que v est darts C h et que si v' est dans I h, V appartient h I h. 

L'application uh, a, est donc un homomorphisme lin6aire de C,, dans C h v6rifiant 
la propri6t6 de la proposition. 

I1 reste /t montrer  que l.,lh, h, et Uh,,h sont r6ciproques l'une de l'autre. 
Montrons  d 'abord que IXh,,h o Uh, h , : idch  ,. Soit v '~C h, et  "V:Uh, h,(V; ). Nous avons, 

v' + v Mh,_ h Uh,= V' + V' Mh,_ h Uh, + V' Mh,_ h UhMh,_ h Uh, 

=V' + V'Mh,_h Uh=V 

et par cons6quent 

u~,  ~(v) = r 

Montrons  maintenant  que Uh, h, o Uh,,h=idch. Soit donc v ~ C  h. La formule (I,1,2) 
du d6but de la d6monstration du lemme (I,1) montre que la mesure v e s t  
excessive pour le noyau propre Mh,_ h Uh,, les fonctions sphciales 6tant stables 
par M h, U h, donc ~ fortiori par  Mh,_ h U h. I1 existe donc une d6composition de 
Riesz de v pour le noyau Mh,_ h Uh,. I1 est facile de voir que cette dhcomposition 
s'hcrit, 

V=-Uh,,h(V) EI q -Mh ,_h  Uh]'-bV OLI ~=limSV(Mh,_h Uh) ". (*) 
17 

Et, il suffit donc de montrer  que V=0. Mais, route mesure 2 vhrifiant 2 
= 2Mh' -h  Uh' est aussi h-invariante car 

, ? . M I _ h P = 2 M  1 _h,P + duMh,_hP 

= 2 M h , _ h P  + 2Mh,_h Uh, M l _ h , P = 2 M h , - h  Uh, 

~,~. 

Comme ~<  v, la mesure Vest  dans I h. Maintenant  en appliquant h aux deux 
membres de (,) nous voyons que 

v(h) = v'(h') + ~(h). 

Par suite, V(h)=0, ce qui montre, d'aprhs le lemme (I,2) que V=0, CoO nous 
dhduisons que Uh, h' ~ Uh', h = idc, '  

L ' isomorphisme est donc construit lorsque h<h' .  Pour passer / t un  couple 
quelconque (h, h') de S 1, on remarque que la fonction h v h' est aussi dans S 1, 
puisque h v h' < 1, est sphciale et non #-n4glig6able. I1 suffit alors de poser 

Uh,h~Uh,,hvh , o Uhvh, h 

Uh, h, ~blh, hv h, o l~lhvh,,h,. 

pour  obtenir deux isomorphismes lin6aires, r6ciproques Fun de l'autre, entre les 
c6nes C h et C h, et il est facile de v6rifier ~t l'aide de l '6quation r6solvante des 
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op&ateurs Uh que 

(I + Mh-,, '  ,,h Uh" vh) ~ (l  + Mh', ,h-h Uh' )=l  + Mh-h" Uh. 

Pour tout v ~ C  h 

v(h) = u h, v h, h(v) (h v h') ~ (Uh." h v h' o U h, v h, h) (h'). 

I1 reste donc simplement /t v&ifier la propriht6 de composition de ces 
isomorphismes. I1 suffit de le faire lorsque h <_ h' < h" et de composer ensuite avec 
les r6sultats pr6c4dents. Soit donc h, h' et h" rang6es dans cet ordre et v un 
614ment de Ca, nous posons V'=Uh,,h(V ) et V"=Uh,,h(V' ). Nous avons d'apr4s ce 
qui prhc6de, 

V : V ' + v M h ,  hU h, 

= V" + V' Mh,,_ h, Uh,,-}'- V Mh,_h Uh,,-~- V Mh,_h Uh, Mh,,_h, Uh'" 

=V" q"VMh,,_h Uh,, , 

ce qui d6montre bien que Uh,, ,h,o Uh, h : Uh,, ' h et ach6ve la d6monstration de la 
proposition. 

Remarque.  1) Dans tout de qui pr6c6de on a utiliser qu'une mesure a-finie est 
enti&ement d6finie d~s qu'elle est donn6e sur les fonctions sp6ciales. 

2) L'hypoth6se #(h):#0 est intuitive puisque l'on veut tuer /t l'aide de la 
fonction h, la chaine canonique associ6e, pour la rendre transiente. 

Dans le cadre discret, Neveu [6], l 'isomorphisme 6tait obtenu pour les c6nes 
associ6s aux ensembles finis. Ceux ci sont 6videmment sp6ciaux et nous avons 
bien ici une g6n6ralisation. 

I I .  F r o n t i 6 r e  d ' u n e  c h a i n e  H a r r i s  de  F e l l e r  

Darts cette partie E est un espace topologique localement compact de type 
d6nombrable (1.c.d.), g est ta tribu des boreliens c~ K et cg b les espaces des 
fonctions num6riques continues ~ support compact et continues born6es, ~ et 
cgb+ les c6nes des fonctions positives de ces espaces. 

1) Nous supposons darts toute cette partie que P est une probabilitO de 
transition fe l lerienne sur (E, g), ce qui veut dire que pour tout f~cgK, Pf~Cgb, (on 
montre facilement que P envoie cg b dans c~b), P v6rifie l'hypoth6se de r6currence 
de Harris et # d6signe la mesure invariante. Nous faisons en outre l'hypoth6se 
suivante, la mesure # charge tous les ouverts non rides. Sous ces conditions nous 
utiliserons les propri6t6s suivantes, d6montr6es par Brunel et Revuz dans [2], 

- il existe des fonctions sp6ciales continues et strictement positives, 
- la mesure # est de Radon, 
- les fonctions born6es ~ support compact sont sp6ciales; en particulier 

K l = { f e c g [ ~ l # ( f ) # O ,  f < l }  

est contenu dans S 1. 
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I1 r6sulte imm6diatement de la seconde propridt6 et du lemme (I,1) que pour 
tout hsS~ le c6ne C h est form6 de mesures de Radon. Les op&ateurs Uh, (h~H) 
poss6de en outre la propri6t6 que si he s t  continue et #(h)4=0, les fonctions f de 
Kh={fe~g~13t>OIf]<th } sont telles que Uh(f)ECg b. On peut compl&er ce 
r6sultat par  le suivant, 

Proposition (If, l). Si h~S 1 est continue, Uh(f)ecgb dos que f est une fonction 
continue sp~ciale et bornde. En particulier Uh(CgK)c c~ b. 

Ddmonstration. Pour route fonction f spdciale born6e continue la formule U h f 
n 

=li ra  T ~ (PMI-h) p P f  montre  que Uh(f) est s.c.i. On peut d 'autre part  supposer 
n 0 

f < l ,  la fonction f v h  est alors dans S 1. I1 existe donc, pour tout 2~]0, 1[ 
une mesure #' equivalente /t # telle que U~(rvh)>l |  I1 suffit de d6montrer 
que Uxh(fVh ) est continue. En effet d'une part  

U~h(f ) + 1 = U,h(f V h) + Uah(f A h), 

et le second membre  sera une fonction continue puisque f A  heKa~. Et d'autre 
part  si (2,) est une suite croissante de ]0, 1[- vers 1, 

Uh(f) = lim,~ U~,h(f) 
n 

sera une fonction s.c.s. 
On peut donc supposer f v hsS~ telle que Ujvh > 1 |  Off #' est 6quivalente 

/~ #. Comme 

Uh= 2 (Uf vh~ff vh -h)n Uf vh' 
.~-~ ( ,)  

Uh(fVh)= ~. (UfvhMfvh-h)"(l). 
n>O 

La fonction (UfvhMfvh_h)"(1) est continue, car, pour n = l  f v h - h < f v h  et la 
propri6t4 est vraie par r4currence puisque 

Ucvh_h(Ur "-1 (1) < f V h. 

I1 reste donc fi montrer  que la s&ie (,) converge uniform6ment. Or comme #' est 
une mesure 6quivalente h #, 0 < if(h)_< Uf ~h(f v h)= 1. I1 en r6sulte que, 

sup (ty) v h(f V h - h) = sup (1 - Ur ~ h(h)) <= 1 -- #(h) < 1, 
E E 

d'ofl la convergence uniforme. Ce qui ach6ve de d6montrer la proposition. 

2) Nous nous proposons maintenant  d'appliquer le thdor6me de Choquet 
aux chapeaux 

Ch={VeChlv(h)<=l}. 

Nous avons pour cela besoin des r6sultats topologiques donn6s par les lemmes 
suivants: 
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Lemme (II,2). Pour routes fonctions heK 1, C a est vaguement fermi, Ch est 
vaguement compact. 

D~monstration. Remarquons d'abord que d6s que h est semi continue 
sup6rieurement, toute limite vague d'une famille (v~)~ I de mesures h-excessives 
(hESI) est h-excessive puisque pour tout ge C K, ( 1 -  h)Pg  est s.c.i, et qu'alors 

V (M 1 _ h P) g --< lim inf ~ v~(dx) (1 - h (x)) P g (x) <_- lira inf v i(g) = v (g). 
I E 1 

I1 en r6sulte aussit6t que C h e t  Ch sont vaguement ferm6s. I1 reste donc 
montrer que C h est vaguement relativement compact. En d'autres termes il suffit 
de d6montrer que pour tout compact K de E sup v(K) est fini. 

veCh 

Soit h o une fonction continue sp6ciale strictement positive et inf&ieure /t 1 
1 

sur E. Comme, si K est compact l r  < in -~o  ho, il suffit de montrer que wc~SUp v(ho) 

K 

est fini. Mais cela r6sulte du lemme (I,1) appliqu6 au couple (h 0, h), 

(Vv~Ch) v(ho)<cv(h)<=c. 

Les chapeaux Ch sont donc munis d'une topologie m6trisable compact. 

Lemme (II,3). Pour tout couple (h,h') de K1, l'isomorphisme Uh, h est vaguement 
continue de C h sur Ch,. 

Ddmonstration. I1 suffit de supposer h<=h' et de montrer que Uh,,h et Uh, h, sont 
vaguement continus. Dans ces conditions, pour toute famille filtrante (v~)i~ I de 
Ch convergeant vaguement vers v, nous avons si v'~ = Uh," h(V~) 

(Vf e c~K) vi(f) = v'i(f) + vi [(h' - h) U h f ] .  

D'apr6s la proposition (II,1) (h ' -h)  Uhf~C~K et par suite 

(Vfsc~r~) v ( f ) = l i m  v ' i ( f )+v[(h ' -h  ) Uhf ]. 
I 

Ce qui montre que 

lim Uh," h(Vi) = Uh, ' h(lim Vi). 
I I 

Un raisonnement analogue montrerait  que uh, h' est continue, Ce qui d6montre la 
proposition. 

Les isomorphismes entre les c6nes C h sont donc des hom6omorphismes. 
Pour appliquer le th6or6me de Choquet aux chapeaux Ch' nous devons 

maintenant, rechercher les points extr6maux de C~. 

Les mesures extramales non nulles de Ch v6rifient v(h)= 1, sinon, on pourrait 
6crire 

v = v ( h ) ( v - ~  v )+(1-v(h) )O 

ce qui contredirait l'bxtr~malit6 de v. 
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I1 est d'autre part bien connu que ces mesures extr6males non nulles sont soit 
des potentiels, soit de mesures invariantes. I1 r6sulte enfin du principe d'6galit6 
des masses que les potentiels extr~maux sont les mesures, 

Gh(X , �9 )=exG h = ~ e~(Ml-hP)" 
n>O 

pour tout x de E. Remarquons aussi que pour tout couple (h,h') de S l, 
uh, h(Gh(X, "))=Gh,(X, �9 ). Ceci conduit/~ poser la notation suivante, 

Notation: Nous dOsignerons par {Gh(S, . ) ,sES} l'ensemble des mesures h- 
invariantes extr~males non nulles de C h, pour tout h~S 1. L'ensemble S v~rifiant la 
condition de compatibilitd, 

(V(h, h')sS~) Uh,h[Gh(S, ")] =Gh,(S, �9 ). 

L'ensemble S pr6c6dant s'appelle la frontidre (rdcurrente) de la probabilitd de 
transition P; 

I1 nous reste maintenant ~t munir l'espace E + S  d'une structure topologique 
telle que S soit un bordlien. Notons pour cela, et pour tout heS  t 

Oh: E +S ' Ch 

x ~ G h (x, �9 ). 

L'ensemble E + S s'identifie/t l'ensemble des points extr6maux non nuls de Ch. Si 
h ' ~ S a ,  n o u s  a v o n s  

~h'  = Uh',h ~ ~)h" 

D'un autre c6t6, les applications X~Gh(X, ") sont vaguement continues de E 
dans Ch, pour tout h e K  1 puisque pour tout fecg K d'apr~s la proposition (II,1) 
l'application x~--'Gh f (x )  = f ( x )  + [1 -- h(x)] U~ f (x )  est continue. 

I1 est donc possible de munir E + S de la moins fine des topologies induisant 
sur E la topologie de E et rendant vaguement continue pour un h eK  1 l'applica- 
tion q~a- Pour tout h~K~, Oa sera alors continue sur E+S.  Enfin, l'espace E + S  
est m6trisable. Nous pouvons maintenant 6tablir le r6sultat attendu. 

Proposition (II,4). La fi'ontiOre S de P e s t  une G~ dans E+S .  Pour tout h6S~ 
l'application 

Oh:m~vm= ~ dm(y) Gh(y, ") 
E+S 

definie sur l'espace M+(E+S)  des mesures positives bornOes sur E+ S ,  est une 
bijection de M + (E + S) sur C a. La mesure v m est h-invariante si et seulement si m 
est portOe par S. Enfin 

vm(h ) = m(E + S) 

V(h, h')~S 1 Uh,,ao ~h=Oh,. 

DOmonstration. Pour tout h~K~, ~h v&ifie les hypothhses du thhorhme de 
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Choquet, l ' isomorphisme q5 h entre les points extr6maux non nuls de Ch et E + S 
permet de transporter toute mesure positive born6e sur E + S  en une mesure 
positive born6e sur les points extr6maux de C h. Comme il est immddiat que 
pour tout m e M +  (E + S) v,, soit h-excessive l 'application Oh est bien une bijection 
d'apr6s le th6or6me de Choquet. 

Si h < h' dans K 1, en int6grant sur E + S la relation 

6~(y, �9 ) =  c~.(y, �9 ) + 6~(:~, �9 ) M , ._ ,  V,. 

nous obtenons Oh' = Uh', h ~ Oh qui s'6tend aussit6t/~ un couple quelconque de K 1. 
Enfin c o m m e  Gh(" ) ~ 1 sur E + S 

v,,(h)= S Gh(Y, h) m ( d y ) = m ( E + S ) .  
E+S 

Si maintenant h' est un 616ment quelconque de $1 et h une fonction de K 1, il 
suffit de poser Oh'=Uh',h~ Oh pour 6tendre les r6sultats pr6c6dents /t toutes les 
fonctions de S 1. 

Nous allons maintenant pr6ciser les propri6t6s de la topologie de E + S. 

Proposition (II,5). L'ensemble E est dense dans E + S. Pour qu'une suite (x,) de 
points de E converge dans E + S vers seS,  il faut  et il suffit que pour une fonction 
h e K  1 les mesures Gh(X , .) convergent vaguement vers la mesure Gh(S , "). La  suite 
(x,) converge alors au sens de la topologie de E vers le point d 'Alexendrof f  A de E. 

Ddmonstration. Si (x,) est une suite de E convergeant dans E + S  vers seS ,  la 
suite ( x , ) , ~  admet dans le compact  Ew {A} une valeur adh6rence x o. Si xo~E  , la 
continuit6 vague de G,(., .) montre  que Gh(Xo,-)= Gh(S , ") ce qui est impossible 
puisque ces deux mesures sont non nulles. La seule valeur d'adh6rence de (x,) est 
donc A (dans Eu{A}) et la condition est n6c6ssaire. La condition est suffisante 
par la d6finition m6me de la topologie de E + S. 

Le fait que E soit dense dans E + S r6sulte du lemme suivant, 

Lemme. Toute mesure invariante de C h e s t  limite d'une suite croissante de 
potentiels de C h. 

Soit en effet v une mesure h-invariante et p une mesure bornde 6quivalente/~ 
dv 

v, la mesure pG h majore p e t  donc v~PGh;  soit f =  les mesures % 
= ( f /~  n). pG h r6pondent/~ la question, dp G h 

En particulier, si s~S Gh(S , ") est limite d'une suite de potentiel qui sont de la 
forme Gh(Xn, "). La suite (x,)n~N converge alors au sens de E + S  vers s. 

Corollaire. Parmi Ies valeurs d'adh&ences vagues de I'ensemble {Gh(X , "); x E E }  
lorsque x ~ A il y a l e s  mesures  Gh(S , "), SGS. 

Nous pouvons prolonger les noyaux U h "~ E + S en posant 

( w E s )  V~(s, . )=  o~(~, .). 

Dans ces conditions, l 'application y ~  Uh(y , .) est vaguement continue sur E + S  
d6s que h ~ K  1. En effet pour tout f~qf~:, si y, est une suite de E convergeant vers 
yeS ,  pour n assez grand Gh(Yn, f )  = Uh(yn, f ) .  
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3) Nous terminons cette partie par des exemples. 
Si la fonction 1 est sp6ciale, il n'y a pas de mesures h-invariantes et la 

fronti6re sera vide. 
La promenade sur 2g(�89 �89 a pour fronti6re deux points. Plus g6n6ralement 

Brunel et Revuz on montrer  la conjecture de Kesten disant que toute promena- 
de sur un groupe discret a une fronti6re r6duite/t  un ou deux points. 

L'exemple suivant, discret montre que la fronti6re peut-~tre infinie (lorsque 
la chalne n'est pas une marche). 

Soit dans le plan une famille d6nombrable de demi droites D n passant par 0 
et xn, p le point de D, situ6 g la distance p de 0. Posons E={x~,p; n,p~N*}. La 
probabilit6 de transition d6finie par 

x,,p+O, P(X,,v, ')=�89 . . . .  _l +�89 . . . . . .  (x,, o = 0  ) 

1 
P(O,')= ~ ~ e . . . .  . 

/ / > 0  

est r6currente irr6ductible puisque 0 est r6current et qu'il n'y a qu'une classe de 
r6currence (par exemple d'apr~s Borel Cantelli). Pour d6terminer la fronti~re il 
suffit de consid6rer les mesures invariantes pour la chaine tu6e en 0. Elle sont de 
la forme 

v= Z ~ E pe . . . .  �9 
n > 0  p > 0  

I1 y a donc autant de points fronti6res que de droites (D,). 

III. Representation de fonctions 

Dans cette partie, nous voulons donner des th6or6mes de repr6sentations pour 
des fonctions excessives relativement au noyau P M  l_h. Nous ferons pour cela 
sur P l'hypoth6se suppl6mentaire d'absolu continuit6. 

Hypothdse. II existe une fonction mesurable du couple (x, y) sur E x E p telle que 

P(x, c/y)=p(x, y) ~(dy) 

la fonction p v~rifie en outre 

p(x, ") #(dx)= 1 partout. 
E 

Nous nous plagons d'autre part sous les hypoth6ses de la pattie II. 
L'hypoth~se/~ pour but d'61iminer les situations du genre suivant. Soit sur 1R 

le noyau de convolution Q associ6 ~ la fonction �89 

+ m  

(Vf~cg+) Q ( f ) x =  ~ e-Ix-yl f(y)  dy 
- c o  

P = s Q  +~-(ex-1 +ex+ 1)- Le noyau P e s t  r6current au sens de Harris et et posons 1 1 
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de mesure invariante #(dx)=dx.  Toutes les fonctions PMI_  h invariante g nulle 
# presque par tout  v&ifient g(x) = lh (x  - 1) g(x - 1) + h(x + t) g(x - 1). 

I1 existe donc une infinit6 de telles fonctions non nulles seulement au point 
x o + k, k~Z. Ces fonctions sont ~t 6liminer pour une th4orie des fronti&es. 

Soit 16 le noyau d6fini sur (E, g) par/3(x,  dy)=p(y, x) #(dy). 
Les noyaux P e t  f sont alors en dualit6. I1 existe donc, comme l 'ont montr6 

Brunel et Revuz une modifiacation n6gligeable de/3 telle que/3 soit de Harris et 
de mesure invariante #. Nous supposons faite cette modification. 

I1 est possible d'associ6r/t  t3 les noyaux et propri4t6s des parties I e t  II. 
Tout  ce qui se rapportera  ~t/3 sera not6 avec un ~^)~ et pr6ced6 de ~co)~. Par 

exemple, l 'ensemble fh de mesures h co-invariantes 

Ih= {v>O l vMa_h /3= V, v(h)< oo}. 

Proposition (III,  1). Pour route fonction h de S 1, les cdnes 

Jh = {f :  E --* IR + I#(fh) < o% PMI _h f  = f }  

sont isomorphes entre eux. 

La d6monstration de la proposition r6sulte du lemme suivant, 

Lemme.  Eapplication f ~ f . # est un isomorphisme de Ja sur fh. 

D~monstration du Lemme. Soit v e f  h la m e s u r e  v Ml_h/3 est absolument continue 

/~ #, il en est donc de m~me de v. Posons f t  = 2 v, f~ est d6finie 
1 

par rapport  u n  

ensemble de mesure nulle pr4s et pour toute fonction ge~/~ 

d(f~ . #) M 1 -h/3g =~ gPM~_hfl  d# 
E E 

=SgAd#. 
E 

Par suite, P M l _ h f l = f l # . p . p .  La fonction f = P M l _ h f  1 est donc positive, 
PMI_ h invariante et f . # = v .  Comme d'autre part  #(fh)=v(h)<oo,  c'est un 
61~ment de Jh" Inversement, il est clair que tout 616ment de Jh est tel que f .  # soit 
dans [h. 

Notons i h l 'application f --*f .  #. I1 suffit alors de poser, pour tout couple 
(h', h) de S 1 

, . - 1  o ih. U h , , h = l h ,  o Uh,,h 

L'isomorphisme U'h," h a des proprihths analogues ~t l ' isomorphisme G,, ~ de la 
proposit ion (I,3). 

La proposition (III,3) permet de faire passer aux fonctions la repr6sentation 
inthgrale fi la fronti&e des mesures de I h. Notons pour cela S la fronti&e de la 
probabilit4 de transition t 6. Nous avons le corollaire suivant. 

Corollaire (III,2). L' application m-*o[ dm(y) fy d~finie sur l' ensemble des mesures 
S 
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positives born~es de S, M+(S) est une bijection de M+(S) sur Jh Off (fy)y~S est 
l'ensemble des fonctions extrdmales du chapeau 

J~ = { f  ~Jhlp(h f )  <= 1}. 

L'isomorphisme st la repr6sentation pr6c6dente ne s'6tend pas aux P M  l_h- 
potentiel. La raison 6tant qu'un h-co-potentiel n'est pas en g6n6ral absolument 
continue par rapport/~ p. On peut montrer que les fonctions P M  1 -h excessives, 
f, avec #(h f )  finie admettent un d6composition de Riesz en remarquant que 

(g.p) Gh=(G'hg).# Off Gh= Z (Ml_hfi) n et G;=  ~ (PMI_h) n. 
n>O n>=O 

I1 est alors int6ressant de pr6ciser la forme des h-co-potentiels. 

Proposition (111,3). Pour tout h~S~, toute mesure h-co-potentiel de Ch se met sous 
la forme 

( G ~ f ) # + 2  

off f~Ll+(#) et 2 est une mesure positive Otrangkre ~t #, finie et vkrifiant 
2Ml_hP<=f" #. 

Ddmonstration. Si v est un potentiel de C h, v = v o Gh, 0~1 V 0 est une mesure finie. 
La d6composition de Lebesgue de v 0 par rapport ~t 2 permet d'6crire; 

YOdh=l)lnt-];Odh-'~V1Ml_hOh O!~1 V ; ~ #  et v i i  #. 

Mais v i M  1 -h (Th=(Vi Ml -h  ~) Gh et aussi 

VoGh=Vl+(Vo+VlMl_hP)Gh,  avec V ' o + v l M l _ h P ~ #  

ce qui d6montre la partie directe de la proposition. 
Inversement, si v=(G h f ) . # + 2  avec les conditions indiqu6es, v est alors h- 

co-excessive car 

v M  1 _hP= f " #M~-h Oh + 2 M~-h i f< f" #M~-h Oh + f " # < ( f  " #) Gh < v. 

Montrons maintenant que v ne peut 6tre qu'un potentiel; comme 2 est fini, on 
peut 6crire 

( 2 + f .  #) Gh =2  dh + ( f .  #) d h 

= 2+2M1-h  Uh+f" #Gh 

=v-~-2Ml_h g h. 

Les mesures ( 2 + f .  #)Gh et 2M~-h Uh 6tant des h-potentiels, v ne peut qu'~tre un 
h-potentiel sinon (2 + f -  #) d h contiendrait une partie h-co-invariante. 

IV. Equation de Poisson, potentiels et frontieres 

Danc cette partie, (E, •) est un espace 1.c.d., P une probabilit6 de transition 
fellerienne sur (E, d~). Les hypoth6ses et les notations sont celles de la partie II. 



Frontiere de Martin d'un processus recurrent au sens de Harris 241 

Une charge est une mesure born6e (resp. fonction mesurable born6e) v 
(resp. f )  telle que v(1)=0 (resp. # ( f ) = 0 ,  [f[~S). Nous notons Y l'espace de 
charges (resp. Y ' ) .  

Un noyau propre W sur (E, g), non n6c6ssairement positif, est un potentiel 
r6current pour Ps i ,  

(Vf~Sb) W ( f )  < GO, 

(Vf6 dV") ( I - - P ) ( I + W ) f = f  

(V v ~ X )  v (I + W) (I - P) = ~. 

I1 est facile de d6montrer que si W e s t  un potentiel r6current de P, tous les  
autres potentiels de P sont de la forme W ' = W + f | 1 7 4  7 off f est une 
fonction mesurable finie et t /une mesure finie sur les fonctions de S. 

En particulier, pour route fonction h de H, telle que Uh>lQ/ t ,  le noyau 
positif d6fini par Neveu 

Wh= 2 (VMh)nVh Off Vh=Uh--l |  , 
n>~O 

est un noyau potentiel de P dont on trouvera les propri6t6s dans Neveu. (La 
fonction h n'a pas besoin d'etre strictement positive, voir Revuz [8]). 

Dans la suite nous supposons qu'il existe une fonction h ~ K  1 telle que 
U h > 1 | Ceci sera vrai en particulier sous des hypoth6ses de dualit6. Pour ces 
fonctions, il existe donc un noyau potentiel associ6 W h. Nous poserons pour 

h 
faciliter les notations h--#(h).  

1) Proposit ion(IV,l) .  Soit h~K1,  telle que Uh>l |  et W h le noyau potentiel 
associ~. La  formule 

%(s,  �9 ) =  [Uh(s, " ) - v ]  ( I + M h  %)  

prolonge le noyau W h sur E + S  de telle sorte que l'application y ~  Wh(y , ") soit 
vaguement continue sur E + S. Pour toute fonction h' ~K 1 

(V y~E  + S) Wh(y, " ) + Uh,(y, h) # =  Uh,(y , " ) (I + Mh, Wh). 

Enfin Wh(y , ") est positive et finie sur les fonctions sp6ciales pour tout y ~ E  + S. 

D~monstration. Puisque Uh(y, ") est vaguement continue en y sur E + S ,  que 
Uh>=l| et que E est dense dans E + S ,  la mesure Wh(s, .) est positive. Si 
maintenant h' est une fonction de K1, pour tout y de E, 

Wh(Y, " ) + Uh,(y. ~) # = Uh,(y, ") (i + M h, l/Vh). 

Comme E est dense dans E + S, il existe une suite (y,) de E convergeant vers 
tout point y de la fronti&e S. I1 est d 'autre part  facile de voir que si h est dans 
K 1 Whf est une fonction continue born6es d6s que f~c~ K. I1 r6sulte de l~t que, si 
h' est aussi dans K 1, la mesures U h, (y,, �9 ) (I + M h, Wh) converge vaguement vers la 
mesure Uh(Y, " ) ( I  + M  h, Wh) lorsque y, tend vers y dans E + S. I1 suffit donc de 
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passer/t  la limite dans la formule ci dessus. Lorsque h '=  h on obtient la premi6re 
1 -#(h)  

formule de la proposition en remarquant que Wh(h ) est la constante - -  
/~(h) 

Comme enfin Uh(S, ") est h-invariante lorsque s~S, la mesure Wh(S, ") sera finie 
sur les fonctions sp6ciales. 

La proposition pr6c6dente permet de relier la notion de fronti6re que nous 
avons introduite/t  celle de Brunel et Revuz, obtenue par compactification. Dans 
cette derni~re m6thode, les points fronti6res correspondent aux valeurs 
d'adh6rence de l'ensemble de mesures relativement vaguement compact 
{Wh(x , ' ) , x~E } lorsque x ~ A .  I1 r~sulte des propri6t6s de II et de la 
proposition (IV, I) que tout point de la ffonti6re S introduite en II est valeur 
d'adh6rence de cet ensemble de mesures. La fronti~re S est donc hom6omorphe 
/t une pattie de la frontiSre obtenue par compactification. Elle est strictement 
contenue en g6n6rale car une valeur d'adh6rence quelconque de {Wh(X, �9 ), x~E} 
lorsque x-+A ne correspond pas n6cdssairement h une mesure invariante h- 
extremale. 

La proposition suivante donne une signifcation en prolongement de W h h 
E+S.  

Proposition (IV,2). Soit hEK 1 telle que Uh> l |  les solutions positives rl de 
l'Oquation de Poisson aux mesures 

t/(I - P) = - (/~. #) P (IV,Z,1) 

vOrifiant tl(h ) = 1 et finies sur les fonctions de S sont donnOes par la formule 

= #(h) [Wh(S , . )din(s)  
1-u(h)k 

gL un multiple de/~ pros off m est une probabilitd quelconque sur S. 

Ddmonstration. Nous allons montrer  que les solutions positives t/ de (IV,2,1) 
1 

finies sur les fonctions de S e t  telles que t / ( h ) = ~  sont de la forme v ( I + M  h Wh) 
0(1 VGI h v6rifie v(h)= 1. 

~s 

Remarquons d'abord que toutes les mesures de cette forme sont solutions de 
(IV,2,1). En effet, 

(I +M h Wh) (P = MI -h P + Mh [P + WP] (IV,2,2) 

=M~ _hP+Mh[W+ 1 | P] 

1 1 -#(h)  
et v(I+MhWh)h)=~-,--I puisque Wh(h)= /~(h) si v(h)=l .  

Soit inversement t /une solution de (IV,2,1) v6rifiant les conditions indiqu6es. 
En multipliant par ~ (M l_hP) m la formule 

O<_m<_n 

r /+h .  ~P=~/P,  
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il vient, 

p'~ . ~ P(Mt-hP)  m ~( ~ (M~_~ ) )+~ 
O_<m<_n m=O 

~-~ Mh P(M~_h ) + (MI_~P) m 
m~O m = l  

en appliquant le deux membres de l'~galit0 pr~c~dente aux fonctions de ga K, nous 
obtenons, 

pm t l + ~ ' P P  ~, (M1 h ) =rlMh ~ P(MI-hP)"+rI (MI-hP)  n+l 
O < _ m N n  m ~ O  

puisque 77(Ml_aP) k f < o o  pour tout k d~s que f~S .  Nous obtenons donc en 
faisant tendre r/vers + c~ 

~+~/.~G>_-~MhG. 

1 1 
En remarquant que h.#Uh-----u~ ~ #=r/(h) |  si t / ( h ) = ~  ee qui prhchde 

montre que la mesure positive t/est excessive pour le noyau positif M h U h -  h| 
= M  h V h. La mesure t/ 4tant d'autre part finie sur les fonctions de S, elle est un 
M h V h potentiel. En effet, il est possible de dhcomposer r/suivant Riesz; soit t h 
la partie MhV h invariante de r/. Pour route fonction positive f telle que 
0 < t h ( f ) < o o ,  t h ( I+MhWh) f=oo  puisque lq-MhWh= 2 (MhVh) n' mais pour 
tout f~S ,  .~o 

rl 1 (I + M h Wh) f < t/(f) + (sup VV h f )  ~1 (h) < oo 
E 

et par cons6quent t / ( f )=0 ,  ce qui montre que t/, =0. 
Soit donc r/0 une mesure positive telle que r/= t to(I+M h Wh). Comme, 

[1 ' 1 - ~ t ( h ) ]  t/(h) = ~o(h) [ 

tlo(h ) = 1. D'autre part, t/o __< ~ et t/o est finie sur les fonctions de S. Mais, comme t/ 
est solution de (IV,2,1), la formule (IV,2,2) montre que, 

~oM~-hP+~Mh Wh+~" ~P----no +~oMh Wh + ho #P. 

En appliquant les deux membres aux fonctions de S, nous obtenons, 

r / o M t _ h P = r ] 0  �9 

La mesure no est dans ~t h. 

I1 suffit maintenant d'appliquer les formules de la proposition (IV,l) pour 
obtenir le r6sultat cherch6. 

2) Nous allons rnaintenant associer ~ chaque point de E + S  un noyau 
potentiel r6current de P, W jouissant de propri6t6s int6ressantes: 
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Proposition (IV,3). Soit h une fonction de K 1 telIe que U h >= 1 | La formule 

W y = W h - l |  avec 5y=t[Y 
si y~E 

0 si y~S 

d~fine pour tout y de E + S u n  noyau potentieI r~current v~r~'ant en outre 
(1) P +  WyP= Wy+ 1| 
(2) Pour tout h' ES 1 

uh , + W, M ~, U~ , = W, + l O ~'~ ( y, .3 (,) 

(3) Si y~E la fonction VVy(h) est la constante - h ( y )  
(4) Pour tout x de E, l'application y--+VVy(x, ") est vaguement continue sur E 

+ S. De plus, tousles noyaux potentiels vdrifiant 2) sont de la forme VVy + f |  oit 
f est une fonction finie. 

(*) Remarque. Lorsque y s E  on peut supposer dans (2) que h s H  et n'est pas #- 
nOgligeable. 

Ddmonstration. Pour tout y de E + S  la mesure fiy+I/Vh(y, .) est finie sur les 
fonctions finies de S, le noyau VVy est donc d'apr6s de qui a 6t6 dit plus haut un 
noyau potentiel r6current de P. Ddmontrons les relations (1) et (2). Supposons 
pour cela d'abord y dans E. La relation, pour tout h~H (#(h)4=0) 

U~, + W~,M~,= W~ + I |  #U~,, 

s'6crit encore, 

G~,(y, . ) + %  + W~(y, .))M~, U~, =~, + W~(y, . ) + ~. # U~,. 

D'un autre c6t6, un noyau potentiel de la forme Wh+l |  v&ifiera (2) si 
et seulement si t/ est solution de l'6quation de Poisson 

r l ( I - M  h, Uh,)= (/~ o �9 #P--sx)  Gh, 

puisque toutes les mesures intervenant sont finies sur les fonctions de S. Ceci 
dSmontre que VVy vdrifie la relation (2). La formule (1) rdsulte des relations 
prdc6dentes lorsque h = l .  Enfin, lorsque y e E  il est immSdiat que Wy(h) est la 
eonstante - h(y). 

Lorsque ysS,  la mesure Wh(y, �9 ) est d'aprSs la proposition (IV,2) solution de 
l'5quation de Poisson (IV,2,1), par suite, 

Wh(y , �9 )+fl .  # P =  Wh(y , �9 ) P. 

I1 en r6sulte que 

P +  VVyP=P+ WhP-- 1 | Wh(y , �9 )--1 | #P  

= w ~ - l |  W,(y, . ) = w ,  

les mesures 6tant comme toujours finies sur les fonctions de S. Ceci montre la 
formule (1). Nous allons montrer la formule (2) par passage ~t la limite, nous 
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devons montrer pour cela d'abord la propri6t6 (4). Elle r6sulte simplement de la 
proposition (IV, 1). Maintenant si h' est une fonction de Ka, le noyau M h, U h, 
consid6r6 comme op6rateur sur les mesures est vaguement continu. Par suite, 
E &ant dense dans E + S, pour tout y de S, nous avons par passage/t la limite, 

Gh,(y, " )+ Wh(Y, ") Mh, Ch,= Wh(y, " )+ h"  #Uh- 

La mesure - Wh(Y, ") est donc solution de l'6quation de Poisson 

tl(I -- Mh, Uh')=ft" t~ Uh,--Gh,(Y, " ). 

Le m~me raisonnement que pr6c6demment montre donc que W r v6rifie (2) 
pour toute fonction h de K1. 

Etendons maintenant cette propri6t6 ~t routes les fonctions de S~. Si h' et h" 
sont deux fonctions de S~, les relations, si h">=h', 

W h ( y , . )  (I - M h, Uh, ) = W h (y ," )  [(I - Mh,, U h,,) + (I - M h, Uh, ) Mh,,_ h' Uh"] 

= Wh(Y," ) [(I --Mh,, Uh,, ) +( I  --Mh,, Uh,, ) Mh,,-h" Uh'] 

montrent que si la relation (2) est vraie pour h' elle est vraie pour toute fonction 
h", telle que h">  h ou h"< h', puisque 

f t .  # U h, - -  G h, ( y ,  " ) ~- f t .  # Uh,, - -  Gh, ,  ( y ,  " ) q- [ f t .  ]2 g h, - -  G h, (y ,  �9 )] M h , ,  _ h '  Uh' 

-~ [ h .  # Uh,, - -  Gh,, (y, " ) ]  [ I  + Mh, ,  h' Uh,] .  

La relation (2) donc est vraie pour une fonction quelconque de S~. 
I1 reste ~t d&erminer les noyaux v6rifiant (2). Nous avons vu qu'un noyau de 

la forme Wh+ l |  v6rifie (2) si et seulement si r/ est solution de l'6quation de 
Poisson 

~ ( I -  Mh, Uh,) =- ~" ~ Uh, - G~,(y, " ) ( , )  

nous avons le petit lemme suivant: 

Lemme. II existe une seule solution de l'dquation, ~, finie sur les fonctions de $1, fi 
l'addition d'un multiple de # prds, pout" tout heS  1. 

I1 suffit de d6montrer le lemme pour h > 0 v&ifiant U h > 1 | Si ~/et q' sont 
deux solutions de (,), la mesure 2=~/-~/',  qui est finie sur les fonctions de $1 est 
M hU h invariante. Par suite 2 -v<2 ~ M hU h ce qui s'6crit encore 
2+Mh<-_2-=Mh UhM h. La mesure Z~Mh 6tant born6e, c'est un multiple de #. D'ofi 
le lemme. 
(I1 est facile de d6duire le lemme pour toute fonction h de Sv) 

I1 en r6sulte que IVy est le seul noyau potentiel d e  la forme W h + l |  I 
v6rifiant (2) ~t un multiple de/~ pr6s. 

Soit maintenant f une fonction finie, comme pour tout h' non # n6glig6able 
( f |  Mh' Uh,=f| tOUSles noyaux v&ifiant (2) sont de la forme W y + f |  
Ceci ach6ve la d6monstration de la proposition. 

Le noyau W r d6pend de la fonction h, soit h' une autre fonction de K~ telle 
que U h, > 1 |  et notons W r' le noyau construit/ t  partir de h' dans la proposition 
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pr~cddente. Alors, 

(vyee+s) w,=w,'+[w~,(y,~)-~,(~)]| 

En effet, les noyaux W het  W h, sont li~s par 

et il suffit de remplacer IVy et IVy' par leurs valeurs. 
Notons que si y e S  Wy(h)=0 si IVy est construit ~t partir de h. I1 est possible 

de prolonger les noyaux VVy ~t E + S e n  posant 

ve,(s, .)= ~(s, . ) -  [~, + W~(y, .)]. 

Les fonctions s ~  Wy(s, .)  sont alors vaguement continues sur E+S.  Notons en 
particulier la formule suivante: 

(Vs, s'eS) ~(s', .)= ~(s', . ) -  ~(s, .). 

On remarquera en particulier que Ws(s, �9 )=0.  
La proposition (IV,3) se g~n6ralise imm~diatement de la faqon suivante, 

h~K 1 telle que Uh>= 1 |  ~tant fix6e. 

Proposition (IV,4). Pour toute probabilitd m sur E + S la formule 

Wm= VVh- l |  

ddfini un noyau potentiel rdcurrent vdrifiant 
(l) P + W m P = W m + I @ I E ' m  
(2) Pour tout hES 1 

Uh,+WmMh, Uh,=W,,+I@v m Off v~= ~ m(dy) Gh,(y," ) 
E + S  

(3) la fonction W,(h) est la constante -re(h). 

De plus, tous les noyaux potentiels vOrifiant (2) sont de la forme W~ + f | o~ f 
est une fonction finie. Enfin 

W~= ~ Wydm(y). 
E + S  

D~monstration. I1 suffit de remarquer que la formule int6grale ci-dessus est 
6quivalente ~ la d6finition de W,,. Les r6sultats s'obtiennent alors en int6grant 
par rappor t / t  m ceux de la proposition (IV,3). 

Bien entendu le noyau W,, d6pend de la fonction h, si h' est une autre 
fonction de K~ telle que U h, > 1 |  et si W,~ est le noyau construit comme dans la 
proposition /t partir de Wh,, nous avons entre W m e t  W" la relation W m = W" 
+mWh,(/~)| # -  Wh,(/~)| Les noyaux Wm se prolongent naturellment ~t E+S.  
D'un autre c6t~ pour tout de E la relation W~(x,')<-_Wh(X, ") montre que la 
partie positive de la mesure W,,(x, .) est une mesure sp6ciale. Nous allons voir 
maintenant que la proposition pr6c6dente donne t o u s l e s  noyaux potentiels 
v~rifiant cette propri~t~ et l'6galit6 P + W P  = W. 
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Proposition (IV,5). Pour tout noyau potentiel W tel que 

(1) (VxeE) W+(x, ") soit sp~ciale 

(2) W P  + P = W 

il existe une probabilit~ tn sur S e t  une fonction mesurable finie p.s. f telles que 

W = W m + f |  

De plus pour routes fonctions g de S e t  h de $1, 

lim W( M 1 -h P)" (g) = - ~ m(ds) Uh(s, g). 
n ~ c o  S 

D~monstration. Soit hoeK 1 et Who le potentiel positif associ6. I1 existe une 
fonction f finie par tout  et une mesure t/ int6grant les fonctions de S b telles que 

W =  Wh+ 1 | 1 7 4  

Le noyau  W v6rifie la relation 2) si et seulement si VV h + 1 |  v6rifie. I1 
suffit doric de consid&er les noyaux W de cette forme. Pour  toute fonction h de 
$1. Ces noyaux  v6rifient une relation de la forme 

Uh + WMh Uh=W+ I | (*) 

off v e s t  une mesure finie sur les fonctions de S b. Mais, compte- tenu de la 
relation (2) 

U h + W M  h U h = (I + WMh) (P + U h M~ -h P) 

= W M I _ h P + W M h P + I |  h P + P  

= W +  1 |  1 _h P.  

On en d6duit que, 

W +  l |  W +  l |  1 _h P.  

Les mesures intervenant &ant  toutes finies sur les fonctions sp6ciales 
born6es, il suffit d 'appliquer  cette 6galit6 fi une fonction quelconque de S b pour  
obtenir  v = v M~ _ h P" 

Reprenons  maintenant  l'6galit6 (*), 6crite en tout  x de E en la multipliant ~t 
droite par  (M~_hP)". Elle s'6crit, 

Uh(x, " ) (M ~_hP)" + WMh(X, " ) Uh(MI- hP)" 

= W +(x," ) (M l_h P ) " -  W(x,"  ) (M l_hp)" + v. 

Mais nous avons successivement 

lira Uh(X, �9 ) (M~_hP)"=O 
n ~ o o  

lim WMh(X, ") Uh(M ~_hP)"=O 
n ~ c x 3  
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puisque WMh(X , ") est une mesure born6e, enfin, 

M lira W + ( x , . ) (  l_h P) =0  
n ~ c o  

puisque par hypoth~se la mesure W+(x,  �9 ) est spdciale. 
I1 r6sulte donc de tout ceci que la suite de mesure positive, finie sur les 

fonctions de Sb, W(x ,  " ) (MI  _hP)" converge lorsque n + oe et que 

lira W ( x ,  �9 ) ( M 1  _ h P ) "  = - -  V. 
n ~ o o  

En particulier, vest  une mesure positive. Comme d'autre part v(h) est fini, nous 
venons de montrer que vest  un 616ment de I h. Mais la relation (.) impose v(h) 
= 1. I1 existe donc une probabilit6 unique sur S telle que 

v =~ m(ds) Uh(S, "). 
s 

La proposition (IV,4) montre qu'alors W =  W m, ce qui permet de conclure la 
d6monstration de la proposition. 

3) Nous reprenons maintenant les hypoth6ses de la partie III, le noyau P 
admet alors une densit6 bi-mesurable p ( . , - )  et /~ d6signe le noyau de Harris 
dual. Le r6sultats du paragraphe pr6c6dent nous permettent d'obtenir tous les 
noyaux potentiels W (resp W) v&ifiant, 

(gx~E) W+(x,  �9 ) spdciale (resp. (gxeE) I7~+(x, �9 ) sp6ciale) (IV,5,1) 

P + W P  = W (resp. fi + lTf/~ = 17V). 

Ces noyaux 6rant d~finis ~t une expression de la forme f |  (resp. f |  pros, 
il est possible de pr6ciser les fonctions f et f e n  demandant aux noyaux 
potentiels W e t  ITV d'atre en dualit6 par rapport fi la mesure #. Rappelons que 
d6signe la fronti~re de 15 d'autre part pour un noyau Q un noyau Q' est 
une modification n6glig6able de Q (par rapport fi la mesure #') si pour presque 

/ X tout x de E les mesures Q(x, �9 ) et (2 ( , ") sont 6gales. 
Dans la proposition qui se suit, h est un 616ment de K 1 v6rifiant Uh> 1|  et 

Oh__> 1|  un couple (W, 17tl) de noyaux potentiels est un couple de noyaux tel 
que W (resp. 17V) soit un potentiel de P (resp. t6). 

Proposition (IV,6). Pour tout couple de noyaux potentiels (W, Is sur (E, 4) 
vOrifiant, 

(1) Pour tout x de E les mesures W+(x,  ") (resp. 17ff+(x, . ) )  sont spOciales 
(resp. co-spOciales) 

(2) n + w P = w  F+VcP=Vr 
(3) Les  noyaux W et W sont en dualitO par rapport d #; 

il existe un couple unique de mesure (m, rh) sur S x S tel que ?t une modification 
nOglig~able pros 

w=w,.+/| 

avec m W h = - f . #; rh ~ = - f . #; ~ raddition d'un mdme multiple de 1 |  pr~s. 
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(Par <<addition d'un meme multiple de 1| nous entendons que les autres 
noyaux associas/i (m, rh) sont de la forme W' = W + c@~ et W' = W' + c |  avec 
la meme constante c.) 

Ddmonstration. Soit h u n  616ment de cg K v&ifiant A la fois Uh> 1 |  et ~ >  1| 
l 'on peut construire les deux noyaux potentiels positifs de Neveu W h et l?v" h. Les 
noyaux W et W v6rifiant les propri6t6s (1) et (2) sont de la forme, 

W = W h + l | 1 7 4  IV= ~ + 1 | Wh + f |  

o~ f et f sont partout finies, et m e t  rh deux mesures port6es par S e t  S. 
Les mesures m W h = ~ m(ds) Uh(S, " ) (I + M h Wh) et rfi l~ h sont d'apr6s les 

s 
hypoth6ses sur P absolument continues par rapport A #. I1 existe donc deux 
fonctions g e t  ~ finies partout et uniques presque sfirement telles que 

m W h = g .  # et mWh=~. #. 

Maintenant la formule g6n6rale, 

(Vhl, hang+) ((g |  (ha), ha) =(h~,  ( l |  #). (h2)); 

montre que si We t  1~ sont en dualit6, on doit avoir, 

f |  l |  # = l | 1 7 4  [#] p.s. 

Ceci implique que f - ~  est #.p.s. une constante et qu'il en est donc aussi de 
m6me de g-J~ Cela signifie que les noyaux W e t  1~ sont # presque sfirement de 
la forme, 

W=Wh+ l | 1 7 4 1 7 4  

W =  Wh+ 1 |  # +g@# + C2@/l 

Off C 1 et c 2 sont deux constantes. 
d6montre la proposition. 

Mais la dualit6 impose c a = c  2. Ce qui 

Appendice 

Fronti6re d'une r6solvante de Harris 

Les r6sultats pr6c6dents s'adaptent sans difficult6s aux processus de Markov A 
temps continu. Soit E un espace l.c.d., munie de ses bor61iens g;  (Up, p>0)  une 
r6solvante markovienne de Feller sur (E, g), suppos6e v6rifier la condition de 
r6currence de Harris et de mesure invariante #. Nous conservons la terminologie 
des chapitres pr6c6dents. Le lien avec les chaines se fait ~t l'aide du noyau U 1 qui 
v6rifie les hypoth6ses du II. 

Par d~finition la fronti6re de la r6solvante (Up) sera la fronti6re au sens de la 
partie II de la probabilit6 de transition U 1. 

Pour toute fonction h de Sa, les c6nes de mesures C h = { v > O [ v M I _ h U  1 

= V, V (h) < oo } ; sont isomorphes entre eux, et si l 'on pose G h =- ~ ( M  s _ h U1)" = I 
n>O 

+ M t _ h U  h sur E, le noyau G h se prolonge d'apr6s II & E + S ,  de fagon que toute 
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mesure w C h s'6crive de mani6re unique 

v= ~ Gh(x , . )m(dx).  
E + S  

Remarquons maintenant que s ip  est un r6el positif tel que h<p ,  la formule 

Mp_ h Up =M~ _h U 1 +(1 --p)(Up - m l - h  U1 Up); 

montre que les mesures h-invariantes de C h sont les mesures v6rifiant, 

(Vp>=h) vMp_hUv=v.  

Nous dirons qu'un noyau propre W sur (E, E) est un potentiel r6current de la 
r6solvante (Up) si, 

(1) pour toute fonction sp6ciale born6e f W f  est finie. 
(2) pour toute charge f 

(Vp >0) W f =  Upf  +p  Up W f  

(3) pour toute charge 

(Vp >0) vW=vUp+pvWU r 

En notant tojours K1 l'ensemble des fonctions h de cg k, telles que U h > 1| on 
peut construire le noyau potentiel positif Wh= ~ (VhMh)" Vh, Off Vh= U h - 1|  

n > 0  

Comme dans la proposition (IV,l), W h se prolonge ~t E + S  de mani&e que 
x ~ Wh(X, �9 ) soit vaguement continue sur E + S; et l'on a, 

Les solutions positives t/, v6rifiant ~/(h)= 1, de l'6quation de Poisson 

~(~-pUp)=-~p up, (p>0) 

sont toutes donn6es par la formule 

#(ph) f 
rl -- 1 ~ ~(~(ph) Js p Wph(S' " ) m(ds). 

De la m~me fagon il est possible d'dtendre les propositions (IV,4) et (IV,5), 
pour caract6riser les noyaux potentiels W v6rifiant, 

1) pour tout x de E, W+(x, �9 ) est sp6ciale, 
2) W = U p + p W U p ,  p>O. 

I1 existe une seule mesure portde par S, m, et une fonction f finie partout telle 
que 

w=w, .+f |  

avec W m = W h - l |  h. 
Par exemple, pour le mouvement brownien lindaire; si h~gK, les mesures h- 

invariants sont absoluement continues par rapport  h ux et de densit6 affine 
hors du support de h. I1 y a donc deux points fronti6res. 
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P o u r  le m o u v e m e n t  b r o w n i e n  plan,  la  f ront i6re  est r 6 d u i t / t  un  seul po in t .  

Enf in ,  on  p u e t  g6n6ral iser  l ' e x e m p l e  de  la  pa r t i e  II,  en p r e n a n t  une  fami l le  

( D r ) r ~ .  de  d e m i  d ro i t e s  du  p l an  issues de  l ' o r ig ine  0; et, en  c o n s i d 6 r a n t  la  

d i f fus ion con t inue ,  X t su ivan te ,  sur  c h a q u e  dro i te ,  X t est un  p o n t  b r o w n i e n ,  avec  

r 6 p a r t i t i o n  u n i f o r m e  en 0 sur  les d ro i t e s  D r. L a  d i f fus ion  est de  H a r r i s  et sa 
f ron t i6 re  de  M a r t i n  a la pu i s sance  du  con t inu .  
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