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I. Introduction 

Afin de rendre plus facile la lecture de cette note, nous avons s6par6 les r6sultats 
purement math6matiques de ceux ayant trait /t leur interpr6tation physique. 
Ainsi, dans une premi6re partie, nous 6tablissons que la mesure de Wiener ainsi 
que d'autres mesures associ6es h des processus stochastiques gaussiens ~t 
incr6ments ind6pendants sont des champs stochastiques d6termin6s par des 
probabilit6s conditionnelles au sens de Dobrushin ([1] et paragrapheII). Le 
paragraphe III est consacr6 ~ l'introduction de deux sp6cifications locales dont 
nous construisons au paragraphe suivant tousles champs stochastiques associ6s 
par la m6thode de F611mer [2], nous inspirant pour ce faire d'un travail r6cent 
de Nyguyen et Zessin [3]. Dans la seconde partie, qui fait l'objet du paragraphe 
V, nous discutons et interpr6tons physiquement les r6sultats obtenus; en parti- 
culier, nous montrons comment les r6sultats du paragraphe IV sont en relation 
avec le probl6me classique de l'6quivalence des ensembles de la m6canique 
statistique. Enfin, nous expliquons aussi comment la m6thode utilis6e peut se 
g6n6raliser et permet de traiter des processus de diffusion g6n6raux sur la droite, 
associ6s h l'6quation de la chaleur avec un terme de potentiel. Dans une 
remarque finale, l'application de ces id6es/t certains mod61es/t deux dimensions 
de la th6orie quantique des champs est mentionn6e. 

Que soient ici remerci6s nos amis Sergio Albeverio, Rheinhardt Lang, 
Nguyen Xuan Xanh et Hans Zessin pour les r6ponses qu'ils ont su donner ~t nos 
nombreuses questions. Nous remercions aussi R. Hoegh-Krohn pour une 
int6ressante discussion. 

II. Champs stoehastiques 

Pour la convenance du lecteur nous allons, apr6s avoir rappel6 quelques 
d6finitions, d6crire les r6sultats de FSllmer, renvoyant/t  son s6minaire [2] pour 
la plupart des d6tails techniques et pour les d6monstrations. 
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Soient (12, F) un espace polonais et (~,),~N une famille ddcroissante de sous- 
tribus de F. Une spdcification locale /7 = ( /7,) ,~ est une famille de noyaux de 
probabilit6/7, sur 12 x F v6rifiant les conditions suivantes: 

/7,(., A) est ~,-mesurable VA~ F, (2.1) 

H,(., A)= ~A(') V A ~ ~,, (2.2) 

~7,(co, A) = S II,(co, dq) 1-1,,(,1, A), (2.3) 
Vn>=m V~o~.Q, VAeF 

Un champ stochastique associ~ fi la spdcification locale H, appel6 aussi ~tat de 
Gibbs, est une loi de probabilit6 P sur (12, F) telle que 

Ee[Al~,](co)=/7,(co, A ) Pp.s. (2,4) 

Nous d6signerons par fr l'ensemble des champs stochastiques associds /t/7. 
fg(H) peut 8tre vide; dans le cas contraire, c'est un ensemble convexe et F611mer 
a montr6 que tout 6tat de Gibbs PeN(H) peut 8tre d6compos6 en 6tats 
extr6maux. Sa d6monstration repose sur des propridt6s g6n6rales des espaces 
polonais et sur le th6or~me de convergence des martingales. En particulier, elle 
ne suppose aucune propri6t6 de compacit6 pour ff(H). Soit E(FI) l'ensemble des 
limites 6troites p~(.)=lim/7,(co,.), que l'on peut construire en faisant varier co. 

tI  

L'ensemble E(/7) s'appelle la frontiOre de Dynkin-Martin associ6e ~t /7. 
Supposons maintenant que fr n'est pas vide et soit alors P~(I1) .  Alors on 
montre que lira//,(co, .)=Po,(.) existe P p.s. et que si cpeLI(P) 

n 

po,(~o)=Ee[~01 ~ ]  (co) Pp.s. (2.5) 

avec I~oo = (~ F,. I1 r6sulte immediatement de (2.5) d'une part, que po(.)e(r 
1 

Pp.s. et, d'autre part, que: 

po({co'E12Jpo,=po})=l Pp.s. (2.6) 

D6signons enfin par E*(/7) le sous-ensemble suivant de E(/7): 

E*(/ / )= {po,~E(/7)lp~e~(I1)po, v6rifie (2.6)}, 

E*(/7) est appel6e la pattie essentielle de la fronti&e Dynkin-Martin. 

Pour chaque 6tat de Gibbs Pefr on obtient ainsi que: po~(.)cE*(/7) P p.s. et 
la propri6t6 (2.5) implique que P poss6de une repr6sentation int6grale sur E*(/7). 
En particulier on peut identifier E*(I1) avec fr l'ensemble des 6tats 
extr6maux de fr 

III. Les specifications locales 

A partir de maintenant t? d6signera l'espace de Banach des fonctions r6elles 
continues sur [0, 1] et nulles ~t l'origine, muni de la norme de la convergence 
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uniforme, bl~ol[ = sup Iq~(t)l. Nous notons F la tribu bor~lienne de ~?; cette tribu 
re[O, 11 

est aussi engendr6e par les fonctions continues rct sur O, rct(q))=q)(t ) et t 
parcourant une suite dense dans [0, 1]. Nous consid~rons alors la mesure de 
probabilit~ W(#) sur (fL F) d~finie par le processus stochastique X t gaussien fi 
incr6ments ind~pendants tel que X 0 = 0  presque sfirement et que X t - X  ~ 
0_<_s<t<l  soit une variable gaussienne centr~e de variance ~([s,t]), off /~ 
d6signe une mesure de Radon donn6e, 6quivalente/~ la mesure de Lebesgue. En 
particulier si/~ est ~gale fi la mesure de Lebesgue, W(g) n'est rien d'autre que la 
mesure de Wiener. 

Afin de d6finir les deux specifications locales annonc6es H i i=  1,2 nous 
allons commencer par introduire un espace (ff,~B) isomorphe ~t (O, F). La mesure 
~t ~tant une lois pour toutes fixSe, pour chaque entier n positif ou nul nous 
consid6rons une partition de [0, 1] en 2" intervalles consScutifs de mame 
mesure, dont les extr6mit6s sont not6es tn, o = 0, t~, t , . . . ,  t~, 2~ = 1. Soient alors I ,  = 
{t,,klk=O, 1 , . . . ,2"} , I=~I~ .  

n 

Nous d6finissons les applications suivantes sur O 

D,,k: ~0--,(l~)'[~tn,~0)-rct~,~ ~(~0)3=D,,k(q~), 1<k<2", n>0, (3.1) 
1 

Un, k: p - - ~ [ D n ,  ak_l(q))-Dn, 2k(q))'], l < k N 2  "-~, n > l  

Uo, 1 -Do ,  1, (3.2) 
2 n 

s,: ~0 ~s,(~0)= ~ [O~ ~. (3.3) 
k = l  

Un calcul 616mentaire permet de montrer que 

2 n 

S,(p)=2"  ~ [nt~.~(p)-n t . . . .  ,(rp)] 2 
k = l  

2 m - 1  

S,(~o)= ~, ~ [U,,k(tp)j2+[Uo, I(~O)] 2. (3.4) 
m = l  k = l  

Toutes les applications que nous venons d'introduire d6pendent de ~t par 
l'interm~diaire de la suite I dans [0, 1]. I1 en sera de mSme pour l 'isomorphisme 

de ~? sur f~' qui va faire l'objet de la proposition 1. 
L'espace f2' est le sous espace de IR N constitu5 par les suites r6elles 

C =(C(m))~ N qui vSrifient les deux propri&~s suivantes" 

lira C(m) p(m) = 0, (3.5) 
rn 

111CIII- sup[p(m) C(m)l < + oe. (3.6) 
m ~ N  

Dans ces deux relations ( p ( m ) ) ~  est d6fini par 

p(m)=(lf2) -("-~) si 2 " - t < m < 2  ", n>_l p (1 )= l .  (3.7) 
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Sur ~2' nous consid6rons la tribu f3 engendr6e par les applications q~: C --, C(m) 
m~N. 

Proposition 1. Il existe une application lin#aire bijective ~ de f2 sur f2' telle que : 

a) �9 et ~ - 1  soient continues, 

b) �9 et q)-1 soient mesurables. 

D#monstration. Soit ~0~f2; nous d6finissons r par 

~(~o) = (~o,1 (q& V~, ~ (~o), ~ , 1  (~o), ...). (3.8) 

est lin6aire et continue. On a en effet: f[]~(cp)]ll<4jl~oJr. La continuit6 de 
entraine que la condition (3.5) est satisfaite; elle implique aussi l'injectivit6 de q~ 
car les U,,k(q~ ) d6terminent//t(cP) = q)(t) pour t e l .  Pour 6tablir que ~ est surjectif, 
il faut montrer  qu'il existe un ensemble dense dans g2 dont l'image par ~ est un 
ensemble dense dans f2'. A tout q~ de f2 et pour chaque n nous d6finissons une 
approximation (p, de (p par la relation 

~(Et.,~_ 1, q) 
~o.(t) = q)(t., k_ 1) + # ~ ; , ~ , , ~ )  [cP (t., k) -- (P (t.. k- 1)] (3.9) 

lorsque t~[t. ,  k_ 1, t~,k] 1 < k < 2". 
Faisant alors varier (pe t  n l'ensemble ainsi obtenu f2 est dense darts 0. 

L'image par ~ de D est l'ensemble des suites ayant un nombre fini d'616ments 
non nuls: c'est donc un ensemble dense, n e s t  clair aussi que 4~ et ~ -1  sont 
mesurables car g est engendr6e par les U., k. [] 

D6signant par f2'. l'ensemble des suites r6elles finies comptant 2" 616ments, 
nous pouvons d~finir #'~ par la relation: 

i f =  fro x ~; 

et nous notons 13~ (respectivement f3.) les tribus engendr6es par les ensembles 
cylindriques ~t base dans g2'. (respectivement g);,). Les images de ces tribus par 
~b- ~ sont F. et #.. Mais comme F. est engendree par les applications rct pour t e I .  
cela revient ~t dire que F. est la tribu engendrde par les 6v~nements qui ne 
d@endent que des instants t e I . ;  il est clair alors que 1~ est la tribu 
comp!dmentaire engendr6e par les ~venements qui ne d@endent pas des instants 
t ~ I  n. 

Nous sommes maintenant en mesure d'introduire les spdcifications locales 
H ~ et H 2. Remarquons encore que l'application S. ddfinie par (3.3) peut aussi 
s'ecrire S.(~o)= II ~,((p)ll 2 en designant par ~n(q~) la restriction de ~q~)/t f2'. et par 

2 n II" 11 la norme euclidienne sur f2~_lR . Soit alors opel2, A~eF. et Azel~.; nous 
ddfinissons H 1 = (H~) .~  par: 

A H~(q) ,  A 1 (3 A 2 )  = g~n(q~)(~(A2)) @ )~s . (~o ) (~ (1 ) ) .  (3 .10)  

Dans cette expression ~.(~o) est d6termin~ par la relation: 

A t X Ar 
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2~ (.) d6signe la mesure uniforme normalis6e sur la sph6re S 2n- 1 (0, ]//R) centr6e 

l 'origine et de rayon I / R  et e,(.) est la masse unit6 en a sur (~',,~,). Quan t  fi la 
seconde sp6cification locale, nous la d6finissons par:  

H 2 (go, A 1 c~ A 2) = e~.(~)(q~(A 2)) | A. (~(A 1)) (3.11) 

off q~, A1,A 2 sont choisis comme pr6c6demment  et A.(4)(A1) ) est cette fois-ci la 
mesure sur (~2~,, 13,) d6finie par:  

(1 ) 
A,(~b(AO)=c . j dxexp  -~-G211xll 2 

~(A1) 

c, = . (3.12) 

Dans cette derni6re relation, dx d6signe la mesure de Lebesgue sur (f2',, B,), I1" [I 
la norme  euclidienne et 0 -2 ~ ~ ( [ 0 ,  1]).  

Proposition 2. Soit (~,),+~ la famille d~croissante de soustribus ~1 de ~2 engendrdes 
par ~, et S,(.). AIors H i =(//,1),~N d~finit une spdcification locale. 

D~monstration. L'image par  ~b de 1~1, est la tribu engendr6e par  6 ,  et II" II. I1 est 
clair que Hl,(cp, .) est une loi de probabili t6 sur (f2, F) et que (2.2) est v6rifi6. I1 
suffit de s'assurer que la condit ion (2.1) est satisfaite pour  A = A  1 n A  2 n A  3 off 
~(A1) est un bor61ien de IR +, ~b(A2) un bor61ien de $27-1(0,1) et q~(A3)e~,, 
puisque les ensembles de ce type forment  une semi-alg6bre de Boole et que la 
classe des ensembles pour  laquelle (2.1) est satisfaite est monotone.  Pour  un A de 
ce type, la v6rification de (2.1) est alors imm6diate. Quant  h la propri6t6 de 
compatibil i t6 (2.3), elle r6sulte du calcul 616mentaire qui suit: 

Soient B l a b  . et Bz~B,+ 1 B2~B .. Alors: 

.+ l tu  c~ B2) = ~ v(dr) 2~'~(B1) 2 ~ 2  ,~(B2) R~ k-u1 

n U ,~r2( 1 ) .  1 . 

�9 " ~ r 2 ~ n )  , 

V r n n 1 =~ (d)2R~_~(B2))L~[H. ( ' ,  q)-l(B1))] 

= 2~+21 [ H i ( : ,  cb- l(U a) n � 9  I(B 2))] 

off v(dr) d6signe une mesure connue sur IR +. [ ]  

De mani6re 616mentaire, on 6tablit aussi la 

Proposit ion3.  Soit (~,) la famille d8croissante de sous tribus ddfinies plus haut. 
Alors /12 = 2 specification locale. (17,) ,~ dOfinit une 

I1 est bon  de noter  encore une propri6t6 des caract6ristiques locales / / t  et 
H 2. Si Cb(Q ) d6signe l 'ensemble des fonctions r6elles continues et born6es sur f2, 
alors il est facile de voir que si f ~  Co(f2), c'est encore le cas pour  H l ( . , f )  et 
Hz(. , f ) .  On exprime habi tuel lement  le fair que les 171,(.,f)ECb(f2) en disant que 
ces caract6ristiques locales poss6dent la propri&~ de Feller. Lorsque cette 
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propri6t6 est satisfaite, on montre alors facilement que la frontiare de Dynkin- 
Martin E(H) est un sous-ensemble de l'ensemble N(H) des 6tats de Gibbs [2]. 

IV. Construction de la fronti6re de Dynkin-Martin 

Nous allons maintenant construire les fronti6res de Dynkin-Martin pour les 
deux sp6cifications locales d6finies en III. Puisque, aussi bien H ~ que H 2 
poss6dent la propri6t6 de Feller, les fronti&es de Dynkin-Martin correspondan- 
tes sont form6es uniquement d'6tats de Gibbs qui sont dans notre cas tous 
extr6maux. Nous reviendrons sur ce point plus loin. Rappelons que ces derni6res 
sont form6es de toutes les limites 6troites lira//~((p,.) i=  1,2 pour autant, bien 
stir, qu'elles existent. 

Th60r6me 1. Soit # une mesure sur [0, 1] ~quivalente gtla mesure de Lebesgue. Soit 
I I  2 Ia spOcification locale correspondante. Alors la frontiOre de Dynkin-Mart in  se 
compose du seul ~Idment W(#). En particulier, on a N(//2)= Nex(H2). 

D~monstration. Soit P un 616ment de la fronti6re de Dynkin-Martin. La restric- 
tion de P g F nest  6gale fi ~-~(A,)  (.); par cons6quent, la fronti&e de H 2 a, au 
plus, un seul 616ment. Soit alors q0-=0 et _ 2 P~(.)=/7,(0,.). Les trajectoires du 
processus stochastique X t = n~ associ6 ~t P, sont les fonctions qo, d6finies par (3.9). 
Soient 0 < s < t < l ,  t,, t le plus petit 616ment de I ,  tel que s < t , ,  z et t,, k le plus 
grand 616ment de I ,  tel que t,,k < t 

X t - x s = x t n ,  1 --X s-~-xtn,k-xtn,l-~-x t-xtn,k 

est la somme de trois variables gaussiennes ind6pendantes dont les variances 
sont respectivement: 

(~[s, t.,,]) ~ (~ [t.,~, q)~ 
# [t,,k, t,,k+ 1] 

Par cons6quent X t - X ~  est gaussienne de variance inf6rieure ou 6gale fi #(Is, t]). 
Donc: 

(x, - x~) r dP~ _< 3 (~ Is, t])  2 

ce qui entraine que la famille des P, est 6quitendue et que les P, convergent 
6troitement vers W(/~). [] 

Avant d'6noncer le th6or6me analogue pour la spdcification H a i l  est 
commode de faire la convention que si # est une mesure W(0-# ) -W(0)  est la 
masse unit6 en (p -  0. 

Th6or6me 2. Soit # une mesure de probabilitd dquivalente g~ la mesure de Lebesgue 
sur [0, 1]. Soit H 1 Ia spOcification locale correspondante. Alors: 

�9 1 
a) lim Hl,(~o, .) existe ~ hm ,~ S,(~o) existe, 

n n 
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b) si lim IP,(qo, .) existe alors: 

lira H1, (q0, .) = W(o-2(q~) �9 

2 1 lim 1 S.((o) _ lim o-2 (~o), off a ( q o ) = ~  , 2 

c) Ncx(//1)={W(o- 2./010=<o-2< + oo}. 

Pour  demontrer  le theoreme, nous utiliserons le lemme suivant: 

Lemme. Soit go donnd. Posant P~ = H~,(ep, .); soient s, t~I ,  s < t. Alors la distribution 
Q,(dx) de X = u , - r %  calcul4e pour le processus ddfini par P, est donnde par: 

Q,(dx)={g,(x)  dx Ixl<[2" o-2 #(Es, t])] ~ 
Ixl > [2" o-2 #(Is, t])] ~ 

avec: 

~([s, t])) 
c, [1 x2 2~  3 

P.(X)=-[o-z #([s, t])] -~ k 2" a 2 

n F y " } n -  1 i~ 1 

(4.3) 

Ddmonstration. Soit 

X =  ~ D,,k; 
k e l n  

s < k < l  

2"~([s, t]) 2" 
cette somme contient exactement /~([-0, 1]) -o-2/~(rs, t]) termes. X ( . ) = a  definit 

dans ~2'. un hyperplan qui ne coupe la sphere $2, - 1 (0, ~ )  que si 

Pour  ces valeurs de a nous avons '  

~/2 
(sin O)Zn- Z dO 

a 
Prob {Ixl = a} = ~T2 

S (sin 0) 2"- 2 dO 
0 

#~s ,  cn t)] ~ ~a [1 Prob  {Ix1 < a} = [ 

a 
c o s  ~ --- 

[#(Is,  t]) o -2 2"3 ~ 

z 

2.o-~ ~([s,t]) ] dz (4.4) 

d'ofl l 'on deduit  immediatement  (4.2) et (4.3). []  
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D~monstrat ion du 7h~or~me2. Si l'on suppose que les P,=/P,(q~,.) convergent, 
alors les distributions Q,(dx)  de X = n t - n  s convergent; utilisant alors la forme 
explicite de Q,(dx)  il s'ensuit que la suite (aZ(~0)),~N posshde au plus un point 
d'accumulation fini et donc lima,2(cp) existe. Inversement, supposons que 

n 

lim o-2(q0 = 0 -2  existe et consid&ons deux points s e t  t dans [0, 1]. Le support de 
la mesure P, est form6 par les trajectoires r de la forme: 

r  = r  ,) + Bo(t)  - ~o (t., k_ 1)] 

~ ( [ t . , ~_  1, t]) 
~ ,~.~]  ) [0(t . ,  k) - 0(t. .  ~_ 1) - • (t., k) + ~o(t., ~_ 1)] 

si te[t.,~_~,t.,k]. 
La variable al6atoire X = n t -  ns se laisse aussi 6crire: 

X = [cp(t) - q~(s)] + [(p(t/) - (P(tk) ] 

#([s, tk] ) ~ " t " p([  tt, t ]) 
#([--~n- ; ~-k]) Lq~(k) -- (P(tk- 1)] [(P(tt + 1) -- q~(tt)] p ( [ t ,  t~+ 1]) 

~ ( [ t ,  t])  (~,,+, _ ~,,) 
-f P([tk#([s'tt'])- 1, tk]) (nt~' - -  ~Z'~'- ')  + (nt '  - -  ;"C'~) -t" #([t,,t,+,]) 

a v e c  tk_ 1 < S < t k < t t < t < tl+ 1 (en n'6crivant pas explicitement l'indice n). 
On d6montre alors exactement comme dans le lemme pr6c6dent que X est 

distribu6e selon la loi Q, (avec pour 0-, une quantit6 toutefois 16g&ement 
diff&ente). A l'aide du marne crit&e que celui employ6 dans la d6monstration du 
th6or6me 1, on montre alors que la famille des P, est 6quitendue. La convergence 
de ~2(q~) implique que cette famille a, au plus, un point d'accumulation et admet 
donc une limite qui n'est autre que W(aZ(~p) �9 La fronti&e de Martin-Dynkin 
ne contient dans notre case que des 6tats de Gibbs qui sont tous extr6maux 
puisqu'ils ne se distinguent les uns des autres que par un changement d'6chelle 
trivial. []  

Corollaire. Soit  # une mesure de probabilitO sur [0, 1], dquivalente d la mesure de 

Lebesgue.  Alors:  

% 0 0  = 0_<_~< ~r ( ~  ~) 
+ c o  

off i _  ~ex--~ex(/~) i=  1,2. 

Remarque.  Soit r une fonction de 12 telle que: 

[~0 (t) - q~ (s)l _-< c(u(Es, tl)) ~. 

I1 vient alors: 

(4.6) 
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Par cons6quent, la quantit6 a. 2 (~0) tend vers z6ro si a > �89 Ceci correspond dans le 
cas o6/~ est la mesure de Lebesgue au r6sultat bien eonnu affirmant que seules 
sont contenues dans le support de la mesure de Wiener les fonetions H61der- 
cont inues  d'indice c~<�89 puisque le support de W(#) est constitu6 par les 
fonctions q, de f2 telles que 

lim ~ I<0(~.,k+,)--q~(t.,k)] z =/1([0, 1]) 
n k ~ l  

(cf. [2] et w 

V. Interpr6tation physique 

Les ph6nom6nes associ6s /t la propagation de la chaleur et au mouvement 
brownien sont reli6s par le fait qu'ils sont r6gis tous deux par l'6quation de 
diffusion suivante de semi-groupe T,. 

-~f  =g Af , 

( T t f ) ( x ) = ~ - ~ f ( y ) e  2t dy. 

Pour fixer les id6es, consid6rons le cas off/~ est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. 
Le th6or6me 2 affirme que: 

W(o -2 (qg))(.) -= lira H~, (q0,.) 
tl 

et il rdsulte de la d6finition de [P, que la mesure de Wiener W(a2(~o))(.) est 
essentiellement obtenue comme limite d'une suite de mesures de Haar  
concentr6es sur des sph6res dans des espaces dont la dimension cro~t. A 
l 'approximation d'ordre n on consid6re en effet la sph6re contr6e/t  l'origine de 

rayon ]~.(q~) dans IR z". On peut aussi remarquer que 2" S.(q~) n'est rien d'autre 
que Faction associ6e au chemin polygonal ~ tel que (O(Z)=~O(t.,k)Z=t., k 
k = 1, 2 .. . .  ,2". On a donc: 

1 

2" = S 
0 

d 
avec 0(z) - = ~  ~(-c). 

0 .2  - -n  Or, puisque n(cp)---2 S.(q~), nous pouvons envisager W(a2(q0))(.) comme 
1 

limite d'une suite de mesures qui sont essentiellement de la forme 3[�89 S ~2(z) dz 
_ 2  o - E.] avec E. = ~ 2 
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Formellement, nous voyons ainsi qu'/t la limite, la mesure de Wiener 
W(o-z(rp))(.) est de la forme: 

W(a2(r#))(.)~6[�89 i fo2('c)d'c-E ] (5.2) 

off E est une quantit6 infinie (pr6cisdment eomme E, quand n ~ + oo). Dans 
cette interpr&ation, la sp6cification loca le / /~  est l 'analogue de la distribution 
microcanonique de la m6canique statistique classique. 

D'autre part, le th6or6me 1 affirme que l'autre sp6cification locale que nous 
avons envisag6e H2@,.)  converge elle aussi vers la mesure de Wiener 
W(a2@))(.), ce qui ne fait que traduire la propri6t6 bien connue selon laquelle la 

mesure de Wiener W(o'2(qg)(.) n'est rien d'autre formellement que e 0 a~p, ce 
que nous 6crirons: 

1 

.2 )d o (5 s) 

en supposant q) tel que a2(cp)= 1. 
Sous cette forme, on reconnait l 'analogue de la distribution canonique de la 

m6canique statistique. 
On peut alors interpreter les th6or~mes 1 et 2 comme exprimant une 

6quivalence des ensembles de la m6canique statistique classique; le probl~me de 
l'6quivalence des ensembles en m6canique statistique a 6t6 discut6 dans de 
nombreux travaux, voir par exemple [4]. 

Nous allons maintenant envisager le cas d'une particule soumise ~t un champ 
de forces d6rivant d'un potentiel V. On sait alors que sous des conditions assez 
g6n6rales sur V [5] un processus de ce type que nous noterons t/ satisfait /t 
l '6quation diff6rentielle stochastique: 

dtl(t) = fl(tl (t) dt + dw(t) 

dans laquelle w(t) d6signe le mouvement brownien ordinaire tel que nous l'avons 
d6fini pr6c6demment et fl est une fonction connue du potentiel V. Pour simpli- 
fier, nous supposons que la variance du mouvement brownien est 6gale ~t 1. 
Alors, les solutions d'une telle 6quation d6finissent des processus de diffusion, de 
g6n6rateur - � 8 9  V. Dans le cas off le processus est sym6trique et admet une 
mesure invariante d#, le semi-groupe de Markov associ6/t ce processus se r6alise 
convenablement dans l'espace de Hilbert L2(d#) et son g6nbrateur infinit6simal 
s'obtient/~ l'aide d'une r6alisation auto-adjointe de l 'op6rateur diff6rentiel - �89  

-fiV. Plus sp6cifiquement dans la situation off fl=�89 avec d#=pdx, la 
P 

r6alisation auto-adjointe que nous venons de mentionner n'est autre que 
l 'op6rateur autoajoint H associ6 /t la forme de Dirichlet ~ Vf. Vfd#. Plut6t que 
d'envisager l'espace L2(d#)=L2(pdx), on peut travailler aussi dans l'espace 
L2(IR, dx); H darts cet espace se r6alise alors fi l'aide de l'op6rateur: 

-�89 

avec: V=�89 + div fl). 
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L'6quation stochastique correspond alors ~t l'6quation de la chaleur en pr6sence 
d'un potentiel, c'est-~t-dire l'6quation du mouvement d'une particule soumise au 
mouvement brownien subissant de plus la force - V V  et ayant d/~ comme 
distribution invariante. Un tel mouvement est sym6trique par rapport au temps 
et le processus est stationnaire ([6], [7]). On peut aussi remarquer que dans le 
cas stationnaire et puisque H peut aussi atre consid6r6 en tant qu'hamiltonien 
quantique, une interpr6tation quantique des solutions de l'6quation stochastique 
est possible ([6, 7]). 

Supposant t > s, il r6sulte de l'6quation stochastique que: 

t 

~ ( t )  - ~ ( s )  - ~ / ~ ( ~  (~))  d ~  = w ( t )  - w ( s ) .  
s 

Supposons maintenant que les hypoth6ses habituelles de r6gularit6 de la th6orie 
des 6quations diff6rentielles stochastiques sont satisfaites ([8, 9]), ~t savoir 
continuit6 de Lipschitz et conditions ~ l'infini. De plus, nous supposons que 
nous sommes dans une situation off il existe un potentiel V [12]. I1 est bon 
cependant de remarquer que la th6orie des 6quation diff6rentielles stochastiques 
se g6n6ralise, et, qu'en fait, on peut se d6barasser de certaines de ces conditions, 
ce qui rend une extension au cas singulier possible ([5, 10]); en particulier fl peut 
avoir des singularit6s locales et cro~tre plus rite que lin6airement ~t l'infini, ce qui 
permet de traiter par des g6n6ralisations de ces m6thodes certains mod61es de la 
th6orie quantique des champs. Nous ferons plus tard une remarque h c e  sujet. 

Consid6rons maintenant la transformation T dans l'espace (2 d6finie par 
T(p = ~O avec 

t 

0 (0 = ~0 (t) + S/~(~ (~)) d~. 
0 

Cette transformation induit une transformation de la mesure de Wiener dW(.); 
si nous d6signons par dWT(. ) la mesure normalis6e induite par T, qui n'est autre 
sous les hypoth6ses faites que la mesure associ6e au processus stochastique 

dtl = fl(tl) + dw 

la relation de Girsanov-Prohorov permet alors d'6crire: 

dWT = exp [fl(m(t))] 2 dt - S fi(co(t)) dt . 
dw o 

D'autre part posant b(x)=logp~(x) on obtient grfice fi la formule d'Ito 

/3' 
db(W) = fl dw + 2 dt 

avec fi'(x)-= J x  fi(x). 

Soit en int6grant 

1 1 

b(w(1)) - b(w(O)) = ~ fl dw + �89 ~ fi' dt 
0 0 

ce qui peut encore s'6crire 
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1 1 1 
1 2 " W[w(1)]=~fldw-~[. f i r  ~ dt+~V(oo)dt 

log P~ LWt0,U o o o 

puisque V(x) = �89 [fl'(x) + fi2 (x)]. 
Donc conditionellement ~t W(t)= x on a 

1 1 

�89 Ifl(w(t)) 2 dr -  lfl(w(t)) dW(t) 
0 0 

1 

= ~ V(o)(t)) dt + C 
0 

avec C - l o  p~[W(1)] - g ~ .  

La quantit6 C est aussi 6gale par la formule de Feynman-Kac/ t  

1 

e-![v(o(t))+x] dt dw(c~) 
G= 1 

I e-! v(,~(t))dt dw (co) 

Nous avons d6j~ fait la remarque que formellement la mesure de Wiener dW 
1 

s'6crivait (~[�89 tel et que: 

1 

l .2 2" ~(p  (t)dt=lim S.(qO. 
0 n 

Nous avons alors une caract6risation du marne type pour Wren remplacant ~0 
par r - 1 0  avec: 

[ 

T- l :  ~,-o~o(t)=O(t)-yfi(O(r))d~. 
0 

I1 reste/~ calculer alors 2"S, (T -1 (p): 

1 d T _ l  
2"S.( T - 1  q))=f dzz qS(z) dz 

0 

= ( 0 ( ~ ) ) -  fl(O(~)) d~ 
0 

1 1 1 

0 0 0 

Cette relation s'interpr6te ais6ment physiquement. En effet, les deux derniers 
termes du membres de droite: 

1 1 

0 0 
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lorsque l'on prend pour ~5 l 'approximation polygonale d'une trajectoire w du 
mouvement brownien tendent dW p.p. vers 

1 1 

[(w(t))] 2 d t -  2 ~fi(w(t)) dW(t) 
0 0 

La seconde int~grale ~tant /~ comprendre au sens des int~grales stochastiques. 
Le calcul qui vient d'etre fait permet alors de eonclure que la diff6rence entre 

2" S , (T - '  (o) et 2" S,(~5), qui n'est autre que: 

1 1 

2 n [S . (T - '  (/5) - S.(~5)] -- ~ [fl(gS(~))] 2 dr - 2 ~ ~(z) fl(~5(~)) d~ 
0 0 

converge vers 

i p~(oJ(t)) 
V(co(t)) dt + log - - ,  

o p~(O) 

lorsque l'on prend pour q) la trajectoire du mouvement brownien. D'autre part, 
nous avons vu que �89 n S,(~5) s'interpr6tait naturellement comme Faction associ6e 
au chemin ~ et que la mesure de Wiener s'obtenait comme limite de mesures 
concentr6es sur des sph6res dont le rayon n'6tait autre que l'action E n. De 
mani~re analogue W r s'inter prate/ t  l'aide, cette fois-ci, des chemins transform6s. 
On vient de calculer que dans ce cas Faction ne diff6re de Faction associ6e/~ la 

1 

mesure de Wiener que par la quantit6 ~ V(~o(t))dt + C. Ce r6sultat est physique- 
o 

ment intuitif puisque cette quantit6 est prdcis6ment la contr ibution/t  l'action de 
l'6nergie potentielle associ6e aux chemins transform6s, qui correspondent /t 
l'6quation stochastique, c'est-/t-dire/t la situation dans laquelle on a & considerer 
l'6quation de la chaleur avec un potentiel. 

On a ainsi donc obtenu formellement, conditionellement & q~(t)=x (repecti- 
vement w(t)= x), l'6quivalence entre les mesures suivantes 

1 -2 ~ q~ dr+ V(~p(t))dt-const. d~o 
0 

1 

const, e - !  v(o~(t)) dtd W(o)). 

L'argument de la <~fonctiom) 5 est l'action classique totale le long du chemin ~0. 
Donc, en pr6sence d'une perturbation V on peut aussi interpr6ter les r6sultats 
obtenus comme exprimant l'6quivalence d'ensembles de la m6canique statistique 
classique. 

Remarque I. L'approximation que nous avons employ6e a fait clairement ressor- 
1 1 

tir la propri6t6 que, bien que les approximations de �89 ~w 2 dt et �89 ~ 2  dt divergent 
0 0 

pour n--. + oo, leur diff6rence converge essentiellement vers la contribution ~t 
l'action de l'energie potentielle. 
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Remarque 2. La g6n6ralisat ion de la m6thode que nous  avons employ6e ~t l '6tude 
des processus de diffusion dans IR nes t  imm6diate.  

Remarque3. La thdorie des 6quat ions diff6rentielles stochastiques a 6t6 
g6n6ralis6e aux <<processus g6n6ralisds>) /t valeurs dis t r ibut ions et eela tout  
par t icul i6rement  en vue des appl icat ions  /t la th6orie quan t ique  des champs. 
Nous  renvoyons  /t [5] et [11] pour  un  expos6 de ces m6thodes. Disons  
seulement  que l '6quat ion stochast ique:  

dr (t) =/~(~ (t)) dt + ~w (0 

doit  atre comprise ici au sens faible. Apr6s une int6grat ion avec une fonct ion 
d'essai g, on  obt ient :  

(dr (0-/~(~(0) at, g) = (dw(0, g) 

le membre  de droite devient  encore le m o u v e m e n t  b rownien  ordinai re  tel que 
nous  sommes en mesure de le discuter par  la m6thode des specifications locales, 
et on peut  alors interpr6ter  l '6quat ion stochast ique comme dans le cas 
prdc6dent. Q u a n d  au membre  de gauche, il est de la marne forme que qua nd  le 
n o m b r e  de d imensions  est fini, /t condi t ion  d ' in t rodui re  une approx imat ion  de 
r6seau et de consid6rer une in terac t ion  dans un volume fini V. Nous  nous 
proposons  d'explieiter cette cons t ruc t ion  dans un  prochain  article. 
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