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Introduction 

On 6tudie ici le comportement, sur un temps tr6s long, d'un mobile soumis 
alternativement /t plusieurs 6quations diffdrentielles, les choix successifs 6rant 
par exemple espac6s d'un laps de temps z fixe petit, et ayant lieu ind6pendamment 
les uns des autres en respectant des statistiques connues. L'origine de ce travail 
6tait la recherche de prdvisions sur le comportement lent d'un syst6me nerveux 
/t synapses 6volutives (cf. les 6tats LSD de r l] ,  interpol6s de fagon continue 
comme dans [7]), ou encore l'6tude de l'6volution m6me de l'6tat des synapses 
d'un seul neurone ~t partir de celle des r6cepteurs de l'acdtylcholine. A une toute 
autre 6chelle explicative, mais encore dans la thdorie de l'apprentissage, on 
trouve un mod61e math6matique voisin dans [8], et avec d'autres motivations, 
dans le <<processus de transport>> [-9], ou dans des 6tudes fines d'algorithmes 
de gradient stochastique [6]. L'originalit6 de notre travail est qu'on ne peut 
s'y contenter de l 'approximation par une 6quation diff6rentielle moyenne, ni 
d'une approximation par une diffusion, les ph6nom6nes intdressants sur une 
longue 6chelle de temps,/~ savoir, les sauts d'un bassin/t  un autre du <<champ 
de vecteurs moyen>>, manifestant de grands 6carts par rapport g la loi des grands 
hombres. Tr6s rapidement, nous avons eu connaissance de [14], qui 6tudie un 
ph6nom6ne analogue dans le cas des petites diffusions, et dont nous avons 
respect6 la m6thode d'attaque. L'autre ingr6dient important est la th6orie des 
grands 6carts, dont on trouvera 6tabli ce qui nous en est ndcessaire au w 1, et 
qui a dfi atre red6couverte plusieurs lois, mais dont la premi6re manifestation 
semble ~tre [3]. Dans des cas simples, on pourrait se contenter des r6sultats 
existants, par exemple [10], mais, pour traiter le probl6me suffisamment significatif 
indiqu6 ci-apr6s, nous avons eu besoin de r6sultats de robustesse qui nous 
semblent nouveaux. 

Pour en revenir /t la formalisation du processus, on voit que les donn6es 
pourraient atre une mesure de probabilit6 # sur un compact dans l'ensemble 
des champs de vecteurs C' sur une vari6t6 M, et un temps petit z. En fait, cette 
donnde ne peut qu'atre inaccessible ~ l'exp6rience, et on dolt pouvoir se contenter 
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de la collection des images #m de # par les 6valuations dans les divers espaces 
tangents T,,M. Entre deux choix, on va/~ peu pros tout droit, (voir le 8 5 pour 
une description pr6cise), les pr6visions faites n'6tant pas sensibles ~t cet /t peu 
pr6s. On gagne ainsi la possibilit6 d'envisager des #,, compos6es de poids variables 
sur des vitesses fixes (M = IR"), ce qui serait exclu par le premier formalisme. 

Au voisinage de me M, on peut en premi6re approximation supposer que, 
dans une carte de M, les #m sont constamment 6gales h #. D'apr6s Cramer, 
la probabilit6 d'aller en un temps t, de m au voisinage d'un m' lui-mame proche 

de m, est /~ peu pros exp ( - -z  t 2~ (~)]\~//,  off 2, est une indicatrice convexe, 

nulle au centre de gravit6 de #, infinie ~t l'ext6rieur de l'enveloppe convexe du 
support de #. 

Si q~ est un chemin [0, T]-- ,M, absolument continu, on peut alors con- 
jecturer que l'int6grale 

T 

A(q0)= S 2u~(~, (~p'(t)) dt 
0 

est l'oppos6 du logarithme de la probabilit6 qu'une trajectoire du processus 
issue de q~(0) reste, pendant le temps T, uniform6ment voisine de (p. Une telle 
6valuation est donn6e dans les 88 6 et 7; elle repose sur les r6sultats de robustesse 
du 8 2, mais aussi, et l'on peut fabriquer des exemples simples (.) pour se con- 
vaincre que cela n'est pas superflu, sur des hypoth6ses de type lipschitzien con- 
cernant la variation des lignes de niveau des 2,m; l'objet du 8 3 est de donner 
des conditions naturelles sur les mesures #,, elles-m8mes, qui assurent la r6gularit6 
d6sir6e. Au 8 4, on 6tudie la fonctionnelle A, et au 8 8, le potentiel associ6 

V(K, L)= inf ~(o)~/,A(~ ~ 
~ o ( T ) e L  

T ~ I R  + 

La condition V(x, y)= V(y, x)=0 d6finit une relation d'6quivalence sur M; 
nous supposerons qu'il y a un nombre fini de classes d'6quivalence Ki, compactes, 
contenant tousles ensembles co-limites du champ moyen. 

Les m6thodes de Ventsell et Freidlin donnent alors, dans notre cas, tous 
leurs r6sultats, dont voici un exemple pour la commodit6 du lecteur: partant 
de x, nous 6tudions le point de premi6re sortie d'un domaine U/~ la fronti6re 
duquel le champ de vitesses moyen est rentrant, et qui contient les Ki pour 
i~I. Posons Vij=V(K~,Kj) et Vie= V(K~, ~U), et soit A i l'ensemble (ferm6) des 
ye~U tels que V(K~, y)= Vio. 

Alors, pour tout e>0, avec une probabilit6 tendant vers 1 lorsque z tend 
vers 0, les trajectoires du processus issues de x quittent U en passant ~t une 
distance inf6rieure ~t e de ~) Ai, off J est d6fini comme suit: 

Soit K~(~) la classe contenant l'attracteur de la trajectoire issue de x du champ 
moyen. Consid6rons les graphes G simplement connexes de sommets I u ~, tels 
que, de tout point de I, parte exactement une fl6che, et minimisant ~ V~j. 

(i, j)~arcs(G) 

Un indice j appartient/~ J si et seulement s'il existe un G dans lequel la derni6re 
fl6che du chemin menant de i(x) ~ ~ est (j#). 
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En r6sum6, pendant de longues p6riodes de temps, le processus stationne 
sur un attracteur du champ de vitesses moyen, qu'il ddcrit d'ailleurs suivant la 
pond6ration d6crite par Bowen et Ruelle, puis il saute sur un autre attracteur 
que l'on peut pr6voir avec une quasi-certitude si z est petit. Une application 
possible est l'6tude du comportement d'algorithmes de gradient stochastique 
dans le cas off la fonction/t minimiser poss6de plusieurs minimums: on trouvera 
dans [11] une telle situation dans un probl6me d'identification de syst6me lin6aire 
classique en automatique. 

Ayant achev6 ce travail, nous nous sommes rendus compte que les grands 
&arts ont 6t6 un centre d'int6r6t rdcurrent de Varadhan: darts [13], il utilise un 
processus du type &udi6 ici, mais ~t # constant; dans [4], avec Donsker, il explique 
l'usage possible d'estimations exponentielles comme on en trouve dans cet article, 
et dans [5], il revient sur le th6or6me de Cramer. Mais il n'y a pas de recouvrement 
avec les principales difficultds r6solues ici. 

(,) Sans hypoth&es lipschitziennes sur la variation des #m, il peut y avoir 
une grande instabilit6 dans le comportement du processus: prenons M=IR, et 
pour tout m, #m compos6e de deux masses 1/2, plac6es aux vitesses - 1 -  j l / ~  
et ] / ~ .  Un premier processus consiste ~ suivre, entre deux choix, l'un des champs 
r n ~ - l -  I I ~  ou m ~  l l ~ ;  avec ce processus, il est impossible de passer de 
m < 0  /t m>0.  Un autre processus, associ aux mSmes #m, consiste /~ garder, 
entre deux choix, une vitesse constante; pour celui-ci, la fonctionelle A fournit 
une bonne minoration de la probabilit6 d'&re proche d'un chemin allant de 
m < 0 / t  m>0.  

1. Transform& de Cram6r d'une probabilit6 

(1.1) Notations. Soient ~ un espace euclidien, N(]K) la a-alg6bre bor61ienne des 
parties de ~ ,  # une probabilit6 sur ]K. Soit (X,), n > 1, une suite de variables 
al6atoires ind6pendantes, d6finies sur un espace de probabilit6 (f2, N, P),/t valeurs 
dans ~ ,  et de m6me loi #. 

1 (X 1 + X2 + + Xn), et si A E ~ (~)  On pose X, n 

- f lu(A)= lim l-logP(JfnEA), et - ~ , ( A ) = l i m  llogP(Jf~eA). 
n ~ + o o  12 n ~ + c o  H 

I1 existe une litt6rature fournie sur la d&ermination d'une classe large d'ensem- 
bles A pour lesquels 6,(A)=_a,(A), et sur l'6valuation de 

lim l l o g  P(X, EA). 
n ~ + o o  n 

Le calcul de cette limite fait intervenir une fonction convexe 2 / ]N-~ro ,  + Go], 
attach6e ~ #, que nous red6finissons ci-dessous. C'est par souci de compl&ude que 
nous reprenons cette question, ainsi que pour introduire les m6thodes utiles darts 
la suite du travail, et pour pr6ciser le comportement de 2 u au bord de l'enveloppe 
convexe fermde du support de # (notOe S~ dans la suite). Nous pr6cisons aussi la 
signification de 2, dans les mSmes circonstances, et la d6pendance de 2 u visdt-vis 
de (#, x). 
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(1.2) IlypothOse sur #. Dans tout ce paragraphe, nous supposons que Su engendre 
IN, et qu'il existe e > 1 tel que ~ e Ixl= dtt(x ) soit finie. N6cessairement le barycentre 

X 

m = ~ x d#(x) est alors bien d6fini. 
x 

(1.3) Ddfinition de 2 u. Soit tt une probabilit6 sur ]K v6rifiant l'hypoth6se 1.2. Nous 
d6finissons par r6currence sur la dimension de X sa transformde de CramOr 2,, 
fonction d6finie sur ]K et fi valeurs dans [0, + oo]. 

(i) Supposons d'abord que dim 5K= 1. L'ensemble des ~E]IK tels que la transform6e 
de Laplace/~(()= J er soit finie, a pour int6rieur un intervalle ouvert U 
contenant m. x 

La fonction log ~(~)=q~(() est strictement convexe et analytique sur U, de 
d6riv6e 

qr =_ J x e Cx @ ( x )  
j e~cl~(x ) (1) 

de sorte que (p' applique de fagon croissante U sur l'int6rieur de S u. On d6finit une 
fonction 2. strictement convexe et analytique sur Su en posant 

)~u(m)=O et 2'.(q)'(~))=~. (2) 

La fonetion 2 u 6tant convexe, on la prolonge par continuit6/t S. (on est en dimen- 
sion 1 !). Sur N -  S. on pose 2 u = + oo. 

I1 est facile de v6rifier qu e 

e- ~-(~) = inf [e-  ~/~ (~)] pour xe]K. (3) 

L'infimum est atteint lorsque xeS , ,  pour un ~ v6rifiant f f (~)=x t)(~); mais il n'est 
pas n6cessairement atteint pour x ~ S,. On v6rifie aussi facilement que si a est une 
extr6mit6 de l'intervalle Su, 2,(a) est fini si et seulement si # {a} >0, et vaut alors 
- log/~ (a). 

(ii) Cas off d i m ~ [ >  1. Soit ]K* le dual de IN. Pour xeS ,  nous posons 

'~u (x) = sup ,~r [4 (x)]. (4) 

Sur I N -  S, nous posons ,~, = + oo. I1 reste/i d6finir 5~, sur la fronti6re de S,. Ceci 
va atre fait par r6eurrenee. Supposons que nous ayons d@. d6fini les transform6es 
de Cramer en dimension strietement inf6rieure/~ celle de X. Soit F une face de S~,, 
et soit W le sous-espace affine de IN engendr6 par le support de #/v. Posons 
i~/w=#(W)v oi~ ves t  une probabilit6 sur W. La fonction 2~: W ~  [0, +oo] est 
donc d6finie d'apr6s l'hypoth6se de r6currence. Sur W nous posons )~r 
log #(W). I1 n'est pas difficile de v6rifier qu'une telle d6finition est consistante. 

(1.4) Lemme. Sous les hypothOses 1.2, "~u est, dam rintdrieur de S,,  une fonction 
convexe et analytique. D'autre part, pour c~ > 1 et C > 0 fixds, soit E l'ensemble des 
probabilitOs v sur YK telles que 

I elXl~dv( x)< C 

et telles que S~ engendre Y;~. 
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Alors, E Otant muni de la topologie faible, 2v(x): E x ~ - , [ 0 ,  + oo] est continue en 
tout point (v, x) tel que xESv. 

Preuve. L'6quation fi'(~)=fi(4)x poss6de une solution unique 4 ~ *  pour tout 
x~S u. En effet, la fonction log t)(4) est convexe et analytique; il y a doric au plus 
un 4 or) sa diff6rentielle ait une valeur donn6e x, et l'ensemble des formes lin6aires 
obtenues comme diff6rentielles de log fi (4) quand 4 varie est convexe. D'apr6s le 
th6or6me de Krein-Milman, il ne reste plus qu'/t montrer que l'on peut trouver 

de sorte que x = f i ~ )  soit aussi voisin qu'on veut d'un point extr6mal x 0 de S u. 

Soit ~ un hyperplan d'appui de S u en x one rencontrant S u qu'en Xo; puisque 
_ _  dv 
fi'(4)/)(4) est le barycentre de la mesure v telle que ~ (y)= e <~' Y>, on voit qu'il suffit de 

prendre ~ suffisamment grand et orthogonal h ~ pour rapprocher arbitrairement 

fi'(4) de x o. 

I1 est clair que la solution 4(x) de fi'(4)=fi(~)x, pour xeS  u est un point ol) 
e- <~' x> fi(~) atteint son minimum en 4e]K*. 

D'autre part d'apr6s (3) et (4), nous avons pour xe 5~ u, 

e-;-(x)= inf [infe-tf(~'fo/~(t)]. 
fsX* 

Comme l'infimum entre crochets est atteint, on obtient imm6diatement, apr6s 
changement de notation 

e-~.(x)=infe <r fi(~), x ~ u "  (5) 
~eX* 

Par suite, ~(x) 6tant comme ci-dessus on a, pour xE Su 

2,(x) = (4 (x), x} - log fi [~(x)]. (6) 

Ce dernier r6sultat et des propri6t6s de r6gularit6 6videntes de la solution 
^' 4 

(x) de l'6quation ~ = x, x~ Su prouvent imm6diatement le lemme. Remarquons 
/~ tg) 

en passant que (6) entraine aussi immddiatement 

~4(x)=4(x) pour xeS , .  (7) 

(1.5) Proposition. Pour c~ > 1, C > O, soit E I'ensemble de probabilitds sur Y~ d~fini 
en 1.4. La fonction 2~(x): E x ~ [ 0 ,  + c~] est semi-continue i@rieurement (E est 
muni de la topologie de la convergence faible). La fonction 2,( ' )  est convexe sur N 
entier. 

Ce r6sultat serait d6montr6 classiquement de fa9on analytique en prouvant 
d'abord que, pour tout x e ~ ,  

e-~-(~)= inf [e -<e-'~> fi(~)] 
~cX* 

(Nest clair; s i x  est fi la fronti6re de Su, on utilise pour montrer > une forme 
lin6aire 4 ayant la restriction ad6quate sur la face de Su contenant x dans son 
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int6rieur, et un fort gradient positif vers l'ext6rieur de S,). Nous en donnerons une 
d6monstration, plus combinatoire et dans l'esprit du w 2, au cours de la preuve 
de la proposition 1.7. 

De la proposition 1.5, r6sulte aussi la formule, valable pour tout x ~SK 

,i~ (x) = sup 2~(u) [~ (x)]. 
CeX* 

(1.6) DOfinition. Soit # une probabilit6 sur ]K v6rifiant l'hypoth6se 1.2, et soit 2~ 
sa transform6e de Cramer. Nous dirons qu'une partie bor61ienne A de ~K est 
#-r~guli~re si on a (notations (1.1) 

o-_, (A) = ~ (A)  = inf 2, (x) 
x ~ A  "" 

et nous poserons a , (A)=~, (A)= ~,(A). D'apr~s 1.1 on a alors 

lira -1log P(#~EA)= - ~ , ( A ) .  
n-~ + ov n 

(1.7) Proposition. Soit # une probabilit~ sur ~ vdrifiant 1.2. Alors la famille des 
ensembles #-r~guliers est stable par union finie et eontient les ensembles suivants : 

(i) les demi-espaces ferm~s, et plus gOndralement les convexes fermOs A ayant le 
propriOtO suivante: soit F la face de S~ telle que A rencontre F mais aucune autre 
face de S, ayant F dans son adhOrence et soit S F l'enveloppe convexe du support 
de #IF; alors les imdrieurs, dans l'espace vectoriel W~ engendr~ par F, de Sp et A c~ F 
ont une intersection non vide. 

(ii) les borOIiens A de ~2~ ayant la propridtO suivante: il existe au moins une suite 
x,E A virifiant 

!naf~,(x)= lira )~,(x,), 
n ~ + o o  

et telIe que, pour tout n, A contienne un voisinage de x, dans l'espace vectoriel 
engendri par la face minimale de S, passant par x,. 

(1.8) Exemples. D'apr6s 1.7 (ii), tout ouvert de iN est/~-r6gulier; si F est une face 
de S,, tout ouvert de l'espace vectoriel engendr6 par F est #-r6gulier, d'apr6s 1.7 (ii). 
Tout bor61ien A v6rifiant A =  A, et rencontrant S, est #-r6gulier (d'apr6s (1.7 (ii) 
et 1.5). Tout convexe ferm6 dont l'int6rieur rencontre Su est #-r6gulier d'apr6s 1.7 (i). 

Donnons des exemples d'ensembles qui ne sont pas #-r6guliers. Si /~ est 
absolument continue par rapport h la mesure de Lebesgue, aucune partie Lebesgue- 
n6gligeable de S, ne peut 6tre/z-r6guli6re. Voici un exemple de convexe ferm6, 
d'int6rieur non vide, et qui n'est pas #-r6gulier: 

A 
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S, est un t6tra6dre ABCD, (D est derri6re le plan de figure); # est la somme de 
la mesure de Lebesgue de IR a restreinte au t6tra6dre ABCD et de trois masses 
ponctuelles en P, Q, R, 

Le convexe F est un cylindre orthogonal au plan de figure, plac6 devant le 
plan de figure, sur lequel il s'appuie suivant un disque tangent ext6rieurement au 
c6t6 QR du triangle PQR. On peut voir (utiliser les id6es d6velopp6es ci-dessous) 
que F n'est pas #-r6gulier. 

Le seul exemple de bor61ien non convexe auquel nous appliquerons effective- 
ment la proposition 1.7 (ii) est le suivant: 

(1.9) Corollaire. Pour tout a>O l'ensemble A = {xeN." 2 , (x)> a} est #-rOgulier et 
a, (A) = a. Remarquons que B = {x ~ Y~." 2, (x) > a} est aussi #-rdgulier (car ouvert) 
mais que a,(B) ne vaut a que si B+ X -  Su. 

(1.10) Plan de la preuve des prop. 1.5 et 1.7. Nous d6montrerons 1.7 dans le cas 
des �89 espaces ferm6s et des convexes fermhs, et la minoration de P(J(neA) dans le 
cas non convexe; ~t l'aide de ces rhsultats, nous prouverons la semi continuit6 
infhrieure de 2,(x) pour # fixe. Nous pourrons alors obtenir la majoration de 
P(J(,eA) dans le cas off A est non convexe, compact, puis non compact. Nous 
prouverons alors la s.c. i de 2, (x) en (#, x). 

(1.11) Cas des �89 espaces. Prouvons d'abord 1.7 lorsque A est un �89 espace ferm6, 
par r6currence sur dim X.  Quand dim ]K = 1, ce rhsultat est bien connu et s'obtient 
soit par la m6thode du col I-3] soit bien plus ais4ment, fi l'aide de (3) et d'estimation 

la Cebycheff [2]. Supposons maintenant dim ]N > 1 et A c~ S, ~ g. 
Montrons que le minimum d de 2u sur A c~ ;~, est atteint en un point de A c~ S,. 

Sinon, on construirait une suite xn~AC~S . telle que 2,(xn) d6croisse vers d, et 
telle que x~ tende vers x~A  ~ OS,; soit 6 un bout de demi-droite issu de x et situ6 
dans A ~ S,; soit U un voisinage convexe de x et soit 2; le c6ne des points v de 
vdrifiant <~, v) <0  pour tout ~ e ~ *  tel que le barycentre de la mesure v~ d6finie par 
dv~ 
d# (y) = e(~' y> appartienne h U. On v6rifie (examiner le graphe de log/i) que pour 

U assez petit, 6 est int6rieure au c6ne N. Choisissons ye6c~ U. Pour n assez 
grand, tout point z du segment [-y, x J  appartient/t  2;. Or pour tout point z de S, 
on a, d'apr6s (7) 

,t'. (z): ~ (z) 

o/l 4(z) est tel que z soit le barycentre de la mesure vr 

La formule des accroissements finis et l'inclusion ze X entrainent donc 

&(y)- , t ,  (x,) =< 0. 

On obtient donc 2, (y)< f,  ce qui contredit notre hypothbse. 

Soit donc aEA un point de A • S, off 2,/A ~ S, est minimum. Si a est int6rieur 
au �89 espace A, ce ne peut 8tre que le barycentre m de # car 2u est strictement con- 
vexe dans S, avec un unique minimum local atteint en m. Dans ce cas le r6sultat 
1.7 est 6vident d'apr6s la loi des grands nombres. Si ae~?A n6cessairement le 
gradient 2', (a) est orthogonal/ t  0A et (cf, preuve de 1.4) 2, (a)= 2i(,)(1) off l'applica- 
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tion lin6aire f~]K* v6rifie f(v)-= 1 pour tout ve~A. I1 suffit alors d'appliquer le 
r6sultat en dimension 1 au v.a. f(X,) pour obtenir 

- 2, (a) - - l i m  ~ log P(J~.e A). 

Reste /~ prouver que si bE~S,c~A, on a 2,(b)>,~,(a). Soit H un hyperplan 
d'appui de S, en bet  posons/IIH = # (H) v. On a P (X, 6 A) > P (3/, ~ A c~ H). Comme 
J ( , e H  est 6quivalent ~t X ~ H  pour tout ie [1, n] on a 

P(X,~A ~ H)=P(X, eA, X~eH, 1 <i<n) 

= P(X,e A/Xie H, 1 < i < n) ~(H)" 

= P(X'.~ A) kt(H)" 

off les X I sont des v.a. ind6pendantes de m5me loi v. D'ofl d'apr6s l'hypoth6se de 
r6currence (c'est-/t-dire 1.7 vraie pour A �89 espace ferm6, en dimension inf6rieure/~ 
celle de :N) 

2,(a)< - log #(H)+ inf )~v(b)= inf 2,(b) 
b~Ac~H b~Ac~H 

ce qui ach6ve de montrer que A est /~-r6gulier. Nous avons utilis6 l'hypoth6se 
suppl6mentaire A ~,~, ~ g mais si A c~ :~, = g, on remplace Su par S r off F est d6fini 
comme dans 1.7 (i), et/~ par/~lv, et on est ramen6 ~ la situation 6tudi6e. Donc les 
�89 espaces ferm6s sont #-r6guliers. 

(1.12) Minoration de a(A) pour A convexe. Si A est un convexe ferm6 rencontrant 
S,, on peut reprendre la preuve ci-dessus pour montrer que 2, restreinte h A c~ S, 
y atteint son minimum en un point a. L'hyperplan H tangent ~t la surface de 
niveau de ),, au point a est n6cessairement un hyperplan d'appui de A (saul dans 
le cas trivial off a=barycent re  de # et est intdrieur h A). Par suite, si H + est le 
�89 espace ferm6 limit6 par H et contenant A, on a d'apr6s 1.1 ~,(A)>~,(H +) et 
d'apr6s l'6tude faite pour les �89 espaces 

(8) 

Comme inf 2u>iHnf)0 u (h cause de l'inclusion H + ~A) et comme aEA, on con- 
clut que 

2u(a) = inf ~ = inf 2 . 
H + # A # 

On obtient ainsi l'in6galit6 

~,(A) >__inf ,~ (8) 

pour A eonvexe ferm5 rencontrant 5~ u. Si A c~ S~ = ~, on remplace S~ par S F et # 
par #]~ od F est la face de S~ d6finie dans 1.7 (i), ce qui 6tend la validit6 de (8) ~t 
tousles convexes ferm6s A v6rifiant 1.7 (i). 
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(1.13) Remarque. Soit cg la classe des parties #-r6guli6res de ]K. Pour toute paire 
A1, A2E~('SK), on a 

p()7 E A 1) v P(X, e A 2) <= P(X, E A1 ~ A 2) < P(X. e A~) + P(X. ~ A2) 

et par suite 

[-- ~(A1) ] V [--a_(A2) ] < -a(A~wA2)< -(7(Az wA2)< [ -  (~(A~)] v [-- ~(A2) ]. 

On en dhduit imm4diatement que ~ est stable par r6union finie. Voici main- 
tenant un lemme qui rendra 6vidente la relation 

c (A)< in f2 ,  pour A ~ ~(]K). 
A 

(1.14) Lemme. Pour tout xeS~ et pour tout voisinage V de x, on peut trouver un 
poly~dre T, #-r~gulier. comenu dans V. et tel que a. (T)< 1~(x). 

Preuve. Un T convenable (hachur6 sur la figure) est limit~ par l'hyperplan Tco 
tangent en x f la surface de niveau 2.(-)=2.(x),  et par un nombre fini d'hyper- 
plans zc 1 ... % tangents /t la surface de niveau 2 . ( . )=2 . (x )+e  (e suffisamment 
petit) en des points de zco. Grfice & la stricte convexit6 de t .  en x (hessien d6fini 
positift on peut s'arranger pour que T soit arbitrairement voisin de x (ceci se voit 
en approchant localement 2. par un polyn6me de degre 2). 

Le fait que T soit #-r6gulier et %rifie au(T)= 2u(x) se d6duit facilement du fait 
que la probabilit6 P(X.E ~ roT) est n~gligeable devant P(X.ETra), en utilisant 

l~i<=r 

le r~sultat sur les 1/2 espaces ferm6s d6j/t prouv6, la remarque 1.13, et en appelant 
~zo~... ~+ les �89 espaces ferm6s convenables limit6s par rco ... rc,. 

w0 
p (x)+8 

/T =X~.(x) 

(1.15) Majoration de a (A). Soit maintenant un convexe ferm6 A tel que A ~ S. =t=r 
et v6rifiant 1.7 (i), c'est-~t-dire tel que A ~ s .  soit non vide. On a vu qu'il existe 
c~EAcaS, tel 2u(a)=iAnf2 ..  Puisque 2. est continue sur S. et p u i s q u e / I ~ S . + ~ ,  

il existe une suite x. tendant vers a, telle que x.~/[ ca ~. et )o.(x.)~2~(a). D'apr6s 
le lemme 1.14, il existe des poly6dres /~-rdguliers T. tels que T .cA  et tels que 
au(T,,)<2u(x.). La relation 1.1 et l'inclusion T . c A  entrainent 

_~ (A) < ~ ,  (T.) < ,~, (x.) 
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d'ofi quand n --* + oo 

o-, (A) < 2, (a) = inf 2,. (9) 

Si A v6rifie 1.7 (i) et A n S , =  g (A convexe ferm6), on remplace S, par Sv 
et # par #(F) -1. #Iv dans le raisonnement pr6c6dent, off F est comme dans 1.7 (i). 
Ainsi (9) est valable pour les A convexes ferm6s v6rifiant 1.7 (i). Comme on a 
toujours d'apr6s 1.1 g,  (A)> 6, (A) les relations (8) et (9)impliquent a ,  (A)= 6, (A)= 
inf,t, et les ensembles A v6rifiant 1.7 (i) sont #-r6guliers. a 

Si A est maintenant un bor61ien de iN v6rifiant 1.7 (ii), le raisonnement fait 
ci-dessus pour prouver (9) peut 8tre copi6 mot pour mot (en utilisant la suite x, 
fournie par 1.7 (ii), et prouve que (9) est encore vraie dans ce cas. 

En fait l 'argument utilis6 deux fois pour obtenir (9) prouve encore plus 
facilement que pour tout bor61ien A de ~ ,  on a 

a , ( A ) < i ] f  2 u . (10) 

(1.16) Minoration de 6,(A); cas g4n&al. Admettons provisoirement la s.c. i 
de 2,( ' ) .  

Alors si A est un compact de IN, il existe pour tout xEA une boule ouverte 
B x de centre x telle que 

inf 2 u > (inf)~,)- e, off ~ > 0 est donn6. 

On peut 6videmment prendre B x assez petite pour que B x ne soit tangente 
aucune face de S, de dimension strictement inf6rieure ~t dim]K. D'aprbs 1.15, 
Bx est alors #-r6guli6re. I1 existe une famille finie x 1 ... x k de points de A tels 
que les Bx.. .  Bx~ recouvrent A. Posons B = B~ w.. .w B~.  

La classe des ensembles #-rdguliers 6tant stable par union finie, B est #- 
rdgulier et 

a .  (B) = inf [a .  (B~),..., a. (B~)] >___ (inf 2 . ) -  ~. 

D'autre part 1'inclusion A c B  et 1.1 entra~nent 

- ~,(A) = - ~, (B) = - a ,  (B) =< - (inf 3~,) + e. 
A 

Ceci @ant vrai pour tout e > 0, on voit que l'in~galit~ (8) est vraie pour tout A 
compact de IN. 

Pour l'@endre au cas non compact, il suffit de faire intervenir un poly6dre 
K compact, assez grand pour que (~nf2,) soit sup6rieur ~t (inf2,); c'est possible 

car pour toute forme lin6aire e, les nombres inf 2,(x) tendent vers + ov quand 
~---~ + o o . .  lax)[>=~ 

L'ensemble ( IN-K) ,  union finie de �89 espaces ferm6s est #-r6gulier et a , ( 2 K -K )  
est aussi petit qu'on le veut, pour K assez grand. 

On a ainsi prouv6 l'in6galit6 (8) pour toute partie bor61ienne A de ]K. En 
particulier (8) et (9) sont vraies pour les A v6rifiant 1.7 (ii), ce qui prouve que 
ces ensembles sont #-r6guliers. 
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(1.17) ConvexitO de 2,. I1 nous reste ~ prouver que )~ est convexe et s.c.i., en 
utilisant seulement 1.7 (i) pour 6viter tout cercle vicieux. Pour voir que 2, est 
convexe, il suffit d'6tudier 2~ sur une droite D coupant S,, et on sait d6j/~ que 
2, est convexe sur D n S , .  Soit xocDc~?S ~. On a d6j~t vu, (section 1.11), que 
2,(x) doit cro~tre lorsque x tend vers x o en restant dans D c~ Su, et que le minimum 
de 2, sur le segment [Xo, y] avec yeD c~Su et voisin de x o est atteint en un point 

de Su. On en d6duit la convexit6 de 2ul v (et, lorsque nous saurons que 2~ est 
s.c.i., sa continuit6). 

(1.18) Semi-continuitO de 2,('). D'apr6s le lemme 1.4, il suffit de prouver la 
s.c.i, de 2u(-), pour # fix6, en tout xEc?S~. Abandonnons provisoirement pour 
all6ger l'6criture, l'indice # d a n s  2u, a , ,  S,. Nous proc6dons par r6currence sur 
la dimension de]K, le r6sultat 6tant clair en dimension 1. Soit xe  0S et choisissons 
un hyperplan d'appui H de Sen  x. 

L'id6e est que 2(x) minore/ t  peu pr6s a(C), o/l C est un voisinage convexe 
de x dans H, lequel n'est pas beaucoup plus grand que o-(B), o/1 Bes t  un convexe 
int6rieur fi S mais voisin de x, lequel minore 2(y) pour y dans S voisin de x. 
Donnons seulement, puisqu'il s'agit avant tout d'un exercice de style, la d6mon- 
stration dans le cas o/l 2(x) est fini, et off # est/t support compact. 

d ~- 

[" 

r 

Donnons-nous A 1 > A > A 0 > exp-2(x ) ,  arbitrairement voisins de ce dernier; 
6tant semi-continue inf6rieurement sur H, il existe un voisinage convexe ferm6 

F de x dans H tel que 2 reste sup6rieur ~ - l o g A  o dans 7; soit F u n  cylindre de 
directrice 7. Si F~ est un cylindre strictement intdrieur ~ F, on peut trouver e 
tel que 

1 ~ si, dans une moyenne 3;,, on supprime une proportion de termes inf6rieure 
fi 3 e, et si la moyenne initiale appartenait ~ F~, la moyenne modifide appartient/~ F. 

2 ~ ) 2Ae soit <1. 

3~ \2eA/ soit voisin de 1. 

Une fo i s echo i s i ,  o n p e u t t r o u v e r m t e l q u e m a i n s i q u e  (m[)~soientpe t i t s  
devant A. 
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Enfin, choisissons une bande T d'dpaisseur d adjacente ~ H telle que la masse 
de # dans 7 ~ soit infdrieure ~t m. 

Soient y e t  co un point et un convexe contenus dans/]1 et dans la bande ad- 
jacente /~ H d'dpaisseur ed. Etant donnde une moyenne X, e co, regroupons les 
Xi en trois paquets: les Y, en nombre p, appartenant/t  H; les Z, en nombre q, 
appartenant /i ~ et les autres, W,, en hombre r. La probabilit6 d'avoir q>ne 

est majorde par ( n )  m"~ 'ne  done par ((me)X) " (dans tout ce qui suit, nous utilisons 

la minoration p ! > (p/e)P). Si q < n e, la moyenne des Y et des W se trouve dans 
la bande d'dpaisseur 2ed adjacente ~t H, donc la proportion des West  au plus 
2e; donc, la moyenne des Y appartient ~t F. Ceci permet, pour r assez grand, 
de majorer P()7, e co) pour des valeurs p, q, r donn~es, q < n ~, r < 2 n e ipso facto, par 

Le plus grand (nq__~_)q possible est obtenu pour q A = nm et vaut (em/A) ". Puis- 

que 2Ae<  1, le plus grand (r~)" possible correspond au plus grand r et vaut 

((2~A)2~) ". On a done 

Grfice aux hypothdses sur m e t  e, ceci est infdrieur/~ A~, comme 9a majore 
par ailleurs (exp-2(y))", on voit que 2(y) est presque supdrieur/t )~(x), c.q.f.d. 

(1.19) Semi-continuitd de ).,(x) vis-d-vis du couple (la, x). Soient (<#l<Z,0(Xo),  
arbitrairement proches, G o le centre de gravit6 de Po, et G u celui de/~, qui reste 
proche de G o d'aprds la condition sur le moment exponentiel des mesures. On 
peut trouver un convexe compact V dont l'intdrieur coupe le segment Go x o, 
et tel que Zuo(y ) reste supdrieur/t ~ pour y~ V. On peut s'arranger pour que V 
soit intdrieur au support de/~o; il reste alors intdrieur au support des g voisines, 
et on a Zu(y)>( pour yE Vet # voisin de #o. Si x est voisin de Xo, et si # est 
voisin de #o, le segment G u x coupe ndcessairement V, et, la fonction )~, 6tant 
croissante sur ce segment (cf. 1.17), on a 2 , (x)>( .  
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Nous avons donc d6montr6 les propositions 1.5 et 1.7. Remarquons qu'au 
cours de la preuve, nous avons red6montr6 le rdsultat suivant d6jfi obtenu par 
Varadhan [4, 13]. 

(1.20) Proposition. Si A est un bordlien de YK et si # vdrifie l'hypothOse 1.2, on a 

- inf 2,(x) < lira _1 log P(X,E A) < lira _1 log P(X,~ A) < - inf 2~(x). 
xeA n n xeA 

En effet, la premi6re in6galit6 rdsulte de (10) et la derniare de (8) qui est 
valable pour tout bor61ien A d'apr6s l'6tude 1.16. Notons que ces r6sultats sont 
moins fins que 1.7 (i), (ii) car par exemple un convexe peut fort bien v6rifier 1.7 (i) 
sans que in[ 2 u (x) = inf 2~ (x). 

xeA x~A 
Etudions bri6vement le comportement de 2 u lors d'une r6gularisation de # 

par convolution. 

(1.21) Lemme. Supposons que # est 5 support compact et que S~ engendre YK. 
Si v, est une suite de probabilit~s gz support dans un compact fixe et convergeant 
faiblement vers la masse de Dirac fi l' origine, alors pour tout x, 2~(x) majore 2~,~,(x) et 

lim 2u,v,(x)=2u(x). 
n ~  -- oo 

Preuve. D'apr6s la s.c.i, de 2u(x ) par rapport au couple (/4 x), il suffit de prouver 
que 2u,~,(x) est major6 par 2u(x ) pour tout n, et tout x. Commengons par le 
cas  x ~ S ~ .  

Posons log/~=~0, log~=ff ;  on a 2u(x)=~x-q0(~), off 4 est l'unique racine 
de l'6quation (p' (4) = x. 

L'6quation q~'(4 + t/) + ~'(4 + t/) = x peut aussi s'6crire 

qr162 -~'(r 

ce qui permettrait de voir que son unique racine r/ est proche de 0 lorsque v 
est proche de la masse de Dirac. On a 

, ~ , . v (x ) - ,~ (x )  = [rl x -  q~(~ + ~) + q~(4)] - ~ ( ~  + ~). 

Le crochet est n6gatif, puisque ~0 est convexe (et qr ainsi que - ~ ,  d'od 
la propri6t6 d6sirde. 

Si xEOSu, soit W un sous-espace de X tel que fi=#1w ait x / t  l'int6rieur de 
son support, et que 2u(x)=;t~(x ), lequel vaut par d6finition +or  sur X - W ,  
et sur W,, - l o g  #(W)+2~l~(w). 

Alors, on voit que 2u,~(x ) est major6 par 2~,~(x), dont nous allons voir qu'il 
est inf6rieur fi 2~ (x) (insistons sur le fait que nous utilisons passag6rement l'indica- 
trice 2 pour des mesures qui ne sont pas de masse totale 1). On peut reprendre 
les calculs pr6c6dents, mais gb est maintenant une fonction sur W*, 4 un vecteur 
de W*, et la projection naturelle de ]K* sur W* est sous-entendue dans les 
formules. L'expression ~/x-~(4+r/)+~b(4) ne d6pend que de la restriction de 
~/fi W, et elle est n6gative. 
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2. Robustesse de la loi des grandes deviations 

(2.1) Notations. ~ e s t  un espace euclidien muni de sa norme L" I, N(3K) est la 
a-alg6bre bor61ienne de ]K, M(~)  est l'ensemble des probabilit6s sur ~ .  Pour 
xs]N, r>0,  on note B(x, r) la boule ouverte de ~K, de centre x et de rayon r. 

Pour A t ] K ,  e>0, on pose 

A ~ ={x~Xl~y~A telque [x-y[<e} 
A-~={x~AIVyCA o n a  [x-y[>e}. 

La convergence faible sur M(SK) peut 6tre d6finie par la distance de Prokhorov d, 
qui v6rifie <<d(#, v)<e avec #, vEM(N), e>0 si et seulement si 

#(A)<v(A~)+e, v(A)<ti(A~)+e pour tout AE~(X))>. 

Si #~M(]K), on note F~ le support de # et S, l'enveloppe convexe ferm6e de F,. 
Dans ce paragraphe on consid6re un espace measurable (O, N(~2)) muni d'une 

suite croissante ( ~ ) n  >0 de sous a-alg6bres de N (f2), avec -~o triviale, telle que 
[_) ~,  engendre N(~2). On se donne une suite (X,) n > 1 de variables al6atoires sur 

n__>O 
f2 ~ valeurs dans X,  telle que pour tout n>  1 X, soit ~-mesurable. On note 
M(f2) l'espace des probabilitds sur (~2, N(~2)). On suppose que pour tout n>  1, 
pour tout Qem(~?), il existe un noyau Q,(co, B) off (co, B)s~2x~(f2), qui est 

1-mesurable en co pour B fixe, a-additif en B pour co fixe, v6rifiant pour tout 
B~(Y2) 

Q(Ulff,_,)=O,(.,S), Q-p.s. 

On note Qn,,o ~ M(X) la loi conditionnelle de X, 6rant donn6 ~ - 1  d6finie par 

Q,,o)(A)=Q,(co, X~a(A)) pour n=>l, AE~(X).  

On suppose que si P~,~--Q,,~ pour tout n~N, co~-2, alors P = Q .  
On suppose enfin que pour toute probabilit6 #~M(Y~) il existe Q~M(Y2) 

telle que Q,,o)--# pour tout n=>l et Q-presque tout co~o. Une telle loi {2 sera 
not6e P~; sous P~, les x ,  sont ind6pendantes et de m~me loi #. 

L'existence de tels triplets {g2, (~,), > o, (Xn), > 1 } est 6vidente: il suffit par exemple 
de munir ~K ~ de la a-algSbre produit- et de ses projections naturelles sur ~ ,  et 
de d6finir ~,  n >-1 comme la a-alg6bre engendr6e par les n premiSres projections. 

pose X, =1 (X~ +... + X,). Pour #~ M(~)  le comportement asymptotique 
I 

On 

de -l log P~(X~A)"quand n ~ + ~ a ~t~ 6tudi6 au paragraphe pr6cSdent. Nous 
n 

allons pr6ciser le type de petites perturbations de l'ind6pendance et de l'6qui- 
distribution des X, qui affectent peu ce comportement asymptotique. 

(2.2) D~finition. Si Ves t  une pattie de M (~), nous notons V ~ l'ensemble des 
Q ~ M(Y2) tels que pour tout n > 0 et pour Q-presque tout co~f2 on ait Q., o,~ V. 

(2.3) Th~or~me. Soit #~M(SK) une probabilit~ d support compact, d'enveloppe 
convexe S u. Pour 6>0,  notons V(cS) l'ensemble des v~M(3K) tels que d(v,#)<6 
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et S ~ c ( S J .  Pour tout ~>0, il existe 6 > 0  et N > I  tels que si QsM(Q) est dans 
V(6) ~, alors elle vOrifie 

~ Q(X-,~A ) < e ~" P~(X-~A ~) 
- < En ~ e (Pu(X.~A)=e Q ( , 6 A )  

(1) 

quels que soient n > N e t  A ~ (Y~) .  

(2.4) Th6or6me. Soient #~M(YK) et fl > 1 tels que ~ e I~1~ d#(x)< + oo. Pour 6 > O, 
L > 0  notons W(6, L) l'ensemble des v s M ( ~ )  tels que d(v, #)<5 et ~ el~l~ dv(x)< L. 

Pour tout e > O, L > O, I > O, on peut trouver 6 > 0, et on peut gt tout A ~ ~)( ~YK) vOrifiant 
~,(A~)<I associer un entier N, de telle sorte que si Q~M(f2) est dans W(6, L) ~, 
Ies inOgalit~s (1) soient satisfaites pour tout n > N. [cf 1.1 pour la dOfinition de a_,]. 

Les thOor6mes 2.3 et 2.4. vont Otre prouvds simultanOment, en plusieurs 
0tapes. 

(2.5) Effet d'une troncature. Donnons-nous f l > l ,  L > 0 ,  t /o>0 et des borOliens 
K c F = Y K  avec K born& 

Soit U l'ensemble des v~M(N)  tels que 

~el~l~dv(x)<L, v(F)> 1 - t /o ,  v(K)>�89 (2) 

Soit R > 0  assez grand pour que B(0, R ) ~ K .  De (2) on tire pour k>  1, v~ U 

v [-~ - B (0, k e)J __< L e-(kR)~ = ~lk' (3) 

Soit 5( l'ensemble des suites A=(Aj)j>__ 1 de parties de {1, ..., n} telles que 
les Aj non-vides forment une partition de {1 . . . .  , n}. D6finissons une variable 
al6atoire J: f2-* 5~ par J = (Jj);>=_ i, en imposant pour j > - 1  et k > 1, 

j e J _  1 si Xj~Fc~B(O,R)=F R 
j~do si XfiB(O, R ) - F  
jeYk si X;eB[O, ( k+I )R] -B(O ,  kR). 

Soit A e 2 '  et posons v i=Card  (Ai) de sorte que ~, vj=n. 
j-->_ --1 

Soit Q~M((2) un ~16ment de U ~. De (2), (3) et de la d6finition 1 on d6duit 

Q(XjeAj  pour l <j<<_n, J = A ) < (  I ]  rl~k)Q(Xj~Aj~FR, JEA--1) 
k>O 

quels que soient les A;~N(]K). De m4me (2) donne 

(�89 . . . .  Q(X f iAjc~ F R , j s A 1 ) <  Q ( X j e A j , j ~ A _ I  ; X k s F  R, 1 <k<n) .  

On rapproche les in6galit6s obtenues, et fi l'aide d'un argument standard 
(approximation de fonctions par des combinaisons d'indicatrices de (~ rectangles~)), 
on obtient 

EO_ [fl(s =A~] <- a(A)Ee I f  ]~ IF,(Xj)] (4) 
1 <=j<n 
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off f est une fonction bor61ienne positive f(Xa .... , X,) arbitraire ne ddpendant 
que des (X)s~A_,, O6 a(A)= l-[ (2t/k) "~ et off EQ dhsigne l'int6grale par rapport 5 Q. 

k > 0  

Soit e>0, et ~ l'ensemble des A E ~  %rifiant 

(1 +k)vkR<=en. (5) 
k__>O 

Si J=As"U~, et si Ae~(X) ,  la relation (_~.~A)implique 1( ~ Xj)~W, qui, 
n _ j e A _ t  

sur l'ensemble {[Xj[<=R, 1 <=j<<_n} ~2, implique elle-m6me X.sA 2~. De (4) et 
des remarques pr6c6dentes on d6duit, pour A ~ ( X ) ,  

A e ~  \~l j ~A  - 1 

~A~qf,~(A)Q{I(jE~A_IXJ)~Az:-Xj~FR pour l < j  <=@ 

<[ Z a(A)]Q{X, eA2~; XfiFR pour l <j<n}. (6) 
A e ~  

Soit V l'ensemble des suites d'entiers v=(v3~_>_ , telles que v~>=O, ~ v~=n; 
soit V~ l'ensemble des v~ V v6rifiant (5). Pour w V posons i>=- 

n ! 1-[ r/~ k' (7) 
b(v)- I] (Vkl) k>=O 

k>= - 1  

La majoration brutale 

Q(X.~A; J=A)<=Q(J=A)< [I q~ ~ 
k>=O 

fournit trivialement l'in6galit6 

QX,~A; Jc~Y/~)< ~ b(v) 
vCV~ 

On a 6videmment: 

Z a(A)< Z a(A)= Z [ - -  
A E ~  AEGg v~V 

(8) 

k>= - 1  

1 
Soit g(R) la fonction s u p -  Log t/k qui d'apr~s (3) ne dSpend que de L 

k>__l ( k + l ) R  
et fi, et tend vers - oo quand R --* + oo. 

Posons 7(R) = g(R) v 1 Log qo, et imposons 7(R) < 0. Si v r V~ on a alors 

1 

k>__O k>O k>O k>O 

Par suite 

Z b(v) <-e~(R)~" Z - 717G 11 t/~ ~ <ea-~(R)~"(1 + Z q~)"" (10) - - 
w V  _ k>=O vCV~ 

k>= - 1  

"! ] 
I-I (vk!) k>_[Io (2t/k)~k = [1 + 2 ( ~  qk)]'- (9) 

_ k > o  



Mblanges d'6quations diff6rentielles 17 

Etant donn~s e>0  et I > 0 ;  (9), (10) et (3) permettent de d6terminer a > 0  tel 

que les conditions t/o __< a et R >-1 impliquent 
a 

a(A)<-_e ~n ~ b(v)<-e --In. 
A ~  v(~V~ 

De (8) et (6) on d6duit alors que 

Q(X, eA)<e Q(X, eA2"; XjeFR, l <__j<_n)+e in (11) 

d6s que R > 1/a, rl o < a, et Q e U ~. 

(2.6) Effet d'une perturbation de P, sur la loi de X, <<tronqude>>. Soit e>0  et soit 
G u n  compact donn6 de 2K. 

Soit (H,,)n~ une famille d'hyperplans affines de YK, tel que chaque H n soit 
orthogonal ~t Fun des <<axes de coordonn6e>> de ~K. On peut choisir les H,  de 
telle sorte que la famille ~ des composantes connexes de ( ~ -  ~) H,) air les pro- 

n 

pri6t~s suivantes' a) chaque pav6 C e ~  est de diam~tre inf6rieur/t e, et C -~/2 +fJ; 
b) si C e ~  et Cc~G:#~ alors Cc~G est non vide; la propri~t6 b) est r6alis6e par 
un nombre fini de petites perturbations successives des H n rencontrant G, qui 
laissent 6videmment <<presque invariantes>> les familles ~ (resp. ~2) des C e P  
qui rencontrent G (resp. tels que dc~G=0). Si #EM(X) est donnde, on peut 
aussi imposer aux H n d'Stre #k-n6gligeables pour tout k > 1, off #~ est la loi de 

sous P.. 

Donnons nous #, a et R > 0; appliquons cette construction avec 

G = Support (#) c~ B (0, R - e), 

et fixons ~.  L'union F des C e ~  est un voisinage de G, contenu dans B(O,R). 
Les #(C), C e ~  forment un ensemble fini fix6 de hombres strictement po- 

sitifs. D'autre part puisque les Ce-~ sont de fronti~res #-n6gligeables on a 

~im #(C ~ = ~im ~ #(C -~) = #(C). 

On en d4duit l'existence de c~ o >0  tel que si v~M(YK) v6rifie d(v, #)N~o, alors 

e-~#(C)<=v(C)<e~#(C) pour C ~  1. (12) 

Soit ~ la o--alghbre de parties de f2 engendrge par les X~(N) ,  1 <j<n. Soit 
Q ~M(f2) un 414ment de B~ oh Bo= {veM(~K): d(v, #)<~} avec ~<6  o. 

Soit f2s = {XjeF, 1 < j  < n}. De (12) on conclut facilement que 

e-"~y lo~f  dP~< y I ~ f  dQ<e"~y l e~ f  dG (13) 

pour toute fonction positive ~n-mesurabIe f: ~2-* 1R +. D6finissons des variables 
al4atoires ~n-mesurables Y~: Y2~2K 1 <j<<_n, en posant, pour Ce~',  Y~=centre 

1 (y~ +.-- + y,), de sorte que du pav4 C sur l'ensemble {XjeC}. On pose 1~ n 

] 122-J~n[<e. Pour A ~ ( X ) ,  on obtient en utilisant (13) 

Q {(X, eA) c~Y2F}<=Q {~eA~)c~f2r}<--_e"~P~ {()~eA~) c~ f2v} 

=< e"~ Pu {(Jfn~A2~) ~ ~2~} 
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et de mame 

P. [(J~.~A)c~ Qp] <e  "" Q [()~. sA2~)c~ f2F]. (15) 

(2.7) Preuve du Th~orOme 2.4. Comme dans l'6nonc6 du th. 2.4, donnons nous 
#, L, I, e, d6finissons W(3, L) pour un 3 h d&erminer, et soit Q e W(3, L) ~. On 
dhtermine a =  a(#, L, 1, e)<�89 comme indiqu6 h la fin de 2.5. On fixe R >  1/a et 
assez grand pour que G=Suc~B(O , R - O  vhrifie #(G)> 1-a /2 .  On fixe les pav6s 

comme en 2.6. L'ensemble F de 2.6. est un voisinage de G, donc pour 3 petit, 
et veW(3,  L) on a v ( F ) > l - a > l / 2 .  Considhrons la partie U de M('K) d6finie 
par (2) avec K = F  et t/0=a. Quitte ~ augmenter L, on peut supposer que #eU. 
Ainsi (2 et P~ sont dans U N, et on peut appliquer (11) ~t Q et ~t Pu, en notant que 
FR=F. D'apr4s 2.6., pour b petit, (14) et (15) sont vraies. De (11), (14), (15), on tire, 
pour tout n > 1, 

Q(X.~A)  <= e 2 ~" Pu(X,~A 4~) + e - i .  
P~(2, ~A) < e 2 ~" Q(X,6A 4~) + e- '" .  (16) 

Le th6orhme 2.4 se dhduit facilement de (16), et de la dhfinition de ~u(A) 
donnhe en 1.1. 

(2.8) Lemme. Soient n> 1 et 7:,: f2--+ ~YK" la projection naturelle 7:,=(X1, ..., X,). 
Pour 3 > 0  soit B~= {veM(~K): d(l~, v)<3}. 

Pour 5>0, il existe 6>0  tel que si QeM(f2) est dans B~, alors la distance de 
Prokhorov - d a n s  M(YK') - de ~z,(Q) et 7:,(Pu) est inf&ieure dt 5. 

Preuve. Etant donn6s n,/~, 5, choisissons R assez grand pour que - notations de 
2.6 - l'on ait: 

P~(QF) = #(F) n >= 1 - 5/2. 

Pour 3 assez petit on aura v 1 (F) ... v,(F)> 1 - e  quels que soient v I ... v, dans B6, 
et donc Q(f2~)> 1 - e  pour Q~B~. 

Soit g: ~K"~ [0, 1] une fonction continue quelconque fix6e. Appliquons la 
construction de 2.6 en rempla~ant e par ~/n avec ~ =< a Avec les notations de 2.6, 
si ~ est assez petit, il existe f :  f2 ~ [0, 1], ~,-mesurable, ~t support dans f2~ telle 
que [ f - - I~F .goG[<e .  Ceci implique que ] ~ f d P u - S g o n ,  dP~l et I S f d Q -  

N 5g o re, dQ] sont majorhs par 5. Pour 3 assez petit et Q dans Ba, (13) fournit, puis- 
que f = f l a  F, 

e - ~ S f  dPu<- 5 f  dQ<=e~Sf dPu 

On en d6duit que I~go ~z, dP~- ~g o 7:, dQ] <4e. 
Sur M('K") on sait que la distance de Prokhorov est 6quivalente h la distance 

+0o 1 

D(t/, ~/')= Z ~- [1 A ]~gk dr / -  Sgk dq'H 
k = l  

o6 t/, r/'eM(~K"), et off gk est une suite dense dans l'espace des fonctions continues 
bornhes sur ~K", ce qui prouve le lemme. 
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(2.9) Effet d'une moyenne partielle. Fixons un entier p > l  et posons f2'--f2, 
r ~,,~' =~,,p pour n > 0  et 

X , _  1 , ,-p(X(,_l)v+l +X(,_l>p+2+...+X,v ) pour n > l .  

Clairement le triplet {f2', (~,) ,  > o, (X~), >1} poss6de les propridt6s 6nonc6es dans la 
section 2.1. 

Appliquons systdmatiquement ~t ce triplet et ~t M(~?') les notations et d6fini- 
tions des sections 2.1 et 2.2. En particulier s i jes t  l'application identique de M(Q) 
dans M(Q'), on peut +crire pour #~m(]K), j(P~)=P~'p o/1 /,v~m(]K) est la loi de 
2~p sous ~. 

Soit V(a)={v~M(~):d(v,t~)<b et S~cSa~}. Soit Q~M((2) un 616ment de 
V(6) ~ et soit Q' =j(Q). Soit R = PueM(~2). 

Ddfinissons ~,: f2--+ ~ p par 7~,=(X~,_~p+~, ..., X,p ). Soit q,,~EM(~ v) la loi 
jointe conditionnelle d6finie par 

q,,oo(A) = Q(,_l)p( co, ~21(A)), A e~(~v) .  

Etant donn6 6 '>  0, on peut (d'apr6s le lemme 2.8) trouver b < 3' assez petit pour 
que la distance de Prokhorov de q ..... et #| soit inf6rieure h 6', pour tout n>  1 
et Q-p.tt.ooeO. Les images de q,,,o, et #| par l'application contractame (x~ ... xv)--+ 
1 
- (xa +- . .  + xp) de ~P  dans X ont encore la marne propridt6. 
P 

Appliquant les ddfinitions 2.1 et 2.2 au triplet {~2' ...}, on traduit ce fait par 
d ' ((2 . . . .  ~tv)<5' pour tout n > l  et Q'-p.tt.coe~2'. On en conclut imm6diatement 
que Q'eM(f2') est un 616ment de W(3') ~ off W(a')={veM(Y~): d(v,#v)<3' et 
S~ ~ (S~p)+'}. 

La loi de 2(', sous (2' est identique ~t la loi de ,1;,v sous Q. Si les supports des 
Q,, ~, sont tons contenus dans un compact fixe on a donc pour p/n assez petit 

- -  ! - /  8 Q(X~eA) <= Q (Xi,/p IeA ) (17) 
! - _ g 

(Q (X~,/plsA)<_Q(X, eA ) 

quel que soit A s ~ ( ~ ) .  Donc pour prouver le th6or4me 2.3 on peut remplacer 
Q par Q' et # par/~v, avec p > 1 fix4 arbitraire. 

Montrons que si # est/~ support compact, et si ~ > 0 est donn6, on a (Fu~)~ = S, 
pour p assez grand (F~ est le support de v). Fixons une partition finie de S, en 
bor41iens B~ ... B, de diamhtre inf6rieur ~ ~, et des points b~eB~. Siv est une pro- 
babilit6 port6e par S,, on pose ~= ~ v(B~)b~,; la distance entre les barycentres 

i 

de vet  ~ est infdrieure/~ c~. On en d6duit que S, (Sa). 
On vdrifie imm6diatement que (F,~)~DF(a)~ pour tout p>  1; Si on montre 

que [F(a)~] S~, les deux inclusions obtenues impliquent (Fup)~[F(~)~]za= 
(Sa) S,. Mais/~ ~tant/~ support tiM, l'inclusion [F(~>~] S# pour p assez grand 
est 6vidente, ce qui prouve notre assertion. 

(2.10) Preuve du thOorOme 2.3. Soit #eM(~) ,  ~t support compact F,. 

Choisissons le pavage ~' comme en 2.6, mais avec G = S~. On ne peut plus ~t 
priori proc6der comme en 2.6 car les pavds Ce~ ,  ne vdrifiant plus #(C)>0. 
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Comme ~ est localement fini, il existe a > 0  tel que 2 a <  Ix-y l  pour tout xeS, ,  
y e C c ~  2. Choisissons d'apr6s 2.9 p entier assez grand pour que (Fup)a=s,, et 
tel que tout C~N 1 contienne une boule de centre appartenant/t  S, et de rayon 
2a. Choisissons p entier assez grand pour que (F,p)a= S,. 

Tout C~N 1 rencontre alors F,p, et v6rifie donc #p(C)>0. Avec les notations 
de 2.9, on peut (/9 est fix6) appliquer le raisonnement de 2.6 ~t # '=  #pet  Q' =j(Q) 
et obtenir (14) (15) pour Q' et P,', d6s que Q'eM(f2') est dans W(6') ~. Mais (nota- 
tions de 2.6) F est un voisinage de S,, (construit ~ partir de ~ et #), et donc, pour 
3' assez petit on a Q'(f2))= Pu',(f2))= 1, de sorte que (14), (15) deviennent 

P~',(X'~A)<=e "~ Q'(X,~A-' 2,) et Q'(X',~A)<=e~Pu',(X',eA2~). 

I1 suffit de tenir compte des conclusions de 2.9, en notant que (17) s'applique 
aussi bien h (Q, Q') qu'/t (P~, PA,), pour obtenir la preuve du th6or6me 2.3. 

(2.11) D~finition. D6notons h(A, B) la distance de Hausdorff sur l'ensemble des 
parties de ]K, d6finie par 

h(A, B)=inf  {a>0:  A c B" et BOA"}. 

Soit M~0K) l'ensemble des probabilit6s sur X qui sont / t  support compact. 
Munissons Mc(IK ) de la topologie (T) d6finie comme suit: # (7-)> v si # tend vers 
v faiblement et si h(Su, S~) tend vers 0. 

Soit (f2, N(f2)) un espace mesurable comme en 2.1. Pour P, QeM(f2) consi- 
d6rons l'ensemble des e>0  ayant la propri6t6 suivante: il existe des versions 
P,,,o, Q . . . .  off heN,  cos~?, des lois conditionnelles de X, 6tant donn6 ~ _ 1  telies 
que d(P,,o, Q,,~)<e pour tout n e N  et tout o~ef2. 

Soit e(P,Q) la borne inf6rieure de l'ensemble de ces e>0. I1 est clair que 
d~(P, Q) = 1/x e(P, Q) d6finit une distance sur M(f2). 
(2.12) Corollaire. Soit E c M c ( X  ) une pattie compaete pour la topologie (T). 
Alors pour tout e > O, il exists 6 >0 et N > 1 tels que le thdorOme 2.3 soit simultand- 
ment valable pour tousles #sE. 

Preuve. I1 s'agit l~t d'un r6sultat de robustesse uniforme en #EE. Munissons 
l'ensemble zur des applications de N x ~)(]K) dans [ - 0 %  0] d'une distance D e n  
posant D(f, g)<e si et seulement si il existe k entier tel que pour tout n>  k, A e 
~(2K), on ait 

f(n, A) < g(n, a")+e, g(n, A)< f(n, A~)+e. 

Si Q~M(f2) on lui associe f Q e d  en posant fQ(n, A)= 1 log Q,(J(,~A). 
n 

Le th6or6me 2.3 s'6nonce aussi bien sous la forme suivante; <<si on munit 
respectivement M(f2) et d des distances d Net  D, et si #eM~(]K), l'application 
Q ---'fo de M(f2) dans d est continue au point Puem(o)". 

D'autre part, M(f2) et Mc(N2 ) 6tant respectivement munie de la distance dN et 
de la topologie (T), l'application # ~ P, de M~('N) dans M(f2) est trivialement 
continue. L'ensemble F={P, :  #eE} est donc d~compact dans M(O). Par suite, 
pour tout e > 0, il existe 6 > 0 tel que les relations dN(Q, Q o) < 6 et Q o e F entra~nent 
D(fa,fao)<s. Q.E.D. 
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3. Variations lipschitziennes des lignes de niveau de ~.~ 

(3.1) Notations. Soit M~ (SK) l'ensemble des probabilit6s # sur l'espace euclidien X,  
telles que l'enveloppe convexe ferm6e S, du support de kt soit compacte et 
engendre ~K. Pour #eM~(2K) et I > 0  on pose 

X,(I)={xeY~L: 2,(x)<I} off 1>0 .  

Quand d i n ' ~ =  1, on note [g,(I), dr(I)] l'intervalle ferm6 Su(I ). 

(3.2) Ddfinition. Si #,veM~(Y~), on appelle distance entre Ies lignes de niveau 
de )'u et 2~, le nombre D(2u,2~)=suph[Xu(I),X~(I)] off h est la distance de 

I>0 
Hausdorff (cf. 2.11). 

Quand x--+#~ est une application de U c ] K  dans Mc0K), nous disons que 
r162 lignes de niveau de 2u~ sont localement lipschitziennes en xE U)~ si pour tout 
compact K c  U, il existe un nombre C K tel que D(2~,2u,)<CK[x--y[ quels 
que soient x, yEK. Notons que ceci implique imm6diatement h(Su~, S,,) < CK[X -- y], 
car on a toujours h(Su, S~)<D(2u, 2~). 

(3.3) Lemme. Soit rc l'ensemble des projections orthogonales de Y~ sur ses sous- 
espaces unidimensionnels. Pour L e n et I > O, #e M cif)K), on a: 

L(Zu(I))=XL.(I). 

En particulier 

h (X u (I), Xv (I)) < sup h (SLu (I), XL, (I)). 
L~*t 

Preuve. Soient X1...X, des v.a. ind6pendantes 6quidistribudes de loi # d6finies sur 
(O, N, P); supposons/,  de barycentre 0. 

Soient Left,  x e X ,  a = L x  et soit H=L-I[a ,  +oo[. 

De P()(, e H ) =  P(LX,  > a), on tire: 

au(H)=~yL~([a , + o0[. 

Pour a > 0 on dOduit alors de la convexit6 de 2 u et 2Lu, de leur semi continuit6 
inf6rieure, et de la proposition 1.7 l'existence de veOH tel que 

.~ (v) = ~, (//) = ~L, ([a. + oo  D = & ,  (a). 

Par suite a~ Y, Lu(I ) entraine a=Lv avec v~X,(I). 

L'inclusion inverse est 6vidente, ce qui prouve L(Z,(I))= SL,(I  ). 

Par d6finition de h (A, B), ceci implique la seconde assertion du lemme. Q.E.D. 

(3.4) Lemme. Soient #, ve Mr 

Supposons que p, v soient les lois de deux v.a. r~elles Y, Z dOfinies sur (f2, ~ ,  P) 
et telles que [g-Z]  < ~, P.p.s. Alors D (2u, 2v) est major~ par 3 e. Cette situation est 
en particulier rOalisde s'il existe une application bordlienne T: 7Y~-+X vdrifiant 
H T(t)-tl[  <e  pour tout t ~ g ,  et telle que v= Tkt. 
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Preuve. D'apr& le lemme 3.3, on peut se borner/~ consid6rer le cas dim 3K = 1. 

Soient (Y~, Z1).. .(Y,,Z,) n copies independantes 6quidistribu6es de Y,, Z, 
d~finies sur (/2,, ~|  P| 

Soient b,,  b, les barycentres de [2, ve t  soit a > e + b, v b~. Puisque les moyennes 
Y,, Z ,  v6rifient I gn--Znl <~, P| p.s., on a: 

p |  | > "_ = = 1L,=a)<-P| 

Ceci devient, quand n--, + oo 

2u(a-e)<2~(a)<2u(a+e), a > e + b ,  vb~. (1) 

Soit I > 0 tel que d~ (I) > e + buv  b~, et soit J = 2~ (d~ (1)) < I. 

L'in6galit6 gauche dans (1) donne  

cU1)-~<=d.(I). 

Si J = I celle de droite donne  

d.  (I) < d~ (I) + e. 

Si J < I ,  d.(I) est l'extr~mit6 droite de S~ et comme du(1)ES u S~, on a encore 
d. (1) < d~ (t) + ~. 

Ainsi on obtient  Id.(l)-d~(I)l<e d+s que d.(I)>=~+buvb~, et aussi, par  
sym6trie, d6s que d u (I) >__ e + b. v b~. 

Enfin si du(I ) et d~(I) sont infdrieurs h e + b u v b  ~, les in6galit6s bu<=du(I), 
b~ < d. (I) et [b u - b~l < e entrainent  

Idu(I)-d~(I)<=3~. 

Raisonnement  analogue pour  g , ,  g~. 

(3.5) Lernme. Supposons dim ]K = 1 et soient [21, [22 ~" Mc (~), de barycentres bl, b 2 . 
Les hypothOses b 1 <b 2, /]l(e)</)2(e) pour e>O, [respectivement, /)l(e)> /~2(e) pour 
e < 0], entragnent d~1(1) < d~ (I) [respectivement gul (I) < g~2(1)] pour tout I > O. En 
particulier, ces situations sont rOalisdes si #t, #2 sont les lois de deux v.a. rdelles XI, 
X 2 ddfinies sur ([2, ~ ,  P) et telles que X 1 < X 2 P-p.s. 

Preuve. Soit #E Mc(Y~), de barycentre  b. 

D'apr6s la section 1, on a pour  x E S, ,  2,  (x)=  - l o g  [inf e-~X/~ (e)]. 

De  plus si x E S , ,  infe  -~/~(e)  est atteint pour  ~,~=2'~(x). Si x > b  on a donc  

e x =)~', (x)> 0 d'apr6s la convexit6 de 2 u. En particulier on obtient  

2 u (x) = - log [ inf  e - ~ / ~  (e)] 
e > 0  

pour  xa  S~, et x > b. Cette formule reste clairement valable pour  x > b  sans autre 
restriction sur x. Darts la situation qui nous int&esse on obtient  donc, pore" 
x> b2> b  1 

2u~(x) = - l o g [  i>nf e-~/)~(e)] > -  log[in0f e -~x/~z(e)] = 2u2(x). (2) 
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Supposons b 2 < dul(I ). Alors (2) implique 

;~.2(d.1 (I)) < ;~., (d., (X)) < I 

et par suite 

d~,(I) < d.2(I). 

Cettr in6galit6 est encore vraie si d~(I)<b2, car on a toujours b2<du2(I ). 
L'in6galit6 concernant gu~(I), g~(I) se v6rifie de fa~on analogue. 

(3.6) Remarque. Soient #, v ~ M ( ~ )  telles que d(#, v)=e. 

D'apr6s le th6or6me de Strassen [12], il existe des v.a. Y,, Z dSfinies sur (62, ~,  P), 
valeurs clans ]~, de lois #, v, et v6rifiant P(] Y -  Z] => e) = ~. 

Posons Z 1 = Z  sur { ]Y-Z]<e}  et Z 1 = Ysur {]Y-ZI_>~}. 

Soit v 1 la loi de Z. 

O n a ] j v - h [  ]__<2e,etlY-Z1]<__e P-p.s. 

Remarquons de plus que si # et v sont port6es par [a, b], h e s t  aussi port6e 
par [a, b]. 

(3.7) Lemme. Soient #, vEM(]R) telles que S~=S~= [p, q]. 
Supposons l'existence de C > 0 tel que: 

]fi(z)--~(z)]< C]z][~(Z)A ~(Z)] pourtout z~lR. (3) 

On a alors D(2u, 2~)< C. 

Preuve. De (3) on d6duit: 

~(z)< l + Clzl, ze]R 
# 

et donc en posant m = log/~, n : log 

n(z)-m(z)<= CizI pour zclR. (4) 

Pour y~]R fix6, la fonction z~n(z)+(y-z)n ' (z )  atteint son maximum n(y) au 
point z =y.  D'apr6s (4) ceci entra~ne pour tout y, z6lR 

n(z) + ( y -  ~) n'(z) < re(y) + Clyl 

et donc 

n(z)-zn'(z)<m(y)-ym'(y)+y[m'(y)-n'(z)] + CIyl pour y, zEIR. (5) 

Fixons I > 0 ,  et soit u=du(1), v:d~(I) .  

Consid6rons d 'abord le cas off u, v~]p, q[. 
t ! Alors (cf. section 1), on a 2 u (u)= 2~ (v)= I, et en posant y = 2~ (u), z = 2~ (v) 

m'(y)--u n'(z)=v (6) 

- I = m ( y )  - y m ' ( y )  = n ( z )  - z n ' ( z ) .  ( 7 )  
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Notons  que y = 2', (u)> 0 car u = dr(/)  et rapprochons  (5), (6), (7) pour  obtenir:  

O < y [ u + C - v ]  

d ' o f l  

v - u < C .  

Maintenant ,  si ue  ]p, q[ et v = q, raisons tendre z vers + c~ dans (5), ce qui donne:  

- 2 ~ ( q ) < m ( y ) - y m ' ( y ) + y [ m ' ( y ) - q +  C] pour  y > 0 ;  

t et en prenant  y = 2~ (u) on obtient u -  q + C > 0 et donc v -  u__< C. 
Enfin si u = q  et re]p ,  q[, cette in6galit6 est trivialement vraie. 
Darts tous les cas, on obtient  donc 

v - u = d ~ ( I ) - d , ( I ) <  C. 

Les hypoth6ses 6tant sym6triques en #, v on en conclut  que 

]d, ( I ) -  d r (I)[ __< C. 

L'in6galit6 ]g, ( I ) -  gv (I)] < C se prouve de fagon analogue. 

(3.8) Lemme.  Soient #, v sMOR)  des probabilitOs gt support dans [ - A ,  +A] .  
Supposons que # = a + ~, v = ~ + fl off les mesures positives a, ~, ~, fl vOrifient : 

(i) j l#-vlj  __<e; 
(ii) il existe un intervalle [a b] portant a, ~, et dont le compl~mentaire porte 

c~ et  fl; 

(iii) e et fl donnent des masses plus grandes que m > 0  fi ] - 0 %  a[ et ]b, + oe[; 

(iv) [&(z)- fi(z)] _< e [8(z)/x/~(z)] pour tout z d R .  

On a alors D(2u, 2~)=< 4A e 5. 
m 

Preuve. On peut  6crire pour  z d R  

8 ( z ) - ~ ( z ) =  S e t Z d ( a - O ( t )  �9 
[a b] 

La valeur absolue de l'int~grale est major6e par ee  b~ pour  z>=0 et ee ~z pour  
z<O. 

D'autre  part, on a par d6finition 

~(z)>= ~ e'~ d#( t )+ ~ et~ d#(t).  
1-  oo,a[ ]b, +az[ 

D'apr6s (iii), /~(z) est doric minor6 par me  b~ pour  z > 0  et par me  ~ pour  z < 0 .  
En conjonct ion avec (iv), cette in6galit6 implique 

Iti-~1 < la-~l +l&-/~l < ~ .  (8) 
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D'autre part pour ]z[ < 1/2A on a, d'apr6s (i) 

d ~) (z) = [E-A,~+A1 te'~ d ( # - v ) ( t ) l < 2 e A e l / 2  

/)(z)= ~ e t~ d#(t)>e -1/2. 
[ - A , A I  

La formule des acrroissements finis donne alors 

I~(z) -  v(z)l = 5 ~A e 1/2 [zl-< 2 eA e Izl B(z) 

Les in6galit6s (8) (9) entrainent 

^ ^ < A e  Izl ~(z) I~z(z)- v(z)l= 4e-~-  

pour Izl=< 1 .  

pour tout zelR; 

(9) 

les hypoth6ses 6tant sym6triques en # et v, on obtient finalement 

I f i ( z ) -~(z ) l<4eA elm Izl Bi(z) A ~(z)] pour  zEIR. 

Le lemme 3.7 permet de conclure. Q.E.D. 

(3.9) Proposition. Soit x ~ # ~  une application de U cY~ dans M(3K), ayant les 
propridt~s suivantes : 

(i) pour tout compact K c U ,  les supports des #~, xEK,  sont contenus dans 
un compact fixe; de plus le support de #.  engendre Y~, pour tout x~ U; 

(ii) l'application x ~ # ~  est localement lipschitzienne, M~t~) Otant muni de la 
distance de Prokhorov ; 

(iii) pour tout compact K c U ,  il existe me]O, �89 et C>O, tels que d chaque 
projection orthogonale L : Y ~ I R  de rang 1 et d chaque x ~ K  on puisse associer 
des nombres a <= b~ et une fonction bor~lienne positive f~:lR ~ IR  (la d@endance 
en L n'est pas indiqude explicitement dans la notation) vdrifiant : 

1) les fonctions x--~ a~, x ~ b x et celles des fonctions ~ot:x ~ log fx(t), t d R  qui 
ne sont pas identiques d + oo sont lipschitziennes en x 6 K  avec la constante de 
Lipschitz C; 

2) pour t >= 0 les fonctions de r@artition 

A~(t) = L(#~) ( ]a~-  t, a~[) et B~(t) = L(#x) (]bx, b~ + tD 

sont donn~es par 

0 t 

Ax(t)= Sf~(s) ds et B~(t)= Sf~(s)ds; 
- - t  0 

de plus, elles sont majordes par Ct, et Ax( + oo), Bx( + Oo ) sont dans l'intervalle 
m 1 .  [ , ~]. 

Dans cette situation, les lignes de niveau de ) ~  sont Iocalement lipschitziennes 
en xe  U (cf. def. 3.2). 
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Preuve. Montrons que pour tout compact K ~  U on peut trouver CK>0 telle 
que 

D[2L(,x), ;LL(u~,)] _--__ CKlx--yl 

pour tout x, ye  K, toute projection orthogonale L de rang 1. D'apr& le lemme 3.3, 
ceci &ablira la proposition. Nous sommes donc ramen~s/l prouver le r6sultat 
quand dim]K = 1, ce que nous supposons d~sormais. 

Soit K compact c U, et soit telR tel que f~(t) ne soit pas identique/t 0 pour 
tout xe  K. L'hypoth~se (iii)- 1 donne: 

[log f~ ( t ) - log  fy(t)[ < Clx -y[  pour x, y e K  

ce qui entraine 

IL(O-L(t)i<=6Clx-yl[L(t)A f,(t)] pour x , y~K  (10) 

pourvu que C[x-y]<Log2.  Si fx( t )=0 pour tout x e K  (10) reste trivialement 
vraie. 

Soient x,y~K. Posons Ix -y l=e ,  a=axAay, b=bxvby. D6finissons Ty: 
IR --, IR par 

Ty(t)-- ~ pour % < t < b y  

Ty(t)=b+t-by pour by<__t 

Ty(t)---a+t-% pour t<% 

et d6finissons Tx ~ partir des a~, b~ de fa~on analogue. 
Pour tout t, ]Ty(t)-t[ et I Z A t ) - t l  sont major6s par ] a x - % [ v  [b~-b,], donc 

par Ce. 
Posons # = r~(#x), v = T,(#,). 
Le lemme 3.4 implique 

D(2~x, 2~) < 3 C~ et D(2u, , 2~)< 3 C~. 

Soient er, ~ les restrictions de g, v / t  [a b] et &rivons # =  o +  e, v = ~ +ft. Les 
hypothases (iii)-l-2, et l'in6galit6 (10) montrent que �89 minore II~ll, 11~11, que m 
minore ,(]b,  + oo[), fl(]b, + ooD, ~ ( ] -  0% a D , / 3 ( ] -  m, aD, et entrainent 

IIc~-/3ll < 6 c ~ ,  l&-f i l<6CeE&Afi ] .  

1-N~]l 
Posons z l=  1-[I/31i ~ si li/3114=1 et ~1 =(1-Ii~l[)~3b si 11/311 = 1 .  

On a alors [I ~ -  h II = I IIc~ll - 1113111 =< 6 C ~, et v I = h + e est une probabilit6. 
<2  Ae Le lemme3.8, entraine alors D(2~ ,t~)= 4 C - - e ,  off [ - A ,  +A]  est un 

' m 

intervalle fixe contenant les supports de tousles/.t~, xeK. 
Par hypoth&e, il existe C~ >0  tel que d(#~, #y)N C t I x - y [  pour x, yeK.  La 

construction de #, v, v~ fournit C 2 (dbpendant seulement de C et C~) tel que 
d(~t, v0__< C2E. Si B est un bor61ien de [a, b], on a donc 

# (B) = ~ (B) < "q (B c~ ~) + ~ (B c~) + C 2 ~, 
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Comme c~(B c2~) < e(]a - C z 8, aD + e(]b, b + C 2 el-) est major6 par 2 CC 2 e-d'apr6s 
(iii)-2 on obtient 

~(B)<vl(BC2~)+ C2(2 C +  1) ~; 

apr6s 6change de a, ~1, et puisque IlalJ = ]lrl]l >~, ceci donne: 

d IP~ll' I1~1/ _-<C3~ oCa C3=3C2(2C+1 ). 

I1 existe (cf. rem. 3.6) alors une probabilit6 q port6e par lab] telle que 

r ~ _ ~ /  < C3E, et deux v.a. Y,,Z d6finies sur (f2, M, P), de lois o-/lla]l et r/, telles 

que I Y -  ZI < C 3 ~, P-p.s. 
Posons v 2 = [1~111 +~. 
Le lemme 3.8 montre que 

D(2~ , 2~ )<_4Ae C3 e. 
1 2 - -  m 

D'autre part, ~t partir de f2, N , P  Y,, Z on construit ais6ment (noter que 
Ilall = IJZll/) un espace de probabilit6 (f2', ~ ' ,  P') et des v.a. Y', Z' d6finies sur O', 
de lois # et v2, v6rifiant I Y ' - Z ' I <  C 3 e, P'-p.s. 

Du lemme 3.4, on d6duit alors 

0(2  u, 2~)< 3 C 3 e. 

Finalement, on volt que 

D(2,x, 2~,)< C~ I x - y ] ,  pour x, y ~ K ,  

ofa C ~ = 3 C ~ + 4  A~e C3+24 A e C + 6 C .  
l~l m 

(3.10) Exemple. Soit K un compact de Y~, et #~, x E ~ ,  une famille de probabilit6s 
de support K telles que #~ ait ulae densit6 f (x ,  t) t ~K  par rapport h la mesure 
de Lebesgue. 

~3f Of et f soient continues Supposons que pour tout te K, x E ~  ~xx (x, t) existe, que ~xx 

sur Y~ • K, et que f (x ,  t)> 0. Alors les hypoth6ses de 3.9 sont v6rifi6es, et les 
lignes de niveau de 2ux sont localement lipschitziennes en x. 

(3.11) Proposition. Soit x ~ # ~  une application de U~Y~ dans M(Y~), vOrifiant 
les hypothOses 

(i) (ii) de 3.9, ainsi que 

(iii) !'application x ~ S  u~ est localement lipschitzienne en xE U (pour la distance 
de Hausdorff); 

(iv) pour tout compact K c U il existe des constantes p > 0, 7 >0  telles que, 
pour tout xEK,  pour tout point extr~mal y de Su~, pour route boule B de centre y 
et de rayon r < p on ait #x(B)>_ 7 r. A lors les lignes de niveau de 2u~ sont Iocalement 
Iipschitziennes en xE U. 
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Preuve. Les hypoth6ses ci-dessus 6tant convenablement pr6serv6es par projection 
orthogonale, le Iemme 3.2 permet de se limiter ~t consid6rer le cas off dimY~ = l. 
Fixons un compact K ~  U et soient x, yeK avec Ix-yl=8. Darts la suite, C, C~, 
C2,..., sont des nombres positifs ne d6pendant que de K. Par hypoth6se, on a 
d(l~,#r)<Ce; d'apr~s la remarque 3.6, il existe une probabilit6 /~ v6rifiant 
IIl~-lzrl I <2Ce et telle que #~, # soient les lois marginales d'une v.a. A valeurs 
dans IR 2 concentr6e sur un voisinage de taille Ce de la diagonale de IR ~. Le 
lemme 3.4 donne 

D (2u~, 2u)< 3 C e. 

D'autre part/z est & support dans [c, d] off [c, dJ est n'importe quel inter- 
valle por tan t /~  et/~r. Si on 6crit S ~ =  [a, b], on peut donc d'apr6s (iii) prendre 
c=a-Cae et d=b+C~e. 

Ecrivons 

off 

# = a + ~ ,  # u = r + f l  

] - ~ , b - p [ p o r t e a , ~  et ]b-p,  +~[portec~,fi. 

( [[~l' ),Sb_p+r Posonsv l = z  1+fil of l~1= 1 II~llvllflll 

II~ll 

Les in6galit6s IIc~- fill <2  Ce et I(~l( A [lfl[[ >-_~ p entrainent [fll - i l l  < c2e flA fl~, 
If'r-'qll <c2e, et donc d'apr6s le lemrne 3.8, D(2uy, 2v)<C3g. De plus, on a 
I[ f l l  Jl = if ~ I[ e t  l ip - v 1 [I -< C4 e.  

Posons ~z = ~ A ill. 
Par construction f l l - ~  est ~ support dans [b-p,  d] et de norme v_~�89 

ceci entraine 

/~l(z)-" < n(z)_v e at pour z > 0 .  (11) 

D'autre part, pour O<r<p on a, si C4 e<�89 

rc([b - r, b]) >_ fl ([b - r, b]) - C4 ~ > 7 r -  C 4 e__> �89 7 r. 

2 C4e 1 
Posons m = - -  , p=-~p, q=p+m, et i m p o s o n s - - r  pour garantir en 

4 C  

particulier m < p < q < p. 
On peut 6crire d'aprbs le th6or6me de Fubini 

b b 

~t(z)= S e'~ drc(t)= ~ z e~Z ~z[sv a, b]ds 

b - q  b--m 

~(z)> 5 ze*~rt[b-q,b]ds+ 5 ze'~rc[ s,b]ds" 
--co b - p  
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Ceci devient, en minoran t  n [b - q, b] par �89 7 q et n Is, b] par �89 (b - s), 

~(z)>�89 7 eb~[q e-q~+m e-m~_p e-v~+l (e-m~_e-p~)]. 
Z 

La fonction eq~g(z), off g(z)=qe-q~+me-"~-pe -;~ est croissante pour  
z > 0 ,  car m(q-m)=p(q-p) et q+m-p>O. Par suite g(z) est positif pour  z > 0  
et finalement 

(Z) ~-- ~ ~-Z [e(b -m)z __ e(b -p)z] pour  z > 0. (12) 

Posons v 2 = t 1 n t-/) (~b --p + m -~- (~t * g ,  O1~l t > 0 est /t d6terminer et v = I[ fil - n[p =< 
�89 C 4 e. D'apr6s (11), pour  garantir  v2 (z)N v2 (z) quel que soit z > 0, il suffit d 'avoir :  

(e t~ -  1) 5(z)>v[ed~--e (b-P+m)z] pour  z >  0. 

Cette in6galit6 est sfirement vraie - d'apr6s (12) - d6s que 

(et~-l) 2 ~[e-"Z-e-P~]>-C4e[eC~-e(-p+m)~], z~O 

ce qui 6quivaut 

etZ_l>2C4 e = ze (c'~+'~ pour  z > 0 .  
7 

Le choix 

t=2[2C4~+CI~+m]=Cs~ 

garanti t  clairement cette derni6re 6galit6 et donc  ~l(z)_< ~32(z), pour  z >  0. 
Posons  v 3 = 1.1 + v 6 b_p + n e t  v 4 = z~ + ~. 
La mesure (c~ - n) 6tant de masse v, et ~ support  dans [b - p, d], on a ~ 3 (z) < ~4(z) 

pour  z > 0. En particutier, pour  I > 0, le lemme 3.5 entraine 

d~l (I) - d~. (I) < d~ (I) - d~ (1). 

Soit v s =1.1 +v 6b_p+g~,n. 
Le lemme 3.4 et le choix t =  Cse garantissent D(2~,  2 ~ ) < 3 C 5 e .  C o m m e  

vs-v2estitsupportdans[b-p,b - p ] l e  l emme3.8  donne  

D(2~,  2~)=< C 6 /~. 

Finalement  on obtient 

d,,(I)-dv4(1)< C 7 e pour  I > 0 .  

On peut clairement 6changer les r61es de v 1 et v 4 darts la d6monst ra t ion 
ci-dessus, pour  obtenir  

[d~l(I)-d~.(I)] G C 7 e pour  I > 0 .  
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Le travail effectu6 sur #y fi l'extr6mit6 droite de [a, b] peut ~tre r6p6t6 sur 
v4 a l'extr6mit6 gauche de [a, b]. Ecrivons 

6=0~t-~6 t 271 = ~4--~ T 4 

o/l e', e4 sont port6es par ] - 0% a + p[ et ~', % par [a + p, b - p]. 
Comme ci-dessus, on construit z 6 port6e par [a+p, b -p]  v6rifiant I[z 6 -z4h I < 

C s e et telle que la probabilit6 v 6 = e' + ~6 + c~ v6rifie 

Idvo(l)-d~,(I)]< C s ~ pour I > 0 .  

Le lemme 3.8, appliqu6/t # = e' + o-' + c~ et v 6 = e' + "c 6 --~ o~ (puisque par construction 
NO-'--'/7611 ~ C 9 l~ tandis que He'lL/x ]bell > C10 >0), entraine D(2~6,2u)=< Cll e, d'o/l 
finalement [d,~ (I) - d, ,  (I) 1 < eta  e pour 1 > 0. 

Les images /~  des #~ par la sym6trie de IR autour de 0 v6rifient les m~mes 
hypoth6ses que les #~; comme d ~ ( I ) =  -gu~(I), on obtient 

D(Ru=, 2u,)< C13 ~ .~- C13 I x - y [  

pourvu que x, yeK et Ix-y[<Cx5. Q.E.D. 

(3.12) Exemple. Soit a 1 ... a, une famille finie d'applications lipschitziennes 
(localement) de IR p dans IR p. Soit p~ ... p, des applications localement lipschitzien- 
nes de IR p dans IR v6rifiant pour xelR p, 

~pi(x)=l  e t  pi(x)>O, l<_i<n. 
i=1 

Supposons de plus que l'enveloppe convexe S(x) de la famille des points ai(x ) 
pour lesquels p~(x)4:0 varie de faqon localement lipschitzienne en xelR p. Alors 
les probabilit6s 

#~= iP~(X)~,,(~), xelR p 
i=1 

v6rifient les hypoth6ses de la proposition 3.11, et les lignes de niveau de 2,~ sont 
localement lipschitziennes en xelR p. 

Notons d'ailleurs que si les p~(x) ne s'annulent pas, la condition sur S(x) 
est automatiquement v~rifi6e. 

4. Fonctionnclle de Cramer associee  a un champ de mesures  

(4.1) Hypotheses de base. Soit M une vari6t6 riemannienne. Nous appelons 
champ de mesures sur M toute application associant/i chaque x E M une probabilit6 
#x sur l'espace tangent Tx(M ). Nous consid6rons seulement des champs de 
mesures #x, x e M  faiblement continus, c'est-/t-dire tels que pour toute carte q0: 
U ~ I R  k (U ouvert de M) de M, l'application x~dq~x(#~) de U dans l'espace 
de probabilit6s sur IR ~ (muni de la distance de Prokhorov) soit continue. Nous 
noterons S~ l'enveloppe convexe ferm6e (dans Tx(M)) du support de #x. Nous 
supposerons toujours dans la suite que S~ est compact et engendre T~(M) pour 
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tout xeM, et que pour toute carte r k, l'application x-~dCPx(Sx) de U 
dans l'ensemble des compacts de IR k, (muni de la distance de Hausdorft) est 
continue. 

Sur l'espace euclidien Tx(M), la transformde de Cram6r de #x d6finit une 
fonction 2 x ~t valeurs dans [0, + oo], nulle au barycentre bx de #x. D'apr~s la 
proposition 1.5, la fonction 

2: T(M)~ [0, + oo] 

d6finie par 

2(x, v)=2x(V), off xEM, ve Tx(m ) 

est semi continue inf&ieurement. 
Le champ de vecteurs continu x-~ b~ sera appel6 bri6vement r moyen, 

ou r162 de vecteurs moyens,. Pour 6viter dans la suite des complications 
associ6es/t d'6ventuels ~temps d'explosion, de trajectoires tangentes au champ 
de convexes S~, x~M, nous supposerons toujours que le champ de mesures #~, 
x~M est bornO, c'est-/t-dire que 

la distance riemannienne p(x, y) sur M tend vers + oo quand y sort de tout 
compact de M (1) 

pour un xo~M, les hombres C(R)=sup{l[vll~: v~S:~ et p(Xo,X)<R } 
v6rifient 

+co 1 
C(n) +0o. (2) 

n = l  

Dans ces conditions, pour tout compact C de M, pour tout T > 0  fini, il 
existe un compact C 1 de M tel que les relations 7(0)6 C et 7'(t)eS~( 0 pour preque 
tout te [0, T] impliquent 7 [0, T] c C 2 (7 d6signe un chemin dans M absolument 
cont inuet  continu). Un tel chemin sera dit ((tangent au champ de convexes Sx, 
xEM, .  

La distance Ps,r(7~, 72) entre deux chemins 7~: IS, T]---, M, i=  1, 2, est d6finie 
comme le supremum sur te IS, T] de p [71 (t), 72 (t)]. 

(4.2) Ddfinition. Etant donn6 un champ de mesures/~ sur la vari6t6 riemannienne 
M, comme ci-dessus, nous poserons, pour tout chemin continu, absolument 
continu, 

7:[S, T]---,M 
T 

~ .  ~ (~) = ~ ,t,~, (~' (t)) & .  
S 

Si 7: IS, T] --.M est continu, mais pas absolument continu, nous poserons 
As, r(7)= +oo. On d6finit ainsi une application As, r de l'espace Cs, r(M ) des 
chemins continus 7: [S, T]--.M, darts [0, +oo]. Remarquons que As, r(7)=0 
implique y'(t)=b~(t) pour presque tout ts[S, T] et doric implique que 7 est une 
courbe int6grale du champ moyen bx, xeM. L'application As, r sera appel6e 
la fonctionnelle de Cramer associ6e au champ de mesures/~,  xEM. 
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(4.3) Lemme.  Soit #x, x~ M un champ de mesures sur M vdrifiant les hypotheses 4.1. 
La fonctionnelle de Cramer As, r est une fonction semi continue inflrieurement, 
((Cs,r(M) &ant muni de la topologie de la convergence uniforme sur IS, T])  c'est- 
gt-dire que As, r(rp) <_ l im As, r(O). 

0~0  

De plus, l'ensemble des q)e Cs, r(M) telles que q~(O) appartienne gl un compact 
de M e t  telles que As,r(qo)< + oe est un compact de Cs,r(M ). 
Preuve. Sans perdre de g~n~ralit~, prenons S = 0. 

L ' h y p o t h 6 s e  A o , r ( ( p ) < - t - o o  entraine 2~o(t)(q~'(t))<+o�9 pour  presque tout  
t~[0,  T]  et donc (cf. section 1), qo'(OeS~o(t) pour  presque tout  t. Si on impose 
q)(0)eK, K compact  dans M, le fait que champ #x soit born6 (cf. 4.1) entraine 
ais6ment l 'existence d 'un compact  K'  ne d6pendant  que de K et T tel que 
q~([0, T])cK ' .  La relation ~o'(t)eS~( o pour  tout  t e [0 ,  T]  et (p(t)EK' montre  
que ][q)'(t)]]~o(r est major6 par une constante ind6pendante de q). En particulier 
l 'ensemble des qo tels que A o , r ( r p ) < + o c  et ~o(0)mK est ~quicontinu et donc 
compact  dans Co,r(M ). 

Pour  prouver  que Ao, r est s.c.i., consid6rons une suite q ) , sCo , r (M ) con- 
vergeant uniform6ment  vers ~o avec lim Ao, r(~O,)---I. 

n ~ + o O  

I1 suffit bien stir de consid6rer le cas I < + oe. D 'ap r& ce qui pr6c~de, les q/n 
sont uniform~ment localement born6es (saul sur une partie Lebesgue-n6gligeable 
de [0, T]). On peut donc extraire une sous-suite qo k dont  les d6riv6es qo;, con- 
vergent, pour  la topologie faible de L2(0, T) vers une fonction qui est n6cessai- 
rement  qo', de sorte que q~ est n&essairement  absolument  continue (dans N k on 
~crirait 

t t 

~o (t) - q) (0) --- ~im~ [-@k (t) - -  (Pk (0)1 = k~+oolim o~ (p~, (t) d t = ol q~'(t) d t. 

Pour  presque tout  t~ [0, T-I, tout  voisinage convexe ferm6 V de S~,(o contient  
les q~,(s) pour  k assez grand et presque tout  s dans un intervalle m de centre t. 
Donc  V contient  [~Ok(S2)--q)k(Sl)]/(S2--Sl) pour  k grand et presque tout  s t ~ s  2 
dans m. Par  suite V contient  [q~(s2)-~o(sl)]/(s2-sl) pour  presque toute paire 
s 1 + s 2 dans co, ce qui entraine q)'(t)e V, pour  presque tout  te  [0, T].  

On va maintenant  se ramener  au cas (*) off ' -~ qo k (t)e Se~(t ~ pour  un c5 > 0  fixe, pour  
tout  k assez grand, et presque tout  te  [0, T].  Pour  cela, sans toucher  ~t la suite de 
chemins q~k, on accroit les S~ en r6gularisant chaque #~ par convolution.  D'apr6s 
le lemme 1.6, et le theor~me de convergence domin6e, on peut le faire en diminuant  
Ao,r(q~ ) d'un e > 0  arbitraire. Si on a d6montr6 la s.c.i dans le cas (.), pour  k 
grand, (Ao, r (~o)-2e  ) minore  les , n o u v e a u x ~  Ao,r(~Ok) et donc /t fortiori  les 
Ao, r(q0k) initiaux, r 

Sous l 'hypoth6se (.), Ao,r(~Ok) est voisin de ~ 2o(~(~o~,(t) ) d t - p o u r q u e  cette 
0 

int6grale ait un sens, on se place dans une carte de M ce qui par recollement 
&ident  traite le cas g l o b a l - ,  en effet, puisque q)k converge uniform6ment vers la 
fonction continue q0, on peut pour  tout  e > 0 t rouver  au tour  de tout  t o un intervalle 
co et un N > 0 tels que 

I,~(v)-,~o~,~(v)l_-__ 
quels que soient ~ e co, k > N et v~ e-s/2 

- -  --~ ~ ( t )  �9 
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La convexit6 des transform6es de Cram6r 2~(.) permet alors d'6crire 

,~  (,~ (v) > ~o (,~ (~0' (0) + (~0' (t)) �9 [v - ~0' (0] .  

D'ofi 

r r , r 82~ (t" , 

0 0 

La convergence q)~--*cp' dans L~o.rl entraine alors la s.c.i, d6sir6e. 

(4.4) Lemme (hypoth6ses de 4.1). Soit q): [0, T]-- .M un chemin continu, absolument 
continu, tel que pour un certain ~i>0 on air ' -~ q) (t)~S~(t) pour presque tout t~ [0, T]. 
Pour tout e> O, pour tout x E M  suffisamment proche de q)(O), il existe alors un 
chemin continu tp : [0, T]--* M, continfiment diff~rentiable par morceaux, de d~rivde 
d droite O'(t) vdrifiant tp'(t)eS~dl 2 pour tout te  [0, T], et tel que tp(0)=x, Po.T(qO,~O) 
<8, ]Ao,T(CP)-- Ao,TOp)] < e. 

Preuve. Si le lemme est vrai pour chaque intervalle d'une partition de [0, T], (et 
pour tout e > 0, 6 > 0) il est encore vrai pour [0, T]. I1 suffit doric de consid6rer le 
cas ot~ Test  assez petit pour que [0, T] soit contenu dans le domaine d'une carte 
de M-ce qui nous permet de supposer d6sormais M = IRk. 

L'application y ~ S y  est continue par hypoth6se. On peut donc trouver un T o 
assez petit, et un voisinage compact V de [0, To] tels que les convexes F~- ~-3~/5 

- -  ~ ( o )  

e, r" _~-3~/s de IRk v6rifient 

-~ c F 2 c  pour [0, To], ye  V. S~(,) ~ I]1 S~ ~/2 tE (1) 

D'apr6s notre remarque initiale il suffit d'6tudier le cas off T < T o . Clairement, on 
peut aussi supposer 6 assez petit pour que F 2 soit un voisinage de F~. 

On peut toujours choisir une version de q)' telle que (p'(t)e F~ pour tout te [0, T]. 
I1 est possible ensuite d'approcher ~0', uniform6ment sur [0, T], avec une pr6cision 
arbitraire, par une fonction 6tag6e f :  [0, T ] - , F  2 . 

n 

E c r i v o n s f =  E VilA~ Otl 1)i~F2, AieN[O, T]. 
i=1  

Approchons la ((partition>~ (A) de [0, T], par une partition (B.) de [0, T] off 
les B~ sont des unions finies d'intervalles de sorte que [ ~  # (A~AB)] soit arbitraire- 

i 

ment petit. Ici g d6signe la mesure de Lebesgue et A la diff6rence sym6trique. 

La fonction g = ~ v~I~ est/t valeurs dans F2, constante par morceaux sur [0, T], 
~=l 

et ~ { f  +g} est arbitrairement petit. Par suite pour tout ~>0  il existe une fonction 
constante par morceaux g: [0, T]--*F z telle que 

#{[~o'-gl >c~} < c~. (2) 
t 

Posons ~p (t) = x + 5 g (u) du, oi~ p (x, ~o (0)) < a. On a immhdiatement 
0 

[ O ( t ) - q ) ( t ) l < e [ l + T + C ]  pour te l0 ,  T] ,  (3) 

off C est un majorant de ILvtt pour v e F  2. 
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Pour e assez petit on peut donc garantir ~ [0, T ] ~  Vet Po r(q ~ ~) < ~" D'apr6s 
(1) la d6riv6e 5. droite ~' v6rifie ' -6/2 (t)E So( o . Comme 2y(v) est continu sur U Y x ~y 

yeV 

et uniform6ment major6 par C 1 sur U Y x S i  ~/2, les relations (2) et (3) montrent 
yEV 

que pour e assez petit, IAo, r(q))-Ao, r(~)[ est major6 par e. 

(4.5) D~finition. Nous appellerons ((chemin d vitesses int6rieures~ au champ de 
co nvexes Sx, x e M, tout ehemin continu q)' [0, T]-~M, continfiment diffirentiable 
par morceaux, et tel que pour tout t~[0, T[-, on ait ' ~ (p (t)e S o (~), off q/(t) d6signe la 
d6riv6e/t droite de ~0 en t. 

Nous appellerons fonctionnelle de Cramer rOgularis~e associhe au champ #x, 
x e M ,  l 'application/lo,r:  Co, r(M)--* [-0, + oo] d6finie par 

do,~(~o)=~ Ao,~(~), o~ ~oe Co,~(M) 
chemin int6rieur. 

D'apr6s le lemme 4.3 on a toujours Ao, r(q~)</1o, r(q~) et l'6galit6 a &idemment 
lieu si qo est un chemin int6rieur. Mais en g6n6ral Ao,r ~a Ao, r e t / lo , r  n'est pas s.c.i. 

(4.6) Proposition. Soit #x un champ de mesures sur M v6rifiant 4.I. Supposons de 
plus que les lignes de niveau de 2~ varient de fafon lipschitzienne (c f  section 3). 
Alors pour tout T > 0, Ao, r e s t  identique fi Ao, r. 
Preuve. Nous 6crirons la d6monstration dans le cas M =IR k, ce qui entraine le 
r6sultat dans le cas g6n6ral, car on verra que le chemin fl vitesses int6rieures 
, a p p r o x i m a n t ,  q~ peut &re choisi partant d'un point arbitraire z pourvu que z 
soit assez proche de ~o(0). Pour x s M ,  O~ [0, T], consid6rons l'application affine 
h~, o de IRk dans IRk d6finie par 

h~,o(v)=Ob~+(1 -O)v,  vEIR k. (4) 

V4rifions que pour tout compact V de M il existe des constantes C et C~ > 0 telles 
que pour tout 0e [0, 1], a > 0 ,  la relation CIO> Ca implique 

hx,o(S~)=S2 tc~~ xe V. (5) 

I1 suffit de montrer qu'il existe un angle f l>0 tel que pour tout xeV, pour 
tout point extr6mal v de S x, Sx contient un c6ne de r&olution de sommet v, 
d'axe b~v, et ayant un angle au sommet sup6rieur fl ft. Or, les lignes de niveau de 
)~ &ant localement lipschitziennes, il existe C e > 0 tel que 

h(Sx, Sy)<C 2 ] x - y l  pour x, ye V. (6) 

Comme S~ engendre IR k, on en d6duit l'existence de C a >0  tel que S~ contienne 
la boule B~ de centre b~ et de rayon C 3 pour tout xe  V. Les Sx, xe  V &ant de 
diam&res bornhs, et convexes, les chnes de base B~, de sommet veOS~ ont la 
propriht6 annonc&, et (5) est d6montrhe. 

' t  Soit qo un ehemin dans M tel que Ao,r(q0)< + 0% de sorte que q0 ( )eSo( 0 pour 
presque tout te [0, T]. Soit V un voisinage compact de q0 [0, T]. 

Fixons 0El0, 1[. Pour presque tout tE [0, T], posons 

v(t) = he(~), o((p'(t)). 
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Soit P~,t, x eM, I >0 la projection sur le convexe compact 2 (#~, I) (notations 
3.1), c'est-~-dire que pour vE1R ~ , Px, t(v) est le point de X (#~, I)/~ distance minimum 
de v. Posons 

I(r) = 2~o(t ) Ev (t)] 

et consid6rons l'6quation diff6rentielle 

I~t'(tS)-~-pO(t), I('0 IF(t)] pour presque tout t~ [0, T] (7) 

off 0(t) est un chemin continu, absolument continu sur [0, T], v6rifiant ~(0)= 
cp(0). Ceci revient fi rdsoudre l'6quation 

t 

O(t)=0(0)+ iF(u, ~(u))du, re[0, T] (8) 
0 

off F (u, x)= Px, t (,) Iv (u)] est une fonction bor61ienne du couple (u, x)e [0, T] x IR k 
et est localement lipschitzienne en x, uniform6ment en ue[0, T]. La m6thode 
classique d'it6ration prouve l'existence d'une solution ~(t) aux probl6mes 6qui- 
valents (7) et (8). Par construction, pour presque tout rE[0, T], I@'(t)-v(t)l est 
major6 par la distance de Hausdorff entre Z(pe,(o , I(t)) et X(#e(~), I(t)); l'hypoth6se 
faite sur les lignes de niveau de 2 x entraine donc 

l~'(t)--V(t)l ~ C 2 1 ( # ( t ) - @ ( t ) l  , pour presque tout re[0, T]. (9) 

Comme h x o(W)-W[ est major6 par C40 lorsque x reste dans un compact fixe 
de M (choisi assez grand pour contenir un voisinage de [0, T] et de 6 [0, T]), 
on obtient 

I~O'(r)- ~o'(t)t ~ c40+ c214,(r)- ~p(t)l 

pour presque tout t~ [0, T]. Une technique classique permet d'en dBduire (con- 
t 

sid6rer la fonction u(t)= y I~(u)-~o(u)l du) que, en posant C 5 = C4v C2, 
0 

Po, r(t), (P)< CsO Te c~r. (10) 

D'autre part, la dBfinition de v(t) et la relation (5) entrainent v(r)e S~( o-c'~ En 
tenant compte de (9), (10) et de (6) on conclut que 

6'(t)~S?(~) pour presque tout t~ [0, T], 

off 

(5=0[C 1 - 2 C  z C s TeC~r]. 

Par cons6quent il existe C 6 > 0 tel que la relation T =< C 6 entraine 

~'(t)ES[,(~f ~~ pour presque tout t~ [0, T]. 

Enfin, la relation (7) entraine 

20(oil'(t)] <I(t)=2~o(t~[v(t)], pour presque tout t~[0, T] 

(11) 
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tandis que la convexit6 de 2, et l'6galit6 2x(b~) =0  et la d6finition de h~, o impliquent 

2~o hx,0<2~. 

On en conclut que 

pour presque tout te [0, T], et par suite que Ao,r(r  ). 

Donnons nous e>0, et choisissons 0 assez petit pour que po,r(~,~o)_-<e. 
D'apr6s le lemme 4.4, il existe un chemin ~t vitesses int6rieures (cf. def. 4.5) ~b:: 
[0, T ] ~ M  tel que Po,r0Pl, ~)<e,  ~:(0)=~p(0), et [Ao,r(r ce qui 
entraine Po,r@, ~a)<2e et Ao,r(q/0<Ao,r@)+e. En faisant tendre e vers 0, on 
d6duit alors de la d6finition de A que 

Ao, T@) < Ao, T@)" 
Puisque l'in6galit6 oppos6e est toujours vraie (cf. 4.5), on conclut que Ao, r = Ao, r. 

5. Processus d'apprentissage lent associ~ fi un champ de mesures 

(5.1) Soit M une vari6t~ Riemannienne connexe, T(M) le fibr6 tangent de M. 
Nous appelons champ de vecteurs bordlien V sur M route section bor61ienne 
x~Vxe  Tx(M ) de T(M). L'ensemble U(M) des champs de vecteurs bor61iens est 
muni de la ~-alg6bre engendr6e par les applications r/x: V~(x,  Vx) de U(M) dans 
T(M), off x d6crit M. Si (f2, N, P) est un espace de probabilit6, un champ de 
vecteurs al6atoire V: f2~U(M) d6finit naturellement un champ de mesures #x, 
x e M, og la probabilit6 #x sur T~ (M) est la loi de Vx. 

Inversement, si (g~), x e M  est un champ de mesures faiblement continu, on 
peut toujours construire un espace de probabilit6 (f2, N, P) et un champ de vecteurs 
al6atoire V: f2-+U(M) tel que #~ soit la loi de V~ pour xeM.  Bien entendu, la 
donn6e des #x, xe M ne d6termine absolument pas les lois jointes de (V~I . . . .  , V~,), 
xl. . .xpEm. 

(5.2) Soient (~2, ~)  un espace mesurable, X,: f2~M, n>0,  une suite de variables 
al6atoires h valeurs dans M, ~ ,  n >= 0 une suite croissante de sous-a-alg6bres de ~,  
et U, ~ > 0 une famille de probabilit6s sur (f2, ~). Les X, sont suppos6s ~.-mesur- 
ables. Nous dirons que la famille de processus al6atoires J//~= {f2, ~,  U, (X,),>_ o, 
(~,),>=o} index6e par ~>0 est un processus d'apprentissage lent associd au champ 
de mesures #~, xeM,  si il existe une suite V": Q ~  U(M), n>O de champs de vecteurs 
al6atoires ayant pour tout z > 0 les propri6t6s suivantes: 

(i) V" est ~+:-mesurable  pour tout n >0. 

(ii) pour tout z > 0, on a P~-p.s. l'6galit6 

P'(V"~AI~)=#x(A) 

quels que soient n > O, x~ M, A e ~ [ T x (M)]. 
(iii) pour toute carte locale ~o: U~IR k (U ouvert de M), et pour tout compact 

K =  U, il existe des nombres c~>O, C>O, tels que pour z<~  et n>=O, la relation 
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X, e K  implique P+-presque sfirement la relation Xn+ 1 ~ U et l'in4galit6 

Iq) (Xn + 1  ) - ~o(Xn) --  ~ de) x .  (V#)l <C~2-. = (1) 

De fagon plus intuitive, ceci revient/t dire que sous P*, et pour z petit, Jim+ a est 
tr6s proche de la position atteinte h l'instant z par un point d6crivant un chemin 
tangent/ t  V]., partant de X, h l'instant 0 et se d6plagant avec la vitesse scalaire 
constante [V~.[. 
D'autre part, la loi conditionnelle de V~", 6tant donn6 le pass6 ~,  du processus 
Jg+ ~ l'instant n, ne d6pend que de X, et est 6gale/t #xn. 

T o u s l e s  processus d'apprentissage lent d6crits dans Norman [8] rentrent 
dans la cat6gorie d6crite ci-dessns, avec en fait M = ouvert de IRk et C = 0. Notons 
en passant que les probl6mes que nous allons consid&er ci-dessous sont non 
triviaux m~me quand M=IR,  C=0,  et #~=#  (probabilit6 fixe sur IR k) pour tout 
xe  M. En ce qui concerne ce cas particulier, nous renvoyons fi Varadhan [-13]. 

(5.3) Darts la suite, nous supposerons toujours que le champ de mesures #~ 
associ6 aux JCF, ~ > 0, v6rifie toutes les hypoth6ses 4.1. Dans ces conditions, on 
montre facilement que pour toute paire de compacts K o c K s de M, il existe Tfini 
et ~ > 0 tels que pour z < ~, la relation X o E K o impliqu6 P+-p.s. les relations X, e K i 
pour O<_nz<_ T. 

(5.4) Lemme. Soit #~, xEM,  un champ de mesures v&ifiant 4.1. II existe une 
infinitO de processus d'apprentissage lent (J/g+, ~ > O) associ& au champ #~, xE M. 

Preuve: Soit W un champ de vecteurs al6atoire d6fini sur l'espace de probabilit6 
(12~, ~ , ,  P~), tel que pour tout x~M,  W x soit de loi #~. Sur (122, ~2, P2), produit 
d'une famille d6nombrable de copies de ((~t, ~a, P0, on obtient en composant W 
avec les projections naturelles 122---'122, une suite W", n >0  de champs de vecteurs 
al6atoires, ind6pendants, de m6me loi que W. 

Apr6s un changement (scalaire en chaque point) 6ventuel de la m6trique de M, 
on peut supposer que les arcs g6od6siques ouverts de M de longueur finie sont 
relativement compacts. Soit g(x, v, s) l'extr6mit6 de l'arc g6od6sique issu de xE M 
tangent en x ~ veT~(M) et de longueur s>0 .  Fixons y c M  arbitrairement, et 
d6finissons sur 122 des v.a. Y,~, n > 0 en posant Y~ = y  et 

z _ _  z t l  n Yn+l - g ( Y i ,  W;,~, zIW;~[). 

Soit (12, ~)  l'espace produit (M x U(M)) ~, muni de sa tribu produit ~ et de la 
suite d'applications coordonn6es naturelles (X,, v") de 12 dans M x U(M), n>O. 
Soit O~ l'application mesurable de 122 dans 12 d6finie par 

X.o o+= U V"o o+= w". 

Soit P+ l'image de P2 par O~; soit ~ la ~r-alg6bre de parties de 12 engendr6e par 
X 0...X., V ~ V "-a, n>  1 (~o engendr6e par X 0 seulement). Alors les processus 
J N + = { 1 2 , ~ , X , , P  +} forment pour z > 0  un processus d'apprentissage lent 
associ6 au champ de mesures #x, comme on le v6rifie facilement - n o t e r  que les 
V": 12~ U(M) sont bien les champs de vecteurs v6rifiant (i), (ii), (iii). 
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(5.5) Convergence vers le chemin moyen. Pour x e M, appelons 2(0, t > 0 la courbe 
int6grale du champ de vecteurs moyen (cf. 4.1) d6fini par le champ de mesures #y, 
yEM, telle que ~(0)=x.  Le r6sultat suivant indique que, quand r~0 ,  le processus 
d/L * se comporte pour nr < T fix6 comme le processus (< d6terministe >> qui part de 
X 0 et suit la trajectoire )~o (t) du champ moyen. Nous le donnons sans d6monstra- 
tion pour all6ger l'expos6, car ce r6sultat n'est pas utilis6 ci-dessous. 

(5.6) Proposition. Soit J/(~, z > 0  un processus d'apprentissage lent associk d u n  
champ de mesures g~, xEM, vdrifiant 4.1. Supposons de plus que pour tout compact 
K il existe une constante a K telle que (notations de 5.2) la relation [V~-V;[<__ 

a~;lx- y[ pour tout x, y e K ,  tout n entier, soit vraie W-p.s., d~s que zE ] O , 1 ] .  

Alors, pour tout compact K ~ M, pour tout temps S fini, il existe des hombres 
C>0,  e > 0  ayant la propridtO suivante: d~s que ~<c~, la relation XoEK implique 
W-presque s~rement l'indgalitd 

P~ sup IX, ,  ff, o(n'c)]~ Cr176 ~ C'cll/l~ 
{O<n~<_S p 

(5.7) Supposons dans ce paragraphe que P~-p.s. on ait X o = x e M .  Au processus 
J{~ on peut associer une probabilit6 Q~ sur l'espace C(M) des fonctions continues 
sur [0, T] ~t valeurs dans M. I1 suffit par exemple d'associer/~ PUpresque toute 
trajectoire {Xn(co), n>0} - off coef2 - de . /~  le chemin continu ~oo~(t ) d6fini par 
q)o,(n z)= X, et coincidant avec un arc de g6od6sique entre X n et X, + 1. La question 
du choix d'un tel arc (s'il en existe plusieurs) est un peu ennuyeuse car il faut 
garantir la mesurabilit6 de q): o )~o~  comme application de f2 dans C(M). Ce 
n'est cependant pas une difficult6 s6rieuse. On d6finit alors Q~ comme l'image de 
P par ~0: O~C(M ) .  D6s que le champ #~, x e M ,  v6rifie 4.1, il est facile de voir 
directement que, lorsque ~ 0 ,  Q* converge faiblement vers Q, masse de Dirac au 
point 2e C(M), off ~ est la trajectoire (sur [0T])  du champ moyen issue de x. 

Le comportement asymptotique des Jg~, ~ > 0 quand z ~ 0  est donc trSs simple 
si on consid6re des intervalles de temps fix6s (O<_nr<_T). Par contre, la des- 
cription d'6v6nements rares associ6s au processus Jg~, c'est ~ dire dont la r6alisa- 
tion exige des intervalles de temps dont la longueur moyenne croit exponentielle- 
ment avec ~, est beaucoup plus complexe. C'est cette 6tude que nous abordons 
maintenant. 

6. Majoration de la probabilit6 d'un tube de chemins 

(6.1) Notations - I-IypotMses. On consid~re sur la vari6t6 M un champ de 
mesures #x, xe  M, v6rifiant 4.1. On conserve les notations de 4.1. 

La distance Ps, r(71, 72) entre deux chemins 71, 72 de M a 6t6 d6finie en 4.1. 
Si A est un ensemble de chemins de IS T] dans M e t  si 7 est un tel chemin, 
on pose 

Ps, r(?, A) = sup Ps, r(Y, 71). 
ylaA 
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S i v  est une probabi l i t6  sur IR ~, et s i r  est un entier, on note v (~) la loi de 

_1 (Z 1 + - "  +Z~) off Z 1 . . . .  , Z~ sont des v.a. ind6pendantes  de marne loi v. 

(6.2) Lemme.  Soit M un ouvert de IR ~ et soit #~, x e M  un champ de mesures 
vdrifiant 4.i. 

Pour OE [0, 1] considOrons l'application affine 

hx, o(v)=Ob~+(1-O)v ,  off v~lR',  x e M .  

Posons Vx, o = h~, o (#~). 
A tout compact V de M on peut alors associer des fonctions finies positives 

E(c~) off c~ > O, et N(6, e) off 6 > 0, e > 0  telles que la relation r > N(c~, e) entra~ne 

v(r) {v~ IR" ~,o " )Cx(V)>_I et veS2~ <_e -~-~E(a)j 

quels que soient x e  V, 0e l0 ,  1], I > 0 ,  c5>0, e > 0 .  

Preuve. Posons  pour  I > 0 ,  c~>0, x e M .  

L(x, I, 3)= {yeS;O: 2x(V)> I }. 

La fonction ~0~2~(v) est cont inue sur le compac t  [ _ ) ( x x S 2  ~/2) de M xlR";  
u u  

xf fg  

soit Da sa borne  supdrieure sur ce compact .  Alors  pour  0 < e < 6 / 2 ,  I > 0 ,  et 
x e V o n  a 

L(x, I, 6)~ c L ( x ,  I - ~  D~, g - e ) .  

Le th6or6me de Strassen et la formule  

(2) 

]hy, o(v)-h~,o(W)l<-]v-w]+]by-bz],  y, z e M ,  v, w~]R" (3) 

prouvent ,  grfice aux hypoth6ses sur les # , ,  que les appl icat ions (Po:X-~Vx, o 
index6es par  0~[0,  1] fo rment  une famille 6quicontinue, Mc(IR" ) 6tant muni  
de la topologie  (T) de 2.11. D ' au t r e  par t  les v~, 0, xE V, 0~ [0, 1] forment  6videm- 
men t  un (T) -compac t  de Mc(IRn). Le th6or6me de robustesse uniforme (cor. 2.12 
du tb6or6me 2.3) appliqu6 ~t la famille des V~,o, x~ V, 0~[0,  1] fournit  donc a 1 = 
a1(6, e, V ) > 0  - noter  que a~ est ind6pendant  de 0El0,  1] - tel que les relat ions 

I x - y l < a l ,  x~ V, y ~ M ,  et r> l /a 1 

entra inent  

v~)o(A)<=e r~ Vx, o(A ~) pour  tout  Ae~( IR ' ) ,  0 e l 0 ,  l J .  (4) 

D 'au t re  part ,  2y(v) est un i form6ment  continue sur le compac t  U Y x S2 ~/2, et la 
y~V 

fonct ion y --, Sy est un i form6ment  cont inue sur V. D o n c  il existe a 2 = a 2 (c~, e, V) > 0, 
avec a 2 ~ a 1 tel que les relat ions I x - y [  < a2, x, y e V, I > 0  entrainent  
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Les conclusions (2), (4), (5) entrainent  que pour  x, yE V, 
e____5/2 

v~)o [L(y, I, 5)] < e ~ vx, 0 [L(x, I - e(1 + Do), 5/4)]. 
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Ix--yl<=a 2, r> l/a i, 

(6) 

Soit J(5) la borne  sup6rieure (finie) de 2x(v ) sur le compact  U x x S2 a/4. 
Soit 0 = Jo <J1 < " "  <Jk = J(5) des nombres  tels que x~v 

Jp+i-Jv<=~ pour  p = O  ... k -  1. 

Soit {xl ... xe} un sous-ensemble fini de V tel que V soit contenu dans l 'union 
des boules de centre xi, i___ t ~ et de rayon a 2 . 

Pour  x e M, J__> O, e > O, il existe (voir section 1.9) un nombre  N(x, J,  ~) tel que 

kt~)[L(x,J,O)]<=e -r(s-~) pour  r>=N(x,J,~). (7) 

Posons 

1 
N1 = - - + s u p { g ( x i ,  J~, e): l__<i<& O<p<k} .  (8) 

al 

Par  construction,  N 1 se calcule ~t partir  de 5, e, V. 
Puisque 2,  est positive, convexe, nulle en b~, on a 

s o(V))<=)~jv ) pour  x ~ M ,  velR", 0 ~ [ 0 , 1 ] .  

Soient Z i . . .Zr des v.a. ind6pendantes de m~me l o i / ~ ,  d6finies sur (~', ~', P'); 
notons  Z~ leur moyenne.  Par d6finition de ,#) on a VX, 0 

V~)o [L (x, J, 5/4)] = P' {2~ [h~, o (2~)] > J, h~,0 (2~) e S~- a/4} 

et donc  

v(~) o EL(x, J, 5/4)] < I{, =< a(a)} P' {2x(2~) > J} 

c'est-~-dire 

r EL(x, J, 5/4)] #(~) EL(x, J, 0)]. (9) x, o <= I{J _< j(6)} 

Pour  JE [0, J(5)] il existe un entier pc  [0, k -  1] tel que 

J-a~Jp~=J~=Jv+i. 

Donc  si i -< i-< f ,  0-< J ~ J(5), les in6galit6s (7), (8), (9) entrainent pour  r ~ Ni, 
0e [-0, 1] 

V2o [L(xl, J, 5/4)] < # ~  [L(x,, J,, 0)] < e -  ~(a~- ~) < e-~(a- 2 ~). 

L'inagalit6 ainsi obtenue 

(r) e -  r ( J -  2 ~:) v~,, o [L(xi, J, 5/4)] < (10) 

reste strictement vraie pour  J > J(8), d'apr~s (9). 
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Combinons (6), (10) et la d6finition des x i pour en d6duire que pour ye V, 
I > 0 ,  0~[0, 1], 0<e<8 /2 ,  il existe N1(8,~, V) tel que r > N  1 entraine 

(r) e- r (t- ~EO)) b, 0 EL(Y, I, 8)] _-< 

or) E ( 8 ) : 4 + D ~  est d6termin6 par 8 et V. Q.E.D. 

(6.3) Th6or~me. Soit M une vari~td riemannienne et #x, x ~ M  un champ de 
mesures v~rifiant 4.1. Soit ~/r {f2, ~(~2), P', Xn} une famille de processus d'ap- 
prentissage (indexde par z>0)  associ(e au champ gx (cf. section5). Supposons 
que les transform~es de Cramer 2~ du champ #~ aient des lignes de niveau localement 
lipschitziennes (cf. Section 3). Notons A la fonctionnelle de Cramer (cf. section 4) 
associde au champ tG. Etant donn(s T>0 ,  I>-0, soit F(1) l'ensemble des chemins 
7: E0, T] ~ M tels que Ao, r(7)<=l. Soit 7 ~ le chemin al(atoire d~fini par: 7~(t)=Xn 
pour n z<=t <(n + l)z .  

Pour tout e>0  et pour tout compact K c M ,  il existe Zo>0 tel que pour Z<Zo, 
l'in~galit~ (notations de 6.1) 

-- 1 ( 1 - -  e) 

{po, r(I))___ -< e 

a lieu P~-p.s. sur l'ensemble { X o e K  }. 

Preuve. On suppose d'abord que M est un ouvert de 1R k. Fixons des compacts 
K, U, V de M tels que K ~ U, U ~ 

Pour x~M,  0el0, 1], d6finissons la transformation affine hx, o de IRk dans 
IRk comme en 6.2. 

Pour I > 0 ,  velR k et x e M ,  soit ~(I)  le point du convexe compact X(iz~,I ) 
(cf. 3.1) r6alisant le minimum de la distance de v ~t X(#~, I). Le champ de vecteur 

(I): x --* ~ (I) est localement lipschitzien. Si r/(t, y, v, I), t => 0 est la courbe int6grale 
de ~(I) partant de y d M  ~t l'instant t=0,  17 est une fonction bor61ienne de (t, y, v, I). 

Notons V~= Vff~ (cf. section 5) les << vitesses )> du processus J/F, de sorte que 
P~-p.s., V, eSx~ et la loi conditionnelle de V~ 6tant donn6e ~ est #x~. 

Soit r__> 1 un entier (d6termin6 plus has). Posons pour j__> 0 

__1 + +  
j r - -  r 

et soit ff/~(Ij) le champ de vecteurs (al6atoire) associ6 comme ci-dessus au vecteur 
Wj~ et au nombre Ij. 

Soit Qo l'ensemble {X o e K} ~ ~. D'aprSs la section 4.1, il existe T = T(K, V)> 0 
tel que, pour tout chemin ~: [0, T ] ~ M ,  les conditions 7(0)eK et 7'(t)ES~(o, 
te [0, T], impliquent 7(t)s U pour te [0, T]. 

Pour Pr coE f2o, il existe un unique chemin continu diff6rentiable par 
morceaux, r/o: [0, T]--* U tel que t/,o(0)=X 0 et tel que pour tout entier 
j~[0,  r / r z -  1], sur [ jrz ,  ( j+ 1) rz~, t/~, soit une courbe int~grale du champ de 
vecteurs l~j~ (I~) d6fini plus haut. On note r/le chemin al~atoire ainsi d6fini sur f2 o . 
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Soit t ~ [ j r ~ , ( j + l ) r ~ [ ;  par construction, t/'(t) et Wjr appartiennent 
Z(/%(o, Ij) et Z(#x,>, 1i). Les lignes de niveau de 2 x 6tant localement lipschitziennes, 
il existe C 4 > 0  tel que 

I~'(t)- ~,1 _-< c4 I~(t)- Xjrl. 
La fonction cp (t) = t/(t) - (t - j  r z) Wjr - Xjr vdrifie donc 

I~o'(t)l < c5 I~o(0 + ( t - j  r v)l 
puisque U-p.s. sur t2o, les [Wjr I sont major6s par une constante d6pendant de 

t 

U seulement. Par une manipulat ion classique utilisant la fonction S Iqr ds, 
on en conclut que jr, 

Iq~(O[<[Iq~(jrz)l+Cs(r~) z] e c5~ p o u r j r z < t < ( j + l ) r z .  (11) 

Posons aj = t/(j r -c) - Xj,. On a q) (j r ~) = aj et 

aj+ 1 --q~ [ ( j+  1) r z] +r z l/Vjr+ Xjr--X(j+l)r. (12) 

Par d6finition des processus JC{~, on a (cf. section 5) P~-p.s. sur t?o, 

IX( j+l)r-Xj~-r  z l~r[ < C6(r z) 2. (13) 

Par d6finition, h,, o v6rifie lhx, o(V)-Vl < C v 0 pour va(S~) ~, xe  V. Par cons6quent 
pour rr_-<C 8, ( j + l ) r r < T ,  on aura 

]W j -  ~l--< C7 0 U-p.s. sur t2 o. (14) 

Les inegalit6s (11), (12), (13), (14) et la condition r r < Cs, impliquent 

laj+ll~tajlecsr~+C9rz[_rz+O], ( j+t)rz<__r.  

Un calcul imm6diat donne alors l a~l < C~o [r  r + 0-1 pour (j + 1) r z < T; puisque, 
U-p.s. sur Oo, ~/'(t) est born6 par une constante d6pendant de V seulement, on 
obtient 

Po, r(~LS)NCll[r'c-bO], U-p.s. sur g?0 (15) 

( j+  1)rz 

Posons Aj= ~ 2,(o[t/'(t)] dt, 
jr~ 

Par d6finition du champ VVj~(Ij) et de t/, 2,(t)[7' (t)] est major6 par ~xj,(Wj,)= Ij, 
pour t~ [j  r z, ( j +  1) r ~[ et donc 

Aj<r  z 2X~,(Wjr), n~-p.s, sur Qo. (16) 

Donnons  nous (5 > 0, h d~terminer plus bas, et imposons C 10 >= 2(5 et 6 > CC 2 rz. 
D'apr6s les relations (5) et (6) de la section 4.6, et la d~finition de Wj, ceci garantit  
pour (j + l)r  z< T, 

Wfi Sxg,., U-p.s. sur ~2 o . (16) 

La d~finition de h~, 0 et les hypotheses sur les #~ impliquent l'existence de  C~2 > 0 
tel que pour tout  0e [0, 1] on ait 

d[h~,o(l~y),hx, o(kt~)]<_C121y-z I pour y, z~V,  x ~ M .  (17) 
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La loi condit ionnelle de hxjr, o(V,) 6tant donn6 ~ ,  est hxjr, o(/~x,,). D'autre  part, 
(17) entraine, U-p.s. sur f20, 

dEhxj,., o(#x,,), hxj~, 0(#x~r)J < C13 r z (18) 

pour  O<jr<=n<(j + l ) r<  T/z. 
Posons Vx, o=h~,o(#x). 
L'ensemble E des probabilit6s de la forme vx, 0, x~ V, 0~ [0, 1] est (T)-compact  

(cf. 2.11). Le th6or6me de robustesse 2.3 s 'applique donc uniform6ment  au voisinage 
de tout  point  de E (cf. cor. 2.12). 

En tenant  compte  de (20), de la ddfinition de Wj et du fait que hx, o est anne ,  
le th6orame 2.3 et le corollaire 2.12 associent ~ tout  e > 0 un nombre  ~ = ~(e, V)> 0 
tel que: la relat ion C13 r r < a entraine P~-p.s. sur ~2 o la famille d'in6galit6s. 

U(W~Bl~r)<-_e~ v~,., o(B ~) (19) 

oti Be2(IRk),  ( j + l ) r z < T ,  et r>l/cc 
Soit z ~ B~ une applicat ion de M dans N(IR k) telle que f (x ,  z)=IB=(x ) soit 

bordlienne sur IRk x M. Un argument  s tandard mont re  l 'cxistence de O(z, co), 
fonct ion mesurable de M x f2 dans IR, telle que O(z, .) soit pour  tout  z e M  une 
version de P~(WjeB~I~,), et telle que 0[Xj~( ' ) ,  "] soit une version de P~(Wje 

Reprenons  les notat ions  de 6.1, 6.2. L 'a rgument  prSc6dent et (21) entrainent 

P~ {WjeL(Xjr, I, c~)r Yj~ } _<g~ v~], o[L(Xj~ , I, c~)~J. 

Imposons  0 < ~ <(5/2 et tenons compte  de (2), (16) pour  obtenir  

P~ {2xj ~ (W~) > I I ~ }  <= e ~ V(~x~,,o [L(Xj~, I - ~ Da, 6/2]. (20) 

Utilisons le l emme6.2  pour  d6terminer N=N(5 ,  a, V) et F=F(5. V) tels que 
r > N ,  x e  V, 0e l0 ,  1], J > 0  entra~nent 

v(~)o [L(x, J, 5/2)3 _-< e -  ~(J- ~v). 

On en conclut que les relations r > N, C13 r z < c~, r > I/a, (j + 1) r r < T, C 2 r z < 6/2, 
< C~ 0, r r < C 8 , I > 0, entrainent  U-p.s. sur f2o, 

U()~xj~(Wj) > I 1 ~ )  < C - r ( I - E )  

off E = ~ ( I + F ) .  
Par suite (16) fournit  la majora t ion valable U-p.s. sur f20, pour  ( j +  1 ) r z <  T, 

s > 0  

U(A~>sl~.~)<e I~-E"~) (21) 

Posons Aj = A o + . - .  + Aj. Supposons que pour  un j tel que. (j + 2) r z < T on ait 
obtenu,  U-p.s. sur (2 o 

U(A~>sl~o)<e -~(~-b~) , s>O._ (22) 

De A j+ ~ - A~ + A j+ 1, on d6duit, U-p.s. sur (2o, 

P:(Aj+ x >= sI~o) < U(A~>=s--E r zlYo) 

+ U  {I{a, < ~- e~,} U [Aj+ 1 >= s - A j I ~ ]  I ~o }. (23) 
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Notons co ~ 7to une version de la loi conditionnelle de Aj 6tant donn6 J~0. Pour 
U-presque tout toe f2o, le 2nd membre de (23) est, d'apr6s (21), (22), major6 par 

l ( s _ b j _ E r z )  _ 1 .  _ , s - E r z  

e +e ~ er~, ~ e,/~dn~(u)" 
0 

Ecrivons e,/~ =-1 i ev/~ dv et utilisons le th4orhme de Fubini pour obtenir 
2T_c~ 

s ~ E r ~  u~ 1 s - E r ~  

0 -ot~ 

- ~ ( v -  bj) 
D'apr+s (21) on majore 7r,o[vvO, s - E r z ]  par e pour b j < v < s - E r z ,  
et par 1 pour v_<_ bj ce qui donne pour s > bj + E r "c 

~-er~ ~ ( s - b j ' E r z )  e"/~ dn~,(u)~e 7b' l q 
0 "C 

et finalement 

p~(Aj+l > s,a~o) <= (2 +S) e -+(s-bj-Er~) 

in6galit6 trivialement vraie pour s<bj+E r z. Ainsi il est possible de choisir 
b j+ l=b j+  2E r z et de prouver (22) par r6currence, avec b j = ( 2 j +  1)E r ~, si on 
impose 

( 2 + s )  e x p - E r Z < l . z  = 

Soit T '<T .  D6s que r z < T - T ' ,  il existe j entier tel que T ' < ( j + l ) r  r < T .  
On a alors bj<2ET et Aj>Ao, T,(tl). Par cons6quent, si toutes les restrictions 
introduites sont satisfaites, on obtient, H-p.s. sur f2 o 

-- l ( s - -  2ET)  

p*(Ao, T,(tl) >=Sl~o) <= W(Aj>=s[o~o) <=e 

Donnons nous maintenant e o > 0 et T ' <  T. Imposons Cll 0 = �89 ~o et Cll r z <_ �89 eo 
ce qui garantit 

Pro, r~ (t/, y~) =< %. 

Imposons 6=�89 de sorte que 6=�89 o. Choisissons e tel que 2ET=e o 
c'est-fi-dire tel que 2T[1 + F(6)] e =co. A partir de 6, e on d&ermine N=N(6, ~), 
c~ = a(e), comme indiqu6 c-dessus. 

Fixons r o entier, v6rifiant ro>=N+l/c~ et 2 e x p ( - E r o ) =  �89 Imposons O<s<_S, 
S 1 

et fi Tles conditions C 13 ro z, C. C 2 ror =< 6, r o z -_ C 8, ro z -< T -  T', ~ exp ( -  E ro) < ~, 

ce qui revient ~t prendre v < z  o off Zo>0. On obtient ainsi, d6s que z<z  oet s<=S, 
P~-p.s. sur f2o, 

- L ( s -  ~o) 
U[Ao, T,(rl)> Sl~o] <e 

et 
PO, T(r l ,  7 * ) ~ e O  �9 
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On voit que ~o>0 est d6termin6 & partir de ~o>0, T '<T ,  et des compacts 
K, U, V. 

Passons maintenant / t  la preuve du th6orSme 6.3 dans le cas g6n6ral, off M 
est une vari6t6 quelconque. Donnons nous T~ > 0 et un compact K a M. I1 existe 
(cf. 4.1) un compact U v6rifiant D ~ K ,  tel que tout chemin diff6rientable par 
morceaux v6rifiant, pour presque tout t, q)'(t)e(Se(r)) 1 et (p(0)~K reste dans U 
pour te l0 ,  TI]. On peut garantir aussi que 7~[0, T 1 ] a U  , P~-p.s. sur s 
Xo(co)eK }. Soit V un voisinage compact de U; fixons un recouvrement fini 
1~ ... W de V par les domaines relativement compacts de cartes (Pl ... Pp- 

Construisons par r~currence un chemin (al6atoire) continu ~/t  valeurs dans 
V continfiment diff6rentiable par morceaux tel que 

~(0)=X0, Po, r~(~, 7~)=<e, P~-p.s. sur f2 o. 

Soit k un entier tel que T -  ~_< k z _< T. Supposons ~ construit sur [0, j k r], 
avec j entier, tel que j k �9 =< T1, et v6rifiant 

- T1 

Pour e assez petit ~(j k ~) et Xjk sont dans le domaine V~ d'une des cartes (&. 
Grfice au choix de T, on peut construire ~ sur [ j  k r, (j + 1)k ~] dans la carte ~o i 
par la m6thode indiqu6e dans le cas de M=IR~; 6tant donn6 e>0,  et S>0,  on 
peut ainsi garantir pour T__< z o les in6galit6s suivantes, vraies P'-p.s. su ~o 

- ! ( s -  E) 
P {A[Jk*, U+ 1)k,1 (t/) _> S ] ~jk} __< e (24) 

off s<S,  et 

Pjk~, (j + 1)k~ (t/, 7~)__< ~ (j + 1T~ k z 

Si T 2 < T1, on peut trouverjo entier tel que (1 T1 + J 0 ) < ~  et T2 <(J0 + 1)kr < T 1. 

Puisque Ao, r~ (rl) < ~ Ajk~, U+ 1)k~ (t/) (24) implique trivialement, P~-p.s. sur ~2 o 
O<=j~jo 

_ l ( s _  ~) 
P*(Ao, T2(rl)>=S[~o)<= rl e pour s<-S. 

T z o 

. T1 _~_ 
Prenant z < z o assez petit pour que - - e  :<  1 on conclut que PUp.s. sur f2o, 

T .Co 

- ~ ( s -  2 ~) 
P~(Ao, r~(rl)>slo~o)<e ~ , s<S .  

D'autre part, on a simultan6ment, pup.s, sur f20, Po, r~01, 7 r <e. 
Donnons nous I e  [0, S]; et soit F(I, T2) l'ensemble des chemins continus 

tels que Ao, r~(O)<I. Pour r comme ci-dessus, on peut 6crire Pr sur fJo, 

P~(Po.r~E~L r ( I ,  T2)] > ~ I~0} <P~(rter(I,  T2)l~o) 
- l ( I -  2 e) 

=P*{Ao, r~(tl)> II~o} <e 

ce qui prouve le th6or6me 6.3. 
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7. Minoration de la probabilit6 d'un tube de chemins 

(7.1) Notations et hypotheses. On garde les m~mes notat ions et hypotheses 
qu'en 4.1 et 6.1. On note  B(v, a) la boule ouverte de centre ve t  de rayon a dans IR k. 

(7.2) Lemme.  (Hypothdses de 7.1). Supposons que M soit un ouvert de IR k. Pour 
tout compact K c M ,  pour tout e>0 ,  c5>0, a > 0  il existe N > 0  tel que (notations 
de 6.1), 

#(~x ) [B(v, a)] > e-~E~ + ~x(v)l 

quels que soient xEK,  VeSx ~. 

Preuve. Donnons  n o u s ~ ,  ~ > 0  et K c M .  I1 existe c~>O tel que les relations 
x, y e K ,  ] x -  yl <=~ entrainent  

{ $22~ ~$2 ~ 
I,~x(V)-,~y(co)l_-<e pour  v,o)EiR k, Iv-col<__~. (1) 

Donnons  nous ae ]0 ,  c~], et posons el =e /x  a/3. Les th6or~me 2.3 et corollaire 
2.12 prouvent  l 'existence de N e t  de c q > 0  tels que les relations I x - y [< cq ,  
x, y e K ,  r > N  entralnent  pour  tout  BE~(IR k) 

(r) > - r ~  (r) #~ (B)= e #y (B-~).  (2) 

Fixons un recouvrement  fini de K par des boules de centres y~.. .ypeK, 
de rayon ~/x ~ .  Pour  chaque y~ choisissons une famille finie de boules de B~, 1... Bi, p 
de rayon a/3, de centres appar tenant  h S 6 telle que toute boule de centre 
appar tenant  ~t S -6y~ et de rayon 2a/3 contienne au moins une boule B~j. I1 existe 
N O tel que r > N O entraine 

#(~)(B..]>e -~(~+~j) i =  1 p, j =  1 q (3) 
Yi \ td:  = . . . . . .  

off a i j=  inf2y~(v). 
v ~ B i j  

Soit xEK,  et vES~ -2~. Choisissons i tel que ] y ~ - x [ ~ A ~  et B~ telle que 
Bi~cB(v, 2a/3). D'apr~s (2), (3), pour  r ~ N  v N o on a 

#~) (B (v, a)) > e - ~ #~)(B (v, 2 a/3)) > e-~(2 ~ + ~,~). (4) 

D'autre  part, d'apr6s (1), a~ est major6 par (2~(v)+e); (4) devient donc, puis- 
que ~1 ~ e 

(r) #~ (B(v, a ) )>e  -~(3~+~(v)) 

in6galit6 vraie d6s que r> N v N o, x e K ,  VeSx z~ 

(7.3) Th6or~me. Les hypothOses sont celles de 7.1. Soit ~g~= {f2, N(f2), U,  X,} 
une famille de processus d'apprentissage (indexde par z >0) associOe au champ #~. 
Soit A Ia fonctionnelle de Cramer rdgularisSe associSe au champ #x. Etant donnOs 
T > O, un chemin continu, absolument continu (p : [0, T] ~ M, et e > O, il existe 
z 0 > 0  et c~ > 0 tels que z < z o garamisse l'in@alitd (notations de 4.1) 

P~ {Po, T(Y ~, ~o) <= ~ l ~ }  > e  - ~<:r~ ~(~o) + ~> 

U-p.s. sur rensemble {p(X o, ~o(O))<c~}, off le chemin al~atoire y" est comme en 6.3. 
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Preuve. Supposons d 'abord  que M soit un ouvert  de IRk. Soit 6:  [0, T ] - - , M  
un chemin continu,  continfiment diff4rentiable par morceaux.  On notera  ~ ' (0  
la d6riv6e/t  droi te  de O- La distance de O'(t) 5 (IR k -  S~,u) ) est une fonction de t 

r o 

cont inue par  morceaux,  str ictement positive si on suppose que ~ (t)ESou) pour  
tout  te  [0, T].  Cette hypoth4se sur ~ 6tant faite, il existe (5 > 0 tel que 

I - - 6  t~ (t)eSo(t) pour  tout  t e [0 ,  T ] .  (5) 

Supposons que M contient  B(0(0), 1), ce qui n'est pas une restriction, 6videm- 
ment. Fixons un compact  K de M assez grand, contenant  ~([0,  T])  et tel que 
P~-p.s. on ait ?~([0, T])cK, d4s que IX0-0(0)l< 1. 

Donnons  nous ~ > 0. Puisque 2 x(v) est uniform6ment  continue sur U x x s -  ~ 
x 

il existe ~ __< 1/x ~/6 tel que x~K 

]2x(V)-2y(v){<~ pour  x, yeK, veS2 ~, J x - y [ < 7 ~ .  (6) 

Posons f2 o = {X 0 - 0 (0) < el}. 
Donnons  nous un entier r > l .  Notons  V~= V;, les <<vecteurs vitesses>> du 

processus Jd  ~ (cf. section 5). Posons pour  j entier 

~ = 1  [V~ + V;~+ ~ + .-- + V;~+~_I] j > O  

Y~,.= Y(;_l)~+r z VO-_ 1)~ j > l  

off Yo est une v.a. Yo-mesurable quelconque telle que IX 0 -  Yol<~l. Le champ 
#~ 6tant born6, on v6rifie ais6ment l 'existence de ct > 0  tel que l'in6galit4 r r < 
entraine, P~-p.s. sur f2o, 

{ I Y~.- X~,.] < 2~ I pour  (j+l)rz<=T 
I ~ ( t ) - ~ ( j  r r ) l < e  1 pour j r z<t<( j+ l ) r r<T .  (7) 

1 
Posons b = ~ - e  1 et soit f l > 0  tel que r r < f i  implique IO'(t)-O'(jrr)l<b 

pour  j r z< t<( j+ l ) r r< T .  Ddfinissons des parties g2;, j > 0  de f2 par  

f2j=f2oC~{17,~B[~'(nrr),b],n=O, . . . ,  ( j - l ) } ,  j > l .  

I1 est 6vident que P~-p.s. sur O;, et si r z < fi, on a 

lO(nrr)-Y,~l<2el+(nrr)2bq<3e 1 pourO<_n<<_jet(j+l)rz<r. 

En tenant compte  de (7), on voit que P:-p.s., l '6v6nement s implique 

po.;,.~(0, y ) = 6 e  1, pour  ( j + l ) r z _ < T .  

Prenons 0 < ~2 < e et e e < b/2. L'ensemble des #~, x E K  est (d'aprhs l 'hypoth4se 
4.1) (T)-compact  (cf. 2.11). La loi conditionnelle de V~=V~ 6tant donn6 ~,~ 
est #x~. Les th6or4me 2.3 et le corollaire2.12 fournissent donc ~ > 0  tel que 
les in6galit6s r z <__ cq, r > liar, et (j + 1) r z < T entrMnent P~-p.s. sur f2 o 

- ~ x ~  ~ ( 8 )  

pour  tout  BeN(IR~), avec les notat ions de 6.1. 
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Appliquons (11) ~ la boule B(~'(j r z), b), et utilisons (5) et le lemme 7.2 pour  
obtenir  l 'existence de N > 0 tel que r > N  entraine W-p.s. sur f2 o les in6galit6s 

- -  t �9 A P {V~,~B[@ (jt z), b] [o~r } >e-r~#(rx~,{B[q/(jr'c), b/2]} ~e-r[2ez+'~x~ ,(g''(jr~}J]. 

(9) 

Sur faj, on a P~-p.s. I x i , - @ ( j  r r)l < 6el,  et doric d'apr+s (6), (9) on peut 6crire 

�9 ~ ~ > e  -~2~+~+a~j~'[0 '~ (10) I~a~P ~ { ~ , e B  [~ ' ( j  r ~, b)] I~ j , ,  = 

Le premier membre  de (10) est egal a P {Qj+l[~j,} donc si on pose zt~ = P~(f2/O~o), 
(10) donne  

7~j+ l > e-r[3e+ Zq'(J'*)(O'(J'~))]'7~j W-p.s. 

et par rScurrence on obtient  pour  (j + 1) r ~ < T, U-p.s. 

:gj+l ~ e -  r[3~(j+l)+~:j § d I~o 

Donnons  nous S<T;  prenons r ~ < T - S  et ( j+l ) rve[S ,  T]. Alors gaj est 
P~-p.s. indus  darts {Po, s (~, 7 ) =  681 < e}. Ceci entraine done  

- -  l [ 3 T e +  rv, .vj  + t] 

P={Po, s(6, y~)_-<8[~o} I~o > ~ + l  >=e (11) 

Puis.que ~ est continfiment diff6rentiable par morceaux,  et puisque (~, ~') est 
dans le domaine off 2. (.) est continue, il existe a 2 > 0  tel que rz -<~ 2 implique 

[r z ,2~+~ - A o ,  s(~) [ <~ pour  un j convenable.  (12) 

De (11), (12) on d6duit que U-p.s. sur (2 o, on a 

P~ {Po, s (~ t, ~) =< e l ~ }  > e-  +[ao. s(~,)+~ta r + 1)] (13) 

1 
L'in6galit6 (13) est valable dOs que r > - - v  N et r z < e / x  fl A e~ (T-S) .  On peut  

donc  choisir et fixer r > 1 v N, puis prendre  r < Zo assez petit. 
cq 

Donnons  nous main tenant  S > 0  quelconque et un chemin eontinu absolu- 
merit continu ~o: [0, S]--+M. Soit e > 0  donn6. Choisissons T > S  et un chemin 
cont inu continfiment diff6rentiable par morceaux ~: [0, TJ --+ M tel que 

po, s(~O,~/)<e/2, IAo, s(~o)--Ao, s(~b)l<e/2. 

1 e 
Appliquons  (13) ~t ~, en y remplaqant e par e ' -  pour  obtenir  z 0 et q 

3 T + l  2 
tels que z < z o entrMne P~-p.s. sur O 0, l'in6galit6 

-- ~ [ A o ,  s(<O) + ~]  

P' {Po,s(% )") <= sl.~o} > e 

o~ Oo = {IXo - ,p  (0)1---_ ~}. 
L'extension au cas g4n6ral, o6 M est une vari6t6 diff6rentiable quelconque 

se fait tr6s facilement h peu pr6s comme dans le th6orhme 6.3. 
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(7.4) Consid6rons d6sormais un champ de mesures #~, x e M  sur une vari6t6 
riemannienne M v6rifiant 7.1, mais aussi tel que les lignes de niveau de 2~ soient 
localement lipschitziennes (cf, section 3). Soit Jg', z > 0 une famille de processus 
d'apprentissage associ6e aux #~. Nous supposerons pour simplifier les 6nonc6s 
ci-dessous l'existence d'un point mEM tel que P'(X o = m ) =  1. 

(7.5) DOfinition. Soit Co, r(M) l'ensemble des chemins continus 7: [0, T] ~ M  tels 
que 7(0)=m. On munit Co, r(M ) de la topologie de la convergence uniforme sur 
[0, T]. Pour toute partie G de Co, r(M) posons 

A(S)=in Ao, O) 

Pour ~ > 0 assez petit (T 6tant donn6, ainsi que m), il existe un unique chemin 
al6atoire continu go * tel que go*(nr)=X,, pour O<_nr<T+~ et tel que sur 
]n , ,  (n+ 1),[, go * soit une g6odSsique de M. 

(7.6) Proposition. Les hypotheses et notations sont celles de 7.4 et 7.5. Pour toute 
partie bor~lienne G de Co, r(M), on a 

- A ( G ) < l i m  1 log P'{cf[-0, TJeG}<l=~llogP~{cp~[O, T]eG}<= -A(G).  
~ 0  "C ~ 0  "C 

Preuve. Prenons q~ e d tel que [Ao, r ((P) - A (G) I < e. 

Soit V un << tube de chemins d'axe ~o >> tel que V c G. D apres le th. 7.3, et puisque 
Ao, r(CP)= Ao, r(~ ~ (cf. section 4), on a 

1 
- A ( d )  - s < - Ao,  r ( 9 ) - <  lira - l o g  P~ {qF [0,  T ]  ~ V} .  

T 

Puisque {cp ~ [0, T] e V} implique {q)~ [0, T]e  G}, et puisque ~ > 0 est quelconque, 
nous obtenons ainsi la premi6re moiti6 de l'in6galit6 7.6. 

Soit K A l'ensemble des (pc Co, r(M) tel que 

Ao, r(q~)< A off A<A(G).  

D'aprSs le lemme 4.3, K A est compact. Par construction KA et G sont disjoints. 
I1 existe donc e > 0 tel que Po, r(( 0, Ka) > e pour tout (0 e G. D'apr6s le th6or6me 6.3, 
on a 

1T~ 1 log P~ Do, ~(~o', Kg_-> ~} =< - A. 
�9 ~ 0  "C 

Ceci implique, puisque {q)~e G} est inclus dans {Po, r(Cf, Ka)>s},  

1Tin-1 log P~ {(re G} < - A  
~ 0  "C 

Quand A.,~ A (G), on obtient la seconde moiti6 de l'in6galit6 7.6. 
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8. Le potentiel associ~/t l'~tude asymptotique 
des processus d'apprentissage lent 

(8.0) Nous montrons ici comment on peut atteindre l'6nonc6 donn6 en fin de 
l'introduction, ou plus simplement 6tudier la sortie d'un domaine au bord duquel 
le champ moyen est rentrant, et contenant un seul attracteur de ce champ. I1 nous 
faut introduire les potentiels 

V(x, y)= inf A0, r(cO) 
~pO = X 

P T = y  

IT(x, y) = inf A0, r(cO) 
q ~ o = x  

r y 

cO ~t vitesses int6rieures 

et en 6tudier les propri6t6s de continuit6, 6tude qui est sp~cifique/t notre problSme. 
Ensuite, l'obtention du r6sultat final ne pr6sente aucune originalit~ par rapport 
~t [14], et sera trSs allusive. 

Pr6cisons que, dans les infimums ci-dessus, le laps de temps T n'est pas fixd: 
par exemple, pour 6chapper/t un attracteur standard en minimisant A, on est 
oblig~ de recourir ~t des T tendant vers l'infini: signalons enfin que l'hypoth~se de 
variation lipschitzienne (et non seulement continue) du champ de mesures #,, 
n'intervient qu'/t partir du th~or~me 6. Le lemme (trivial, mais fondamental) 5.1 
de [14], qui affirme le caract~re localement lipschitzien de V,, est 6videmment faux 
dans notre situation: le mouvement d'un point/ t  un autre tr~s voisin de M peut 
parfaitement 8tre impossible. 

Introduisons les relations d'6quivalences ~ (resp. ~)  d~finies pas xO~y si et 
seulement si V(x, y)= V(y, x)=0 (resp . . . .  ): nous allons montrer que ces relations 
coincident, et que les classes d'~quivalence qu'elles d6finissent sont ferm6es. 

(8.1) Lemme. Si une ~-classe d'~quivalence contient deux points distincts x et y, 
elle contient sfirement une portion entourant x de trajectoire du champ moyen. 

Preuve. Puisque 17(x, y)= 0, il y a une suite q0 n de chemins ~/t vitesses int6rieures ~ 
v6rifiant CO~(0)=x, CO,(T)=y, A0, r,(cpn)~0. Les T, sont n6cessairement minor6s 
par un T (mSme si les #n, ne sont pas/~ support compact) e t a  fortiori Ao, r(cp,)-~O. 
D'apr~s le lemme 4.3, une suite extraite de COnl [0, rl converge uniform6ment vers CO 
telle que CO(0)=x et Ao, r(CO)=O, ce qui impose que CO soit une trajectoire du 
champ moyen (en aval de x). Tousles CO(t), O<<_t< T/2, sont ~quivalents ~t x: on 
peut aller gratis de x ~t c0(t), puis ~t cO(T/2), et aussi de y/ t  x; il ne  cofite presque 
rien d'aller de cOn(T)/t y, et les c%(T) tendent vers CO(T); (p 6tant une trajectoire du 
champ moyen, l'hypoth~se de non-d6g6n6rescence ~Supp #n, engendre Tn, M~ 
entraine qu'il ne cofite presque rien (au sens de 17) d'aller de CO (T/2)/t cOn (T). Enfin, 
pour obtenir une trajectoire du champ moyen en amont de x, et form6e de points 

6quivalents ~ x, on utilise IT(y,x)=0 (il existe 0,  avec O,(0)=y, 0,(T,)---x, 
Ao, r ,(~)-+0, T,> T) via la limite des ~,ltr,~-r, r,l" 

(8.2) Proposition. Toute ;~-classe d'~quivalence est fermde. 
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Preuve. I1 est clair que l'ensemble des points de la trajectoire (du champ moyen) 
passant par x, et 6quivalents/~ x, est un intervalle. Le lemme 8.1 montre que, si la 
classe de x n'est pas r6duite ~ x, cet intervalle I e s t  ndcessairement ouvert. Mon- 
trons qu'en fait toute la trajectoire de x est alors 6quivalente/~ x, ainsi que ses 
ensembles c~ et co-limites: soient x ,  e I ,  x,+~ postdrieur ~ x, sur la trajectoire, et 
x , - ,~  ~ ,y. Grfice ~ une limite de chemins de cofits ~,--+0 joignant x ,  it x, on obtient 
un bout de trajectoire issu de y e n  aval de y, et compos~ de points 6quivalents/t x, 
ce qui prouve que y est 6quivalent fi x, donc, dans un premier temps, que l'inter- 
valle I contient toute la trajectoire en aval de x, et, dans un deuxi6me temps, que 
l'ensemble co-limite est 6quivalent ~t x (si ze s t  dans l'ensemble co-limite, on voit 
facilement que V(x, z)--0). On proc~de de m~me pour la trajectoire en amont de x 
et l'ensemble c~-limite. 

Si maintenant des x, tous 6quivalents tendent vers x, et si on veut montrer 
que x est 6quivalent aux x,,  le seul cas d61icat est celui o/1, dans un voisinage de x, 
les trajectoires des x, sont toutes distinctes, et otl le champ moyen en x est non-nul. 
Dans ce cas, l'hypoth6se de non-d6g6n6rescence jointe au fait que les trajectoires 
enti6res de tous les x,  sont 6quivalents, permet clairement de conclure. 

(8.3) Proposition. (Lemme  5.2 de [14], adaptd et prOcisd). Soit K une ~-classe  d' 
Oquivalence compacte. Pour tout h > 0, c~ > 0, il existe T O > 0, U ouvert contenant K 
et contenu dans K ~ tels que, pour tout x, y c  U, on puisse aller de x ~ y e n  un temps 
infOrieur d To, pour un prix (au sens de V )  infdrieur ~ h, et en restant dans K ~ 

Preuve. Soit U x l'ensemble des points d e / ( ~  que l'on peut atteindre ~ partir de 
x ~ K  en un temps =< 1 et pour moins cher que h/3; Ux n'est pas un voisinage de x, 
mais, grfice fi l'hypoth6se de non-d6g6n6rescence, e'est un voisinage de la trajec- 
toire moyenne en aval de x sur le temps 1 ; le lemme 2 montre qu'alors U Ux est 
un voisinage de K. x~r~ 

Soit V~ l'ensemble des points de/s d'ofi l'on peut rejoindre y e n  un temps < 1 
pour moins cher que hi3. Comme ci-dessus, on voit que ~) Vy est un voisinage de K. 

x~K 

Soient alors des xl en nombre fini tels que les U~, recouvrent K. La proposition 
est 6videmment v6rifide si on choisit pour U un ouvert contenant K et contenu fi 
la fois dans ~) U~, et U V~j, et T o = 2 + max rij, off ~j est un laps de temps suffisant 

I, d 

pour joindre x~ ~t y j, pour moins chef que hi3, en restant dans/s (on peut rester 
dans/s parce que K est une classe d'6quivalence). 

(8.4) Proposition. Si M est compacte, et si on peut trouver une rdunion f inie 
d'ensembtes co-Iimites du champ moyen dont tout voisinage contienne tous Ies autres 
ensembles co-limites sauf  un hombre fini, alors V(x, y) = 0 entrafne 17(x, y) = O. 

Preuve. On peut reprendre la preuve de la proposition 3 en remplagant <(K classe 
d'6quivalence compacte>) par <(K ensemble co-limite>). Si V(x, y )=0 ,  pour e >0  
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donn6, on choisit un nombre fini r d'ouverts U~ contenant tousles co-limites et tels 
que, pour toute collection ai, bie Ui, ,on puisse aller de a 1 /t b t . . . .  , et de ar ~t b~ 
pour au total moins que e. Par plusieurs extractions de sous-suites/t partir d'une 
suite q), minimisant V(x, y), on fabrique une suite (sans cycles) de U~, soit Uh, ..., Ui, 
telle qu'il existe une trajectoire du champ moyen joignant U~j ~t U~j + ~, et 6ventuelle- 
ment x / t  Uh, et U~, ~ y. On voit maintenant comment, grfice/~ la proposition 8.3 
modifi6e, aller de x ~t y, avec des vitesses int6rieures, pour moins que e. 

On peut maintenant recopier les lemmes 5.3 et 5.4 de [14]. Le premier donne 
une majoration du temps de sortie moyen d'un petit voisinage d'une classe d'6qui- 
valence compacte. Le second 6tudie les voyages dans un compact de M ne ren- 
contrant aucun ensemble co-limite: si l'on voyage dans K a pendant un temps Z 
cela coOte au moins a ( T -  To), pour a et T o convenablement choisis. 

On en d6duit que la probabilit6 P](zr> T) que l'instant de premi6re sortie 

de K soit post6rieur ~ Test  inf6rieure ~t exp ( c (T~T~ 
ment choisi. 

(8.5) Proposition. S'il y a dans M un nombre fini de classes d'dquivalence, con- 
tenant les ensembles o3-1imites, toutes compactes, la fonction V(x, y) est semi- 
continue infdrieurement vis d vis de y. 

Preuve. Soient x fixO, et y , ~ y ,  avec V(x, y,)--~I. Choicissons des q~", avec ~o" (0)= x, 
(p"(T,) =y . ,  Ao, r,(q~")--~I. Pour h >0  arbitraire, on veut trouver q~ tel que q~ (0)= x, 
q~ (T) = y, Ao, r(~0) <__ I + h. Soient Ki, i = 1 . . . .  , k les classes contenant les ensembles 
co-limites, 6 tel que les K~ soient disjoints, et n le coot minimum pour aller d'un 
Kf ~t un autre. Appliquons la proposition 8.3/t chacun des Ki, pour le 6 ci-dessus 
et le coot hn/I; soit Qi l'intersection des U et V obtenus. Une trajectoire ~o, ne 
peut pas osciller plus de I/n fois entre les ~?i; lorsqu'elle traverse un t21 (y compris 
lorsqu'elle en sort pour y revenir), on la modifie de sorte ~ en augmenter peu le 
prix (de moins que h n/I grftce ~ 8.3), mais ~t en limiter la durOe. La durOe de la 
portion de trajectoire non modifiOe, situOe dans M - ~ s  i e t  de coot moindre 
que I, est majorOe grfice au lemme 5.4 de [14]. On dispose donc dOsormais de 0", 
avec 0"(0)=x,  O"(T,)=y.,  Ao, r,(O")<=I+h, et T, majorO. On extrait une sous- 
suite ffjk telle que T~ converge vers T, et on n'a aucun mal, gr~tce au lemme 4.3,/t 
obtenir le q~ dOsirO, sur [0, T/2] comme limite d'une suite extraite de Of 0,r/21, sur 
IT/2, T] comme limite d'une suite rOextraite de k ~][Tn- T/2, Tn]" 

La proposition 8.5 permet de recopier le lemme 5.5 de [14]: si K est une 
classe d'6quivalence stable (pour tous x e K, y ~ K, V(x, y)~-0), si D est un voisinage 
de K et si K - D  ne rencontre pas d'ensemble co-limite du champ moyen, alors, 
pour tout x dans un sous-voisinage de K compact dans D, la moyenne E~O D de 
l'instant 0 D de premiere sortie de D est sup6rieure tt exp (a/z), pour un a bien choisi. 

Nous allons enfin faire entrer en scone routes les hypotheses sur le champ de 
mesures #,, pour obtenir le 

(8.6) ThOorOme. Posons V(K, y )= !n f  V(x, y), et ddfinissons de mdme 17(K, y). Si 

K est une classe d'dquivalence stable, V(K, y) coincide avec 17(K, y), et c'est une 
fonction continue de y. 
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La semi-continuit6 inf6rieure de V(K, y) r6sulte de la proposition 8.5, et la 
semi-continuit6 sup6rieure de 17(K, y) est claire (pour atteindre un voisinage de y 
~t peu pr6s au m6me prix que y, on modifie un peu la vitesse au bout d'un chemin 
6conomique ~ vitesses int6rieures). L'6galit6 de V(K, y) et 17(K, y) r6sulte de la 
proposition 4.6: si q), ~0 (0) = x ~ K, ~o (T) = y, v6rifie Ao, T(q)) < V(K, y) + e, la preuve 
de 4.6 montre qu'il existe ~,, d(q)(0), ~(0))<5, ~ ( T ) = y , / t  vitesses int6rieures, et 
telle que A0. T(~) < A0, T(q)) + e. La proposition 8.3 entra~nant, si 5 est assez petit, 
17(K, ~ (0)) < e, il en r6sulte que 17(K, y) est inf6rieur/t V(K, y) + 3 e. 

(8.7) Tous les outils sont ,maintenant disponibles pour 6tudier par exemple la 
sortie d'un domaine D contenant un seul attracteur K. Supposons que V(K, y) 
atteigne son minimum V0 sur 8D en un unique Yo. Sur le dessin, est repr6sent6e la 
boule B de centre Yo et de rayon 5, ainsi qu'une ligne de niveau 5r = {y: V(K, y) = 
V(K, y)+ co} (en tirets), co 6tant choisi pour que la portion de 5r ext6rieure ~t B 
soit/t une distance 6 >0  de 0D. Enfin, (Po est un chemin de dur6e Tjoignant K ~ Y0 
avec un coot exc6dant V o de moins que co/4. On fait trois paquets des trajectoires 
du processus issues de x (qu'on peut sans perte de g6n6ralit6 supposer 6gal ~ q~o(0)): 
les trajectoires qui ne quittent pour une premi6re fois D qu'apr6s un temps 0 > T et 

assez grand, de fagon ~ majorer la probabilit6 de leur ensemble par exp ( -  ~ ) ,  

en utilisant les remarques suivant la proposition 8.4, appliqu6es /l un petit 
voisinage de K et /t son compl6ment dans D; les trajectoires qui, avant 0, ont 
quitt6 D/t  une distance de Yo sup6rieure fi 5: ces trajectoires sont/L une distance 
>c5 des trajectoires de cofit < Vo+cO, donc leur ensemble a une probabilit6 

<exp -( V~ + 3co/4],- pour z assez petit; enfin les autres, incluant en particulier 
\ "c ] 

les trajectoires distantes de q)0 de moins que e, et donc darts leur ensemble de 

probabilit6 asymptotiquement > exp ( V ~  ~ / 2 ) .  

I1 est alors clair que, lorsque z ~ 0 ,  la probabilit6 que la premi6re sortie de D 
ait lieu dans la boule B(y0,5) tend vers 1. 

Terminons en pr6cisant ce qui se passe lorsqu'on agrandit le domaine D: nous 
supposons qu'/t la fronti6re de D, le champ moyen est strictement rentrant (?D est 
de classe C 1,/5 compact contenant pour simplifier un seul attracteur, ponctuel, que 
nous entourons d'une sph6re a). Soit d un domaine voisin de/5 et le contenant, 
V d = V(a, Od), Ee l'ensemble des points de 0d minimisant V(a, .), et F d l'ensemble 
des points de 8D off les trajectoires minimisant V(a, 8d) sortent pour la premi6re 
fois de D (les trajectoires minimisantes existent d'apr6s 4.3 et l'absence d'ensembles 
co-limites; si ~p est une telle trajectoire, le point de F d associ6 est q)(zo), pour zo= 
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inf{tl(p(t)q~D}). Soit V la borne inf6rieure des Vd, qui peut bien atre strictement 
sup6rieure/~ V(a, ~D). 

(8.8) Proposition. La limite des F d lorsque d d&roft vers D est contenue dans 
I'adh~rence de la limite des E d (il s'agit de limites <<ext~rieures>> au sens de la 
distance de Hausdorff ). 

Preuve. I1 suffit de majorer la distance de ~p (zo) fi qo (T~); or, l'int6grale Ao,~o(~p) est 
au moins 6gale fi V, et, si d est assez petit, l'int6grale Ao, ro(~o) est au plus 6gale 
V + 5, Si e est assez petit, on peut trouver un voisinage tubulaire ~D x [ - 1, + 1] & M  
tel que 0 soit l'identit6 sur ~D x 0, O(~?D x - 1 )  soit une surface A 1 entre a et 0D 
telle que V(A~, 0D)>e,  O(~D x + 1) soit une surface Az ext6rieure ~ #D telle que 
V(SD, A 2)> e, et que 0* appliqu6 au champ moyen (suppos6 de classe C t) soit un 
champ vertical constant. Nous voyons que A~r~((p) est inf6rieur ~t 5, donc que 
~ol[~,r~l reste dans l'image de 0. Nous  pouvons alors minorer A~T~(cp) par une 
int6grale d'6nergie portant sur la premi6re projection de 0-~ ~o, il suffit de penser 
qu'il y a une forme quadratique minorant tous les contours apparents en pro- 
jection sur T,,~DxlR des graphes de 2 . . . .  s ~ [ - 1 ,  + 1 ]  (2,,• est relatif/t la 
mesure 0,, • • ~)). Les int6grales A~T~((o) tendant vers 0 lorsque d tend vers D, 
il en r6sulte que la distance entre ~o(%) et 7c 10 -~ ~o (To) tend vers 0, doric aussi la 
distance entre cp (%) et (p (To), et ceci uniform6ment sur les (p minimisants pour une 
distance de d/~ D donn6e. C.Q.F.D. 
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