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Summary. Let (f2,3,P) be a complete probability space; let (3,)t__>0 be an 
increasing right-continuous family of (3,P)-complete sub-a-fields of 3;  let 
(X") ,~  be a sequence of semimartingales. Assume that for all positive t and 

t 

for all bounded predictable processes H, the r.v.'s ~HsdX" ~ converge in 
0 

probability to a limit J(t ,H) when n tends to infinity. Then there exists a 
t 

semimartingale X such that, for all t and H, J ( t ,H)=~H~dX s. 
0 

Cet article est consacr6 au r6sultat suivant, qui, dans le cas d6terministe off/2 n'a 
qu'un seul point, se confond avec le th6or6me de Vitali-Hahn-Saks pour les 
mesures de Radon sur IR+: 

Th6or6me 1. Sur un espace probabilis~ complet (f2, 3, P) muni d'une famille 
croissante et continue gt droite (3t)t>__o de sous-tribus (3, P)-compldtes de 3, soit 
(Xn) ,~  une suite de semimartingales. On suppose que, pour chaque t >O et chaque 

t 

processus pr~visible bornO H, la suite de variables aldatoires ~ H s dX" s converge en 
o 

probabilit~ vers une variable al~atoire limite J(t, H). Il existe alors une semimartin- 
t 

gale X telle que, pour tous t et H, J ( t , H ) = ~ H s d X  s. 
0 

Pour 6viter d'avoir ~t faire intervenir l'instant t, pla~ons-nous sur N+ x f2. 
Nous nous donnons une filtration (3t)0_<t_<oo satisfaisant aux conditions 
6nonc6es ci-dessus; tous les processus sont d6finis sur [[0, oe]] et ~ valeurs 
r6elles; les (~semimartingales)~ le sont jusqu'/~ l'infini. On note ~3 la tribu 
pr6visible sur N.+ x f2; un processus pr6visible sera dit dtagO si son image est 

finie, et dl~mentaire s'il est de la forme ~ h~Ijs~,t~, off chaque h ~ est une variable 
i = 1  

al6atoire 3s,-measurable, s~ et t~ 6tant des temps constants. On d6signe par L ~ 
l'espace vectoriel topologique des variables al6atoires p.s. finies, muni de la 
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topologie de la convergence en probabilit6 par la quasi-norme H UJ]Lo 
=El1 /x  IUI]. Avec ces notations, le th6or6me 1 devient 

Th~or+me I his. Soit (X")n~  une suite de semimartingales (jusqu'gt l'infini) telle 
oo 

que, pour tout processus prOvisible bornO H, la suite J"(H)--SHsdX'~ converge, 
0 

dans L ~ vers une limite J(H). Il  existe alors une semimartingale X telle que, pour 
oo 

tout processus pr~visible bornO H, J(H) -= ~ H s d X  s. 
0 

L'6quivalence entre les th6or6mes 1 et 1 bis se v6rifie imm6diatement par 
localisation du th6or6me 1 /t des intervalles finis [[0, NIl, et bijection croissante 
de [0, N] sur [,0, oo]. 

Si A est un ensemble pr6visible, on notera m"(A)=J"(IA)  et m(A)=J(IA) .  
Avant de d6montrer le th6or6me 1 bis, 6nongons un lemme, que nous admettrons 
provisoirement. 

Lemme 1. Si (Ak) est une suite d'ensembles pr~visibles de limite A, m(Ak) tend vers 
re(A) dans L ~ (en particulier, m est une mesure sur ~ gt valeurs dans I2).  

DOmonstration du th~orOme 1 b~. Pour tout t, on pose X t = m([[-0, t~). Ceci d6finit, 
/t modifcation pr6s, un processus adapt6 X tel que, pour tout H pr6visible 

c o  

616mentaire, J (H)=  SHsdX~. Pour montrer que X admet une modification 
o 

semimartingale, nous allons utiliser la caract6risation des semimartingales 
donn6e par Dellacherie [4]. I1 suffit de v6rifier 

a) que J e s t  continue de l'espace de Banach des processus pr6visibles born6s 
dans L ~ Mais ceci r6sulte de la propri6t6 de Baire: J e s t  limite simple d'une suite 
de fonctions continues d'un espace de Baire dans un espace m6trique, elle admet 
donc des points de continuit6 ([6] T2, XXI, 3; 2); 6tant lin6aire, elle est 
continue. 

b) que X admet une version continue ~ droite. Le lemme 1 fournit seulement 
la continuit6 /t droite en probabilit6, mais ceci suffit pour conclure. En effet, la 
d6monstration de [-4] 6tablit que, apr6s un changement ad6quat de probabilit6, 
X est une quasimartingale, et la d6monstration du th6or6me 1.5 de [7] montre 
qu'une quasimartingale continue ~ droite en probabilit6 admet une version 
continue/t  droite. 

Donc, apr6s choix de la bonne version, X est une semimartingale et l'6galit6 
o o  

J(H) = ~ H s dX~ a lieu pour tout processus pr6visible 616mentaire H. A l'aide du 
o 

lemme 1 et du th6or6me de convergence domin6e pour les int6grales stochasti- 
ques (voir par exemple [-1], p. 56), on voit que l'ensemble des A ~  qui vdrifient 

o o  

re(A) = ~ IA(S ) d X  s est une classe monotone. Comme il contient les unions finies 
0 

disjointes de rectangles pr6visibles, cette 6galit6 a lieu pour tout A pr6visible. 
c o  

Puis l'6galit6 J ( H ) = ~ H ~ d X ~  passe, par limite uniforme, des processus 
o 

pr6visibles 6tag6s/L tousles processus prdvisibles born6s. 
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Modulo le lemme 1, ceci 6tablit le th6or6me. 

Pour d6montrer le lemme 1, nous aurons besoin de quelques outils" 

Definition. Soit Y une semimartingaIe (toujours jusqu'd l'infini). On dOfinit des 
fonctions Y sur ?(3 et d r sur ?~ x 9(3, d valeurs clans [0, 1] par 

Y(A)= sup ~IA,(s) d Y  ~ ; 
A ~ 3 ,  A ' c A  0 L ~ 

dr(A , B) = Y (AA U). 

Lemme 2. Ces fonctions jouissent des propriOt& suivantes : 

(i) I/(A)=0 si et seulement si I A. Y=0;  
(ii) s7 est croissante ; 

(iii) Si A n -+r Y(A,)-+0; 
(iv) Y(A w B) =< ]7(A) + Y(B); 

(v) Y(U An) < ~ Y(A,); 
n n 

(vi) d r est un &art  sur ~ ;  
(vii) Si A n -+ A, dr(A, ,  A) -+0; 

(viii) Si (A,) est une suite de Cauchy pour dr, elle converge pour dr; plus 
prOcis~ment, on peut en extraire une sous-suite qui converge simplement d un 
ensemble Y-n@Iigeable pros. 

t 

DOmonstration du lemme 2. (i) Si Y(A)=0, on a pour tout t SIa(s)dYs=O , d'ofl 
O 

I a. Y~-O. Si I A. Y=0, et si A' est un sous-ensemble pr6visible de A, Ia, .  Y 
= IA," (I a �9 Y) = O. 

(ii) Evident. 

(iii) Supposons que lira "Y(A,)= 2 ~ > 0. Quitte ~t remplacer (A,) par une SOUS- 
n 

suite, on peut supposer que, pour tout n, Y(A,)> e. Donc il existe A', ~ A ,  tel que 

i lA;,(sldYs L~ >g. 

Mais, compte tenu du th6or6me de convergence domin6e pour les int6grales 
stochastiques, ceci emp@he la suite (A'n) e t a  fortiori la suite (An) de tendre vers 

(iv) Pour A et B pr6visibles, 

Y(A  ca B) = Y(A w (B \A) )  = sup 
A ' ~ A  

B ' c B \ A  

oo 

! IA,~,,(s) dYs ~o 

] 

sup o+ ot 
- w A ~ A  LI[ 0 II L IIo II L J 

= Y(A) + Y ( B \ A )  < ?(A)  + ?(B).  
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(v) Pour une suite (A,) dans ~,  en posant S = U A,,, S, = 0 A,,, 
m m ~ n  

= v ( s \ s , ) )  <__ y.  ?(A,,)  + ? ( S \ S , ) .  
m<n 

I1 suffit de faire tendre n vers l'infini pour obtenir, en utilisant (iii), l'in6galit6 
cherch6e. 

(vi) L'indgalit6 triangulaire pour dy se d6duit de (iv) et de 

AA C=(A AB) A(B A C) c (AAB)~(B  A C). 

(vii) Cons6quence imm6diate de (iii). 
(viii) Soit (A,) une suite de Cauchy dans ~3 pour dr. Par extraction d'une 

sous-suite, on se ram6ne au cas off la s6rie ~dr(A, ,  A,+I) converge. Posons S 
n 

=l imsupA, ,  I = l i m i n f A , .  Soit e>0.  De (v) et de 
n n 

(qui exprime que la suite (IAp)pe . est non constante si et seulement si elle 
pr6sente un saut), on d6duit que, pour n assez grand, 

U A.)\( N A.)) < 
p>n p>n 

et, afortiori, Y(S\I)< e. Ainsi, S \ I  est n6gligeable pour Y. I1 ne reste qu'~t 6crire, 
~t l'aide de (iv), 

dy(A,, S) <= Y(A,\S) + Y(S\A,)  = Y(A,\S) + Y(I\A,),  

pour conclure, en utilisant (iii), que A, tend vers S pour d r. 
Ceci achSve le lemme 2. 

DOmonstration du lemme 1. Nous revenons donc sous les hypoth6ses du th6or6me. 

Pour A et B prdvisibles, posons x(A)= ~ 2 - " X ' ( A ) ,  d(A,B)=x(AAB) 
n > 0  

= ~ 2-'dxn(A,B ). Les ensembles x-ndgligeables sont les ensembles X"- 
n > 0  

n6gligeables pour tout n; l'espace quotient ~ '  form6 des ensembles pr6visibles 
dbfinis ~t ensemble x-n6gligeable pr6s est muni par d d'une structure d'espace 
m6trique complet, tel que si A, ~ A  au sens simple, d(A,, A )~0 .  

Remarquons maintenant que chacune des applications m" est bien d6finie sur 
~3' et continue (et marne lipschitzienne) de ~3' dans L~ pour A et B pr6visibles, 

I[m"(A) - rn"(B) rl Lo -_< [Im'(A\B)[ILO + [[m'(B\A) HLO 

<= X" (A\B) + X n (BkA) 

<2X'(AAB)<=2 "+1 d(A,B). 

Grfice h la propri6t6 de Baire, la limite m de la suite (m") d'applications 
continues de l'espace de Baire !13' dans l'espace m6trique L ~ poss6de des points 
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de continuit6; soit C u n  tel point. Nous allons 6tablir que fl est aussi un point de 
continuit6 pour m. Soit (Ak) une suite d'ensembles pr6visibles telle que X(Ak) 
( :d (Ak ,  O))~O. Pour la distance d, A k u C  et C \ A  k tendent vers C, donc 
m(AkW C) et m(C\Ak)  tendent vers re(C) darts L ~ et, par diffdrence, m ( A k ) ~ 0  
darts L ~ 

Pour e>0,  il existe donc r > 0  tel que x(A)<r  entraine ][m(A)llLo<e. 
Maintenant, pour A e t  B pr6visibles tels que d(A,B)< r, x (A \B)  et x (B \A)  sont 
plus petits que r, donc [lm(A\B)I[Lo et I[m(B\A)I[LO sont major6s par e, et, par 
difference, Ilm(A)-m(B)l[LO<2e. Ceci montre que m est continue (et marne 
uniform6ment continue) de ~3 dans L ~ et 6tablit du m~me coup le lemme 1. 

Remarques. 1) Le lemme2 est tr6s proche de r6sultats de M6min [3]; peut-6tre 
pourrait-on d6montrer le lemme 1 en utilisant, au lieu de la distance dy sur ~3, le 
fait que ~ (ou plut6t l'ensemble des indicatrices de processus pr6visibles) est 
ferm6 dans l'espace m6trique complet IL~ de M6min. De toute fa~on, la 
distance de M6min et la distance dy d6finissent sur ]3 la m~me topologie. 

2) On peut se demander si le th6or6me reste vrai lorsqu'on restreint 
l'hypoth6se et la conclusion aux indicatrices d'ensembles prdvisibles (ou, de 
mani~re 6quivalente, aux processus pr6visibles /~ image finie). Le lemme 1 
subsiste, avec la marne d6monstration. Pour conclure, on peut chercher 
appliquer le th6or6me de Dellacherie (v6rifier que si des processus pr6visibles fi 
image finie H k convergent uniform6ment vers 0, J(H k) tend vers 0 dans L ~ - la 
d6monstration du th6or6me de Dellacherie s'adapte sans modification fi ce cas) 
ou chercher gt montrer que la mesure m est bornde dans L ~ et construire X par la 
m6thode de M6tivier et Pellaumail [2]. Je ne sais conclure par aucune de ces 
m6thodes; en tout cas, un contre-exemple permettrait de r6pondre par la 
n6gative/t une question de Turpin [8], en fournissant une mesure non born6e ~t 
valeurs darts L ~ 

Application aux semimartingales sur [gO, ~ I[ 

Apr~s Schwartz, Meyer [5] s'est interess6 aux <<semimartingales dans un ouvert 
al6atoire>>. Nous nous donnons un processus X, d6fini seulement sur 1]0, ~ [ ,  et 

dont nous 
I 1 _ ~  I l L  

semimartingale au sens ordinaire sur (~, 5, P, (Ft) >l); en d'autres termes, X 

est une semimartingale sur ]]0, oo[[ au sens de [5]. Le th6or~me 1 fournit 
une condition suffisante pour que X soit ta restriction ~ [~0, ooi[ d'une vraie 
semimartingale: 

Proposition. Si, pour tout H pr~visible bornd, la variable al~atoire ~ H s d X  s 

converge en probabilitd vers une limite quand n tend vers l'infini, aIors X est la 
restriction d ]]0, oo[[ d'une vraie semimartingale sur [[_0, oo[[_. 

D~monstration. D6finissons des processus Y" sur [[0, oo[[ par 

Y " = ( X -  X1/,) I[[_~, 00[[ 5 
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C h a q u e  Y" est a lors  une  s e m i m a r t i n g a l e ,  et la sui te  (Y") v&i f i e  les hypo th6se s  du  
t h 6 o r 6 m e  1. Ce lu i -c i  fou rn i t  d o n c  une  s e m i m a r t i n g a l e  l imi te  Y P o u r  0 < s < t, en 

t t 

p r e n a n t  H=I~,tl, on  v o i t  q u e  SdX,=~dYu; a u t r e m e n t ,  dit,  la  v a r i a b l e  a l6a to i re  
s $ 

U=Xt-Yt ne  d 6 p e n d  pas  de  t > 0 .  El le  est d o n c  ~ 0 - m e a s u r a b l e ,  et la  s e m i m a r -  

t i nga l e  Y + U p r o l o n g e  X.  

Remarque. Cet t e  p r o p o s i t i o n  a 6t6 d 6 m o n t r 6 e  i n d 6 p e n d a m m e n t  p a r  S t r i cke r  

a v e c  des  m 6 t h o d e s  p lus  616mentai res  (n 'u t i l i san t  pas  le  t h 6 o r 6 m e  de  Baire).  
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Note sur les epreuves. Le lemme 1 est un cas particulier de th6or6mes du type Vitali-Hahn-Saks pour 
des mesures vectorielles tr6s g6n&ales: Voir L. Drewnowski, Topological rings of sets, continuous set 
functions, integration (Bull. Acad. Pol. Sci. Vol. 20, N ~ 4, 1972), qui m'a 6t6 signal6 par Pellanmail et 
Turpin, et K. Bichteler, On sequences of measures (Bull. Amer. Math. Soc. Vol. 80, N ~ 5, 1974). 


