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Strenge Tests und ungtinstigste Verteilungen* 
D .  PLACHKY 

Summary. It is proved that most  stringent tests as introduced in [19] are closely connected with 
least favorable distributions. By a generalization of the fundamental  lemma of Neyman and Pearson 
to finitely additive set functions it is shown that most  stringent tests have a 0-1-structure. 

1. Bezeichnungen und Definitionen 

Es seien ~93 i, i=  1, 2, Klassen von WahrscheinlichkeitsmafSen tiber einem meg- 
baren Raum (3~, ~3), die dutch ein o--finites Mal3 # dominiert sind. Die zugeh/Srigen 
Klassen der/~-Dichten ~3i, i=  1, 2, lassen sich dann auf natfirliche Weise in den 
bidualen Raum ba(3s ~3", #) von ~1(3;, ~,/~) einbetten (vgl. [5], II.3.18). Im folgen- 
den sollendaher ~ i  und ~3 i, i=  1, 2, identifiziert werden. Dabei ist ~1(3E, ~ ,  #) der 
Raum der/~-integrablen Funktionen und ba(3[, ~*,/~) die Menge der beschr~ink- 
ten, endlich additiven Mengenfunktionen tiber ( t ,  ~3"), die dutch/~ dominiert sind, 
mit ~*  als Vervollsffindigung von ~3 bezfiglich/z (vgl. [5], IV.8.16). Ferner be- 
zeichnet ~3 i bzw. k(~i), i=  1, 2, die abgeschlossene bzw. die abgeschlossene, kon- 
vexe Hfille von ~3i, i=  1, 2, in der schwachen* Topologie von ba(~, ~3", #) und 
~3 (~3~), i = 1, 2, den Borelschen a-K/Srper iiber ~i ,  i = 1, 2, bezfiglich dieser (Relativ-) 
Topologie yon ~ i ,  i = 1, 2. SchlielSlich sei 2B (~3i): = {/~:/~ regul~ires Wahrscheinlich- 
keitsmaB tiber (~i, ~3 (~))}, i=  1, 2, wobei ~ ( ~ ) ,  i=  1, 2, als Teilraum des dualen 
Raumes von C(~Si), i=1 ,2 ,  (vgl. [5], IV.6.3) mit der (relativen) schwachen* 
Topologie versehen ist. Dabei ist C(~) ,  i=  1, 2, der Raum der schwach* stetigen 
und damit auch beschriinkten Funktionen auf ~3~, i = 1, 2, (vgl. [53, V.4.3), mit der 
iiblichen Normtopologie. Ferner soil das zu/he~B(~Si) , i=  1, 2, wegen der schwa- 
chen* Kompaktheit  von k(~Si), i=  1, 2, (vgl. [5], V.4.3) gem~iB [16], 1.1 eindeutig 
bestimmte 2isk(~Si) mit 

f (2) d#,(2) = f ()Q, (1.1) 

i=  l, 2, ffirjede fiber ba (it~, ~*,  #) schwach* stetige (affin) lineare und auf ~i ,  i = 1, 2, 
eingeschr~inkte Funktion f Schwerpunkt yon/ l~e~(~i ) ,  i=  l, 2, heil3en. Bezeich- 
net nun ba~-(~i) den positiven Teil des Randes der Einheitskugel des Raumes 
ba(~, ,  ~ ( ~ , ) ) d e r  endlich additiven und beschr~inkten Mengenfunktionen fiber 
( ~ , ~ ( ~ ) ) ,  i=1,2 ,  mit der totalen Variation als Norm, so definiert jedes 
/5 ie ba + ( ~ )  ein stetiges lineares Funktional fiber dem Raum B (~i, ~ (~i)), i=  1, 2, 
der beschr~inkten und ~3(~i)-megbal-en Funktionen mit der fiblichen_ Norm- 
topologie, dessen Einschrgnkung auf C ( ~ )  eindeutig durch ein #~e!~B(~), i=  1, 2, 

* Die Arbeit ents tand im R a h m e n  eines von der Deutschen Forsehungsgemeinschaft  finanzierten 
Forschungsvorhabens.  
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dargestellt werden kann (vgl. [5], IV.6.3), d.h. es gilt 

f(2) d/~i(2)= ~ f(2) d#1(2) (1.2) 

ftir jedes f ~  C($i), i=  1, 2. Das durch (1.1) und (1.2) eindeutig bestimmte 2 i m6ge 
Schwerpunkt yon/~ ,  i=  1, 2, heiBen. 

Als Test (p wird jede reellwertige, ~-meBbare Funktion bezeichnet mit 
O<=(p(x)< 1, x~Y,. Sind 7/, 7/* Teilmengen von 4,  = {q~: q) Test}, so heiBt ein Test 
q3*s 7/* nach Schaafsma ([19], S. 1 6 -  17) strenger Test in 7/* beztiglich 7/fiir das 
Testen gegen ~B 2 genau dann, wenn 

sup ~o. ~,(P)= inf sup Y~,v(P) (1.3) 
p~32 ' q~ ~P* pE~2 

mit 7~o,~,(2).'=fl*,(2)-E~q~, fl*(2)'.=supE~q), Ez~o:=Sq)d2 ftir q ~  und 
q~e7 j 

2~ba(E,~B*,#) gilt. Ist speziell 7/*=~,.'={q~" ~oeq~, Ep~o<a fiir pe~3x} mit 
0 < e <  1, so soll im AnschluB daran ein strenger Test q~* in q~, beztiglich 7 / fiir 
das Testen gegen ~132 ein strenger Test beziiglich T zum Niveau a ftir das Testen 
von ~[B~ gegen ~]~2 heigen. Die Menge dieser Tests sei q~*. 

Ftir 7/= ~b~ erh~ilt man die von Wald eingeftihrten strengen Tests zum Niveau 
(vgl. [20], S. 277) und flit 7/= ~ die Maximin-Tests zum Niveau ~ (vgl. [21], S. 42). 

Bevor die weiteren Untersuchungen auf den Fall ~* = ~, beschr~inkt werden, 
soll ein Existenzsatz ftir strenge Tests in 7 ~* beziiglich 7 / ftir das Testen gegen ~[~2 
bewiesen werden, aus dem unmittelbar die bekannte Existenzaussage tiber strenge 
Tests bzw. Maximin-Tests zum Niveau e folgt. 

2. Ein Existenzsatz 

Ist 7/* ~ ~ in der schwachen* Topologie des dualen Raumes !~0~ (E, ~3, #) von 
~a(~, ~3, #) abgeschlossen, so m/Sge T* schwach* abgeschlossen heiBen. Dann 
gilt der 

2.1. Satz. Ist 7 ~* schwaeh* abgeschlossen, so existiert ein strenger Test q~* in 
7/* beziiglich 7/fiir das Testen gegen flB2. 

Beweis. Es gibt eine Folge {q),}n= ~, 2 ... von Tests aus 7/* mit 

lira sup ?~,,~,(p) ~ 7' = inf sup 7o,~,(P). (2.1) 
n~oe pe~2 ~oe7 t* pe~2 

Nach dem Satz yon der schwachen Folgenkompaktheit yon Testfunktionen (vgl. 
[12], S. 182) existiert eine Teilfolge {rp,,,},,= ~, 2 .... yon {~0.},= ~, 2 .... und ein Test q~* 
mit 

lim I (P,' f d# ~ I q~* f d# (2.2) 

ftir j edes f ~ ~a (E, ~B, #). D a 7/* schwach* abgeschlossen ist, gilt q~ * ekr *. D amit ~o* 
ein strenger Test in 7/* beztiglich 7/fiir das Testen von ~3~ gegen ~ 2  ist, braucht 
nur noch 7 > 6: = sup 7~*. ~,(P) gezeigt werden, denn es ist 7 < &. Zu e > 0 gibt es 

P~[~2 

P~e ~ 2  mit 6 < 7~o*, e(P~)+ e/3 und wegen (2.2) existiert ein n~(e), so dab ftir n '>  na( 0 
gilt 7o.~,(P,)<7~o,,.~,(P,)+e/3. SchlieBlich gibt es wegen (2.1) ein n~(e) mit 
sup To,,,~(p)<7+e/3 ftir n'>n2(e). W/ihlt man also n'>no(O:=max{ni(O}, so 

erh~ilt man 6 < 7 + e ,  d.h. 6<7. 
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Aus 2.1 l~il3t sich die Existenz eines strengen Tests q~* in 7"* beztiglich 7" ftir 
das Testen gegen ~ 2  folgern, der sich durch ein Netz yon strengen Tests q~ in 7"* 
beztiglich 71 fiir das Testen gegen E im Sinne der schwachen* Topologie von 
~ (1;, ~3, #) approximieren l~il3t. Dabei ist E e ~  und ~ das System der endlichen 
Teilmengen yon ~ 2 ,  das durch c (nach oben) gerichtet ist. Nennt man n~imlich 
ein Netz in ~b schwach* konvergent, wenn (2.2) mit Netzen statt Folgen gilt, so 
l~il3t sich beweisen 

2.2. Hilfssatz. Sei 7"* schwach* abgeschlossen. Dann gibt es ein Teilnetz yon 
{q)~: q~ strenger Test in 7"* bezfiglich 7" fiir das Testen gegen E, E ~ } ,  das gegen 
einen strengen Test in 7"* bezfiglich 7" ffir das Testen gegen ~2 sehwach* konver- 
giert. 

Beweis. Aus 2.1 folgt zuniichst die Existenz eines strengen Tests q)* in 7"* 
beziiglich 7" fiir das Testen gegen E ftir jedes E s ~ .  Da ~b eine schwach* kompakte 
Teilmenge von !~(3~, ~3, #) ist (vgl. [5], V.4.3), gibt es ein Teilnetz {q~,: E 's~ '}  
yon {~o~' E e l }  und einen Test ~o* mit 

l imSep*,fd#=5(p*fd# fiir jedes fe!~1(3~, ~3, # ) (2.3) 

(vgl. [8], S. 136). Identifiziert man ~' mit der aufgrund der Definition des Begriffs 
,,Teilnetz" korrespondierenden Teilmenge von ~, so gilt mit 

71" = sup sup 7,&,, ,v (P) , 
E' ~lY.' pEE' 

73:= inf sup7o,~,(p ) 
tpe~* pe~2 

7 2 :  = sup 7~o*, ~,(P), 
P ~ 2  

denn wegen der schwachen* Abgeschlossenheit von 7"* ist q0*ET'*. Damit q~* 
ein strenger Test in 7"* beztiglich 7" ffir das Testen gegen ~ z  ist, braucht nur noch 
y1>72 gezeigt zu werden. Nun gibt es zu e > 0  ein E l ( e ) ~ '  und p~e~3 z mit 71> 
sup 7~o~,,~,(p)- ~/3 fiir E'~EI(e ) und 7~,,,~,(p~)>72-e/3. Da {~o*," E '~e '}  ein Teil- 

netz yon {q~*: E e l }  ist, existiert ein E 2 ( e ) ~ '  mit w~sE' ftir jedes E ' s ~  mit 
E '=E2(e  ), wobei w~e~B z das zu p,e~32 geh6rende WahrscheinlichkeitsmaB ist. 
Zusammen mit (2.3) folgt hieraus schlieBlich 71 > 7 2 -  ~. 

2.3. Bemerkung. 2.1 folgt auch daraus, dab die nach unten schwach* stetige 
Funktion sup{Te,~,(p): P S i 2 }  das Infimum auf der schwach* abgeschlossenen 
und damit auch schwach* kompakten Menge 7"* annimmt. Auf diese Weise l~iBt 
sich in 2.1 die Annahme der Dominiertheit von ~." = 2B 1 vo ~B 2 durch ein a-finites 
Mai3 durch die nach [17] schw~ichere Forderung ersetzt werden, dab Boo(~, ~B, ~B) 
in der ~I(X, ~3, ~B)-Topologie kompakt und 7"* in dieser Topologie abgeschlossen 
ist. Ftir 2.2 gilt dasselbe. 

3. Ungiinstigste Verteilungen 
Setzt man tiber 7' nur voraus, dab die Einschr~inkung yon fl~, auf ~2 schwach* 

stetig ist, so Ril3t sich ftir strenge Tests beztiglich 7" zum Niveau e ftir das Testen 
yon ~[B 1 gegen ~32 ein ghnliches Ergebnis herleiten wie bei Maximin-Tests zum 
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Niveau e (vgl. [2], 5.10). Insbesondere ist jeder Test ~o*e ~* ,,irgendwo optimal" 
beztiglich ~ im Sinne von [19], S. 11. Es gilt n~imlich der 

3.1. Satz. Sei fl~,[~32 schwach* stetig. Dann gibt es # i ~ ( ~ i )  mit dem Sehwer- 
punkt 2iEk(~3i) , i= 1, 2, so daft ffir jeden Test q~*6~* silt: 

(a) Ex ~o* = c~ #a-fast fiberall oder E~ ~o* = 1 #E-fast iiberall, 

(b) Ez q)* =fl~,(2)- sup Yo*,~e(P) #E'f ast iiberall, 
P~2  

(c) ~p* ist bester Test azum Niveau ~ fiir das Testen yon ~ l  gegen {22} , 
(d) ~0" ist bester Test 1 zum Niveau ~ ffir das Testen yon {2a} gegen {22}. 

Beweis. Es bezeichne C(E), E endliche Teilmenge yon ~2~ den Raum der 
schwach* stetigen Funkt ionen auf E mit der fiblichen Normtopologie.  Ferner 
werden folgende Teilmengen yon C (~3a) x C (~32) bzw. C (~3a) • C (E) eingeftihrt: 

P:={(h,  k): 3 rp~tb mit h(p)>=Ep(p, pE~a und k(p)<=Ep(p, Pff~2}, 

Q: = {(r, s): r(p)__<~, p E ~ l  und s(p)>fl~,(p)- sup 7r P S i 2 } ,  
p ~ 2  

Qe:= {(r, s): r(p)<~, pe~3~ und s(p)> fl~,(p)-sup TeL~,(p), p~E}. 
psE 

Dabei ist q~* bzw. ~o* ein strenger Test in 7 ~ zum Niveau e ftir das Testen von ~ a  
gegen ~[B 2 bzw. gegen E. Die Mengen P und Q~ sind konvex und disjunkt, da E 
eine endliche Teilmenge von ~2 ist. Ferner enthi~lt P den Punkt  (h, k) mit h =2,_ 
k -  - 1 im Inneren, so dab nach einem Trennungssatz (vgl. [5], V.2.8), und da ~a 
(bzw. E) schwach* kompakt  ist (vgl. [5], V.4.3), regul~ire, beschr~inkte, a-additive 
Mengenfunktionen #(~) tiber ( ~ ,  ~3 (~,)), i=  1, 2, existieren (vgl. [9], 18.10 und [5], 
IV.6.3) mit 

hd#~ ) -  ~ kd#(~2)> ~ r d#~ ) -  ~ sd#(~ 2) (3.1) 

ftir jedes (h, k)eP, (r, s)~Q~. 
Aus (3.1) folgt bei geeigneter Wahl yon (h, k)eP bzw. (r, s)eQ~, dab #~) nicht 

negativ und hieraus, dab #~2)(~)> 0 ist, denn yon vornherein galt nicht #(~)-=0 
fiir i=  1, 2. Ferner erhiilt man aus (3.1) 

1 
( 1 ) -  ( 2 ) -  < (3.2) #~ (~0/#~ (~9=--.  

(z 

Da Q bzw. QE nicht v o n d e r  speziellen Wahl Yon q~* bzw. q~ abh~ingt, kann man 
(p* bzw. (p* aus 2.2 w~ihlen. Wegen 2.2 daft  man noch ohne Einschr~inkung der 
Allgemeinheit liem ~ ~o~ f d# = ~ (p* f d# ftir jades i t  ~a(JE, ~3, p) und falls #~)(~1) > 0 

d#E/#~ (~1)) - ~ I dga fiir j edes I t  C (~a) sowie liem (~ t d#~2)/#(E2)(~2)) = ist, liem(~l (1) (a)-- _ 

t d#z fiir jades tffC(~2) annehmen, wobei #ie!'~[B(~i), i=  1, 2, ist, denn ~[B(~31), 
i=  1, 2, ist kompakt  (vgl. [5], V.4.3). Aus (3.1) folgt dann 

c y h d # a -  ~ kd#2>c  I r d # l -  I sd#2 (3.3) 
~1 ~2 ~1 ~2 

1 Baste Tests zum Niveau ~ bei einfacher Gegenhypothese sind hier im Sinne yon Neyman and 
Pearson zu verstehen. 



Strenge Tests und ungiinstigste Verteilungen 335 

fiir jedes (h, k)6P, (r, s)eQ. Dabei ist 

c : = l i m  m - -  (2)-- _ - -  - -  

denn man darf  wegen (3.2) ohne Einschr/inkung der Allgemeinheit annehmen,  dab 
c > 0  existiert. Setzt man  h(2):=E~ q)* bzw. r(2`)." = c~ ftir 2`e~1 und k(2`):=s(2`):= 
E~E(p* fi.ir 2`E~2, falls c > 0  ist bzw. k(2`):= 1, s(2).'=E~, q~* fiir 2 ` ~ 2 ,  falls c = 0  
ist, wobei q~* ein beliebiger strenger Test zum Niveau ct fiir das Testen yon ~3~ 
gegen ~B 2 ist, so folgt (a). W~ihlt man h, k, r wie oben und setzt 

s(2`).' = fi*(2`)- sup 7~*, ~,(2) fiir 2e~32 , 
26~2 

so folgt (b). Ist 2i~k(~i) der Schwerpunkt yon #i~B(~3i), i =  1, 2, so gilt wegen (1.1) 

E z (o d#,(2`)= E)o, ~o (3.4) 

fiir jedes (o 6 ~, i =  1, 2. Zusammen mit (3.3) und (b) folgt hieraus (c) und (cl). 

Ist die Voraussetzung der schwachen* Stetigkeit yon fie[~32 nicht erfiJllt, so 
kann man P, Q im vorangegangenen Beweis als Teilmengen yon 

n(~a,  ~3 ( ~ ) ) x  U(~2,  ~3 (~2)) 

auffassen. Zusammen mit [5], IV.5.1 sowie (1.2) und der Tatsache, dab fi*,(2`) als 
schwach* unterhalb stetige Funkt ion  ~3(~32)-mei3bar ist, liefert der obige Beweis 
das 

3.2. Koroilar. Es gibt /~i~ba( (~i) mit den Schwerpunkten 2isk(9~i), i= 1, 2, so 
daft fiir jeden Test ~o*~q~* gilt: 

(a) ~ (Ez cp*-~)d[il(2)=O oder ~ (E z (o*-1)d / ]2(2)=0,  
$i ~2 

(b) I ( f i*(2)-Ez q~*- sup 7e,.~,(2)) d/~2(2)=0, 
~2 ze~2 

(c) (p* ist bester Test zum Niveau ct fiir das Testen yon ?~B 1 gegen {22}, 

(d) ~o* ist bester Test zum Niveau c~ flit das Testen yon {2l} gegen {)[2}. 

(b) und (c) von 3.1 bedeutet, dab #2 eine ungtinstigste Verteilung ffir das Testen 
von ~[B 1 gegen ~]~2 zum Niveau e ist. Dabei heigt #z~ /~ (~2)  ungtinstigste Ver- 
teilung ftir das Testen von ~31 gegen 2B 2 zum Niveau ~ genau dann, wenn fiir jedes 
# ~ B ( ~ 2 )  gilt 

I (fit (2)-  d#(2) =<  o*j (2). (3.5) 
�9 2 ~2 

Dabei ist 22 bzw. 2Ek(~[~2) der Schwerpunkt yon #2 bzw. ]IE~[~(~[~2) und ~0~ bzw. 
~o* ein bester Test zum Niveau c~ fiir das Testen von ~ gegen {2.2} bzw. gegen {2} 2 

Aus 3.1 ergibt sich n~imlich das 

3.3. Korollar. Sei (p* ein strenger Test beziiglich ~ zum Niveau c~ ffir das Testen 
yon fib I gegen flB 2. Unter der Voraussetzung yon 3.1 ist /~2~(~32) genau dann eine 

2 Ist fl*[k(~2) schwach* stetig, so folgt aus der Konvexit~it dieser Funktion, dab die ungiirlstigsten 
Verteilungen eine konvexe, schwach* kompakte Ga-Menge bilden. 
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ungfinstigste Verteilung fiir das Testen yon flB~ gegen ~ 2  ZUD'I Niveau ~, wenn (b) 
und (c) yon 3.1 fiir (p* und #2 mit 22 als Schwerpunkt yon jl 2 gilt. 

Beweis. Ist #'e~[B(~2) und ist (b) und (c) yon 3.1 fiir (p* und #2 erfiillt, so gilt 
fiir jeden besten Test q)*, zum Niveau ~ fiir das Testen von ~ t  gegen {2'}, wobei 
)],'ffk(~2) der Schwerpunkt yon #' ist, 

(fl*(2)- E~ tO*,)d#'(;0- < - ~ (fl~(,~)-Ez q~*)d#'(2)_<_ sup y~.,~,(p) 

= I 

Wegen (3.4) und der Optimalit~it yon q~*, ist n~imlich ~ E z q~*, d#'> ~ E~ ~o* d#', und 
aufgrund der schwachen* Stetigkeit yon fl~ gilt 

sup 7~ e(2)= sup yo,~(2) 
2e~2 ' 2 ~ 2  

(3.6) 

fiir jedes q~ e ~. Damit ist #2 eine ungiinstigste Verteilung fiir das Testen von ~13~ 
gegen ~ 2  z u m  Niveau e. 

Sei nun umgekehrt #2 eine ungiinstigste Verteilung fiir das Testen von ~1~ 1 
gegen 2132 zum Niveau c~. Dann existiert zun~ichst nach 3.1 zusammen mit (3.6) 
zu jedem ~o*e~* ein # o e ~ ( ~ 2 )  mit 

sup ,/,(p)= I 
pe~2 ~2 

(3.7) 

wobei Po eine ungiinstigste Verteilung fiir das Testen yon ~13 a gegen ~[~2 z u m  

Niveau ~ und cp* ein bester Test zum Niveau c~ ftir das Testen von ~B 1 gegen {2o} 
ist. Dabei ist 2o der Schwerpunkt von #o. Ist ferner (P*2 ein bester Test zum 
Niveau c~ fiir das Testen von ~[B1 gegen {),2}, wobei 22 der Schwerpunkt yon #2 ist, 
so folgt hieraus wegen (3.4)-(3.7) 

sup 7o,,~,(p)= ~ (f l*(2)-Ez ~o*) d#2(2)< ~ (fi*(2)-E~ ~o*) d#20.)_- < sup ~o, ~,(p) 

und damit ~ E~ q~*2 d#2 = ~ Ex q~* d# 2 bzw. sup 7e*, ~, (P)= ~ (fl~, (2) - Ea qo*) d#2, 
P ~ 2  

d.h. E~ ~o* = E ~  ~p* bzw. Up r =fl*(p)- sup T~o*,~e(P) #2 -faSt iJberall, d.h. (b) 
pE~2 

und (c) yon (3.3) gilt fiir q~* und #2. 

3.4. Bemerkung. Wegen der ~3(~2)-MeBbarkeit yon fl~(2) kann man die 
Definition ungtinstigster Verteilungen auf/]~ba~-(~2) gem~iB (3.5) ausdehnen. 
Dann gilt 3.3 ohne die Annahme der schwachen* Stetigkeit yon fl~'[~2 mit 3.2 
anstelle yon 3.1, wenn man die Erweiterung der Definition strenger Tests beztig- 
lich T zum Niveau ct_von ~ auf~3i, i = 1, 2, strenge Tests beziiglich T zum Niveau 
fiir das Testen yon ~31 gegen ~2 betrachtet. In 3.1 und 3.2 kann man auch auf die 
Dominiertheit yon 2B~, i = 1, 2, verzichten, wenn man 2B i, i=  1, 2, in den Banach- 
Raum der endlich additiven, beschfiinkten Mengenfunktionen mit der totalen 
Variation als Norm einbettet und statt der Menge QE im Beweis von 3.1 die Teil- 
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menge Q~= {(r, s): r(2)<~, 2 e ~  und s(2)>/3~,(2)- supT~o,,e(2)+e, )oe21321, e>0,  

von B ( ~ ,  23(~a))x B(~2 ,23(~2) )  betrachtet, wobei B(~I ,  23(~))  analog zu 
B ( $  I, 23 ($~)), i=  1, 2, erkliirt ist. 

Um mit Hilfe des Fundamentallemmas yon Neyman und Pearson zusammen 
mit 3.1 (d) ffir jeden strengen Test bezfiglich 0 zum Niveau c~ air das Testen von 
~ ,  gegen ~[3 2 eine 0-1-Struktur angeben zu k6nnen, ist die ~r-Additivitiit von 
2i e k (~3i), i=  1, 2, notwendig. Eine hinreichende Bedingung daffir liefert der 

3.5. Satz. Ist ~3i, i= 1, 2, gleichmiiJ3ig integrabel, so ist jedes 2iek(~3i), i= 1, 2, 
~r-additiv. 

Beweis. Zu 2iek(~i)  , i=  1, 2, gibt es ein Netz 2~ i) von Wahrscheinlichkeits- 
mal3en aus der konvexen Halle k (~3i) von ~3i, i = 1, 2, das gegen 2 i in der schwachen* 
Topologie von ba(3~, 23*, #) konvergiert, i=  1, 2. Ferner ist nach [11], IV.2.3 die 
gleichmgl3ige Integrabilit~it yon ~i  gleichwertig damit, dab ~i ,  i=  1, 2, in der 
schwachen* Topologie von ~1(~, 23, #) relativ kompakt ist. Damit ist auch k(~i) , 
i=  1, 2, relativ schwach kompakt  (vgl. [5], V.6.3). Es gibt daher ein Teilnetz 2~9 yon 
2(i) und ein P'I aus der konvexen, in der schwachen Topologie abgeschlossenen 
Hfille von ~3i, i=  1, 2, so dal3 die zu 2(~9 gehSrenden #-Dichten in der schwachen 
Topologie gegen p'~ konvergieren, i=  1, 2 (vgl. [8], S. 163). Da aber die schwache 
Konvergenz in ~(3;, 23, #) mit der schwachen* Konvergenz der zugehSrigen o-- 
additiven Mengenfunktionen aus ba(3s 23*, #) fibereinstimmt, ist 2 i =21, wobei 2'~ 
das zu P'i gehSrende Wahrscheinlichkeitsmal3 ist, i = 1, 2. 

3.6. Bemerkung. ~31, i=  1, 2, ist nach [11], II.5.1 gleichmgl3ig integrabel, wenn 
~3i, i=  1, 2, durch eine integrable Funktion (nach oben) beschr~inkt ist. Dies 
wiederum ist erffillt, wenn der yon 9]3 i erzeugte positive Kegel ~ . ' - -  {a w~: wie~B~, 
a>0},  i=  1, 2, einen inneren Punkt in der Normtopologie des Raumes ca(~, 23) 
der o--additiven, beschr~inkten Mengenfunktionen fiber (~, 23) mit der totalen 
Variation als Norm enth~ilt. Ist a i wl ~ ai > 0 ein solcher Punkt, so gibt es wegen der 
Beschriinktheit von a~ wl ~  213~ ein ~ > 0 mit a~ wl ~ + e~(a i wl ~ - ~3~) ~ !R~, i = 1, 2. 

Hieraus folgt ( l+ei)  wl~ ftir jedes Be23 und wie2Bi, i=  1, 2, und 
ai 

damit pi< a1 e~ _(o) ftir jedes p ~ e ~ ,  i=  1, 2. Dabei ist t,~ i = 1, 2. 1 + e~ /~i _(o) die #-Dichte von ~I ~ 

3.7. Beispiele. Klassen von Wahrscheinlichkeitsmal3en, die sogar in der Norm- 
topologie von ba(JE, 23*, #) relativ kompakt sind, findet man in [14]. Einfach zu 
zeigen ist, dal3 eine durch ein o--finites MaB dominierte Klasse yon Wahrscheinlich- 
keitsmaBen w~ tiber (11tl, 230, ~eO~lR1 ,  mit w~(B)=w(B-O),  Be23 1 und 231 als 
o--KSrper der Borelschen Mengen des IR 1 in dieser Topologie relativ kompakt  ist, 
falls O beschr~inkt ist. Zun~ichst kann man nach [6], Lemma 2 das Lebesguesche 
Mal3 2 als dominierendes MaB wiihlen. Wegen [5], IV.13.99 gilt dann in Verallge- 
meinerung von Lemma 3 in [6] 

sup Iwa(B)-Woo(B)l=�89 Ip(x+O)-p(x+Oo) I dO--*O ftir 0 ~ 0 o ,  
Be~l 

woraus die relative Kompaktheit  von {w~: Oe O} folgt, falls O beschriinkt ist. 
23 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 14 
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In der herkiSmmlichen Theorie der ungiinstigsten Verteilungen ist es iiblich, 
die zu den 2iek(~i), i=  1, 2, geh6renden p-Dichten als Mischung der p-Dichten p~ 
von 2 ~ i ,  i=1,  2, darzustellen (vgl. [21], S. 106). Hinreichende Bedingungen 
dafiir liefert der 

3.8. Satz. Ist ~ i ,  i= 1, 2, gleichmiiflig integrabel und gibt es in ~ enthaltene fiir 
flBi, i= 1, 2, suffiziente, separable a-K6rper, so existieren #i~flB(~i) z u  2 i e k ( ~ i )  , 

i= 1, 2, so daft fiir die p-Dichten P z, yon 2~, gilt 

p~,(x) = S Pz(x) dPi(2) g-fast iiberall, 
i=1,2.  ~' 

Beweis. Wegen 3.5 kann man jedem 2 ~ ,  i=  1, 2, eine p-Dichte zuordnen. 
Diese Abbildung ist ein HomSomorphismus H, wenn man ~i  mit der (relativen) 
schwachen* Topologie yon ba(~, ~3", p) und den Bildraum yon H mit der (rela- 
riven) schwachen Topologie yon ~1(~, ~3, #) versieht. Ferner existiert nach [16], 
1.2 zu 2i~k(~i)  ein pi~(9(3 i )  , i=  1, 2, so dab f ( 2 i ) = S f ( 2 ) d p i  fiir jedes f aus dem 
Dualraum yon C(~i)  gilt, i=  1, 2. Setzt man insbesondere f (2 )=Ema ) q), ~0 e~ ,  
so folgt 

Ep~, (p = ~ EH(X) (p dpi(2) (3.8) 

fiir alle ( p ~ ,  i=  1, 2. Nach [15] gibt es nun ~3 x ~3(~3i)-meBbare Versionen yon 
(H(2))(x), x~3~, 2 ~ i ,  i=  1, 2, denn der fiir ~3 i suffiziente a-KSrper in ~3 ist auch 
fiir H(~i)  , i= 1, 2, suffizient (vgl. [15]), so dab sich aus (3.8) zusammen mit dem 
Satz yon Fubini die Behauptung ergibt. 

3.9. Bemerkung. Man kann 3.8 als Urnkehrung yon 3.4 in [2] ansehen. Dabei 
ist nach [15] die Existenz eines separablen, fiir ~3i, i=  1, 2, suffizienten o--K6rpers 
in ~3 gleichwertig mit der Separabilitiit von ~i,  i = 1, 2, in der (relativen) schwachen 
Topologie yon ~1(3r p). Ferner sind die in 3.8 angegebenen Bedingungen 
iiquivalent damit, dab ~'i:-~H(~3z), i=1,2 ,  in der schwachen Topologie yon 
~ ( ~ ,  ~3, p) kompakt und metrisch ist, was nach [13], II.6.2 gleichwertig damit ist, 
dab ~(~3'i), i=  1, 2, kompakt und metrisch ist. Dabei ist ~EB(~'i) analog zu ~(B(~3i) 
definiert. Da ein kompakter, metrischer Raum stets separabel ist, braucht zum 
Beweis der obigen Behauptung nur noch aus der Kompaktheit und Separabilit~it 
yon ~'i, i=  1, 2, auf die Existenz einer Metrik fiir die schwache Topologie yon 
!~(3r ~3, #) auf ~'i, i=  1, 2, geschlossen werden. Nach [15] gibt es eine abz~ihlbare, 
dichte Menge von ~3',, i=  1, 2, in der Normtopologie von !~(3s ~3, p). Daher l~iBt 
sich ~3'~, i = 1, 2, als Teilmenge yon !~t(~, ~3', p') auffassen, wobei ~3' ~ ~3 separabel 
und p'=pl~3 a-finit ist (vgl. den Beweis in [5], III.8.5). Daher ist !~(1;, ~3', p') 
separabel in der Normtopologie (vgl. [21], 2.17), und die schwache Topologie 
von ~(3~, ~3', p') bzw. ~1(~, ~3, p) stimmen auf ~'~, i=  1, 2, tiberein. Nach [5], 
V.6.3 ist aber die schwache Topologie yon ~EI(~, ~3', p') auf ~'i, i = 1, 2, eine metri- 
sche Topologie. 

Aus 3.1 kann man eine hinreichende Bedingung fiir die schwache* Stetigkeit 
yon fi* (2)." =fl* (2) in 2~k(~2) herleiten. Es gilt n~imlich das 

3.10. Korollar. Ist ~3 2 gleichm6fiig integrabel und der Positivteil yon pz~-k '  Pzi 
schwach* stetig in 2 2 ~k (~2) fiir jedes 2' 1 aus der konvexen H~lle yon ?(3~ und k '> O, 
so ist fl*lk(~2) sehwach* stetig. 
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Beweis. Setzt man im Beweis von 3.1 ftir T=~b und E =  {42} mit 22~k(~2) , so 
folgt aus (3.1) ffir jeden besten Test ~0" zum Niveau e ffir das Testen von !'~932 
gegen {42} 

E;.~ (p* = fl*(22)__> a k+E;.~ 9 - k  ~ Ez q~ d#~(2) (3.9) 

fiir jedes (p~b mit #2~213(~32) und k__>0. Dabei ist 

d 2(2)= (3.1o) 

falls k > 0 ist. 

Nach [16], 1.1 gilt fiir den Schwerpunkt 226k(~,32) yon g2 die Beziehung (3.4) 
fiir i=  1. Aus (3.9) ergibt sich dann 

fl* (22) = :r k + (42 - k 22) + (3~) (3.11) 

mit (22-k22)  + als Positivteil bei der Jordan-Zerlegung yon 2 2 - k 2  ~ (vgl. [5], 
IiI.1.8). Ist nun 2]~k(~31), so existiert nach [16~, 1.2 ein p'~93(~3~) mit (3.4) fiir 
i=  1. Wegen q~*6 #~ gilt ~ E~ 9" d#'2 < cr so dab aus (3.9)-(3.11) folgt 

fl*(22)=inf{~k'+(22-k'Za)+(3r 2'2~k(~2), k'>_-0}. (3.12) 

Setzt man ferner im Beweis yon 3.1 anstelle von ~2 eine endliche Teilmenge E' 
yon ~1, E =  {42} mit 42 Ek(~[~2) und 7~= 4~, so folgt ftir jeden besten Test 9~, zum 
Niveau e ftir das Testen von E' gegen {42} 

> + S (3.13) 
E' 

fiir jedes ~oe~b. Dabei ist ,-E'(I~ ein endliches Mar3 tiber (~2, ~ ( ~ 0 ) ,  dessen Tr~iger 
in E' enthalten ist. Da ~b eine schwach* kompakte Teilmenge yon !~o~ (~, ~3, #) ist 

* " E "  c E "  (vgl. [5], V.4.3), gibt es ein Teilnetz {~oE,,. ~31, endlich} yon {q~,: E'~ ~ ,  
E' endlich} und einen Test ~o*, so dab q~*, in der schwachen* Topologie yon 
!~(1;,~3, p) gegen q~* konvergiert. Daher ist qo*~O~, und E~.2 q~*>fl*(22) , d.h. 
E~ (p*= fi* (42). Aus (3.12) und (3.13) folgt hiermit 

fi*(R2)--inf{c~k'+(22-k'21)+(~): 21ek(~l), k'=>0}. (3.14) 

Da ~2 gleichmN3ig integrabel ist, ist jedes 22~k(~D2) wegen 3.5 o--additiv. Be- 
zeichnet pa~ bzw. pz2 die p-Dichte yon 2~ e k (~1) bzw. 42 ~ k(~2) , so folgt aus (3.14) 

fi*(22)=inf{ek'+f(pz~-k'p~i)+ d#: 2'2~k(~0, k '>0},  (3.15) 

wobei (Pz~ - k' phi) + der Positivteil yon p~  - k' p;o~ ist. 

Aus (3.15) folgt, dab fl* a u f k ( ~ )  nach oben schwach* halbstetig ist und da fl* 
wegen fl* (42) = sup {E;~2 (p: (p ~ ~ }  nach unten schwach* halbstetig ist, folgt hieraus 
die Behauptung. 

3.11. Bemerkung. Aus [2], 6.3 folgt auch (3.14). Ferner sind die Voraussetzungen 
von 3.10 erftillt, w e n n  ~9[~ 2 in der Normtopologie von ca(~, ~)  relativ kompakt ist, 
denn wegen [5], V.2.6, V.3.5 und V.3.7 stimmen schwache* Topologie und Norm- 
topologie auf k(~[~2) tiberein. 
23* 
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Erweitert man die Definition strenger Tests beziiglich 7 j zum Niveau ~ gem~ig 
(1.3) yon ~i  auf k(~3i), i = 1, 2, so l~il3t sich das Konvexit~itsprinzip ftir gleichmiiBig 
beste (trennscharfe) Tests (vgl. [20], S. 216-217)  auf strenge Tests beziiglich kg 
zum Niveau c~ ftir das Testen von ~ 1  gegen ~B z iibertragen. 

3.12. Satz. Sei [}~ [k(~2) schwach* stetig. Dann ist jeder strenge Test beziiglich 7 j 
zum Niveau c~ ffir das Testen yon ~ i  gegen ~B z auch ein strenger Test bezfiglich 
zum Niveau ~ ffir das Testen yon k (~ l )  gegen k(~2).  

Beweis. Aus E v q9 < c~, p e ~3a_ folgt wegen (3.4) mit i = 1 Ezl q0 < c~, 21 ~ k (~31) fiir 
jedes ~oe~b 3. Dabei ist #IE~I~(~I) mit 21 als Schwerpunkt (vgl. [16], 1.2). Wegen 
der schwaehen* Stetigkeit yon fl* auf k(~32) gilt (3.6) auch fiir k(~2) anstelle yon 
~3 z , so dab es gentigt 

sup 7~,,~,(p)< sup Y~o*,,e(P) (3.16) 
P~k ( ~  P ~ 2  

zu zeigen. Dabei ist q~* ein strenger Test beziiglich 7 j zum Niveau ~ fi~r das Testen 
yon k(~3 0 gegen k(~2), der nach 2.1 existiert, denn k(~3i), i=  1, 2, wird durch/~ 
dominiert. Wegen der schwachen* Stetigkeit von fl~, ist auch y~,,~, schwach* 
stetig auf k(~3z) und nimmt das Maximum als konvexe Funktion in einem 
Extremalpunkt yon k (~32) an (vgl. [1], 2.2.1). Da ~32 und k(~2) schwach* kompakt, 
und k(~32)=k(~32) ist folgt mit [5], V.8.5 die Beziehung (3.16). 

Man kann auf die Voraussetzung der schwachen* Stetigkeit yon fi~, auf 
k(~32) verzichten, wenn man strenge Tests beziJglich ~ zum Niveau ~ fiJr das 
Testen von ~31 gegen ~32 betrachtet. Es gilt der 

3.13. Satz. Jeder strenge Test bezfiglich 7 ~ zum Niveau ~ fiir das Testen yon ~1 
gegen ~2 ist ein strenger Test beziiglich tP zum Niveau c~ fiir das Testen yon k(9[3~) 
gegen k(~2). 

Beweis, Es sei ~ = sup {7~*,~e(2): 2e~32} mit_ ~o* als strenger Test beztiglich 7 ~ 
zum Niveau a fiir das Testen von S t  gegen ~32. Da fl~, als schwach* nach unten 
stetige Funktion ~ (~32)-me13bar ist, gilt 

fi~(2')-E~, ~o_< ~ (fl~,(2')-E~, q~) d~'(2')=<7 

fiir jedes 2 'ek(~; ) .  Dabei ist # 'e~3(~2)  mit 2' als Schwerpunkt (vgl. [16], 1.2). 
Hieraus folgt die Behauptung. 

SchlieBlich soll noch untersucht werden, wann ein strenger Test qo* beztiglich 
q~ zum Niveau a fiir das Testen yon ~[Ba gegen ~ ein gleichm~iBig bester Test ist, 
d.h. wann E v go* = fi* (p), ps i3  2 gilt. 

3.14 Satz. Sei fi*l~2 schwach* stetig. Dann ist ein strenger Test (p* bezfiglieh 
q~ zum Niveau o~ fiir das Testen yon f~l  gegen ?ZB~ genau dann ein gleichmiifiig bester 
Test, wenn eine der folgenden Bedingungen fiir das Testen yon f~B 1 gegen f~B z zum 
Niveau ~ erfiillt ist: 

(a) Es gibt eine ungiinstigste Verteilung mit einpunktigem Triiger ~. 

(b) Jedes #2 e~B(~2) ist ungiinstigste Verteilung. 

3 Diese Aussage zusammen mit [5], V.2.10 liefert k ( ~ ) =  {).~ba(3~, ~3", #): Aus E~ (o__<c~, pe~3~ 
folgt E~. (p<~ fi.ir q~q~}, i=1 ,  2. 

4 Vgl. Definition in [1], S. 25. 
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(c) Jedes ,~2Ek(~2) ist Schwerpunkt einer ungiinstigsten Verteilung. 

(d) fl*l~2 ist affin linear. 
(e) Es gibt eine ungiinstigste Verteilung #2, deren Schwerpunkt im Triiger yon 

#2 liegt. 

(f) Es gibt ein 22~k(~,[~2) , s o  daft jedes # 2 ~ ( ~ 2 )  mit 22 als Schwerpunkt un- 
giinstigste Verteilung ist. 

Beweis. Aus 3.3 folgt unmittelbar, dal3 (a) notwendig und hinreichend ist. Aus 
3.3 und, da aus E,  (p* = fl* (p) ffir jedes p~ ~.32, folgt E~ q~* = fl* (2) ffir jedes 2 ~/r 
ergibt sich, dal3 (b) und (c) notwendig und hinreichend sind. Aus der Linearit~it 
und der schwachen* Stetigkeit von fl* (2) in As ~2 folgt fl, (22)-~ fl~ (2)d#2 mit 
#2 und 22 aus 3.1, so dab (d) notwendig und hinreichend ist. Wegen der schwachen* 
Stetigkeit von/~* auf~2  und, da der Tr~iger yon # 2 s ~ ( ~ 2 )  als Menge aller )~E~2 , 
deren offene Umgebungen positives #2-Ma13 haben, beschrieben werden kann, ist 
(e) notwendig und hinreichend. Um einzusehen, dab (f) hinreichend ist, betrachtet 
man den linearen Teilraum M von C (~2), der von fl* und den au ra2  eingeschr~ink- 
ten und fiber ba(3;, ~*, #) schwach* stetigen, linearen Funktionen aufgespannt 
wird. Nach [5], II.3.1 und IV.6.3 gibt es zu dem stetigen linearen Funktional L 
mit L(f):=f(22),  f e M  ein #2E~(~[~2), SO dab L ( f ) = ~ f d # 2  ffir jedes f s M  gilt. 
Zusammen mit 3.3 folgt hieraus sup{7o, ~(p): pff~[~2}=0. Da (f) notwendig ist, 
ist 3.14 bewiesen. 

4. Verallgemeinerung des Fundamentallemmas von Neyman und Pearson 
auf endlich additive Mengenfunktionen 

Die konstruktive Bestimmung eines strengen Tests durch Angabe einer 
0-1-Struktur war mit Hilfe des Fundamentallemmas von Neyman und Pearson 
nur m6glich, falls 2i~k(~3i) aus 3.1 o--additiv war, i = 1, 2. Um nun das Fundamental- 
lemma yon Neyman und Pearson auf endlich additive Mengenfunktionen zu 
verallgemeinern, wird 2 e b a ( ~ , ~ )  nach [4], 2.2.1 zerlegt. Dabei bezeichnet 
ba(~, ~3) die Menge der beschr~inkten, endlich additiven Mengenfunktionen fiber 
(~,~).  Bezeichnet ferner v(2, B)'.=2+(B)+2-(B) die totale Variation von 2~ 
ba(3s ~3) auf B ~ 3  mit 2 + bzw. 2- als Positiv- bzw. Negativteil der Jordan-Zer- 
legung von 2, so soll zun~ichst ein einfacher Beweis fiir den folgenden Zerlegungs- 
satz 2.2.1 in [4] angegeben werden: 

4.1. Satz. Sei 2, p~ba(~,  ~3) und p a-additiv. Dann kann man 2 eindeutig als 
Summe yon 2' ,2"eba(~,  ~3) schreiben. Dabei ist 2' p-stetig (d.h. zu e > 0  gibt es 
6 > O, so daft aus v(p, B)< 6 folgt v(2', B)< e fiir jedes B E~) und damit a-additiv 
und 2" p-singulgtr (d.h. zu e > 0  gibt es B ~  mit v(p, B)<e und v(2", ~ - B ) < e ) .  

Beweis. Wegen der Jordan-Zerlegung kann man ohne Einschr~inkung der All- 
gemeinheit 2(B)>0 ffir jedes Be~3 annehmen. Dann ist A:={vsba(~ ,  ~3):0__< 
v (B)= 2(B) ffir jedes B ~3 ,  v a-additiv und p-stetig} induktiv geordnet beztiglich 
der partiellen Ordnung 21 ~22,  2~eba(~, 23), i=  1, 2, genau dann, wenn 21(B)< 
22 (B) fiir j edes B ~ ~3 (vgl. [ 18], S. 28), so dab nach dem Zornschen Lemma (vgl. [5], 
1.2.7) ein maximales Element 2 'eA existiert. Wegen der Maximalit~it von 2' ist 
2"-'= 2 - 2 '  p-singul~ir. Offenbar ist 2' und 2" eindeutig. 
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4.2. Bemerkung. Wie der Beweis zeigt, braucht ~3 nur ein Mengenk6rper zu 
sein (vgl. [-3], Lemma 2). Ist 2 (B)~0  und p(B)>O far jedes Be~3 und wird {2} 
durch p dominiert, so stimmt die obige Zerlegung von 2 mit der Zerlegung von 
Yosida und Hewitt (vgl. [57, III.7.8) tiberein, d.h. 2" ist rein endlich additiv ([5], 
III.7.7). Zum Beweis braucht man nut  III.7.8 yon [5] auf 4" anzuwenden. 

Aus 4.1 ergibt sich der 

4.3. Satz. Sei 2 i 6 ba (3;, ~B) mit 4 i (B) > 0 fiir jedes B e fD, i = 1, 2, und p ~ ba(E, ~3) 
ein Marl. Dann gilt fiir jeden besten Test go* zum Niveau ~, 0 <  ~ < 1, far das Testen 
yon {41} gegen {42}: Es gibt k>=O mit 

go*(x)=~ 1 (d4'2/dpl(x)>k(d41/dp)(x) p-fast iiberall. 
(o (d4'Jdpl (x) < k(d41/dp) (xl 

Falls Ez2 go* < 1 ist, gilt E~I go* = cr und k > O. Dabei ist 2' i der a-additive und p-stetige 
Teil der Zerlegung yon 4.1 und d4'i/d p die zugeh6rige Radon-Nikodymsche Ableitung, 
i=1,2 .  

Beweis. Die konvexen, disjunkten Teilmengen 

P:={(X1, X2):3goEdP mit Xl>Sgod41 und x2<~Sgod42} , 

(2:={(vl, und y2>Sgo*d42} 

des IR 2 lassen sich nach einem Trennungssatz (vgl. [5], V.2.8) durch ein stetiges, 
lineares Funktional ~ 0 trennen. Es gibt also (vgl. Beweis von 3.1 oder [10], Beweis 
yon Satz 2) eine Konstante k > 0  mit k x i - X z > = k y l - Y 2  far alle (x z, Xz)GP und 
alle (Yi, Y2)e(~ mit ~) als abgeschlossene Halle von Q. Hieraus folgt 

I go* d22 - k  I go* d2~ -->5 ~ d22 - k  I ~9 d21 (4.1) 

far jedes 0e~b. Insbesondere ist k > 0  und damit Ezl go*= e, falls Ei2 go*< 1 gilt. 
Um 4.3 zu beweisen, gentigt es, aus (4.1) auf 

I go* zz d p - k  I go* zl dp>~ go z 2 d p - k  f go zi dp (4.2) 

far jedes go e �9 zu schliegen. Dabei ist zi ,= d4']dp, i=  1, 2. Wegen 4.1 gibt es zu 
e > 0  ein Be~3 mit p(B)<8 und 4 ' / (X-~3)<e,  i=1 ,2 .  Setzt man in (4.1) far ~ =  
go I~_B+ go* I~ mit I c als Indikatorfunktion yon C c 3E, so ergibt sich zusammen 
mit III.10.4 in [5] 

go*z2dp-k  ~ go*zldP>= ~ g o z 2 d p - k  ~ g o z i d p - ( k + l )  e 
�9 - B  ~ - - B  ~ - B  ~ - B  

ffir jedes goeq~. Wegen [5], III.6.1.5 (i) folgt (4.2). 

4.4. Bemerkung. Ist 4 i aus 4.3 a-additiv, i=1,  2, so folgt mit p=41, z~=l ,  
z 2 =d2'2/d4 i das Fundamentallemma von Neyman und Pearson in der Gestalt 
yon [7]. Dabei ist 2~ der 21-stetige Teil der Lebesgueschen Zerlegung yon 42. 
Ferner kann man in 4.3 statt der p-stetigen und a-additiven Komponente in der 
Zerlegung 4.1 von 2 auch den a-additiven Teil der Zerlegung yon 2 nach Yosida 
und Hewitt nehmen. Aus der Definition der reinen endlichen Additivitiit yon 2" 
folgt niimlich unmittelbar, dab 2" bezaglich jedes Mal3es singul~ir ist. Setzt man 
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also in 4.3 fiir p = # ,  wobei # das ~ 1  L) ~]~2 dominierende a-finite Mag ist, von dem 
man ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit #~ba(3~, N) annehmen kann (vgl. 
[21], S. 48), so liefert die Zerlegung yon Yosida und Hewitt wegen 4.2 mit Hilfe 
yon 3.1 (d) dieselbe 0-1-Struktur fiir jeden strengen Test wie die Zerlegung yon 
Darst [4]. Allerdings 1N3t sich 3.1 ohne die Annahme der Dominiertheit yon 
fl~B 1 u ~1~ z beweisen (vgl. 3.4), so dab 4.3 auch in diesem Fall eine konstruktive Be- 
stimmung yon Tests q ) * ~ *  durch Angabe einer 0-1-Struktur erlaubt. Dabei 
braucht man nach 3.4 auch fiber ~g e ~ keine Voraussetzungen zu machen. 
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