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Strenge Tests und ungiinstigste Verteilungen*

D. PLACHKY

Summary. It is proved that most stringent tests as introduced in [19] are closely connected with
least favorable distributions. By a generalization of the fundamental lemma of Neyman and Pearson
to finitely additive set functions it is shown that most stringent tests have a 0-1-structure.

1. Bezeichnungen und Definitionen

Es seien W;, i=1, 2, Klassen von Wahrscheinlichkeitsmafen iiber einem meB-
baren Raum (¥, B), die durch ein o-finites MaB y dominiert sind. Die zugehorigen
Klassen der u-Dichten $B;, i=1, 2, lassen sich dann auf natiirliche Weise in den
bidualen Raum ba (¥, B*, u) von £,(X, B, u) einbetten (vgl. [5], I1.3.18). Im folgen-
den sollendaher I, und PB,, i=1, 2, identifiziert werden. Dabei ist £,(X, B, p) der
Raum der u-integrablen Funktionen und ba(X, B*, u) die Menge der beschréink-
ten, endlich additiven Mengenfunktionen iiber (X, B*), die durch u dominiert sind,
mit B* als Vervollstindigung von B beziiglich p (vgl. [5], IV.8.16). Ferner be-
zeichnet B, bzw. k(P,), i=1, 2, die abgeschlossene bzw. die abgeschlossene, kon-
vexe Hiille von ;, i=1,2, in der schwachen* Topologie von ba(X, B*, u) und
B(P,),i=1, 2, den Borelschen o-Korper iiber P,,i=1, 2, beziiglich dieser (Relativ-)
Topologie von —‘IE, i=1, 2. SchlieBlich sei MW(*P,): = { 1 preguldres Wahrscheinlich-
keitsmaB iiber (B;, B(B))}, i=1, 2, wobei W(P,), i=1, 2, als Teilraum des dualen
Raumes von C(P), i=1,2, (vgl. [5], 1V.6.3) mit der (relativen) schwachen*
Topologie versehen ist. Dabei ist C(%,), i=1, 2, der Raum der schwach * stetigen
und damit auch beschrinkten Funktionen auf nﬁ, i=1,2,(vgl [5], V.4.3), mit der
iiblichen Normtopologie. Ferner soll das zu u,e W(,), i=1, 2, wegen der schwa-
chen* Kompaktheit von k(B,), i=1, 2, (vel. [5], V.4.3) gemiB [16], 1.1 eindeutig
bestimmte A;ek(B;) mit

J D anty=10), (L.1)

i=1, 2, fiir jede iiber ba (¥, B*, yu) schwach* stetige (affin) lineare und auf B,,i=1, 2,
eingeschrinkte Funktion f Schwerpunkt von g, eIB(B,), i=1, 2, heiBen. Bezeich-
net nun ba;" (*B,) den positiven Teil des Randes der Einheitskugel des Raumes
ba(%P;, B(P,)) der endlich additiven und beschrinkten Mengenfunktionen iiber
(B;, %(‘Bi)), i=1,2, mit der totalen Variation als Norm, so definiert jedes
fi;€baj (B, ein stetiges lineares Funktional iiber dem Raum B(B,, B(P)), i=1,2,

der beschrinkten und B(P)-meBbaren Funktionen mit der iiblichen Norm-
topologie, dessen Einschrinkung auf C(B)) eindeutig durch ein p,eI(P)), i=1, 2,

* Die Arbeit entstand im Rahmen eines von der Deutschen Forschungsgemeinschaft finanzierten
Forschungsvorhabens.
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dargestellt werden kann (vgl. [5], IV.6.3), d.h. es gilt
mf fQ) ()= | f(2) du,(A) (1.2)
i B

fiir jedes fe C(B,), i=1, 2. Das durch (1.1) und (1.2) eindeutig bestimmte 1, moge
Schwerpunkt von [i;, i=1, 2, heiBen.

Als Test ¢ wird jede reellwertige, B-meBbare Funktion bezeichnet mit
0=¢p(x)£1, xeX. Sind ¥, ¥* Teilmengen von &:={¢: ¢ Test}, so heibt ein Test
@*e ¥* nach Schaafsma ([19], S. 16— 17) strenger Test in ¥* beziiglich ¥ fiir das
Testen gegen MW, genau dann, wenn

SUp Vgx,w (p)= 10l supy, (p) (L3)
peP2 pe¥P* peP,
mit y, (D):=pEA)—E, o, ﬁ.}",(/l):=su£El<p, E,p:=[¢@d) fir ¢e® und
13

Zeba(X, B*, ) gilt. Ist speziell Y*=0,:={¢: pe®, E, o=« fiir peP,} mit
0<a<1, so soll im Anschluf} daran ein strenger Test ¢* in @, beziiglich ¥ fiir
das Testen gegen 2B, ein strenger Test beziiglich ¥ zum Niveau o fiir das Testen
von 2B, gegen B, heiBen. Die Menge dieser Tests sei &F.

Fiir ¥ = @, erhilt man die von Wald eingefiihrten strengen Tests zum Niveau «
(vgl. [20], S. 277) und fiir ¥ = & die Maximin-Tests zum Niveau a (vgl. [21], S. 42).

Bevor die weiteren Untersuchungen auf den Fall ¥* =@, beschrinkt werden,
soll ein Existenzsatz fiir strenge Tests in ¥* beziiglich ¥ fiir das Testen gegen 23,
bewiesen werden, aus dem unmittelbar die bekannte Existenzaussage iiber strenge
Tests bzw. Maximin-Tests zum Niveau o folgt.

2. Ein Existenzsatz

Ist ¥* = @ in der schwachen* Topologie des dualen Raumes £ (X, B, y) von
£.(%, B, 1) abgeschlossen, so moge ¥* schwach* abgeschlossen heiflen. Dann
gilt der

2.1. Satz. Ist W* schwach* abgeschlossen, so existiert ein strenger Test @* in
V* beziiglich ¥ fiir das Testen gegen I, .

Bewelis. Es gibt eine Folge {¢,},_, , .. von Tests aus ¥* mit

lim supy, ¢(p)—y:=inf supy, w(p). (2.1)
n—w pefPz pe¥* peP,y

Nach dem Satz von der schwachen Folgenkompaktheit von Testfunktionen (vgl.

[12], S. 182) existiert eine Teilfolge {@,},,_; 5, von {@,},_, », . und ein Test p*

mit .
lim [, fdu—fo*fdu 2.2

fir jedes fe2,(X, B, u). Da ¥* schwach* abgeschlossen ist, gilt ¢* e ¥*. Damit ¢*

ein strenger Test in P* beziiglich ¥ fiir das Testen von I3, gegen 2B, ist, braucht

nur noch y=é:=sup y,. ¢(p) gezeigt werden, denn es ist y<4. Zu ¢>0 gibt es
P2

4
p.€B, mit 6=y, »(p,)+&/3 und wegen (2.2) existiert ein n(e), so dal fiir n’ 2 n,(¢)
gilt .. w(p)=<7,,.. »(P.)+&/3. SchlieBlich gibt es wegen (2.1) ein n,(¢) mit
sup y,,..w(p)=v+e¢/3 fiir n'=n,(e). Wiahlt man also n’'Zn,(e):=max {n;(g)}, so
i=1,2

preB2
erhélt man 6 <y+e¢, d.h. 6.
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Aus 2.1 1aB3t sich die Existenz eines strengen Tests ¢* in ¥* beziiglich ¥ fiir
das Testen gegen B, folgern, der sich durch ein Netz von strengen Tests ¢} in ¥*
beziiglich ¥ fiir das Testen gegen E im Sinne der schwachen® Topologie von
L (X, B, u) approximieren 146t. Dabei ist Ee€ und € das System der endlichen
Teilmengen von 3,, das durch < (nach oben) gerichtet ist. Nennt man niamlich
ein Netz in ¢ schwach* konvergent, wenn (2.2) mit Netzen statt Folgen gilt, so
1468t sich beweisen

2.2. Hilfssatz. Sei ¥* schwach* abgeschlossen. Dann gibt es ein Teilnetz von
{@F: oF strenger Test in V* beziiglich WV fiir das Testen gegen E, Ec®}, das gegen
einen strengen Test in ¥* beziiglich ¥ fur das Testen gegen W, schwach* konver-
glert.

Beweis. Aus 2.1 folgt zunichst die Existenz eines strengen Tests @F in P*
beziiglich ¥ fiir das Testen gegen E fiir jedes Ec€. Da @ eine schwach* kompakte
Teilmenge von £, (X, B, ) ist (vgl. [5], V.4.3), gibt es ein Teilnetz {@}%: E'ce@}
von {p%: Ee€} und einen Test ¢* mit

lim [ g} fdu=[*fdu  fiir jedes [ (¥ B, 1) (23)

(vgl. [8], S. 136). Identifiziert man € mit der aufgrund der Definition des Begriffs
,» Leilnetz™ korrespondierenden Teilmenge von €, so gilt mit

Y1:= SUp sup V@,,W(P): Va:=S8up y(p*,‘l’(p)a
E'e®’ peE’ preB2

yai=1nf supy, w(p) Y=y =7,,
pe'P* peP,
denn wegen der schwachen* Abgeschlossenheit von P* ist ¢*e ¥*. Damit ¢*
ein strenger Test in ¥* beziiglich ¥ fiir das Testen gegen 98B, ist, braucht nur noch
7127, gezeigt zu werden. Nun gibt es zu e>0 ein E ()€€ und p,e B, mit y, >
g}lg/y(p*m.,,(p)—eﬂ fir E'>E,(e) und . ¢(p,)27,—¢/3. Da {@}: E'€€} ein Teil-

netz von {¢}: EcC} ist, existiert ein E,(g)e€ mit w,eE fiir jedes E'e€ mit
E' o E,(g), wobei w,e®B, das zu p,eB, gehdrende Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
Zusammen mit (2.3) folgt hieraus schlieBlich y, =7, —e.

2.3. Bemerkung. 2.1 folgt auch daraus, da die nach unten schwach* stetige
Funktion sup{y, «(p): pe®B,} das Infimum auf der schwach* abgeschlossenen
und damit auch schwach* kompakten Menge ¥* annimmt. Auf diese Weise 148t
sich in 2.1 die Annahme der Dominiertheit von : =MW, U W, durch ein o-finites
MaB durch die nach [17] schwéchere Forderung ersetzt werden, da3 B_ (X, B, 1)
in der €, (X, B, IM)-Topologie kompakt und ¥* in dieser Topologie abgeschlossen
ist. Fiir 2.2 gilt dasselbe.

3. Ungiinstigste Verteilungen

Setzt man fiber ¥ nur voraus, da dic Einschrinkung von g auf 9B, schwach*
stetig ist, so 148t sich fiir strenge Tests beziiglich ¥ zum Niveau « fiir das Testen
von W, gegen I, ein dhnliches Ergebnis herleiten wie bei Maximin-Tests zum
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Niveau o (vgl. [2], 5.10). Insbesondere ist jeder Test p*e®¥ ,irgendwo optimal®
beziiglich @, im Sinne von [19], S. 11. Es gilt ndmlich der

3.1. Satz. Sei ﬂ\}",@z schwach* stetig. Dann gibt es ,uieiIB(?ﬁi) mit dem Schwer-
punkt 2,€k(B), i=1,2, so daf fiir jeden Test p*e ®F gilt:

(@) E; o*=ua p,-fast iiberall oder E, ¢* =1 p,-fast iiberall,
(b) E, p*=F3A)— sup Vo (D) Uy-fast iiberall,

(c) @* ist bester Test1 zum Niveau o fiir das Testen von I, gegen {1,},
(d) @* ist bester Test' zum Niveau a fiir das Testen von {1} gegen {4,}.

Beweis. Es bezeichne C(E), E endliche Teilmenge von B,, den Raum der
schwach* stetigen Funktionen auf E mit der iiblichen Normtopologie. Ferner
werden folgende Teilmengen von C(B,) x C($B,) bzw. C(B,) x C(E) eingefiihrt:

P:={(h,k): Jpc® mit h(p)ZE, @, peP, und k(p)<E, ¢, peB,}.
Q:={(r,s): r(p)<a, pe®P, und S(p)zﬂ;“;(p)—sgqng,w(p), peB,},

Qp:={(rs): r(p)<a, peP, und S(p)>ﬂ$(p)—iggv¢ﬁ,w(p), peE}.

Dabei ist * bzw. ¢} ein strenger Test in ¥ zum Niveau « fiir das Testen von 2,
gegen MW, bzw. gegen E. Die Mengen P und Qj sind konvex und disjunkt, da E
cine endliche Teilmenge von B, ist. Ferner enthilt P den Punkt (h, k) mit h=2,
k= —1 im Inneren, so daB nach einem Trennungssatz (vgl. [5], V.2.8), und da B,
(bzw. E) schwach * kompakt ist (vgl. [5], V.4.3), regulére, beschrénkte, o- -additive
Mengenfunktionen puf iiber (B;, B(P,)), i=1, 2, existieren (vgl. [9], 18.10 und [5],
1V.6.3) mit

(hdpP—fkdu@ = frdug)—jsdug) (3.1

P E By E

fiir jedes (h, k)e P, (r, s)eQp.

Aus (3.1) folgt bei geeigneter Wahl von (h, k)e P bzw. (r, s)eQ, dal uf nicht
negativ und hieraus, daB u{2)(B,)> 0 ist, denn von vornherein galt nicht u =0
fiir i=1, 2. Ferner erhilt man aus (3.1)

W B B S 62)

Da Q bzw. QE nicht von der speziellen Wahl von ¢* bzw. ¢} abhingt, kann man
¢* bzw. % aus 2.2 wihlen. Wegen 2.2 darf man noch ohne Einschrinkung der
Allgememhelt hm [ ok fdu={ o* f dufiir jedes fe £,(¥, B, y) und falls wP(B,) >0

ist, llm(jldu‘” “’(‘Bl)) {ldp, fiir jedes e C(P,) sowie hm(jtdu‘z)/u‘z)(‘liz))

jtduz fiir jedes te C(P,) annehmen, wobei 1MW), 1—1 2, ist, denn W(P,),
i=1, 2, ist kompakt (vgl. [5], V.4.3). Aus (3.1) folgt dann

cfhdp,— §kdp,zc [rdp— | sdp, (3.3)
By B2 By B2

! Beste Tests zum Niveau o bei einfacher Gegenhypothese sind hier im Sinne von Neyman und
Pearson zu verstehen.
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fir jedes (h, k)eP, (r, s)e Q. Dabei ist
= hm ﬂm (%1)/,1‘(2) (SBz) = #1(-‘31)//12 (ﬁz) )

denn man darf wegen (3.2) ohne Emschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf3
c¢=0 existiert. Setzt man h(d):=E, ¢* bzw. r(2): =0 fur Ae$P, und k(A):=s(4):=
E,ep* fur le‘Bz, falls ¢>0 ist bzw. k(4): =1, s(A):=E, ¢* fiir AeB,, falls c=0
ist, wobei @* ein beliebiger strenger Test zum Niveau « flir das Testen von 2B,
gegen 1B, ist, so folgt (a). Wihlt man h, k, r wie oben und setzt

s(A): =L () — ;sgsén Tenw() it 1e%B,,
so folgt (b). Ist 1,ek (%) der Schwerpunkt von 1,e W(P,), i =1, 2, so gilt wegen (1.1)
@j E,pdu(N)=E; ¢ (34)

fiir jedes pe®, i=1, 2. Zusammen mit (3.3) und (b) folgt hieraus (c) und (d).
Ist die Voraussetzung der schwachen* Stetigkeit von /3.’}‘,@2 nicht erfiillt, so
kann man P, Q im vorangegangenen Beweis als Teilmengen von

B(%B,, B(B)) x B(B,, B(B,)

auffassen. Zusammen mit [5], IV.5.1 sowie (1.2) und der Tatsache, daB3 g (4) als
schwach* unterhalb stetige Funktion B (,)-mefBbar ist, liefert der obige Beweis
das

3.2. Korollar, Es gibt ji,eba; (B,) mit den Schwerpunkten 1,ek(B,), i=1,2, so
daff fur]eden Test p*e @F gilt:

j"(El(p*—at)d[Ll()u) 0 oder j(E o*—1)dji,(1)=0,
(b f(ﬁix“f(i~ 2 9* —sup mw(l))duz(i) 0,

)
(c) (p ist bester Test zum N iveau o, fiir das Testen von W, gegen {4,},
(d) @* ist bester Test zum Niveau o fiir das Testen von {A,} gegen {A,}.
(b) und (c) von 3.1 bedeutet, daB i, eine ungiinstigste Verteilung fiir das Testen
von W, gegen W, zum Niveau « ist. Dabei heiBit p, eW(P,) ungiinstigste Ver-

teilung fiir das Testen von B, gegen W, zum Niveau o genau dann, wenn fiir jedes
pneB(P,) gilt
J BEO~E; 07 du)= | (B3~ Es o) dia ). (33)
B2 2

Dabei ist 4, bzw. Aek(P,) der Schwerpunkt von p, bzw. peM(B,) und oy, bzw.
@i ein bester Test zum Niveau « fiir das Testen von W, gegen {4, } bzw. gegen {1} 2.

Aus 3.1 ergibt sich ndmlich das

3.3. Korollar. Sei ¢* ein strenger Test beziiglich ¥ zum Niveau « fiir das Testen
von M, gegen W, . Unter der Voraussetzung von 3.1 ist u,cW(P,) genau dann eine

2 Ist B k(B,) schwach* stetig, so folgt aus der Konvexitdt dieser Funktion, daB die ungiinstigsten
Verteilungen eine konvexe, schwach* kompakte G,-Menge bilden.
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ungiinstigste Verteilung fiir das Testen von W, gegen MW, zum Niveau o, wenn (b)
und (c) von 3.1 fiir * und p, mit 4, als Schwerpunkt von p, gilt.

Beweis. Ist ' eIB(P,) und ist (b) und (c) von 3.1 fiir ¢* und u, erfiillt, so gilt
fiir jeden besten Test ¢}, zum Niveau « fiir das Testen von 2B, gegen {4'}, wobei
A'ek(B,) der Schwerpunkt von ' ist,

wj (BE)—E, 0f) du’(i)éwf (BED)—E;0*)dp (D= sup Vor, 9 (P)

Z‘Bj (ﬁ'}k'(/l)" E, (P*) dp, (7).

Wegen (3.4) und der Optimalitét von ¢ ist ndmlich | E, ¢% dy' 2 [ E; ¢* dyt/, und
aufgrund der schwachen* Stetigkeit von ¥ gilt

SUp 7, ()= $up Yo, w(4) (3.6)

fiir jedes pe®. Damit ist u, eine ungiinstigste Verteilung fiir das Testen von I,
gegen B, zum Niveau a.

Sei nun umgekehrt u, eine ungiinstigste Verteilung fiir das Testen von W,
gegen B, zum Niveau a. Dann existiert zunéchst nach 3.1 zusammen mit (3.6)
zu jedem @*e ¥ ein pu,cW(P,) mit

sup Torw®= | (BE(D—E, 0*)dp, (), 3.7

2

wobei p, eine ungiinstigste Verteilung fiir das Testen von W, gegen W, zum
Niveau « und ¢* ein bester Test zum Niveau o flir das Testen von B, gegen {1}
ist. Dabei ist A, der Schwerpunkt von . Ist ferner @, ein bester Test zum
Niveau o fiir das Testen von W, gegen {1,}, wobei 4, der Schwerpunkt von y, ist,
so folgt hieraus wegen (3.4)—(3.7)

SUD Vr, v (r) =$§ (Bx(D)—E; of,) du, (1) émj (BE (D) —E; %) du, (W)= sup Vor,w(P)

und damit [E, @F, duy=J E; 9*dp, bzw. 52‘%’ V(p*,W(P):j(ﬁ;‘l(;v)_Ez @*) du,,
dh. E, ¢p =E; ¢* bzw. E, 0*=p§(p)— SUPp Y4 ¢ (p) py-fast tiberall, d.h. (b)
peBr 7
und (c) von (3.3) gilt fiir ¢* und u,.
34. Bemerkung. Wegen der B(P,)-MeBbarkeit von B%(4) kann man die

Definition ungiinstigster Verteilungen auf jfieba; (P,) gemiB (3.5) ausdehnen.
Dann gilt 3.3 ohne die Annahme der schwachen* Stetigkeit von |, mit 3.2
anstelle von 3.1, wenn man die Erweiterung der Definition strenger Tests beziig-
lich ¥ zum Niveau a von B, auf B;, i= 1, 2, strenge Tests beziiglich ¥ zum Niveau o
fiir das Testen von 3, gegen B, betrachtet. In 3.1 und 3.2 kann man auch auf die
Dominiertheit von ¥B;, i=1, 2, verzichten, wenn man ¥;, i=1, 2, in den Banach-
Raum der endlich additiven, beschrinkten Mengenfunktionen mit der totalen
Variation als Norm einbettet und statt der Menge Q im Beweis von 3.1 die Teil-



Strenge Tests und ungiinstigste Verteilungen 337

menge Q,={(r,s): r(})<a, 1€, und S(A)>ﬁlp(/1)~supy¢* w(A)+e, 2e1B,}, 60,

von B(%B,, B(,))x B(W,, B(XB,)) betrachtet, wobel B(QB B(2B,)) analog zu
B(P;, B(P), i=1, 2, erklrt ist.

Um mit Hilfe des Fundamentallemmas von Neyman und Pearson zusammen
mit 3.1 (d) fiir jeden strengen Test beziiglich ¢ zum Niveau « fiir das Testen von
I3, gegen B, eine 0-1-Struktur angeben zu konnen, ist die g-Additivitdt von
2;€k(B,), i=1, 2, notwendig. Eine hinreichende Bedingung dafiir liefert der

3.5. Satz. Ist P, i=1, 2, gleichmiifig integrabel, so ist jedes 1,ek(B), i=1,2,
a-additiv.

Beweis. Zu A,ek(,), i=1,2, gibt es ein Netz A von Wahrscheinlichkeits-
malen aus der konvexen Hiille k(B;) von P,, i =1, 2, das gegen A, in der schwachen *
Topologie von ba (¥, B*, u) konvergiert, i=1, 2. Ferner ist nach [11], IV.2.3 die
gleichmiBige Integrabilitit von 9P, gleichwertig damit, daB B,, i=1,2, in der
schwachen* Topologie von £,(X, B, p) relativ kompakt ist. Damit ist auch k(%,),
i=1, 2, relativ schwach kompakt (Vgl [5], V.6.3). Es gibt daher ein Teilnetz A von
A% und ein p; aus der konvexen, in der schwachen Topologie abgeschlossenen
Hulle von P;, i=1,2, so daB die zu A gehdrenden p-Dichten in der schwachen
Topologie gegen p; konvergieren, i=1, 2 (vgl. [8], S.163). Da aber die schwache
Konvergenz in £(X, B, u) mit der schwachen* Konvergenz der zugehorigen o-
additiven Mengenfunktionen aus ba (¥, B*, y) iibereinstimmt, ist 4,= A, wobei A
das zu p; gehdrende WahrscheinlichkeitsmaB ist, i=1, 2.

3.6. Bemerkung. B;, i=1, 2, ist nach [11], IL.5.1 gleichmiBig integrabel, wenn
®;, i=1,2, durch eine integrable Funktion (nach oben) beschrinkt ist. Dies
wiederum ist erfiillt, wenn der von 2B, erzeugte positive Kegel &;:={aw,: w,e 1,
a2 0}, i=1,2, einen inneren Punkt in der Normtopologie des Raumes ca (¥, B)
der o-additiven, beschriankten Mengenfunktionen iiber (X, B) mit der totalen
Variation als Norm enthilt. Ist a; w{®, a,> 0 ein solcher Punkt, so gibt es wegen der

i >

Beschriinktheit von a; w{® — QB ein >0 mit g, w{% +¢;(a, wi" — W) < K;, i=1,2.
Hieraus folgt (1+¢) w!(B)= a — w,(B) fir jedes Be®B und w,ed,, i=1,2, und

a; e .
damit pi§~1—+—8~ pi© fiir jedes pieﬂ'si, i=1,2. Dabei ist p{”’ die u-Dichte von w{®,
i=1,2. i

3.7. Beispiele. Klassen von WahrscheinlichkeitsmaBen, die sogar in der Norm-
topologie von ba(X, B*, u) relativ kompakt sind, findet man in [14]. Einfach zu
zeigen ist, daB eine durch ein o-finites MaB dominierte Klasse von Wahrscheinlich-
keitsmafBen wy iiber (R, B,), 3O R, mit wy(B)=w(B—9), BeB, und B, als
o-Korper der Borelschen Mengen des R, in dieser Topologie relativ kompakt ist,
falls © beschrinkt ist. Zunéchst kann man nach [6], Lemma 2 das Lebesguesche
MaB / als dominierendes MaB wihlen. Wegen [5], IV.13.99 gilt dann in Verallge-
meinerung von Lemma 3 in [6]

sup [wg (B)—wg, (B) =7 [ Ip(x +9) = p(x+80)| d§ -0  fiir 89,
Beﬂil

woraus die relative Kompaktheit von {wy: 3e @} folgt, falls @ beschriinkt ist.

23 Z.Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 14
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In der herkémmlichen Theorie der ungiinstigsten Verteilungen ist es {iblich,
die zu den 4;€k(B,), i=1, 2, gehdrenden p-Dichten als Mischung der y-Dichten p,
von Ae®,, i=1,2, darzustellen (vgl. [21], S.106). Hinreichende Bedingungen
dafiir liefert der

3.8. Satz. Ist B,, i=1, 2, gleichmdpig integrabel und gibt es in B enthaltene fiir
W,, i=1,2, suffiziente, separable o-Korper, so existieren p,eW(B,) zu 1,€k(P)),
i=1,2, sodaf fiir die u-Dichten p, von J,, gilt

p,,(x)= [ p,(x)du;(A)  u-fast qiberall,
i=1,2. ¥

Beweis. Wegen 3.5 kann man jedem Ae%;, i=1,2, eine p-Dichte zuordnen.
Diese Abbildung ist ein Homomorphismus H, wenn man B, mit der (relativen)
schwachen* Topologie von ba(X, B*, 1) und den Bildraum von H mit der (rela-
tiven) schwachen Topologie von £,(X, B, u) versieht. Ferner existiert nach [16],
1.2 zu 4,;€k(B;) ein p,eW(P)), i=1, 2, so daB fO)={ f(A)dp; fir jedes f aus dem
Dualraum von C(%)) gilt, i=1, 2. Setzt man insbesondere f(4)=Ey;, @, 0€®,

so folgt
Ep,li (P=_j EH(/U ¢ dp;(4) (3.8)
By

fiir alle pe®, i=1,2. Nach [15] gibt es nun B x B(P,)-meBbare Versionen von
(H(A))(x), xeX, AeB;, i=1,2, denn der fiir P, suffiziente o-K6rper in B ist auch
fiir H(B,), i=1, 2, suffizient (vgl. [15]), so daB sich aus (3.8) zusammen mit dem
Satz von Fubini die Behauptung ergibt.

3.9. Bemerkung. Man kann 3.8 als Umkehrung von 3.4 in [2] ansehen. Dabei
ist nach [15] die Existenz eines separablen, fiir B, i=1, 2, suffizienten o-Korpers
in B gleichwertig mit der Separabilitdt von B;, i=1, 2, in der (relativen) schwachen
Topologie von £(X,B, ). Ferner sind die in 3.8 angegebenen Bedingungen
dquivalent damit, daB P;:=H (@i), i=1,2, in der schwachen Topologic von
£.(X, B, p) kompakt und metrisch ist, was nach [13], I11.6.2 gleichwertig damit ist,
daB MW(P)), i=1, 2, kompakt und metrisch ist. Dabei ist W(P;) analog zu W(P,)
definiert. Da ein kompakter, metrischer Raum stets separabel ist, braucht zum
Beweis der obigen Behauptung nur noch aus der Kompaktheit und Separabilitit
von B, i=1,2, auf die Existenz einer Metrik fiir die schwache Topologie von
2.(X, B, wauf Bi, i=1, 2, geschlossen werden. Nach [15] gibt es eine abzdhlbare,
dichte Menge von B}, i=1, 2, in der Normtopologie von £,(X, B, 1). Daher 148t
sich B}, i=1, 2, als Teilmenge von £,(X, B’, u') auffassen, wobei B’ B separabel
und u'=u|B o-finit ist (vgl. den Beweis in [5], II1.8.5). Daher ist £,(X,B', u)
separabel in der Normtopologie (vgl. [21], 2.17), und die schwache Topologie
von £,(X,B, ) bzw. £,(X, B, u) stimmen auf PB;, i=1, 2, iiberein. Nach [5],
V.6.3 ist aber die schwache Topologie von £,(X, B’, i') auf B;, i=1, 2, cine metri-
sche Topologie.

Aus 3.1 kann man eine hinreichende Bedingung fiir die schwache* Stetigkeit
von ¥ (A):= B (1) in Aek(*B,) herleiten. Es gilt ndmlich das

3.10. Korollar. Ist P, gleichmdpig integrabel und der Positivteil von p,,—k'p,,
schwach* stetig in A,€k(%B,) fiir jedes A} aus der konvexen Hiille von P, und k' =0,
so ist B¥|k(B,) schwach® stetig.
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Beweis. Setzt man im Beweis von 3.1 fiir ¥ =& und E={4,} mit 2,€k(%B,), so
folgt aus (3.1) fiir jeden besten Test ¢* zum Niveau o fir das Testen von I,
gegen {4,}

E, o*=B5(A)zak+E,, (P_kj E;, dp,(4) (3.9)
B1

fiir jedes @ e @ mit u,eP(PB,) und k= 0. Dabei ist
JE 0% du()=x, (3.10)
Py

falls k>0 ist.

Nach [16], 1.1 gilt fiir den Schwerpunkt 1,€k(%B,) von u, die Bezichung (3.4)
fiir i=1. Aus (3.9) ergibt sich dann

B (Ro)=0k+(A,—k 1™ (X) (3.11)

mit (4,—k2,)" als Positivteil bei der Jordan-Zerlegung von A,—k 1, (vgl. [5],
[1.1.8). Ist nun A{€k(%B,), so existiert nach [16], 1.2 ein u;eW(R,) mit (3.4) fiir
i=1. Wegen p*e @, gilt f E, o*dpi<a,so daB aus (3.9)—(3.11) folgt

BE(A)=inf {ok'+ (2, — K Z)* (): 2 €k(R,), K'20}. (3.12)

Setzt man ferner im Beweis von 3.1 anstelle von B, eine endliche Teilmenge E’
von P, E={1,} mit 1,ek(B,) und ¥=9, so folgt fiir jeden besten Test ¢% zum
Niveau « fiir das Testen von E' gegen {4,}

E, o8 2a g (E)+E,, o—ud (E) [ E; @ du (2) (3.13)
p

fiir jedes e ®. Dabei ist uf) ein endliches Maf iiber (P, B(B,)), dessen Triger
in E' enthalten ist. Da @ eine schwach* kompakte Teilmenge von £_ (¥, B, u) ist
(vgl. [5], V.4.3), gibt es ein Teilnetz {¢}.: E"<P,, E” endlich} von {p}: E'cP,,
E" endlich} und einen Test ¢@*, so daB ¢} in der schwachen* Topologie von
L, (X,B, y) gegen ¢* konvergiert. Daher ist p*e®,, und E, ¢*=¥(%,), d.h.
E,, o*=B¥(1,). Aus (3.12) und (3.13) folgt hiermit

B () =inf {ak'+ (4, — k' 2)* (X): Aek(B,), kK'=0}. (3.14)

Da B, gleichmiBig integrabel ist, ist jedes A,ek(B,) wegen 3.5 g-additiv. Be-
zeichnet p;, bzw. p,, die u-Dichte von A;ek(%P,) bzw. 1, ek(%B,), so folgt aus (3.14)

i) =inf{a k' +f(p,,— k' p,)* du: 21 ek($Py), k' 20}, (3.15)

wobei (p,,—k'p;,)* der Positivteil von p,,—k' p,, ist.
Aus (3.15) folgt, daB B auf k() nach oben schwach * halbstetig ist und da p*

wegen i (4,)=sup{E,, ¢: p€®,} nach unten schwach* halbstetig ist, folgt hieraus
die Behauptung.

3.11. Bemerkung. Aus [2], 6.3 folgt auch (3.14). Ferner sind die Voraussetzungen
von 3.10 erfiillt, wenn 2B, in der Normtopologie von ca(¥, B) relativ kompakt ist,
denn wegen [5], V.2.6, V.3.5 und V.3.7 stimmen schwache* Topologie und Norm-
topologie auf k(*B,) iiberein.

23%
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Erweitert man die Definition strenger Tests beziiglich ¥ zum Niveau o gemél
(1.3) von B, auf k(P,), i=1, 2, so 14Bt sich das Konvexititsprinzip fiir gleichmiBig
beste (trennscharfe) Tests (vgl. [20], S.216—217) auf strenge Tests beziiglich ¥
zum Niveau o fiir das Testen von 2B, gegen I, iibertragen.

3.12. Satz. Sei ¥ |k(*B,) schwach* stetig. Dann ist jeder strenge Test beziiglich ¥
zum Niveau o, fiir das Testen von M, gegen W, auch ein strenger Test beziiglich ¥
zum Niveau o fiir das Testen von k(%B,) gegen k(B,).

Beweis. Aus E, p <o, peB,, folgt wegen (3.4) mit i=1E; ¢ =a, A,ek(B,) fiir
jedes pe® 3. Dabei ist y, e IB(P,) mit 1, als Schwerpunkt (vgl. [16], 1.2). Wegen
der schwachen* Stetigkeit von f§ auf k(,) gilt (3.6) auch fiir k(B,) anstelle von
%, so daB es geniigt

Sup Yorw(P)= sup Vor, (D) (3.16)
zu zeigen. Dabei ist ¢* ein strenger Test beziiglich ¥ zum Niveau ¢ fiir das Testen
von k(%P,) gegen k(B,), der nach 2.1 existiert, denn k(P,), i=1, 2, wird durch u
dominiert. Wegen der schwachen* Stetigkeit von B§ ist auch y,. , schwach*
stetig auf k(*B,) und nimmt das Maximum als konvexe Funktion in einem
Extremalpunkt von k(P,) an (vgl. [1],2.2.1). Da P, und k(B,) schwach * kompakt,
und k(P,)=k(B,) ist folgt mit [5], V.8.5 die Beziehung (3.16).

Man kann auf die Voraussetzung der schwachen* Stetigkeit von ¥ auf
k(®B,) verzichten, wenn man strenge Tests beziiglich ¥ zum Niveau « fiir das

Testen von B, gegen P, betrachtet. Es gilt der

3.13. Satz. Jeder strenge Test beziiglich ¥ zum Niveau o fiir das Testen von P,
gegen B, ist ein strenger Test beziiglich ¥ zum Niveau o fiir das Testen von k(*P,)
gegen k(%B,).

Beweis. Es sei y=sup{y,: y(4) :leeﬁz} mit ¢* als strenger Test beziiglich ¥
zum Niveau o fiir das Testen von P, gegen B,. Da f§ als schwach* nach unten
stetige Funktion B (%,)-meBbar ist, gilt

Pe()—E, ¢ é% (BE(A)—Ey @) dp (V) <y

fiir jedes A'ek(P,). Dabei ist y'eW(P,) mit A’ als Schwerpunkt (vgl. [16], 1.2).
Hieraus folgt die Behauptung. ,

SchlieBlich soll noch untersucht werden, wann ein strenger Test ¢* beziiglich
&, zum Niveau o fiir das Testen von I8, gegen 2B, cin gleichméBig bester Test ist,
d.h. wann E_ ¢*=f7(p), pe B, gilt.

3.14 Satz. Sei f*|B, schwach* stetig. Dann ist ein strenger Test ¢* beziiglich
@, zum Niveau o fiir das Testen von W, gegen W, genau dann ein gleichmdfig bester
Test, wenn eine der folgenden Bedingungen fiir das Testen von 23, gegen W, zum
Niveau o erfiillt ist:

(a) Es gibt eine ungiinstigste Verteilung mit einpunktigem Triiger®.

(b) Jedes p,eD(P,) ist ungiinstigste Verteilung.

3 Diese Aussage zusammen mit [5], V.2.10 liefert k(B = {Aeba (X, B*, 1): Aus E,p=a, peB,
folgt E, p < fiir ped}, i=1,2.
4 Vgl. Definition in [1], S. 25.
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(c) Jedes A,ek(®B,) ist Schwerpunkt einer ungiinstigsten Verteilung.

(d) B*|B, ist affin linear.

(e) Es gibt eine ungiinstigste Verteilung u,, deren Schwerpunkt im Trdger von
U, liegt.

(f) Es gibt ein lzem, so daf} jedes uze%(ﬁz) mit L, als Schwerpunkt un-
giinstigste Verteilung ist.

Beweis. Aus 3.3 folgt unmittelbar, daB (a) notwendig und hinreichend ist. Aus
3.3und, daaus E, ¢*= % (p) fiir jedes pe P, , folgt E, ¢* = B (/) fiir jedes 2ek($B,),
ergibt sich, daB3 (b) und (c) notwendig und hinreichend sind. Aus der Linearitét
und der schwachen* Stetigkeit von (1) in 1eB, folgt f*(i,)= B (A dp, mit
4, und A, aus 3.1, so daB3 (d) notwendig und hinreichend ist. Wegen der schwachen*
Stetigkeit von §* auf P, und, da der Triger von u, e 3B (B,) als Menge aller 1e T,
deren offene Umgebungen positives u,-Mal haben, beschrieben werden kann, ist
(e) notwendig und hinreichend. Um einzusehen, daB (f) hinreichend ist, betrachtet
man den linearen Teilraum M von C(B,), der von * und den auf B, eingeschrink-
ten und iiber ba(X, B*, u) schwach* stetigen, linearen Funktionen aufgespannt
wird. Nach [5], I1.3.1 und IV.6.3 gibt es zu dem stetigen linearen Funktional L
mit L(f):=f(4,), feM ein p,eW(P,), so daB L(f)={ fdu, fiir jedes feM gilt.
Zusammen mit 3.3 folgt hieraus sup {y . o, (p): p€B,}=0. Da (f) notwendig ist,
ist 3.14 bewiesen.

4. Verallgemeinerung des Fundamentallemmas von Neyman und Pearson
auf endlich additive Mengenfunktionen

Die konstruktive Bestimmung eines strengen Tests durch Angabe einer
0-1-Struktur war mit Hilfe des Fundamentallemmas von Neyman und Pearson
nur moglich, falls iiem aus 3.1 g-additivwar,i=1, 2. Um nun das Fundamental-
lemma von Neyman und Pearson auf endlich additive Mengenfunktionen zu
verallgemeinern, wird Aeba(X,B) nach [4], 2.2.1 zerlegt. Dabei bezeichnet
ba (¥, B) dic Menge der beschrinkten, endlich additiven Mengenfunktionen {iber
(X, B). Bezeichnet ferner v(4, B):=A*(B)+ A~ (B) die totale Variation von ie
ba(X, B) auf BeB mit 4™ bzw. A~ als Positiv- bzw. Negativteil der Jordan-Zer-
legung von 4, so soll zuné4chst ein einfacher Beweis fiir den folgenden Zerlegungs-
satz2.2.1 in [4] angegeben werden:

4.1. Satz. Sei A, peba(X,B) und p o-additiv. Dann kann man 1 eindeutig als
Summe von ), )" eba(X, B) schreiben. Dabei ist 1’ p-stetig (d.h. zu ¢>0 gibt es
8>0, so daf aus v(p, B)<d folgt v(X, By<e¢ fiir jedes BeB) und damit o-additiv
und A" p-singuliir (d.h. zu e>0 gibt es Be®B mit v(p, B)<e und v(1", X— B)<e).

Beweis. Wegen der Jordan-Zerlegung kann man ohne Einschridnkung der All-
gemeinheit A(B)=0 fir jedes Be®B annchmen. Dann ist A:={veba(X, B):0=
v(B)< A(B) fiir jedes BeB, v o-additiv und p-stetig} induktiv geordnet beziiglich
der partiellen Ordnung 4, <4,, 4;eba(X, B), i=1, 2, genau dann, wenn 4,(B)=<
/., (B)fiir jedes Be®B (vgl. [18], S. 28), so dafl nach dem Zornschen Lemma (vgl. [ 5],
1.2.7) ein maximales Element A'e A existiert. Wegen der Maximalitit von A’ ist
A':=A— 1" p-singuldr. Offenbar ist A" und A” eindeutig.
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4.2. Bemerkung. Wic der Beweis zeigt, braucht B nur ein Mengenkorper zu
sein (vgl. [3], Lemma 2). Ist A(B)=0 und p(B)=0 fiir jedes BeB und wird {1}
durch p dominiert, so stimmt die obige Zerlegung von A mit der Zerlegung von
Yosida und Hewitt (vgl. [5], IIL1.7.8) iiberein, d.h. A" ist rein endlich additiv ([5],
111.7.7). Zum Beweis braucht man nur I11.7.8 von [5] auf A/ anzuwenden.

Aus 4.1 ergibt sich der
4.3. Satz. Sei 1;eba(X, B) mit A,(B)=0 fiir jedes BeB, i=1, 2, und peba(X,B)
ein Map. Dann gilt fir jeden besten Test ¢* zum Niveau o, 0<o < 1, fiir das Testen
von {1,} gegen {A,}: Es gibt k=0 mit
*(x)={1 (dA5/dp) (x)>k(dAy/dp) (x)
0 (dAy/dp)(x)<k(dii/dp)(x)
Falls E;, o* < 1ist, gilt E;, ¢*=aund k>0. Dabei ist 1} der c-additive und p-stetige

Teil der Zerlegung von 4.1 und dA;/d p die zugehérige Radon-Nikodymsche Ableitung,
i=1,2

Beweis. Die konvexen, disjunkten Teilmengen

p-fast iiberall.

Pi={(x;,x,):Ipe® mit x;2[{¢@dl, und x,<[¢@dl,},
Q:={(y, y2):y; <« und y2>§§0*d12}

des R, lassen sich nach einem Trennungssatz (vgl. [5]1, V.2.8) durch ein stetiges,
lineares Funktional =0 trennen. Es gibt also (vgl. Beweis von 3.1 oder [10], Beweis
von Satz 2) eine Konstante k=0 mit kx, —x, =k y, —y, fiir alle (x;, x,)eP und
alle (y,, y,)€Q mit Q als abgeschlossene Hiille von Q. Hieraus folgt

o da,—k[o*di 2y di,—k [y di, @.1)

fiir jedes Y e ®. Insbesondere ist k>0 und damit E, ¢*=a, falls E,, p* <1 gilt.
Um 4.3 zu beweisen, geniigt es, aus (4.1) auf

fo*z,dp—k[o*z,dpzf@z,dp—k [z dp (4.2)

fiir jedes @ e® zu schlieBen. Dabei ist z;: =dA}/dp, i=1,2. Wegen 4.1 gibt es zu
¢>0 cin BeB mit p(B)<e und 4} (X—B)<g, i=1, 2. Setzt man in (4.1) fiir =
@ Ix_p+o* I, mit I als Indikatorfunktion von CcX, so ergibt sich zusammen
mit I111.10.4 in [5]

§ o*zydp—k | o*zidpz | @z, dp—k | @z dp—(k+1)e
X—B X—B X-B X-B

fiir jedes e @. Wegen [5], I11.6.1.5 (i) folgt (4.2).

4.4. Bemerkung. Ist A, aus 4.3 g-additiv, i=1,2, so folgt mit p=41,,z,=1,
2,=dA,/dA, das Fundamentallemma von Neyman und Pearson in der Gestalt
von [7]. Dabei ist 1), der A -stetige Teil der Lebesgueschen Zerlegung von 4,.
Ferner kann man in 4.3 statt der p-stetigen und ¢-additiven Komponente in der
Zerlegung 4.1 von A auch den o-additiven Teil der Zerlegung von A nach Yosida
und Hewitt nehmen. Aus der Definition der reinen endlichen Additivitit von 1"
folgt ndmlich unmittelbar, daB 1" beziiglich jedes MaBes singulir ist. Setzt man



Strenge Tests und ungiinstigste Verteilungen 343

also in 4.3 fiir p = p, wobei u das W; U W, dominierende o-finite MaB ist, von dem
man ohne Einschrankung der Allgemeinheit yeba(¥, B) annehmen kann (vgl.
[21], S. 48), so liefert die Zerlegung von Yosida und Hewitt wegen 4.2 mit Hilfe
von 3.1(d) dieselbe 0-1-Struktur fiir jeden strengen Test wie die Zerlegung von
Darst [4]. Allerdings 146t sich 3.1 ohne die Annahme der Dominiertheit von
W, U, beweisen (vgl. 3.4), so daB 4.3 auch in diesem Fall eine konstruktive Be-
stimmung von Tests ¢p*e®} durch Angabe einer 0-1-Struktur erlaubt. Dabei
braucht man nach 3.4 auch iiber ¥ e ® keine Voraussetzungen zu machen.
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