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Introduction 

Nous  6tudions ci-dessous l'existence de versions continues fl droite et limit6es 
gauche (cfld-lflg) pour  des martingales fl deux param6tres, dans le cadre ddfini 
par R. Cairoli et J.B. Walsh dans [1]: (O,F,P) 6tant un espace de probabili t6 
complet,  on se donne deux filtrations (/~]l)s~O et (FtZ)t=>o vdrifiant les conditions 
habituelles, ainsi que la propridt6 d ' ind6pendance conditionnelle not6e (F.4) 
dans [1]: pour  tout (s, t) de R2+, F~ et Ft z sont condit ionnellement ind6pendantes 
par rappor t  fl Fs I c~ Ft 2. 

Une  martingale d deux param&res est un processus (M~t(co))~>=o,t> o qui fl t 
fix6 (resp. fl s fix6) est une martingale en s (resp. t) par rappor t  fl la filtration 
(FJ)s~ o(resp . (F~2)~=> 0). 

On se donne sur R2+ l 'ordre partiel naturel:  

(s,t)<(s',t)~(s=s) et  (t<t) 

et on note: 

(s, t) < (s', t') r (s < s') et (t < t'). 

D'apr6s (F. 4), M est une martingale si et seulement si: 

V(s,t)<(s',t') E(Ms, t, IF~ c~Ft2)=M~t. 

Une trajectoire M(co): R2+ - + R e s t  dite continue d droite (resp. limitOe d gauche) 
si: 

V(s, t)>(O, 0)(resp. V(s, t) >(0, 0)): 

lim mr = Mst(Co)(resp. lim M,, c(co) existe). 
(s' ,  t ' )  ~ (s, t) (s'  t ' )  ~ (s, t) 
(s' ,  t ' )  > (s, t) (s' ,  t ' )  < (s, t) 
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La martingale M est dite cdd-ldg si, pour P-presque tout ~o~O, la trajectoire 
M(~o) est c/td-1/~g. 

R. Cairoli et J.B. Walsh donnent dans [11 un exemple de martingale 
uniform6ment int6grable, n'admettant nulle part de limite fi gauche. 

Nous montrons ci-dessous l'existence d'une version cAd-lAg pour des martin- 
gales born6es dans L 2, r6sultat qui s'6tend aux martingales de L Log L. 

Pour cela, les principaux outils que nous utilisons sont la th6orie de 
l'int6grale stochastique dans L 2, les in6galit6s de Cairoli-Doob ([11 paragraphe 1 
et d6but du paragraphe 2), ainsi que la notion de ligne d'arrat introduite par E. 
Wong et M. Zakai dans [6].  

Plus pr6cis6ment, nous montrons qu'une martingale born6e dans L 2 admet 
des limites ~t droite (le long des dyadiques), le long de toute ligne d'arr6t, et nous 
concluons en utilisant un r6sultat de E. Merzbach [31, selon lequel le d6but d'un 
ensemble progressif est une ligne d'arr& Pour les limites ~t gauche, nous 
montrons leur existence le long d'une ligne d'arrat pr6visible, et nous concluons 
/t l'aide d'un th6or6me de section pr6visible dfi 6galement ~t E. Merzbach. 

C. Dol6ans et P.A. Meyer ont d'ores et d6jh donn6 dans [2] un exemple 
d'application de l'existence de versions cAd-lAg des martingales ~ deux param6- 
tres born6es dans L 2, /~ savoir l'obtention d'un th6or~me de projection duale 
pr6visible. Pour notre part, nous d6velopperons dans une note ult6rieure d'au- 
tres cons6quences, pour la th6orie g6n6rale, de l'existence de ces versions c~td- 
l~g. 

Signalons d'autre part que L. Dubins a montr6 que, si l'on supprime 
l'hypoth6se (F. 4), il existe des martingales born6es d'admettant pas de versions 
c/~d-lAg. 

1. Pr~liminaires et notations 

((2,F,P) 6tant un espace de probabilit6 complet, on se donne deux filtrations 
F 1 (s)s_>o et (Ft2)t>o, v6rifiant les conditions habituelles, ainsi que la condition 

(F.4) de [11. On d6signe par z=(s, t) le point g6n6rique de R 2, et on note: 

=(FL o) a(r,  o). 

Dans route la suite, on note Rz={z'eR2; z'<z}, Uz={z'eR 2, z'>z}. Les 
int6rieurs de ces deux ensembles sont not6s R ~ et U ~ Si < ' z=z  on pose ]z,z'] 
= U~ ~ c~ Rz, , et on fait de marne pour les autres types d' intervalles. 

Une partie A de ~2 x R 2 est dite progressive si 

V z~R2; A c~ (R ~ x f2)~B (R ~ | F~ 

off B (R ~ est la tribu bor61ienne de R ~ 
On note H la tribu des ensembles progressifs, et H + sa trace sur f2 x R2+. 
La tribu pr~visible est la tribu engendr~e par les parties de f2 xR2+, de la 

forme A z x ]z,z'], avec z<z', AeF~. On la note ~,  et N+ sa trace sur O xR2+. 
Si A est une pattie de R 2, on note A ~ (resp. A, ~A) son int6rieur, (resp. son 

adh6rence, sa fronti~re). 
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Suivant [3], si A est une partie de R2+, on d6finit: 

H A = U R ~  H A = U R  ~ H ] = U U ~  ~ 
z E A  z E A  z ~ A  

On appelle ligne de s@aration (en abr6g6 1.s.) une partie ferm6e L de R 2 vdrifiant 

1) HLc~R2+ =#g (L rencontre R2+), 
2) HLc~H ~ =fJ (Lest  totalement incomparable pour <), 
3) H I  ~ H [  •L=R 2 (L sdpare a 2 ) .  

Par abus de Langage, nous dirons que g est une 1.s., avec 

Ho=H~ =R2; H$ =O. 

Une partie non nhcessairement ferm6e de R z v4rifiant les conditions 1) et 2) est 
dite ligne de s@aration faible (en abr6g6 1.s.f.). 

On note S (resp. S f) l'ensemble des l.s. (i'esp. des 1.s.f.). 
Remarquons que, si A est une partie de R;+, 0HA + est un 616ment de S, qui est 

vide si et seulement si A est vide. 

Ddfinition. Une ligne d'arrdt (resp. ligne d'arr4t faible) est une application L: 
f2--~S (resp. L: f2-+Sf) telle que 1R~ soit adapts 

Une ligne d'arrdt est ditd prhvisible s'il existe une suite (L,),>_ o de lignes d'arrdt 
v~rifiant 

1) Vn, HLCHLn+zCHL, 
2) U H L  : H z  sur (0,0)sH Z. 

n 

On dit qu'une telle suite (L~),>=o annonce L; 
Remarquons qu'on a alors Vn, H L c H  [ sur {(0,0)~HZ}. 

Si A est une partie de f2 x R2+, nous appelons dObut de A (et nous notons LA) 
l'application: co ~ ~H](o). 

Les ddfinitions prdcddentes sont 16g6rement diffdrentes de celles donn6es par 
E. Merzbach dans [3]. N6anmoins, les deux r6sultats suivants, que nous lui 
empruntons, ont une ddmonstration identique/t celle qu'il a donn6e. 

1) Si AGFI +, L A est une ligne d'arrat. 
2) <<Th4orhme de section prdvisible>>: pour tout A ~  + et tout ~>0, il existe 

une ligne d'arr4t faible 2 telle que 

1) [2] c A  ([2] = {(co, z)~f2 x R2+ ; ze2~o}), 
2) si rc d6signe la projection canonique de D xR  2 sur D, on a 

POz(A)) <= P(2 #g) + ~, 
3) L~j est prSvisible et [2] c [L~J ,  
4) de plus, si A ~ D  x R .2, on peut choisir 2 tel que [L~J  c ~2 • R*+< 

2. Enonc~ des Resultats 

Soit (Mz) une martingale born6e dans L 2, c'est ~ dire 

1) sup E(M~) < + 0% 
ZER 2 

2) z' < z ~ Mz,~.sE(MzlF~, ). 
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Comme dans le cas unidimensionnel, on appelle modification de M un processus 
M' tel que, pour tout z, on ait M~ = M; p.s. 

Th6or~me. Si M est une martingale born~e dans L 2, M admet une modification 
continue ~ droite, limitde ~ gauche. 

Corollaire. Soit M une martingale v~rifiant, pour tout z, E(IMz] Log + [Mz[ ) < + oo 
alors, M admet une modification cdd-ldg. 

DOmonstration. Soit ~b la fonction x--~[xlLog + Ix[. Notons que, sur R+, q~ est 
convexe, croissante, et que: 

V(x,y)sR 2 r162  

quitte ~t 6tudier la restriction de M ~ R(,,,), nous pouvons supposer que 

sup E(O(M~)) < + oo 
zaRa+ 

soit Moo la variable terminale de M, qui existe d'apr6s [5], th6or6me 2.3. Posons 
M ~  = (Moo A n) v ( - -  n); o n  a: 

n E(4(M~ - M ~ ) )  . . . .  ~0. 

Soit M" la version c~td-l~tg de la martingale born6e E(M~ [F~) (qui existe d'apr6s 
le th6or6me prdc6dent). L'indgalit6tde Jensen donne: 

E(~(M"~- M~)) ,~ 0o' O. 

Quitte ~t extraire de M" une sous suite, nous pouvons supposer: 

m V m: E ]~b(4~(M'~ + 1 _Moo))] < 1 

L'in6galit6 L Log L de Cairoli Doob ([5], th. 2.2.) donne: 

2 m P(sup4m[M~+~-M~l>=2m)<=a (off a=2e /e -1 ) .  
zeR2+ 

D'ofi: 

\ z ~ R  2 

ce qui entraine ais6ment que M" converge p.s. uniform6ment vers un processus 
cgd-1/~g Y. 

Comme d'autre part, pour tout z, M~ converge dans L 1 vers M~, Y est une 
modification c/~d-l~tg de M. 

3. D6monstration du th6or6me 

Nous notons A l'ensemble des dyadiques de R~, c'est A dire des points de la 
forme (2-" i, 2 n j), (n, i,j)~N 3. 
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Posons pour  tout  z>(0 ,0 )  

M ~ =  l imsup M~, 
z' > z , z ' ~ A , z ' ~ ' z  

d M~ - lim inf M~, 
z '  > z , z ' ~ A , z ' ~ z  

et pour  tout  z > (0, O) 

M~= l imsup  M~,; 
z '  < z,z'E~z' ~z 

et enfin 

g -  lim inf M~, M z - -  
z '  < z , g ' E A , z '  ~ z  

M g = M g = 0 sur les axes 

Lemme_ 1. a) Soient c~, fi deux hombres rationneIs; alors, le ddtut L~.~ 
= (M d > c~, M a < fi) est une ligne d'arrdt vOrifiant 

P(7~([L~,a] c~ A~,~)) = P(u(A~,~)) 

b) M g et M g sont des processus pr~visibles. 

Ddmonstration. a) Pour  tout  (n, i,j), posons z i ' j=(2-"  i, 2 "j); alors 

de A~,~ 

Mrff = lira sup ~ Mz7 + ,,J. 1(o)) ljzT, j, z7 + ~,J+ 1j(z) 
L J  

et donc, pour  tout  n, ~ a  est progressif par  rappor t  /t la famille (G~t) avec G~t 

= f S + 2 - n , r + 2 - - n .  

De m6me pour  Me; on peut  en d6duire, comme dans le cas unidimensionnel,  
que M d et M a sont progressifs par  rappor t  fi la filtration (F~)_ 

Donc  L ~  est une ligne d'arr6t. De plus, comme A~,~=(Md>~, Me<fi )  a ses 
coupes ferm6es ~ droite, L~,~c~A~,p a ses coupes non vides lfi off A~,~ a ses 
coupes non  vides. 

1 ~ ,, et donc est pr6visible, et de m6me pour  b) M g = l i m s u p  ~ M~7,j l~,i . . . . . .  j+J, 
Mg. �9 , - ~  i,j 

Afin de poursuivre notre  6tude, nous avons besoin de quelques rappels et 
remarques  616mentaires sur l 'intdgrale stochastique simple par  rappor t  fi M. 
Suivant [1], th6or6me 1.5, nous associons/ t  M un processus croissant int6grable 
(non n6cessairement prdvisible), not6 <M> tel que X = M 2 - < M >  soit une 
mart ingale faible, c 'est / l  dire: 

Vz=(s , t )<(s ' , t ' )=z ' ,  E (X~ , , , -X~ t , -Xs , t+Xs t [ f~ t )=O.  

I1 faut remarquer  que l 'existence de <M> ne fait pas appel ~t la r6gularit6 des 
trajectoires de M. 

S i r  est un processus pr6visible tel que E( ~ ~b2 d<M>z) < + ~ ,  nous pouvons  
ddfinir, suivant [1], l ' integrale stochastique r~+ 

(r  = I Cz dMz 
r~+ 
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comme 616ment de L2(F~o) v6rifiant 

E(~) .M) 2 =E ~ 432 d(M)~ 
R~ 

L'application qS~(0 .  M)oo est lin6aire et le processus (q~. M)~ d6fini par (0" M)~ 
= ~ ll%(u ) qS(u)dM,, (d6fini/t une modification pros) est une martingale de carr6 

int6grable. 
Si qb est un processus cont inu/ i  gauche, adapt6, (donc pr6visible), born6 et si 

on note ~b*= sup [qb=l, alors pour tout  z on a 
z ~ R  2 

1{o*= <(O" M)~ = 0 (p.s.) 

en effet q$= (co) = lira i /s  = (co) avec ~,  = ~. q$:7,j 1>7,j, :7§ ,, j + ~ ; ~s, est pr6visible born& 

Or, par construction de l'int6grale stochastique 

gz  l{e.= o}(~s . �9 M)~=0 (p.s.) 

et 

(0 o M)~ = lim (~,- M)= dans L 2. 

D'ofi le r6sultat cherch6. �9 
Si L est une ligne d'arr& de R 2, posons D=HL; 1D est continu ~t gauche, 

adapt& On note M(D)=(1D. M)~, et le r6sultat de localisation pr6c6dent nous 
donne: 

g zER2+ I{~D } M(D c~ Rz) = l{z~D } M~ (p.s.) 

et, de marne 

VzeR2+ I{~D}M(Dc~Uz)=O (p,s.) 

Cette remarque nous sera utile plus bas. 

Lemme 2. Soit L une ligne d'arr~t et D=H L. Il existe (Y,~)s>-_o, (Fs*)-martingale 
born& darts L 2, cAd-lAg, et (Y,e)t_>_o, (Fti)-martingale born~e dans L2; cAd-l~tg, 
v&ifiant 

1) YL= 
2) gz=(s,t)eR2+ on a 

Ys*+Yt2+M(D~c~R~)+M(D~U~)=M(D)+Mz (p.s.) (1) 

Ddmonstration. Posons D~=DcaR{~,~o) D2=Dc~R~oo, t) et YI'~ - , ~, Yt 2'~ 
=M(D2);  y,,o est une F~-martingale a un param&re, born6e dans L 2, v6rifiant 
Y~;~ p.s. et il suffit de prendre pour Y~ la version &d-lfig de y~,o. La 
formule (1) est alors une cons6quence imm6diate de l'6galit6: 

IO~VO+ID~R~,~+ID~R~,~+Io~R==ID+IRz. �9 
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Lemme 3. Pour toute ligne d'arrdt L, P(3z6L;  --~ d M~,M~)=0. 

D~monstration. Posons D=HL, et, suivant [4] (prop. 2.2.) nous exhibons une 
suite (L~)11__> o de lignes d'arr6t, v6rifiant, (si on note D11=HL, ) 

V n D11+ l c D11; ~ D11= D, 
I1 

Vn, D c D  ~ 

Choisissons alors une suite croissante (nk) d'entiers telle que l'on ait pour tout k 

E(~ 1D.~\~(Z ) d(M)~)<= k-  4 

Posons M * " = s u p  M((D11\D)caR~). D'apr~s les in6galitds L 2 de Cairoli-Doob 

([5], th. 2.2.) on a 

1 
E(M*11~)z<16k~, et doric M *"~ k~| ,0  p.s. 

Soit N z l'ensemble alhatoire off cette convergence n'a pas lieu; P(N 1) =0. 
Nous associons ~t L l e s  martingales Y~ construites au Lemme 2, et soit N 2 

={col3z~Q2+; Y~I+yt2+M(DCc~R~)+M(D~G)~=M(D)+M~}. D'apr6s le 
Lemme 2, P(N 2) = 0. Posons encore: 

OU 

N3 = {col 3 z~Q2+, 3 k; M(D c~ U~) l(zcD } ~= 0 

(M (D c n D11 k ~ Rz) - M  (D ~ ~ Rz) ) l~D,k ~ =~ 0}. 

D'apr6s le r6sultat de localisation, P(N 3) =0. 
Pour z=(s, t); posons Y~ = y1 + yt2_M(D). 
Montrons que, si co n'appartient pas/t  N l w N 2 u N  3, si z appartient ~ L,o et, 

si (zv) est une suite de dyadiques strictement sup~rieurs & z, d6croissant vers z, 
alors: M~(co) v ~ '  Y~(co)" En effet, si zr=(Sp, tp): 

M~v - Y~ = yl~p _ y1 + y 2 _  yt2 + M(DC nRz~). 

Fixons e>O; comme chaque Y~ est c/td, on a: 

8 
[Y~lp+ E 2 -  Y~I- Yt2[< ~ ~ p  si p > p l  

8 
Soient k tel que M*nk_< -,  et P2, tel que, si P>=P2, zp~Dnk; on a alors si P~P2" 

--2 
[M (DC ~Rz,)[< M*"k <~/2. 

D'ofi le r6sultat cherch6. �9 
On d6duit imm6diatement du Lemme 1 a) et du Lemme 3 que M admet des 

limites & droite le long des dyadiques hors d'un ensemble 6vanescent. 
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L emm e  4. Si L une ligne d'arrdt pr~visible telle que L c ( R * ) 2 ;  alors on a 

P(3 z~L; Mg 4=Mg)=0. 

Ddmonstration. Soit (Lk) annon~ant  L, et posons Dk=HL~; D ~  on a 
(~ ( D ~  (p.s.) et D O est donc pr6visible. 

k 

A tout  Lk, associons les deux martingales/~ un param6tre  y~,k du Lemme 2; 
on a si k>k '  

E ( y ~ ; k _  y i k' 2 g' ) =E(5  ID~\D~,d(M>=) 

et cette quantit6 tend donc vers z6ro lorsque k et k' tendent vers l'infini. Donc,  
pour  i =  1,2 ~y~,k~ suite de Cauchy dans L 2, converge darts cet espace vers une \ ao ?k~ 

i variable al6atoire yi ;  no tons (Y~)~=> o la version c~td-1/~g de E(YilF~ i) et posons 

(yi ,k_ v i ) ,=sup  ]y,i,k Y)I. 
s 

Alors: 

E((y,,k _ y~), 2) ~ 0. 

Qui t t e / t  remplacer (Lk) par une sous-suite, nous pouvons  supposer que 

( y i ' k -  yi)*-+O (p.s.). 

Soit N J ={col3i;(Y i 'k-  Yi)*(co)-/~0 ( k ~  ~)}.  Alors P(N~)-=0. Posons Ys,,= Ys 1_ 
+ y 2  _ M(DO). 

Pour  z = (s, t), posons Nk, z = (z~ D k) c~ [}11,k + yt2,k + M (R~\ D k) 4= M= + M (Dk)]. 
Par  localisation et grgtce ~t l'6galit6 (1) du Lemme 2, on a: 

Vk, V z P(Nk,=)=O. 

Posons N 2=  ~) Nk, =, et remarquons  d 'autre part  que, lorsque k--*oe 
keN,zeQ~ 

M(D~ dans L 2, et donc que" 

E(sup  IM((P~ c~R~)\Dk)[2-*O ( k - -  o~) 
zEq2+ 

Qui t te / t  extraire de (Lk) une nouvelle sous-suite, nous pouvons  supposer que 

- -  ~ 0 p.s. et que M ( D ~  k) ~ 0 p.s. sup [M((D~ mR=)\Dk)] k~oo k ~  

Soit N 3 l 'ensemble off ces deux convergences n 'ont  pas lieu et soit 

N 4 = {~ k; M ( D ~  k) =t= M(D ~ - M(Dk)} �9 

Alors: P (N  1 vo N 2 w N 3 w N 4) = 0. 
Soient co n 'appar tenant  pas 5. N ~ w N 2 w N 3 w N 4, z un point  de L~,, (z,) une 

suite de dyadiques strictement inf6rieurs/t  z, croissant vers z. 
Alors M~,(co) , ~o  ~M=(co). En effet, posons z,=(s, , t , );  z=(s,t),  et soit g>0 :  
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Pour k >=k 1 

sup IM((D ~ nR~)\Dk)l + IM(D~ <=3" 
o~ 

r~O\  rakl Pour n>n~, on a zn~t~ \L, , et donc: 

l ,kx 2 kl  M ~ = M ~  +Mr" ~' +M(R~\Dk~)-M(Dk ' ) .  

D'ofl: 

- m~ + Y~ = YJ_-  Y~ + Yt2 - Yt~ + Ys in- MI'k~+Y2~ t~ -  M2"k~t~ -- m (D 0 \ D  k~ ) 
- M(R~\Dk,) .  

Pour n ~ n 1" ]M(RZ~\Dk')] + M(D~ <= 

Pour n>n 2" j ~ l _ -  ysl)+ jyt 2_ _ E 2  <~  
~n = 3  

Pour n > n3: ]yl __ Ml,kl[  + 1 . 2 s ,  Yt,~ - -  M 2 k l J t ; ;  < - 
=3 

D'ofl le r6sultat pour n > n~ v n 2 v %. �9 
On ddduit du Lemme 1 b), du Lemme 4, et du thdor6me de section pr6visible 

que {M g 4:M g} est 6vanescent. 
Soit alors M§ le syst6me des limites & droite de M le long des dyadiques; 

M§ est une modification de M; en effet, soit (z,) une suite de dyadiques 

ddcroissant vers z, strictement; on a M~--*M~ dans L 2 et M~, p.s ~ M+~ p.s., 
donc M§ p.s. 

Donc, M§ est une modification continue ~t droite de M. 
Comme elle admet des limites ~t gauche le long des dyadiques, elle est 

6galement limit6e/t gauche. 
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