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E i n  T e s t  z u m  E r k e n n e n  y o n  N o r m a l v e r t e i l u n g e n  

Von 

H O R A N D  S T O R M E R  "k 

Es seien Xl . . . . .  Xn voneinander unabh~ngige Zufallsvariable, welche dieselbe 
Verteilungsfunktion F ( x )  besitzen. Um zu testen, ob F ( x )  ebm GauBsche Ver- 
teilungsfunktion ist, untersuchen die Autoren KAo, KZv~FE~ und WOLFOWITZ [1] 
U. a. die Verteilung der Gr6Be 

vn = sup I Gn(y) - N(y] 2, 82) I 
--r < y < o o  

Darin ist G n (y) die aus den x~ (v = 1, ... , n) gebildete empirische Verteilungs- 
funktion und N (y]2, 82) die GauBsche Verteilungsfunktion, in der ffir den Er- 
wartungswert die Zufallsvariable 

1 ~ xv 

v = l  

und ffir die Streuung die Zufallsvariable 

8 2 ~ _  ~ ~ X v  - -  22 
v = l  

eingesetzt wird. 
Die Verteflungsfunktion yon vn bei erffillter Nullhypothese ist nicht explizit 

bekannt  und wird in [1] durch Monte-Carlo-Methoden angen/s Es liegt daher 
nahe, aus den Zufallsvariablen x l  . . . . .  Xn durch eine geeignete Transformation 
neue m Zufallsvariable Zl . . . . .  Zm der Art zu gewinnen, dab die Zz . . . . .  Zm bei er- 
ffillter Nullhypothese (d. h. wenn die xv einer beliebigen GauBverteilung genfigen) 
unabh~ngig voneinander eine normier te  GauBverteilung (# ~- 0, a 2 = 1) haben. 
Auf die zl  . . . . .  Zm wendet man dann den Kolmogoroff-Test bezfiglich der normier- 
ten Gaul~verteilung an. 

Wir werden eine solche Transformation mit  m -~ n - -  2 angeben. Als Alter- 
nativen lassen wit alle Verteilungen zu, deren Erwartungswert und Streuung 
existiert, und zeigen, dab der zugeh6rige Test konsistent gegenfiber allen einfachen 
Alternativen aus diesem Raum ist. 

1. Die Transformation der Zufallsvariablen 

Es sei # beliebig reell und a2 > O. Wir bezeichnen mit  

_~(x]/~,  ~2), - r 1 6 2  < x < o o ,  

die GauBsche Verteilungsfunktion mit  dem Erwar tungswer t / t  und der Streuung 
a2 und zeigen: Zu n (n ~ 3) voneinander unabh/s nach N (x] # ,  (r 2) verteilten 

* Mitteflung aus dem Zentral-Laboratorium der Siemens & ttalske AG., Mfinchen. 
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Zufal lsvariablen x l  . . . .  , x n  gibt  es n - -  2 Transformier te  

z ~ = g ~ ( x l  . . . . .  Xn),  ~ = 1  . . . . .  n - - 2  

mit  yon/~ und ~2 unabMngigen  meBbaren Funkt ionen  g~ (x l  . . . . .  xn)  der Art,  dab 
die z l  . . . .  , zn -2  unabh/~ngig voneinander  naeh N (x[ 0, 1) ver tei l t  sind. 

Die gesuchte Transformat ion  ergibt  sich dutch  die Zusammense tzung  zweier 
Transformat ionen.  Durch die erste, eine Orthogona]projekt ion,  werden die n nach 
N (x [/z, (r 2) ver te i l ten Zufal lsvariablen in n - -  1 unabb/~ngige, naeh N (x [ 0, ~2) 
vertei l te  Zufal lsvariable fiberffihrt. Eine weitere Trans format ion  ffihrt diese n - -  1 
Zufal]svariablen in n - -  2 unabh~ngige,  naeh N ( x [ 0 ,  1) vertei l te  Zufal lsvariable 
fiber. 

1.1 D i e  Orthogonal t rans]ormat ion  

Es seien x l  . . . . .  xn  unabhs  voneinander  naeh N (x I t t, a2) vertei l te  Zufalls- 
variablen.  I s t  dann  

i 
! l l  . . . . . .  aln ) 

~ =  (1) 
a n - l ,  1 �9 �9 �9 a n - l ,  n 

eine Or thogonalmat r ix ,  so sind die neuen Zufal lsvariablen 

y~ = a n x l  § " "  § a~nXn, V = 1 . . . . .  n - -  1 (2) 

unabh~ngig voneinander  naeh N (x l0 ,  g2) verteflt .  Dies folgt dureh Spezialisierung 
aus einem Satz fiber L inearkombina t ionen  normalver te i l te r  zuf/~lliger Variabler  
([5], S. 106--107).  

1.2  E i n e  weitere T r a n s f o r m a t i o n  

Sind Y l ,  . . .  ,Ym (m >= 2) unabh/ingig voneinander  nach N (x I O, (~2) vertei l te  
Zufallsvariable,  so ist (y~ §  § y ~ ) / ( m  - -  1) eine erschSpfende Sch~tzfunkt ion 
ffir den P a r a m e t e r  ~2. D a r a u f  beruht  die folgende Transformat ion,  durch die wir 
aus den Y l ,  . . .  ,Ym neue m -  1 naeh N(x[0 ,  1) vertefl te  unabhs  Zufalls- 
var iable  z l ,  . . .  ,Zm-1 gewinnen. Dabei  wird insbesondere ausgenutzt ,  dab die ge- 
meinsame Dichte der y l ,  . . .  , Ym auf  den Hyperkugelfl i ichen 

kons tan t  istl 
Die Trans format ion  ha t  die Gestal t  

(0 < r 2 <c~)  

mR 

z ~ = h ~ ( y l  . . . . .  Y m ) = h ( y ~ l y l  . . . . .  Ym) ,  ~ = 1  . . . .  , m - - 1  (3) 

h(x l y l  . . . . .  Urn) = (xlVu  § ' § y . - )mm(xlVy  + . . .  + (4) 
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Darin ist die Funkt ion  ~m (~), - -  1 _< T ~< 1, eindeutig erkl/~rt durch die Beziehung 

[~(~)1~ r 
1 f xZ- i e -xmdx  - P ( ~ § 1 8 9  f ( 1 - - x 2 ) Z - i d x  (5) 

2~ r(z)  V~ r(~) ' 
0 - -1  

~vm(~)>0 i = m - 1  
= ~ 2 

(Anmerkung:  Links steht  der Funkt ionswer t  der z$-Verteilungsfunktion mit  
m - -  1 Freiheitsgraden an der Stelle [~Om (~)]2, rechts der Funkt ionswer t  einer Ver- 
tei lungsfunktion vom Pearsonschen T yp  I I  an der Stelle T). 
Dann  gilt folgender 

Satz 1. Sind yl ,  ... ,ym unabhbingig voneinander nach N (x [ O , a 2) verteilte Zu.  
/allsvariable, 8o sind die durch (3), (4) und (5) definierten Zu/allsvariablen zi, ... , Zm-i 
unabhiingi 9 voneinander nach N (x [ O, 1) verteilt. 

Beweis. Als weitere Zufa!lsvariable wird 

Zm = hm (yi . . . . .  Ym) = Y~ + " "  + Y~. (6) 

eingeffihrt. Die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen zi,  . . .  , Zm ist dann 

(1/~27~a)me_V,Z2,~ a(vi . . . . .  v~) -1 
g (vi . . . . .  vm) = ~ (~  . . . . .  urn) (7) 

mit 
v v = h v ( u i  . . . . .  urn), ~, = 1  . . . . .  m ,  

wobei in der Funkt ionaldeterminante  die u~ dutch die vv auszudriicken sind. Die 
Berechnung der Funkt ionaldeterminante  ergibt 

O(vi . . . . .  Vm) - i  

woraus sieh mit  (7) 

1 m - 1  2 

v ~ l  ] 
Vm~-i / [2~r(t + ~)1, 

~ - i  , -~12~ (v~/a2)ml2-1 e -vW2,~ 
g(v~ . . . . .  ~ ) =  ~ [ ( 1 / / 2 ~  --j ~ / ~ i . w  (s) 

v = l  

ergibt. Aus dieser Produktdars te l lung folgt die Behauptung  von Satz 2. 
Zur praktisehen Berechnung der Transformierten noeh eine Bemerkung,  die 

ieh Herrn  Dipl.-Ma~h. JENS K~tYG~R verdanke : 

Die Beziehung (5) 1glUt sieh, wie man leicht zeigt, dureh die unvollstgndige Gamma-Funk- 
tion und die unvollstgndige Be~a-Funktion in folgender Form darstellen: 

F[~(,)]*/2 (A) _ 1 1 (sgn ,), B~2 (�89 
r(~) 2 + 2 -  ~ ,  ~o~(~) > 0  

mit (vgl. z. B. [3], S. 326--333) 

l'~(p) = f tv-ie-tdt,  F(p) --- F~(p) 
0 

und 
x 

Bx(p, q) = f t ' - i ( 1  -- t)q-idt, B(p, q) = Bi(p, q). 
o 
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Fiir die Quotien~en 
Fx(p -k 1) x Bx(p,q)  

I (u, p) --  / ' (p  q-1)  ' u - -  V ~  ; I x ( p , q ) -  B(p ,q)  

exist.ieren abet Tabellen yon K. P1~AI~SOlV [2]. 

1.3 Die  Tes t t rans /ormat ion  

Als Orthogonalprojekt ion benutzen wir die yon K.  SAm(ADI angegebene Trans-  
format ion  [4] 

x~ + xn ~/~ 
, , i=1 (9) 

y v = x v - - 2 n ,  v = l  . . . . .  n - - l ;  2 n :  ~ n +  1 / n ~  

Wenden  wir auf  diese Transformier ten yv die dureh (3), (4) und  (5) definierte 
Trans format ion  m i t m  ---- n - -  1 an, so erhal ten wir 

xv - ~ 1 
z ~ -  V~ ~ _ ~  ~ V ~ - - 1  ~_~(~, , / s~) ,  ~,= 1 . . . .  , n - 2  (lO) 

mit  
n - , / 1 ~ - ~  - , n X n q - X n V g  Xn-l--2"n 

_ 1 ~. x~, Sn = (x~ - -  2n) 2, x n - -  , ~ n =  .(11) 
xn - - ~  [ ~ + Vn Vg=-i-1 

i = 1  

Sind x l  . . . . .  xn unabh~ngig voneinander  naeh N (x ] # ,  a 2) vertei l te  Zufallsvariable,  
so sind nach Abschni t t  1.1 und Satz 1 die z l  . . . .  ,Zn-2 unabhgngig  voneinander  
nach N (x ] 0, 1) ve~%eilte Zufal]svariable.  Wir  bezeichnen mi t  Fn-2  (x I Zl . . . .  , Zn-2) 
die aus den Zl . . . . .  zn-2 gebildete empirische Vertei lungsfunktion:  

1 
F~_2(xI~ . . . . .  z~_~)= ~ ~ _ ~ ,  - ~ < x < ~ .  

~ z ~  (12) 
v = l , . . . , n - - 2  

Der gesuchte Test  bes teht  in der Anwendung des Kolmogoroff-Tests  beziighch 
N (x ] 0, 1) auf  die zl  . . . . .  zn-2 : 

Bei erffillter Nul lhypothese  ha t  n/imlieh die GrSSe 

D (n - -  2) = sup [ Fn-~  (x [ z 1 . . . . .  Zn_ 2) - -  N (x [ 0, 1) [ (13) 
- - o o < X <  c o  

die v o m  Kolmogoroff-Test  her bekannte  Verteilung. Insbesondere  1/~Bt sich zu vor- 
gegebenem fl > 0 ein s (n - -  2, fl) so angeben,  dab bei erfiillter Nul lhypothese  

P { D ( n - -  2) > s ( n - -  2,/~)} = fl (14) 

ist (TabeHe fiir e (n - -  2, fl) z. B. in [6]). 
Dami t  kSnnen wir den Test  je tz t  explizit  angeben.  Durch (10)o (12) und  (13) 

werden die x l ,  . . .  , Xn des R n  eindeutig auf  die GrSSe D (n - -  2) in [0, 1] abgebildet .  
Als Verwerfungsbereich V zur I r r tumswahrsche inhehke i t  fl ergibt  sich nach (14) 

V = { D ( n - -  2) > e ( n - -  2 , f l )} .  (15) 

2. Die Konsistenz des Testes 

Es sei je tz t  F1 (x) eine Vertef lungsfunkt ion mi t  dem Erwar tungswer t  # und der 
S t reuung ~2 > 0, und  es sei F1 (x) lceine Gaul3sche Vertei lungsfunktion,  d.h.  es sei 

F l ( x )  �9 .N ( x l t t ,  (~2) (16) 
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Mit P n ( V )  bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit  daffir, dab die Nullhypothese 
H0 verworfen wird unter  der Voraussetzung, dab die Alternat ivhypothese H i :  

,,F (x) = Fl(X)" (17) 
erfiillt ist. 

Dann  ist 1 - -  Pn (V) also die Wahrscheinlichkeit  ffir einen Fehler zweitcr Art.  
Wir  beweisen den 

Satz 2. Es sei (17) er/i~llt. Dann gilt 

Jim P n ( V )  = 1.  (18) 
n--> oo 

Beweis. Nach  (16) und  (17) hat  die Funkt ion  G(x) = F((~x + #) eine Stetig- 
keitsstelle xo mit  

G(xo) :~ N(xo]0 , ! )  . (19) 

Um (18) zu beweisen, genfigt es zu zeigen, dab die ans den z~ gebildete empirische 
Verteflungsfunktion Fn-2 (x [ zl . . . .  , zn-~) an der Stelle xo nach Wahrscheinlichkeit  
gegen G (Xo) konvergiert .  

Dazu beweisen wir zungchst  den 

IIilfssatz. Falls (17) er/i~llt ist, konvergiert die Zu/allsvariable 

( I l V ~ -  1)~n-1(~f~) 

mit n --> oo nach Wahrscheinlichkeit gegen eins. 

Beweis des Hil/ssatzes. Wegen ~n-1 (~n/Sn) ~ 0 genfigt es zu zeigen, dab die 
Gr5ge [1/(n - -  1)] [~n-1 (~,/Sn)] 2 nach Wahrscheinlichkeit  gegen eins konvergiert .  

t 
1. Die Zufallsvariablen x n und  Sn (Gleichung (11)) konvergieren nach Wahr-  

scheinlichkeit mit  n -~ oo gegen # bzw. o. Daraus folgt (vgl. [6], S. 101), dab die 
Verteflungsfunktion yon V n -  1 ~n/Sn : (Xn-1 --  ~:)/sn an jeder Stetigkeitsstelle 

yon G (x) gegen G (~) konvergiert .  Daher  gibt es zu vorgegebenem ~ > 0 ein 
K > 0 der Ar~, dab ffir n > no 

P { l V n -  l~n/Sn[ < K} > 1 - -  e (20) 

gilt. 
2. Die Funkt ion  ~n-1 (~) ist durch (5) mit  m = n - -  1, 2 ~- (n - -  2)/2 definiert. 
Schreiben wit zur Abkfirzung 

f [~n-1  (T)] 2 - -  (n - -  2) 1 x Z - l e - x / 2 d x = Q n ( y )  mit  Y =  
2~ F ( ~ )  1/2 (n - 2) ' 

0 

so folgt aus dem asymptot ischen Verhalten der z2-Verteilung, dab Qn(Y)  mit  
n -+ cr fiir alle Y gleichmggig gegen die Gaugsche Verteilungsfunktion N ( Y I 0 , 1  ) 
konvergiert.  

Wir  setzen welter 
T 

f ( ; t  + �89 r ~ J ( 1  - -  x~)~-~dx= R n ( T )  mit  T =  V n -  1~ .  
"-1 
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Dann ist 

T 
F ( - - n ~ l ) , ~ ,  / (1 n - -  ) (n-4)/2dx 

R n ( T )  = - -  - -  } 

und hieraus folgt, dab R n ( T )  mit n --~ oo ffir alle T gleichms gegen N(T[0 ,1)  
konvergiert. Nach (5) ist 

Qn(Y)  -= R n ( T ) ,  

und hieraus folgt wegen der gleichmi~l]igen Konvergenz yon Qn(Y)  und Rn (T), 
dab Y ffir ] T ] < K besehrs bleibt. Wir haben also 

[ y ,  < K1 bzw. [ Y l K1 ffir ] T [ < K  
g(n_2)/2 < V(n_2)/2 

oder naeh Einsetzen yon v = $n/Sn 

falls 

[ [~0._~(~/s.)]~ 1 ! K1 
! i < < (21) 

2K~ n>nl=  +2 una IV -l n/s I<K. 

Ffir n > n~ = max (no, nl) gilt dann naeh (20) und (21) 

{ [~._1(~./s.)]2 } 
P n ~  11 < e  > l - - s .  (22) 

Also konvergiert aueh [qDn-l(~n/S~)]2/(n --  1) naeh Wahrseheinliehkeit gegen eins, 
was zu zeigen war. 

Aus dem tIilfssatz und (10) folgt, dab die z~ gleiehmiiBig in ~ mit n --> oo nach 
Wahrseheinliehkeit gegen die GrSflen (x~ --/~)/~ konvergieren. Um die gewfinsehte 
Konsistenzeigensehaft (18) zu beweisen, genfigt es zu zeigen, dab dann die aus den 
zv gewonnene empirisehe Ver~eilungsfunktion an jeder Stetigkeitsstelle x0 yon 
G (x) mit n --> oo nach Wahrscheinlichkeit gegen G (x0) konvergiert. Dies folgt abet 
aus einem Mlgemelneren Satz fiber die Konvergenz empirischer Verteilungsfmlk- 
tione~, den wit nun beweisen wollen. Dieser Satz macht sogar wesentlich schw~- 
chere Voraussetzungen fiber die Konvergenz der Zuf~llsvariablen nach Wahr- 
sehefi~lichkeit, so dab er auch Ms Konsistenzkriterium ffir andere Tests (vgl. [4]) 
verwendet werden kann. 

Satz 3. Es sei Yl ,  y2 . . . .  sine unendliche Folge unabMingiger, identisch nach einer 
Verteilungs/unktion F (x) verteilter Zu/allsgr6[3en. Zu  jedem n (n = 1 , 2  . . . .  ) gebe es 
welter sine Folge ynl . . . . .  Ynn yon n Zu/allsgrSflen mit der folgenden Eigenscha/t: 
Zu  vorgegebenem s > 9 sei v (n, s) die Anzahl  der yn~, ]iir die 

pn~ (e) = P {1 y.~ -- y~ [ => s} > e (23) 

ist. Dann gilt: Falls v(n, e) = o(n) [iir jedes [este e, dann konvergiert die aus den 
Yn~ (v -~ 1 . . . . .  n) gebildete empirische Verteilungs/unktion Gn (x) mit n --> c~ an jeder 
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Stetiglceitsstelle xo von 2' (x) nach Wahrscheinlichlceit gegen F (xo). Fi~r eine Unstetig- 
keitsstelle braucht der Satz  nicht zu gelten ( Gegenbeispiel : y~ = y~ . . . . .  a = const  
nach Wahrscheinlich~eit, Yn~ = a ~- 1/~, ~ = 1 . . . . .  n; IF (a )  - Gn(a)l  = 1 mi t  
Wahrscheinlichkeit  1 liar a l l e n ) .  

Beweis.  Wir  haben  zu zeigen, dal~ es zu bel iebigem s~ > 0 ein no = no (s~, xo) 

der  A r t  g ibt ,  dalB ffir n > no 
n 1 

P { l G n ( x o ) - - F ( x o ) l  < s ~ } > l - - s ~  mi t  G n ( x ) - - - - ~  
y ~  - - s  

Y ~  ~ 

ist.  
1. Es sei s2 > 0 so klein, dai~ 

l f ( x o + h ) - - F ( x o ) l  < - 5 -  ffir [h[ < s 2 .  (24) 

2. Es  sei 0 < sa < m a x  (ez, el/5). Wi r  setzen n '  = v (n, e3) und  Pnv = Pn~ (e3). 
Wegen n '  = o (n) kSnnen wit  n gleieh so groft w/~hlen, da6  n '  < n i s t .  Die folgenden 
Summen  ers t recken sich fiber a l l e v  = l ,  . . . ,  n mi t  der  un te r  dem Summenzeichen 
angegebenen Eigenschaf t .  Mit  den Bezeiehnungen 

1 , , 1 ** 1 
yv<=x, y~ ,~_x  n y ~ , ~ x  

(ffir n '  = 0 sei F~* (x) -- 0) gi l t  dann  fiir alle x 
t 

. n' F** * ~ -  I ~ ( x )  - F ,~(~)  I = ~ ~ (x)  - -  F,~ (~)] =< . ( 2 5 )  

Ganz en t spreehend  zeigt m a n  

, n "  . . . ~ ,  1 [Gn(x)--G n(x)[ g - - m ~ n ( x ) - - - -  ~ n - n ' "  (26) 
Ynv  <- X 
Pnv < sa 

3. Es  is t  (Summat ion  fiber a l l e v  mi t  Pn~, ~ sa) 

a i ( ~ ) =  Z ~ - ~ + +  ~ = ~  = ~ _ ~ ,  
Ynu g g ~  Yn~ =X ~  [Yn~- -Yv[  > ~ 

und  

also 

Y ~ x u - - ~  y~, <=Xo_e  ~ n - -  ~b + 

* �9 
- - - -  <= G.(xo) + h~, 

F~ (xo --  ~2) - -  hn ~ Gn (xo) ~ Fn (XO ~- ~2) ~- hn . (27) 

Ffir  hn kSnnen wir  schreiben 

1 { l o f f i r l y n ~ - - y ~ [ ~ e 2  hn --  -- n" ~" an mi t  an = 

Nun ist  wegen ss < s~ 

qn~, = P (an~, = l ) = P {[ yn~, - -  y~,] > s2} ~ P {] Yn~ - -  Y~'] ~ ~3} = pn~, < ea . (28) 
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Ffir den Erwar tungswer t  von hn folgt daraus sofort 

E(hn) < ea, (29) 

und  ffir die Streuung gilt (Summation fiber Pnv ~ sa, Pntt ~ ss) die Abschgtzung 
(vgl. [3]) 

(n - n 'V ~2 (hn) = ~ coy  ( a . , ,  any) _--< ~ ~ (~n~) ~ (an~) = 

= X V q ~ ( 1  - q n ~ ) q n ~ ( 1  - -  qn~)  =< 

< ( ~ qn~) ( ~, (1 qnu)) < (n , 2 = - - n ) ~a, (30) 
also 

~2(hn) < ~a. (31) 

Aus (29) und (31) folgt mit  der Tschebyscheffschen Abschgtzung 

P h n >  < P  h n > E ( h n ) §  - ea  --sa ' 

wenn wit das ss hinreichend klein festlegen. Aus (27) und (32) folgt jetzt  

5- = Gn (xo) < F~(xo + e2) § > 1 - -  T "  (33) 

4. Naeh dem Satz yon Glivenko gibt es ein n l  der Art,  dab 

P {_2uP<coIFn(x ) - -  F(x)] < s5 } > l - -  21ffir n > n l .  (34) 

5. Fiir n > n2 sei n '  < n el/5. Dann grit fiir n > n2 nach (24), (25) und (26) 

O~ (xo) - r (xo) = On (xo) - -  G n (Xo) + G~ (xo) - -  F~ (xo + ~2) + 

+ F,~ (xo + ~2) - F,~ (xo + e2) + Fn  (xo + ~2) - -  F (xo § e2) § 

§ F(zo § s2) - -  F ( x 0 )  ~" e l ,  (35) 
falls 

* * ~I G~(xo) - F~(xo § s2) < T und  Fn(xo  § s2) - -  F (xo  § s~) < ~1 
5 " 

Ebenso zeigt man ffir n ~ n2 

Gn (xo) -- F (xo) > -- s~ 5 ' 
falls 

- - ~ -  und F n ( x o - - e 2 ) - - F ( x o - - e 2 ) > - - - -  

Wegen (33) und  (34) ist dann fiir n ~ no = m a x ( n l ,  n2) 

P{r G,~(xo) - E ( x 0 )  I < ~1} > 1 - ~1,  

was zu zeigen war. 

(36) 

81 
5 " 

Zum SchluB m6chte ich Herrn Professor Dr. H. I~ICRTER ftir seine kritischen Hinweise, 
insbesondere auf die kurze Abschi~tzung (30), herzlich d~nken, ebenso einem der Referenten 
und Herrn Dr. H. KELLEI~EI~ fiir weitere wertvolle Ratschlgge. 
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