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Seien Z/, ieN, unabh~ingige Zufallsvariable mit Werten in N, und sei S m die Summe 
yon Zo, Z1, . . . , Z  m. 

t'~ werde definiert durch 

2 - t ~  = ~ IP(Z l = j ) - P ( Z ~  = j - t ~ ) l ,  nS, lelN. 
j an  

In dieser Arbeit wird bewiesen" Aus t~ = oo folgt 
/=1 

lim ~ I P ( S m = j ) - P ( S , , = j - r f i ) [  =0. 
m~ oe jeN 

Heuristische Vorbetrachtung 
Zur Anschauung folgende Zeichnung: 

(An der Geraden I tragen wir den Wert P(S~-- j )  bei j ~ N  und an der Geraden II 
im Punkt j jeweils den Wert P(Sm =j--rfi)  auf.) 

P(S o = O) = 1 0 
I , , N 

0 rfi 
II L , N 

0 r~ 
0 P(S o = ~) = 1 

P(S m =j) P(S m = j  + rh) 
I , [ N 

j j+r f i  
II J t N 

j j+r~ 
P(S,. = j -  ff~) P(Sm =j) 

Die Summe ~ ]P(S m =j) - P ( S  m = j -  rfi)] Eil3t sich darstellen, indem man von den in 
J 



330 U. RiSsler 

der Zeichnung iibereinanderstehenden 
Absolutbetrag bildet und aufsummiert. 

Setzt man 

Ausdriicken die Differenz, dann den 

B(j, m) = min ( P( S m = j), P( S,. = j -  rh ) ) 

und wendet die Gleichung [ a -  b] = a + b - 2 rain(a, b), a, b > 0, an, so erh~ilt man 

IP(Sm --j) - P(S,, = j -  frO[ 
j eN  

= ~ P(S,, =j) + ~ P(S,, =j  - r~) - ~ 2 B (j, m) 
j eN  j eN  j eN  

= 2 -  Y', 2 B ( j , m ) .  
jeN 

Transportieren wir yore Punk t j  aus die Masse B(j, m) unter Zm+ 1 weiter, so gelangt 
hiervon auf der oberen und unteren Geraden jeweils der Betrag B(j, m). P(Z  m + 1 = k) 
zum Punkt j + k, das bedeutet insbesondere: 

~ B ( j , m + l ) > =  ~ ~ B ( k , m ) . P ( Z m + l = j - k  ) 
j eN  j eN  ken  

= ~ B(k, m). 
k e n  

Fiir eine bessere Absch~itzung von ~ B(j, m + 1) beschr~inken wir uns auf den Fall 
jeN 

P(S~ = j )  >_ P ( S  m = j - m ) ,  P ( S  m = j -t- m )  

und ziehen den uninteressant gewordenen Teil B(j, m) ab. 

P(S,. =j)  - P(S,. -=j - fro 0 
I -  i r N 

j j+r~  

j j+r~  
I I -  i ~ N 

0 P(S m =j)  - P(S m =j  + rfi) 

Diese Zeichnung zeigt uns ein bekanntes Bild, n~imlich die Startlage zum Zeitpunkt 
m = 0 mit dem Unterschied, dab die Massen in j bzw. j + n5 (0, ,5) verschieden sind. 
Deshalb betrachten wir den nun folgenden ProzeB mit den Zufallsvariablen 
Z~+ 1,Zm+2 .. . .  , nicht mit Masse 1, sondern mit 

M (j, m) = rain ((P (Sm =j)  - P (S,, = j  - nS)), (P (S,~ =j)  - P (Sm = j  + rh))) 

als Startmasse. 
Nach diesen heuristischen Vorbetrachtungen werden die nun folgenden Siitze 

und Abktirzungen nur zum Beweis des Satzes benStigt und seien deshalb ohne 
Erliiuterung hintereinandergereiht. 
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Ftir die technische Ausfiihrung einige Abkiirzungen: Notation.  

A (k, m) = ]P(Sm = k) - P(Sm = k - nS)l 

6'(k'm)={10 sonstfalls A ( k , m ) . 3 ( k , m ) >  A ( k  +rfi, m ) . ( 1 - 6 ( k  +rfi, m)) 

M ( k ,  m) = min {A(k ,  m) 3(k, m), A ( k  + rfi, m) (1 - 6(k + nS, m))} 

D(k,  m) = ]A(k, m) a(k, m) - A ( k  + ~ ,  m) (1 - 8(k + rfi, m))[ 

B(k,  m) = rain {P(S~ = k), P(S~  = k - n~)}. 

Vn tfi t,~,.~+ ~, to, = werde definiert durch 
r~ 2-t , . ,m+~ = ~ I P ( Z ~ + ~ = k ) - P ( Z m + I  =k-nS)]  

k~N 

2 - t o , . ~ -  ~ I P ( S , , = k ) - P ( S m = k - t n ) [ .  
ken 

Einige Male wird yon der einfach zu beweisenden Beziehung 

A ( k , m ) = 2 - 2  ~" B ( k , m )  ( , )  
k=0 k -O  

Gebrauch gemacht. 

Proposition 1. 

i P ( S ~ + ~ = k ) _ P ( S m + ~ = k _ ~ ) ] <  2 __tO,m__tm,m ~n 1( 1 - -  tmo ,m]  i +  �9 

k e n  

Beweis .  i) Zerlege P(S~  = k) folgendermal3en: 

P(S~ = k) = rain (P(S~ = k), P(S~  = k - ~))  + IP(S,. = k ) -  P(S~  = k - rfi)] 6(k, m) 

= rain (P(S~ = k), P(S~  = k - ~))  

+ ][P(S~ = k) - P(S. ,  = k - r~)l 6(k, m) - -]P(S  m = k + ~)  - P(S~  = k)l 

�9 (1 - 6 ( k  + n~, m))l 6'(k, m) 

+ rain {[P(S,. = k) - P(S~  = k - n~)l 3(k, m), 

IP(S m = k + r~) - P(S, ,  = k)l (1 - b(k + rfi, m))} 

= min (P(Sm = k), P ( S  m -- k - rfi)) + D(k,  m) cY(k, m) + M ( k ,  m). 

ii) Analog ergibt sich folgende andere Zerlegung: 

P(S, .  = k) = min {P(S, .  = k + r~), P(Sm = k)} 

+ D(k,  m)(1 - ~5'(k, m)) 

+ M ( k ,  m). 

iii) Fiir die folgende Absch~tzung wird der erste Term wie in i), der zweite wie in 



332 U. R6sler 

ii) ausgedrtickt. 

~ IP(S , .+  ~ = j )  -P(S,~+~ = j -  r~)l 
J 

= ~ 1  ~ P(Sm +1 -- S,. = k) [min (P(S,. =j  - k), P(S,. =j - k - ~)) 
j k 

+ D ( j - k ,  m)6 ' ( j -k ,  m) + M ( j - k ,  m)] 

- ~ n (S,~ + 1 - S m  = k - nS) [min (P(Sm =j  - k + r~), n(sm =j - k)) 
k 

+ D( j -k ,m) (1  - b ' ( j - k , m ) ) +  M( j -k ,m)][  

< ~ ~ [M( j -k ,m)  [(P(S~+ ~ -  S m = k ) -  P(Sr~+ ~ - Sm=k-r~))][ 
j k 

+ ~ D(1-k ,m)  6 ' ( j -k ,m)  " P(Sm+ ~ - S.,=k) 
j k 

+ ~ P( j - -k ,m) (1 -6 ' (1 -k ,m) )n ( sm+ a - S i n = k - m )  
j 

<=~ ~ M(1-k ,m)  lP(Sm+ ~ -  Sm=k)-P(Sm+ , -  Sm=k-ffOI 
y k 
+ A -k,m) 6 j-k,m) n(s + 

j k 
+ ~ A ( 1 - k  + r ~ , m ) ( 1 - 6 ( j - k  +r~,m))P(Sm+ ~ -S ,~= k- r~ )  

j k 
- ~ ~ M ( 1 - k , m )  P(S,,+ ~ - Sm=k ) 

j k 
-F, Z M(/-k,m)P(Sm+ l-Sm=k- ) 

j k 

_< (2 - t~, m + 1) 2 m(1, m) AV 2 A(1, m) -- 2 2 M(j, m) 
j J J 

= ( 2 -  "~ 0 a + (  2 .i t~,.,+ - - to ,m)- -2a  

r~ m =2- to ,m- t~ ,m+~.a ,  wobei  a= ~ M(1, m) sei. 
j e N  

iv) Beh: 

P(Sm =j )  - M(], m) < rain (P(S m =j) ,  P(S,, = j  - ~)) + min (P(S,~ = j  + nS), P(S,~ =j)). 

Dies aber  folgt aus der Definit ion yon M(1, m), 

M(j, m) = min  { IP( S m =j )  - P( S m = j - -  rn)l 6(], m), 

IP(S m =j  -k rfi) - P(S m =J)l (1 - 6(j + rfi, m))}, 

sofort  fiir 6 ( j ,m)=0  oder  6(j+rfi, m ) =  1. 
Ftir den Fall  3(1, m ) =  1 und 3(1 + rfi, m ) =  0 ist zu zeigen: 

P(Sm =j)  - P(S., =j )  + max(P(Sm = j  - rfi), P(Sm =j  + rfi)) 

< P(Sm =j - r~) + P(S~ =j + ~). 

Dies aber  ist erfiillt. 
< m v) Summier t  m a n  die Behauptung  aus iv) i iberj ,  so erh~ilt man  1 - a = to,,~, und 

dies eingesetzt in die in iii) erhaltene Fo rme l  liefert die Proposi t ion.  
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< -~ _tm - t" 1 a < 2 - t": ~ gilt, ist tm < 'm ftir alle Folgerung. D a 2 - t o , ~ + l = -  ~o,m m,,,+ o, ~o . . . .  ~o,~+ t 
mGN, und demnach  ist fiir m ~  oo 

IP(Sm =j)  - P(Sm = j -  r~)l 
J 

m o n o t o n  fallend, und der Limes existiert. 

Proposition 2. Falls ~ t~,,,+ : = oo ist, gilt 
m e n  

lim ~ min(P(S,,  =j), P(Sm =j - N)) > �89 
m ~ ~  jG~q 

Beweis. Annahme:  3 0 < t < 1  V msN" ~a to,m<t. 
Von Proposi t ion l erhalten wir: 

2 - t  ~ < 2  m - t m  1 ( 1 - ? i  O, mo+ 1 - -  "-,to,too too,too+ O,mo) 

< 2  ,i _ t  ~ 1 (1- t ) .  - - to , too  mo, mo+ 

Mit Indukt ion  tiber m o ergibt sich: 

mo 

2--to,mo+~ <=2-(t--t ~ tm,,~+ ~ ~. 
m=O 

muB Ffir m o ~  ~ konvergiert  die rechte Seite g e g e n - ~ ,  das heiBt, auch to:,o + 1 
gegen o9 konvergieren. Dies aber ist ein Widerspruch,  da t ~ durch 2 0, mo+ 1 
beschr~inkt ist. 

Hilfssatz 3. Es seien aiGIRg, iGN, vorgegeben, ~ aj = 1, N und g natiirliche ZahIen. 
je~q 

Dann existieren nicht-negative Zahlen ui, j mit 

a j = ~ u i j = ~ , u ; , i ,  ui,j>O fiiralle i,jGN. 
ieN ieN 

i) us, s_,:=min(as, as_,e ) j<g+Fa 
ii) uj, j_,  = 0  fiir alle n > 0  mit entweder n # N  oder (n=  r~, j > g + N )  

iii) Zu~,j(j+ 1 - - i ) =  1. 
z,J 

Beweis. Der Beweis wird geffihrt durch endlich viele Umformungen  einer 
Ausgangsmatrix,  hier niedergeschrieben als Indukt ion  tiber die Spaltenzahl n, bis 
die Zahl g erreicht ist. Indukt ionsanfang.  

Ftir n = 0 w~ihle u~, j = cS~, j a j, 6i, j Kroneckersymbol .  

Induktionsschlufl. Wir nehmen an, wir haben bereits eine Matrix V, = (v~,j), i, j e N ,  
folgender Gestalt  erhalten: 

(a) vi, j>=O Vi, jGN 

v~,j=0 fiir i>j  und i - jq=N oder fiir i - j = N  und i > n + N  

d.h. V, hat  Dreiecksgestalt  bis auf die Elemente v~,i_,~, iNn+N)  
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(b) 2 v l . j = a i =  ~ v j ,  i, ~ v i , j ( j + l - i ) = l  
jeN j~N i,j  

(c) vj+,~,j=min(aj+~,aj) ftir alle j < n  

(d) Ftir B(i)={j~IN[v~,j~=O} gilt :~B(i)<oo ftir alle i~N,  fiir C(j)={i~IN] 
13i,j::t=O } gilt ~ C(j) < oe ftir alle j s N .  Setze l=  ~-B(n+rfi) + ~ C(n). 

Der  Induktionsschri t t  geschieht nun durch geeignete Umformungen  yon 
V. = V. t ( Induktion nach 1). 

Fall 1. ~jo~N ~io~N j o>n ,  io<n~min(v.+~,jo,Vio.~)+O. Dann definiere man 
V.' r folgendermal3en: 

v'i,j=v~,j fails i~ io ,n+r f i  oder j+ jo ,  n 

V'io, Jo = min(v.+ ~,jo, rio,.) + vio,~o 

v'.+m,. = min (v~ +,< j o, Vlo,.) + v~ +.~.. 

V'io.. = - rnin (v. + r~, jo, rio, ~) + Vlo,. 

V'. +~, jo = --min(v~ +.~.jo, rio,.) + v~ +.i, ao. 

Diese V.' r erffillt wieder die Eigenschaften yon V. t 

(a) nach Definit ion; 

(b) ~ l ) i , j = 2 v ; , j = a i = 2 1 ) j , i = ~ v } ,  i 
J J J J 

~ v ' i , j ( j + l - i ) =  ~ vi, j ( j+ l - i )+Vio , Jo (Jo+l - i o )  
i , j  i , j  

i* io ,n+N 
oderj~jo,n 
+ Vio,.(n + 1 - io) + v.+,~,.(n + 1 - n - fro 

+ v.+~, jo(j o + 1 - n - r~) + min (v.+m, jo, Vlo,.) 

�9 ( j o + l - i o - n - l + i o + n + l - n - N - j o - l + n + f f t )  

- ~ 2 1 2 i , j ( j + l  - i ) - -  1; 

(c) nach Definition�9 

(d) Fiir die analogen Gr613en B' ( i )= UeNIv'i,j4:O }, C'(j)= {i~N[v'i,j#:O } gilt 
# B ' ( / ) < o o  und # C ' ( j ) < o %  i, j e N .  

Setze wieder I'= # B'(i)+ ~ C'(j). 
Nach  Kons t rukt ion  gilt stets 

l fn+r~,n~ l)n+rh, n �9 

Ist v~+.~,n schon ungleich Null, d a n n i s t  l '<l. Falls v~+,~,.=0 gilt, so ist aber 
v'.+~,n+0 und fiir den darauffolgenden Konstrukt ionsschr i t t  gilt dann l '< l .  
Durch fortgesetzte Anwendung dieser Mat r ixumformung  erreicht man nach 
endlich vielen Schritten (maximal 1 Schritte) den Fall 2. 
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Fall 2. Es gilt nicht Fall  1, d.h. 

V j e N  f i 0 e N  jo>n,  io <-_n~ min(vn+,~,jo, Vio,,)=O. 

Dies bedeutet ,  in der Zeile n + n5 oder  der Spalte n ist nur  der Wer t  V,+ra,, grSl3er als 
Null, dami t  ist aber  v,+,~,n=min(a,+,~, an). 

Diese Matr ix  erfiillt die Bedingungen a -  d mit  n + 1 ansta t t  n. Die Induk t ion  
tiber n l~iuft so lange, bis Vg+ 1 = U konst ruier t  ist. 

Bemerkung. Ftir g = oo l~il3t sich keine Matr ix  mit  den geforderten Eigenschaften 
konstruieren.  

Proposit ion 4. Aus 

2 1 t i n ,m+ 1 ~ (Z) 
m e N  

folgt 

lira ~ [P(S m = j ) -  P ( S ~ = j - ~ ) [  __<2-(�89 
m ~ m  j ~ N  

Beweis. Der  Beweis wird durch Induk t ion  fiber m geftihrt. 
i) Der  Indukt ionsanfang  r~ = 0 ist offensichtlich. 

ii) Zerlege P(S~o=j), mo~N, nach Hilfssatz 3 

P(S.~o =J) = E ui,j(mo) = ~ u j, i(mo) 
i i 

mit  

% j_ m(mo) = rain (P(Smo =j),  P(Sm o =j  -- r~)). 

Es folgt 

l im ~ [P(S , ,=j ) -P(S , ,  = j - ~ -  1)[ 
rtl ~ o:3 j ~ ] N  

= lim ~ [P(Smo+m ~ =j)--P(Smo+m=j--r~--l)J  
mo,ml  ~ j E N  

= lim ~ ] 2 P(Smo = k) P(S,~ o + m~ -- Smo = j -  k) 
m o , m t ~ ~  j e N  k e n  

- ~ P(Smo = k') P(Smo +.~ - S., ~ = j -  k' - r~ - 1)l 
k' 

= lira ~, f Z ZUk,~(mo) P(Smo+m~--Smo=J--k) 
too,m1 ~ ~  j~IN k~N i e N  

- - 2  ~ ,  U q , k ' ( m o )  P ( S m o + m ~  - S ~ o = j - k ' - v f i - 1 ) l  
k' q~lN 

= lim Y~ [ ~,, ~, Uk, i(mo) [P(Smo + m, -- Smo = J -  k) 
rno,m:~ ~oe  j ~ N  k ~ N  i e N  

- P( Smo+ml - S m o = j -  i - r f i - 1 ) J l  
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< lim ~, ~ ~ uk,,(mo)lP(S~o+~-S,,o=j-k ) 
mo, mi ~ ~ 1 7 6  j~NkENi+f fz~-k  

- P ( S m o + m , - S m o = - j - i - l ' ~ -  l){ 

+ lim Y, ~ Uk, k_,~(mo) lP(Smo+,~l--Smo=j--k) 
mo, ml ~ co j e N  k e n  

-P(S,,o+m ~ - S m o = j - k - 1 ) l  

< lim 2 2  ~ Uk, i(mo)+ lira ~,Uk,k_,~(m0) 
mo ~~ k e N i : l - k - ~  mo ~ k e n  

lim ~ IP(Smo+m~-S,~o=j-k)-P(Smo+,~-S,,o=j-k- 1)1 
ml ~~ j e N  

< 2 +  lim 
mo ~r  k e n  mi ~oo jeRq 

- P(Smo+m ~ - Smo = j -  k - 1)1- 2] 

< 2 +  lim ~ Uk,k_,~(mo)[1--2 ] 
too--* oo k e n  

< 2 - 1. (1),~-~. �89 (siehe (*)) 

= < 2 - - ( � 8 9  ra+  1 - 1  

u<k_,~(mo) [ lim ~ IP(S~o+m ~-Smo=j -k  ) 

(Prop. 2) 

Hilfssatz 5. Sei a~R, 0 < a < l ,  b>0, a<b. Setze 

V = { V i , V 2 , V 3 . , . ) I O < V m E R A  ~ vm'm=bA ~ vm=a, 
m= 1 m= 1 

M ={veV[3ml ~ N V m * m  1,m i + l : vm=O }. 

Dann existiert 

max [2--(�89 1] I vEV 

und wird durch ein Element aus M angenommen. 

Beweis. i) Sei veV /x v~M, so existieren too, mieN mit 

m o + l < m  1 und min(V,~o, Vml)=d:~O. 

Der Vektor v' werde definiert durch 

v'=v,,  falls m+mo, too+l, m i - l , m  i 
V' V r ~ / 3 m l  - d  mo = Vmo - d ml  

V' +d} m~176 fiir mo+l#:ml--1  
/ f  

mo+ l =1)mo+ l q - d  

v ' i = v m l _ i q - 2 d  fiir m o + l = m l - 1 .  

VmEN} 
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Behauptung. v' ist ein Element aus V, aber mit 

i Vm[2--(�89 m-l]< i V~[2--(�89 m-l]" 
m = l  m = l  

Nach dem Einsetzen von v, v' bleibt zu zeigen: 

d(2 - (�89 1) + d(2 - (�89 1) < d ( 2  - (�89 ~_ d(2 - (�89 2), 

zu zeigen 

(�89 - 1  _~_ (�89 1 - 1  > (�89 ..~ (�89 1 - 2 

zu zeigen 

1 +(�89176 >(�89189 m'-m~ ) 

und dies ist erfiillt 
ii) Sei jetzt ve V mit unendlich vielen Koordinaten  v., #: O, so existiert ein v' mit 

endlich vielen Koordinaten  v" @ 0, mit 

i Vm(2--(�89 > i Vm(2--(�89 
m - 1  m = l  

Der Beweis l~iuft analog zu i). 

iii) Wegen i) und ii) reicht es, sich beim Supremum auf veM einzuschr~tnken. 
Dann  ist das Problem zufiickgeftihrt auf eine Optimierungsaufgabe, ein vl, vzeR 
und ein m e n  zu finden mit den Eigenschaften 

i) vlm+v2(m+l)=b 
ii) vl +v2=a 

iii) vl, v 2 > 0, so dab 
iv) v1(2 - (�89 1) + v2(2 _ (�89 maximiert  wird. 
Aus Stetigkeitsgriinden existiert eine L6sung. 

Proposition 6. Es gilt folgende Abschftzung : 
oo b 

max ~ v ~ ( 2 - l m - 1  1 a (g) ) < a ( 2 - ( g )  ) a, b siehe Hilfssatz 5. 
w V  m= 1 

Beweis. Das Max imum werde durch (0, 0 . . . . .  Vmo, Vmo+l, 0 , . . . ) s M  angenommen. 

Vmo -~ Urno + 1 : a A Ymo " l/rl 0 Av Umo + 1 (/T/O -~ 1) = b :  a. m o + 1. V mo + 1 

i Gn(Z--(�89189 m~ 
m = l  

< a(2 - (1)~.o). 

Aus b =am o + Umo + 1 folgt 

b-vmo+ l < b 
a 
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und daraus ergibt sich die gesuchte Absch~tzung 

~, v,d2 - (�89 ~) G a(2 - (�89 

Mit den bereitgestellten Mitteln nun der Hauptsatz ftir r~= 1: 

Satz 7. Aus 

m,m+ l ~ 0 0  
/ = 0  

folgt 

lira ~, IP(S~=--j)-P(S,~=j- 1)l =0. 

Beweis. Man nehme an, der Limes sei gleich B 4: O, W~ihle ein mo zu vorgegebenem 
a>O mit 

IP(S,~o=J)-P(S,.o=j-1)}<=B+& 
j e N  

Man zeriege wieder P(Smo = j ) =  ~ u u =  ~. ui, J wie in Hilfssatz 3 
j~N isN 

uj,~_~ =min(P(S,~o=j), P(S,~o=j-1)) flit allej=<g; 

man w~ihle dabei g so, dab zu vorgegebenem 8 > 0 gilt: 

~ 2 - B - ~  
uj, j - l  + 8> /_, min(P(S=o=J-1), P(Smo=j))> --. 

j=l j=l 2 

~P(S~o=j)= 1 und P{Smo =j)~O fiir alle j stets miSglich. 
j e N  

Dies ist wegen 

Definiere: 

1) m = ~ ,  IAi, j" 
( j + l - - i ) = m  

i , j  

Dann gilt 

1 = ~  u u ( j + l - i ) =  v~.m, 
i ,  j m s  -- cr 

m = -- co i,  ./" i e N  

2 - B  - 5  
ui,;= Y, . . . . .  8, 

( j4 -  1 - - i ) =  0 ] =  0 - -  2 
i , j  

v,~=0, falls m<0  ist (da U Dreiecksgestalt hat). 
Jetzt gilt folgende Absch~itzung 
B=  lira ~IP(S,~o+~=j)-P(Smo+,,,=j-1)I 

m 1 ~ ~  j 

< lira ~ I~P(Smo=k)P(S~o+~ , -Smo=j-k )  
r n l ~  j k 

-y" P(S.o =i) P(S~o+., , -Smo=j - i -1 ) [  
i 
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< lira ~ E  uk., rP(Smo+~, -S,.o = j - k )  
m 1 ~ c o  j k i 

- P ( S ~ o + ~ , - S ~ o = j - i - 1 ) l .  

Man wende wieder dominierte Konvergenz an und indiziere um, k - 1 -  m = i 

= •  ~ G , k - l - , ,  lim Z[P(Smo+,,1--Smo=j--k) 
k r t l ~ - - c o  ml  ~ c o  j 

- P(Smo+m ' - S , , o = J - k  +m)]. 

Mit Anwendung yon Proposition 4 folgt 

< ~ Vm(2--(�89 
m :,}- 0 

Es reicht, fiber rn > 0 zu indizieren. c o  

Aus Proposition 6 folgert man mit a =  ~ v m weiter: 
m = l  1 

=< a(2 - (�89 

2 - B - 6  
Da 1 = v m = a + v o _> a 4 e folgt welter 

m = 0  - -  2 

( __< l + e  2 2 -  . 

Diese Abschfitzung soll fiir jedes beliebige e und 6 gelten, also 
1 

= < 2 - - 2 = B .  

Widerspruch ! 
Damit  folgt die Behauptung. 

Bemerkung. Der angegebene Satz l~il3t sich ebenso mit Z~ Zufallsvariablen mit 
Werten in Z beweisen. 

Bemerkung. Die angegebene Bedingung ~ t~' = 0o ist keineswegs notwendig,und in 
l e N  

einigen F~illen wird man daher eine Folge l o < 11 < l 2 < . . .  von natiirlichen Zahlen 
li+ 1 

und die Zufallsvariablen Y/= ~ Zj anstatt der Z i w~hlen. 
j =  liar 1 

Eine etwaige Umkehrung wie: 
Aus lira ~ IP(S~ = k) - P(S,, = k - 1)[ = 0 folgt, es existieren obige Y~ mit ~ tT' = oo 

m ~ m  k ~ N  l ~ N  

(t~ auf YI bezogen), gilt nicht. Man betrachte den Fall, Yo nehme jeweils mit 
Wahrscheinlichkeit 0,5 die Werte 0 und 1 an und die restlichen ZV. m6gen die 
mischende Eigenschaft fiir n~ = 2, aber nicht fiir rfi = 1 besitzen. 

Eine Anwendung des eben bewiesenen Satzes findet man in R6sler [3]. Eine 
Verdeutlichung und weitere AnwendungsmSglichkeit ergibt sich mit Hilfe yon 
Satz 8. 
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Satz 8. Z i, Z2, Z 3 .. . .  seien unabhgmgige Zufallsvariablen mit Werten in ~, auf einem 
W-Raum [2. 

,Sei S o = 0  und S m die Summe yon Z1, Z2, ..., Z m )'fir m > 0  und m o das erzeugende 
Element des yon 

A =  (,J A(Sm), A(Sm)={mi-mzlP(Sm=ml)>OAP(Sm=m2)>O } 
m e n  

erzeugten Hauptideals, dann erffillt die yon dem Prozefi Sin, mEN erzeugte terminale 
a-Algebra F~ (-'1 F(S,, n>m), wobei F(S,, n>m) die yon S m, Sin+j, Sm+2... 

m e n  

erzeugte a-Algebra ist, genau dann das O-1-Gesetz, wenn 

lira ~, IP(Sm=j)-P(Sm=j-mo)I=O gilt. 

Beweis. Der Beweis l~uft tiber die ~iquivalenten Aussagen 
i) F ~ trivial. 

ii) lira sup IP(Ac~B)-P(A) .P(B)I = 0  VBeF(So,S~, $2, ...). 
n ~  eo A e F ( S n ,  S n +  1, . . . )  

iii) lim sup ]P(A c~ B ) -P (A) .  P(B)I = 0 mit B aus dem Erzeugenden- 
n ~ a o  A s F ( S m , S n + l , . . . )  

system von F(So, Si, S 2 ...) 

B={B'~}={{Sm=j} meN, je2g}. 

iv) Fiir alle meN gilt 

lira ~ ]P(S , -Sm=j ) -P (S , -Sm=j - rh ) ]=O,  r~e{nSlPSm=n~)>0}. 
n ~ c r  j e I  

v) lira ~ ]P(S,=j)-P(Sn=j-mo)[=O. 
n ~  co j e ~  

Bemerkung. Der Satz yon Borel-Cantelli ergibt sich als Spezialfall. 
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