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Ce travail comprend trois parties. La premi6re est consacr6e ~t l'expos6 de g6n6ra- 
lit6s sur la th6orie des formes de Dirichlet et ses liens avec la th~orie des processus 
de Markov. Les formes envisag6es ne sont pas/ t  priori suppos6es symetriques. 

La deuxi6me partie est une 6tude de la restriction a D d'une forme de Dirichlet 
r6guli6re a bas6e sur L2(X, m) ~ un ouvert D de X, des noyaux de Poisson associ6s, 
et du balayage sur un ferm6. Si un processus de Hunt est associ6/t a, le processus 
tu6 fi la sortie de D est associ6 ~t a D et le processus chang6 de temps par la fonction- 
nelle additive e-balay6e de dt sur D cest associ6e/t la << forme de Dirichlet balay6e >~ 
de a sur L2(v~), off v~ d6signe la mesure c~-balay6e de m sur D c. 

Dans la troisi6me partie, on pr6sente une construction des formes de Dirichlet 
bas6es sur le m6me espace L2(X, m) ayant mame restriction ~t D et m6mes noyaux 
de Poisson associ6s. Cette construction se fait/~ l'aide des ((formes de Dirichlet 
balay6es ~. 

Le th6me de ce travail et certaines techniques ont 6t6 sugg6r6s par une s6rie 
de travaux effectu6s ces derni6res ann6es sur des probl6mes voisins par Fuku- 
shima, Kunita et Silverstein. Une note r6sumant l'essentiel des r6sultats 6tablis 
dans cet article a 6t6 publi6 au C.R. Acad. Sci. Paris. t. 282 (1976)i 

I. G6n6ralit6s 

La th6orie des espaces de Dirichlet, due/ t  Beurling et Deny ([3]) introduit une 
axiomatique de la th6orie du potentiel fond6e sur la notion d'6nergie. Elle utilise 
essentiellement diverses m6thodes hilbertiennes et la m6thode des contractions. 

En utilisant la notion de projection par rappor t / t  une forme bilin6aire con- 
tinue et coercive due /l Stampachia (cf. [25]), Ancona (cf. [1], [2]), Bliedtner 
(cf. [4]), Ito (cf. [15]), Kunita (cf. [17]) ont g6n6ralis6 la th6orie ~t des formes non 
sym6triques. 

* Laboratoire <~Processus Stochastiques et Applications>~ d6pendant de l 'Universit6 Paris VI 
n~ associ6 au C.N.R.S. 
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Ce premier paragraphe est essentiellement consacr6 au rappel de r6sultats 
g6n6raux sur les formes de Dirichlet (cf. [1, 4, 8]). De plus, l'identit6 des r6duites 
au sens des formes de Dirichlet et au sens probabiliste est 6tablie ~t la fin du para- 
graphe. 

On suppose donn6s un espace localement compact ~t base d6nombrable 
d'ouverts X et une mesure positive m sur sa tribu bor61ienne ~.  Le support de m 
est suppos6 ~gal/t X. 

1.1. Dbfinition. On dira qu'une forme bilin6aire a d6finie sur un sous espace 1H 
de/3(m) est une forme de Diriehlet bas6e sur/~(m) si et seulement si: 

A) La forme quadratique associ6e ~t a munit IH d'une structure hilbertienne 
pour laquelle la forme a et l'injection naturelle de IH dans LZ(m) sont continues. 

B) Si, Vf~IH, on pose Tf=]f]  ou T f = f A  1, Tf~IH et: 

a(Tf  + f , f  - Tf)>O 
a( f  - Tf, f + Tf)>O. 

i.e. la contraction module et la contraction unit6 op6rent sur la forme a et sur 
la forme transpos6e 4. 

Remarques. Si la forme a est sym6trique toutes les contractions op6rent sur a. 

�9 a est une forme Dirichlet. 

L2. R&olvante 

�9 L'hypoth6se A) et le th6or6me de Lax Milgram permettent de d6finir une LZ(m) 
r6solvante G, associ6e ~t a par la relation: 

a~(G~f,g)=~fgdm, Vf~/~(rn), V g~lH, V c~>=0, 

off a, d6signe la forme bilin6aire a(., ")+ e ( - , "  )L2(,,). 
�9 On d6finit de la m~me mani6re la r6solvante associ6e/t & not6e G~. 
�9 L'hypoth6se B) 6quivaut h supposer la sous markovianit6 de G, et G,, 

ou que Go et Go v6rifient le principe complet du maximum. 
�9 G= et G~ sont fortement continues dans IH et dans l'adh6rence de IH dans 

L2(m). 

1.3. Exemples 
a) a peut ~tre la forme bilin6aire associ6e it un op6rateur de diffusion unifor- 
m6ment elliptique sous forme variationnelle et d6finie sur H~(f2) off g2 est un 
ouvert born6 de IR". 

b) On peut prendre 

(,~(x)- 4,(y)) ~ dx dy a(O, q))=J~llq~lq~20~. ' dx)+ S~ ]lx_yl],+2= 

avec qS~H~(IR ") et 0 < s <  1. 
La r6solvante associ6e est celle d'un processus sym6trique stable tu6 /~ un 

temps al6atoire de densit6 2e -'~t. 
c) D'autres exemples sont donn6s dans [14]. 
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1.4. Thdorie du Potentiel 

1.4.1. Potentiels 

a) Pour tout ~ > 0 les propridths suivantes sont 6quivalentes pour p ~ L2(m). 
i) pe lH  et Vfe lH  +, a~(p,f)>O. 

ii) p>O, flG~+~p<p, et 3 g~lH tel que p<g .  

Un tel 616ment de R-I est appel6 un a~ potentiel. Le c6ne des a~ potentiels est 
not6 1Pa. 

b) lPa= est inf-stable. De plus pelPa~ entraine que p/~ 1 eIPo.  
c) IP,=-IP,= est dense dans IH (du fait que G~ est fortement continue). 

1.4.2. Rdgularit6 

Pour obtenir une th6orie du potentiel assez fiche, on fair sur a une hypoth&e 
de r6gularit6, (v6rifide dans les pr6cddents exemples). 

Ddfinition. Si ~ est un sous espace dense de CK(X ), a est dite ~ rdguli&e si ~ c~ IH 
est dense dans IH et dans CK(X). Si ~ = CK(X ) on dit que a est r6guli&e. 

Remarque. Si a est r6guliere, on a l e  rdsultat plus pr6cis suivant: 
Si feC~e(X), pour tout voisinage U de Supp( f )  et pour tout e>0,  il existe 

ge Cr~(X)cnlI-I tel que: 

] l f -gn~o<a et Supp(g)_U.  
On suppose dor6navant a r6guli6re (ce qui 6quivaut ~t supposer a rdguli&e). 

1.4.3. Mesures d'dnergie finie 

D{finition. Une mesure positive sur X est dite d'6nergie finie si et seulement si 
sa restriction /t CK(X)c~IH est continue pour la topologie de 1I[ On note ~ le 
c6ne des mesures d'6nergie finie. On pose ~ = ('] ~ .  

�9 # est d'dnergie finie ssi il existe un unique homorphisme continu d'espaces 
vectoriels r6ticul6s de IH darts L ~(#) prolongeant l 'homomorphisme naturel de 
CK(X)c~IH darts /;1(#). Si Supp(~t)=X cet homorphisme est injectif. On ne 
distinguera pas dans les notations un 616ment de IH et son repr&entant dans 
La (/0. 

�9 Pour tout ~=>0 il existe un 616ment q~eIP.~ tel que: 

~(~,g)=~gd~ V genq. 
On pose q5 = G~/~. Inversement tout 616ment de IP,~ est le a-potentiel d'une 

mesure d'6nergie finie. 

1.4.4. Rdduites. Capacit6 
�9 Si f est une fonction num&ique ddfinie sur X, si A e ~  et si il existe he lH 

tel que: h > f ~  p.s. sur A, V#eg ,  il existe un plus petit a~-potentiel majorant f 
sur A/~-p.s., pour toute mesure/~eg.  I1 est appel6 la a,-r6duite d e f  sur A e t  not6 
RAa(f) (OU RA(f) s'il n'y a pas d'ambiguit6). 

�9 R~(f)est la a~ projection de 0 sur le convexe ferm6 des 616ments de IH 
majorant f sur A #-p.s., pour toute m e s u r e / , e &  

�9 S i  l a  a-r6duite de 1 existe sur A, A est dit de a-capacit6 finie. On pose: 

Cap,(A)=a(Ra~(1), RA(1)), e~ a = RA (1). 
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Si a est sym6trique, Capa se prolonge en une capacit6 de Choquet. 
�9 Si bes t  une autre forme de Dirichlet d6finie sur IH et induisant sur lH la 

m~me topologie que a, A est de b-capacit6 finie ssi A est de a-capacit6 finie et il 
existe k > 0 tel que: 

1 
Capa (A) ~ Capb (A) =< k Cap~ (A). 

1.4.5. Ensembles polaires et fonctions quasi continues 
a) Soit A ~ .  A est dit polaire ssi il est de a-capacit6 nulle. A, est polaire ssi: 
#(A)=O V p~4 ~ 

b) Une propri6t6 vraie sauf sur un ensemble polaire est dite vraie quasi 
partout (en abrSg~ q.p.). 

c) Une fonction f d6finie sur X est dite quasi continue si et seulement si il 
existe une suite d6croissante co n d'ouverts de X tels que: 

i) f soit continue sur X -  co n 
ii) lira e~'~= 0 dans IH. 

n ~  -k oo 

d) Si f est quasi-continue, f est positive m-ps ssi f est positive quasi partout. 

1.4.6. Repr6sentants quasi continus des 616ments de IH 
a) Tout 616ment de IH admet un repr6sentant quasi continu, unique modulo l'6ga- 
lit6 quasi partout. 

On identifie tout 616ment de IlI avec la classe de ses repr6sentants quasi- 
continus. Celle-ci r6alise la limite projective de ses repr6sentants dans les espaces 
L1(]4). 

b) Soit (fn)n~N une suite d'616ments de IH convergeant vers f dans IH et soient 
(J~),~N et f des repr6sentants quasi-continus de (fn)n~N et de f respectivement. 
Alors il existe une sous-suite J ~  telle que J ~  converge quasi partout vers f 

1.5. Processus de Markov associd 

Dans une sSrie de travaux (cf. [11, 12J) Fukushima a montr6 comment un pro- 
cessus de Markov peut 8tre associ6 h u n  espace de Dirichlet r6gulier. Ce r6sultat 
se g6n6ralise au cas des formes de Dirichlet non sym6triques (cf. Carrillo-Me- 
nendez [7]). 

1.5.1. Ddfinition. Si a est une forme de Dirichlet r6gulibre d6finie sur IH~_ L2(X, m) 
et si G~ est la r6solvante associ6e, si M--(9 ,  ~,  ~ ,  X ,  0,  ~, P~) est un processus 
de Hunt, ~t valeurs dans X - N ,  off Nes t  un ensemble polaire, dont la r6solvante 
V~ v6rifie la propri6t6 

V h~Lf2(rn), g ~>0,  V~h=G~ h qp. 

M est dit associ6 ~ a. 
Dans la suite on suppose donn6 un processus de Hunt M associ6 ~t une forme 

de Dirichlet r6guliSre a bas6e sur La(X, m). On reprend les notations de la d6fini- 
tion. 

1.5.3. Proposition. Pour tout ~>0, si f est un c~ (i.e. a~) potentiel, il existe un re- 
pr~sentant quasi continu f de f dont la restriction gt X - N  est une fonction ex- 
cessive. 
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La proposition est 6vidente pour les potentiels de fonctions. Mais tout e- 
potentiel est limite croissante de a-potentiels de fonctions. 

1.5.4. Proposition. Soit A un ensemble presque borOlien dans X - N  et T A le temps 
d'entrOe de Xt dans A, (cf. [6]). 

A--E.(  e-~rA TAI) qP" Si A est de capacit~ finie on a: e~ - 1~> 
En particulier A est polaire ssi E. (T A < oo)= 0 qp. 

DOmonstration. a) Si A est un ouvert de capacit6 finie (par exemple relativement 
compact) on peut choisir e~'A telle que e~'A = 1 sur A -  N. 

En effet, si T e s t  un repr6sentant de e2 d6fini sur X - N ,  bor61ien et 6gal ~ 1 
sur A, on a: 

e~ =l im infmV~+ m T =l im inf V~(T-mV~+mT ) qp. 

=lira inf V~(~-mV~+ m T) + qp. 

Cette derni~re fonction est ~ surm6diane. Sa r6gularis6e excessive est 6gale 
A quasi partout & e~. 

Or on a V~(T-mV=+m ~)+ > V~(T-mV~+mtP)=mV~+m ~. 
Et donc, d'apr6s la continuit6 ~t droite des trajectoires, 

lira inf V~(T- m V=+m T)+ > 1 sur A - N .  

Cette in~galit6 s'6tend/L la r~gularis6e excessive du membre de gauche, not6e 
~'. On prend alors ~~ T' e= = /x 1 sur X - N .  

b) S i f e t f v ~ r i f i e n t  la proposition (I.5.3) et si A est un ouvert de X, on a la 
double in~galit6: 

R A(f)  < E. (e-~ TAf(XTA)) < f qp. (*) 

La deuxi6me in6galit6 r6sulte de l'excessivit6 de f et d6montre que 
E. (e ~TA/(XTA)) est un ~ potentiel. 

D'autre part, du fait que A est ouvert, T A est nul P~ ps pour x~A.  On en ddduit; 
E. (e - -~r~f (Xr~))=f  sur A. La premi6re in6galit6 r6sulte donc de la d6finition de 
la r6duite. 

A il vient: A<E.(e-~T~yA(xra))  qp. On en d6duit c) En appliquant (,) h e~ e~ 
e~ __< E. (e-  ~ r~ 1 ~ > r~) qP" 

D'autre part, oA 6tant excessive, on a: V x ~ X - N ,  V K compact inclus dans A, 
E~(e-~r~ I~>T~)=E~(e-~rK A A e~ (XT~)) < e~ (x). 

En appliquant par exemple le th6orbme 48 du chapitre XV de [18], on en 
d~duit: E~(e -~TA I(~> T~I)<=eA(x), V x ~ X - N ,  
on a donc: e~=E.(e -~r~ l{;>r~ ) qp et donc m-ps. 

En appliquant par exemple le th4or4me 53 du chapitre XV de [18] et le fait 
que A ~ e~ est une capacit6 fonctionnelle continue /~ droite, on montre que 
l'identit6 m p.s. ci-dessus est valable pour A presque bor41ien et de capacit6 finie. 

L'excessivit4 du deuxi6me membre permet alors de retrouver une 6galit6 qp. 

1.5.5. Proposition. Soit A un ensemble presque borOlien dans X - N .  Soient f u n  c~ 
potentiel et f une fonction presque bor~lienne ~gale d f quasi partout. On a R 2 ( f ) =  
E. (e-~T~f(xr~))  qp. 
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D~monstration. D'apr6s les deux propositions pr6c6dentes, on peut supposer f 
excessive. Supposons dans un premier temps A ouvert, 

D'apras l'in6galit6 (,) du b) de la d6monstration pr6c6dente on a 
E. (e-~ TA f (X  r~)) > R~f  qp. 

Soit g une fonction ~ excessive sur X - N  6gale quasi partout ~ R~f  On a 
g = f  qp sur A. 

D'apr6s la proposition pr6c6dente, on en d6duit, pour tout compact K inclus 
dans A 

E. (e--=r~f(XTK))q=.p.E. (e--"rKf(Xr~)) ~ Ra~f qp. 

On peut alors conclure la d6monstration en raisonnant comme dans la d6mon- 
stration de la proposition pr6c6dente. 

1.5.6. Proposition. Tout ensemble semi polaire pour le processus X test polaire. 
I1 suffit de montrer qu'une fonction V~ surm6diane q5 et sa r6gularis6e c~ ex- 

cessive ne diff6rent que sur un ensemble polaire. 
Soit D. une suite fortement croissante d'ouverts relativement compact 6puisant 

X. Choisissons (cf. a) de la d6monstration de la proposition 1.5.4) ~ " =  1 sur D n 
et ~O, < 1 sur X -  N. 

Si q~ d6signe la classe d'6quivalence de q5 modulo l'6galit6 quasi partout, pour 
tout n~N, q~ A nev" est un e potentiel. On en d6duit que: 

qSAn~~ lira TfiV~+~(qSAn~ ") qp. 
//~ +oo 

Et donc: q5 A n=  lim ~fiV~+~(q5 A n) qp sur D, ce qui permet de conclure. 

1.5.7. L 'hypoth&e d'absolue continuit6 de la r6solvante 

La r6ciproque de la proposition 1.5.6 est vraie ssi, pour tout x ~ X - N ,  pour 
tout e > 0, V~(x, .)4~ m(" ). Ceci 6quivaut/t supposer qu'un e potentiel est repr6sent6 
par une seule fonction V~ excessive. On peut alors les identifier. La proposition 
1.5.5 peut s'&rire: 

Ra~f(x) = E~(e-~TAf(Xr~)) g f e l P ,  , 

On a les  6quivalences: A polaire pour le processus r A polaire au sens des 
formes de Dirichlet <=> A semi polaire pour le processus. 

Note, L'6quivalence entre la localit6 de la forme a et la continuit6 des trajectoires 
du processus associ6 est 6tablie dans [7]. 

II. Balayage sur un Ferm~ 

Une grande partie de ce chapitre est consacr6e h la g~n6ralisation au cas non 
sym&rique de r6sultats de Silverstein (cf, [21 - 23]). En fait, le point de vue expos6 
iciest assez diff&ent et une nette distinction est &ablie entre les r6sultats de nature 
potentialiste et leur intepr&ation probabiliste. 

Soit X un espace 1.c.d,, m une mesure de Radon sur X, M un ferm6 de X, a 
une forme de Dirichlet sur IH~_LZ(X,m) suppos6e r6guli6re. On pose D=M c. 
On note G, la LZ(m) r6solvante associ6e h a. On pose IHD= {~b slt-II~b = 0  qp sur M}. 
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II.1. Les op&ateurs H~ ( ,Noyaux de Poisson >>) 

II.l.1. Proposition. Pour tout ~>0, il existe un opOrateur unique H~ opdrant sur 
1H caract&is~ par les deux propridt& suivantes: 

i) H ~ f  = f qp sur M (i.e. f -  H ~ f e  1HD), 

ii) a~(H~f, g)=0 f f e I H  V gelH D (~ << harmonicit6 >> dans D). 

De plus H~  est sous markovien i.e.: 
M M V felt-I, O < f <  1 ~ O<H~f<= 1 et s i f e s t  un ~ potentiel on a H~ f = R ~ f  

DOmonstration. On peut ddfinir H~  de deux far 

a) H ~ f e s t  la a~ projection de f sur le convexe ferm6 

F = {ge lH l f=g  qp sur M} 

b) f - H ~ f e s t  la a~ projection d e f  sur IH D. 
Les propri6t6s i) et ii) sont 6videmment 6quivalentes/t a) ou b). 
Si f est un c~ potentiel, l'identit6 M R ~ , ( f ) = H ~ f  est une cons6quence directe 

de a). La sous markovianit6 de H f  en rasulte lorsque f est difference de deux 
potentiels. La forte continuit6 de G~ dans lt-I et la continuit6 de H~ permet de 
conclure. 

II.1.2. Proposition. Si M 1 et M 2 sont deux fermds de X tels que M1 c M z on a: 
g~>O, gfeR-I, H M * H ~ f = H ~ H ~ * f = U M ~ f .  

Si f est un ~ potentiel ces deux identit& r&ultent directement de la d6finition 
de la r6duite. On conclut par continuit& 

II.2. L'espace H D 

II.2.1. Proposition. Si on note a D Ia restriction de a d IHD x IH D, a D est une forme 
de Dirichlet r~guliOre sur It-ID G L2(D, 1D m). 

IH D est ferm6 dans IH d'apr& (I.4.6.b) et il est clair que la contraction fonda- 
mentale op4re. 

Le seul point d61icat est la r6gularit6. En utilisant la remarque de 1.4.2 on 
d6montre aisdment que CK(D)c~ lI-I D= CK(D)~ lI-I est dense dans CK(D) pour la 
norme uniforme. 

I1 reste/t d6montrer que CK(D ) c~ IH est dense darts IH D. On proc6de en plusieurs 
&apes. 

Lemme 1. Pour tout c~> O, pour tout f~IH, pour route suite fortement croissante de 
compacts K,  @uisant X,  Hy" f  converge vers 0 dans 1H quand n --+ + oo. 

Ceci r6sulte ais6ment de la densit6 de CK(X)~ IH dans IH, et du fait que les 
op6rateurs Hf" sont 6quicontinus car ils sont des op4rateurs de projection. 

Lemme 2. II existe une suite croissante d'ouverts D n relativement compacts fortement 
inclus dans D telle que, si Mn=D~,, Vn, on ait: Vc~>0, Vf~lH, H ~ f = l i m H ~ f  
dans IH. 
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On se ram6ne /t l'aide du lemme 1 au cas off D est relativement compact. 
D'aprbs 1.4.1.c) et du fait de l'6quicontinuit6 des op6rateurs H~ - pour ~ fix6, on 
peut supposer que f est un potentiel. Le lemme r6sulte alors du fait que, pour 
tout c~ potentiel f, A ~ RA f  est une capacit6 fonctionnelle continue /t droite. 
On d6duit du lemme 2 que ~ IH D" est dense dans IH D. I1 suffit done de montrer 

11 

que pour tout n, une fonction g de lI-I D" est la limite faible dans lI-I D d'une suite 
~,, de fonctions de CK(D) c~ IH. 

On peut supposer g born6e: en effet si qS,, est une suite de fonctions born6es 
de IH convergeant vers g dans lid, pour tout e > 0, la suite ~bm-H D~ (~m converge 
aussi vers g, et du fait de la sous markovianit6 des <<noyaux de Poisson~ 
~b~-HD'~'~b,, est born6e pour tout m. Supposons de plus g positive. Soit u~ une 
suite de fonctions de C~ (X) convergeant vers g dans l i t  Soit ~ une fonction de 
CK(D)c~ IH + telle que ~ >  Ilgll~o sur O,. La suite ~ , ,=~ /x  u,, converge faiblement 
dans ]H vers~  A g -- g. 

En effet on a : a~(O ix u,,,, t)/~ u,,) 1/2 < a~(O, ~)1/2 + a,(u,,, urn) 1/z ce qui implique 
la convergence faible d'une sous suite, mais d'autre part, d'apr6s le th6or6me de 
Lebesgue Oum~g dans LZ(m). 

Remarque. V A ~ ,  A c_ D, A est a~ ssi A est a-polaire. 

I1.2.2. Proposition�9 Si G~ est la L2(m 1D) rdsolvante associde gl la forme de Dirichlet 
a D, on ales relations: 

a) 
b) r e > 0 ,  G~=G~+H~G~.  

D6montrons par exemple la premiere formule. On a: 

VfelI-t, V<g~IH D, a~(H~f+( f l - cOG~H~f ,g  ) 

= a~(I-IZJf, g) + (fi - ct) ( H ~ f ,  g>L~(,,)= a~ (H~f, g) = 0 

et d'autre part: H ~ f  + (fl - a) G~ HJ~ f = f qp sur M. 

II.2.3. Remarques. �9 Les op6rateurs G~, G~ et H M, c~>=0, se prolongeant naturelle- 
ment en des noyaux/t  valeurs dans l'espace vectoriel r6ticul6 des classes d'6qui- 
valence de fonctions bor61iennes modulo l'6galit6 quasi partout. 

�9 On note/~M(~D) les noyaux de Poisson (la r&olvante) associ6s (6e) ~ a(aD). 

II.3. Potentiels locaux - Mesures balay~es 

II.3.1. Ddfinitions. a) Une fonction positive f d6finie qp est dite G~-surm6diane 
si et seulement si: V c~>0 e G ~ f < f q p .  

Si f est surm6diane et si F est un ferm6 de X, H~f  est surm6diane et major6e 
par f. 

b) Une fonction positive f d6finie qp est dite a-harmonique ssi H F f = f  qp 
pour tout ferm6 F tel que F c soit relativement compact (ou de capacit6 finie si 
f e s t  born6e). 
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c) Soit Vo une mesure positive sur X ne chargeant pas les polaires. On appelle 
a-potentiel de v 0 l'enveloppe sup6rieure des a potentiels des mesures v~g  telles 
que v < v0. I1 est not6 G v 0 . C'est une fonction surm6diane. 

d) On dit que f d6finie qp appartient/t  IH 1~ ssi pour tout compact K, il existe 
g~IH tel que gl~=flK qP. Si de plus f est le potentM d'une mesure positive ne 
chargeant pas les polaires, on dit que f est un potentiel local. 

II.3.2. Proposition. Une fonction G~-surmOdiane f est un a potentiel local ssi: 
a) f ~  ][-I l~ 

b) Pour route suite d'ouverts relativement compacts D n croissants vers X, 
lim ~ Hg~f = O. 

n ~  + o o  

Corollaire (D6composition de Riesz). Toute fonction surm~diane appartenant gl 
1H ~~ est la somme d'une fonction harmonique et d'un potentiel local. 

Ddmonstration. �9 Partie directe: f d? e C[~ (X) S Hg ~ G(v) 0 dm= ~ d v Hg ~ G ~ { 0 
quand n ~  + o0. 

�9 R~ciproque. V n, f - -HDf ' fes t  un aD"-potentiel GD"(v,). 

En effet si gelP~ est tel que g = f s u r  D, et g__<fg-Hg~g est un a D" potentiel et 
f - H ~ f < g - H D o ~ g .  On v6rifie ais~ment que si m>n, aOn(Vm)=GOn(Vn) et donc 
vm lb, = v,. On d6finit alors v = lim T v,. 

On a, VqS~C~(X): lira ~ G v , ~ d m =  lira ~GOdv, 

= lira T~GD"~dv, 

Et donc f =Gv. = ~ f  Odm. 
Le corollaire r6sulte du fait suivant: Si g est surm6diane, lim SHg~g est 

harmonique. 

Remarques et Notations. �9 On note gl~176 le cone des mesures associ6es attx a 
potentiels locaux. #~gl~ ssi # ne charge pas les polaires et pour tout compact 
K, ~t/4o K est d'6nergie finie, 

Si/~eg~~176 toute fonction de IH est localement # intdgrable. 

II.3.3. Proposition�9 Pour tout ~ > 0, pour tout mesure v~g~~ v ffI~ est la mesure 
de r176 associ~e au potentiel local H~ G~ v. 

On l'appelle Ia mesure a~ balayOe de v sur M. Si M est compact, elle est d'dnergie 
finie. 

En effet: VgeLZ(m)~ffI~td~gdv= lira T ~ffI~tG~gdv, 
n ~ + o o  

=l im ~" ~ g. H~G~v, d m = f  g. H~G~vdm. 
n 

II.3.4. Proposition�9 a) Si pour tout ~ >0 on note v~ Ia mesure ~ balayOe de m, alors, 
Otant donnds ~ et fl > O, il existe C > 0 tel que: 

1 
C v ~ v f l ~  v~. 
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b) Si Mr d~signe le support commun des mesures v~, Mr est l'intersection des 
ferm6s incIus dans M e t  tels que leur compldmentaire dans M soit polaire. 

DOmonstration. a) En effet, V a, fl > 0, g ~be/2 (re) c~/2 (v~), on a v~(iqSI)=S/~(IqSI) din, 
et donc: 

---v,(l~bl) + (/~-~)f/~t(lq~l) G~ 1 din< v,(kbl)(t + [fl--~),  

ce qui en faisant varier ]3 et ~ d6montre la partie a) de la proposition. 
b) I1 est clair que M r est inclus dans M. Montrons que M - M  res t  polaire. 

D'apr6s 1.4.2 (Remarque) il existe, pour tout compact K inclus dans M - M r ,  
une fonction fke C~ (X)n IH telle que f = 0  sur M r et f > 1 sur K. 

On a H ~ f  = 0 et donc f e  IH D i.e. f = 0 qp sur M. On en d6duit que K est polaire. 
M - M r  est donc polaire. R6ciproquement, si F est un ferm6 inclus dans M tel 
que M -  F soit polaire, il est clair que v, est port6e par F. 

II.3.5. Les noyaux H~. Soit v~gl~ telle que V ~ > 0 / ~  applique continfiment 
/2(v) dans/2(m) (par exemple v = vt~ ,/3 > 0). On d6finit par dualit6 une application 
continue H~ de L~(m) dans L~176 qui v6rifie l'identit6" 

H~ G j  = G~ (HM f �9 v). 

En effet: V • > 0, V ~b e C~ (X), V f e  L ~176 (m) 

a~(H~ GJ, ~ qS) = S HM G j .  ~ d m = ~ f  . _0 M G~Odm=~ lT~ f  G~Od~. 

r /f ir ,  vest  donc d'6nergie finie et S HffG~f. 4din= S G~(Ftfff. v)4dm. 
Les op6rateurs F/~ se prolongent naturellement en des noyaux positifs ~t 

valeurs dans les fonctions d6finies v ps. 

II.4. InterprOtation probabiliste 

Darts cette section, on montre que les noyaux de Poisson s'interpr6tent de la 
fagon usuelle en fonction du temps d'atteinte de M par le processus de Markov 
associ6/t a. Ceci revient/t dire que si un processus de Markov est associ6/~ a, le 
processus tu6 ~t la sortie de D est associ6 fl a v. 

Les noyaux F/~ s'interpr~tent du point de vue probabiliste fl l'aide des lois 
d'entr6e introduites par Getoor-Sharpe ([133). 

II.4.1. Proposition. Soit f un ~ldment de IH et f u n e  fonction presque bordlienne 
Ogale gt f quasi partout. 

On a, pour tout ~>0, l'identit~: H~f=E.(e-~TMf(Xr~))qp. 

Cette identit6 est une cons6quence imm6diate de 1.5.5 lorsque f est diff6rence 
de deux ct potentiels. 

Mais Vf~lH ~(/~,),~Ntq lira ~,G~+~,f=fet limoo/3 . V~+~J=fqp.  Or V/3>0, 
n ~  ~ - o o  

/3 G~+Sest diff6rence de deux e potentiels. Si f est born6e, la continuit6 de H Met 
le th6or6me de convergence domin6e permettent de conclure. 
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On &end ce r6sultat aux fonctions de IH non born6es en utilisant le th6or6me 

de convergence monotone .  

II.4.2. Proposition. M, est caractdrisOe par la propriOtd suivante." 
M r est le plus petitfermd de X tel que on ait P . ( T M = 0 ) = 0  qp sur M~. 
Si on se place sous I'hypothkse d'absolue continuitO (I.5.7) on a Mr = M r ou M r 

d~signe l'ensemble des points rdguliers de M. 

DOmonstration. P.(TM = 0) = 0 qp sur F c ~=> P. (TM ~, Fc) = 0 qp sur F C , ~  e~ ~ ~ < 1 qp 
sur F c si F est un ferm6 de X ~ e~ ~r~ = 0  qp ~ M - F  polaire_. 

Du  fait que M - M  ~ est polaire, on a en g6n6ral M ~ _ M  r. Sous l 'hypoth6se 
d 'absolue continuitY, on a: M, = M ~. 

En effet dans le cas contraire, M ~  M~ serait non vide. Mais cet ensemble 
serait/t  la fois r6gulier et polaire, ce qui est contradictoire.  

II.4.3. Changement de temps. La fonction 1- E~(e-~r M r - e - ~ )  d6finie sur X - N  

est un c~ potentiel r6gulier, cf. [6] chapitre IV. De plus du fait que M - M  ~ est 
polaire (I.5.7), on a: 

1 _ E.(e-~r r -~  ~ M - e  ) = H ~  G~l=G~v~qp. 

Soit A t la fonctionnelle additive continue telle que: 

let Ex(e-~r M r - e - ~ ) = E x  (J e -~dAt  (A~ est la f.a. c~ balay~e de dt sur M~). 

On a: Gpv~=E. e-~tdA~ qp. 

Proposition. g f~N+ on a: Gp(fv~)q=.p.E. e-Ptf(Xt)dA~ 

On reprend essentiellement la d6monstra t ion de I-6] chapitre VI. ll suffit, par  
un ra isonnement  de classe monotone ,  d '&ablir  l 'identit6 cherch& dans le cas ou 
f est l ' indicatrice d 'un  ouvert  dont  la fronti~re est de v~ mesure nulle. (Ces ouverts 

(i t t engendrent  la topologie de X.) E. e-~IG(X~)dA~ et E. ~e-~tlG~(X~)dA~ 
' , 0  / 

d6finissent deux fl potentiels locaux not& respectivement Ge~ et G~# 2. On a, 
d 'une part:  H~G~#I=Gr 1 ~ Supp /q __c G, d autre part:  H ~ G ~ g 2 = G ~ 2  
Supp ( # 2 ) -  G~ avec #1 + #2 ~ v, e). D u  fait que v~ ne change pas la fronti~re de G 
on en d~duit: #~ = 1 o v~. 

En posant  v=v~ et en appl iquant  II.3.5 on a: 

g J ' ~ + ,  g g ~ +  tel que g = H ~ f q p  

d 'une  part :  G~(vH~f)=E.(~oe-~tg(X~)dA~) 

d'autre  par t :  Ga(vH~f )=H~Gf f=E.  I e-~tf(X,) dt qP" 
T M  r 
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Mais cette derni6re quantit6 peut 6galement s'6crire: 

E. je-~tW~M~f(Xt)dA ~ off W ~t~ d6signe la r6solvante du semi-groupe 
\0 

d'entr~e associ6 au ferm6 r6gulier M" (cf. Getoor-Sharpe [13]). On en ddduit: 

w M ' f - - f l M f  j -  ~ j ,v  p.s. V f ~  +. 

II.5. Forme de Dirichlet balayke. Le but de cette section est de construire une 
forme de Dirichlet sur M qui avec a D, d6compose a. On supposera dorOnavant 
que M = M~. 

II.5.1. Dkfinitions. On d6finit IH M = {qblM, q5 elH} oti qblM est une classe de fonctions 
quasi continues sur M obtenue par restriction A M de qS. 

Pour tout ~>0  on d6finit la forme bilin6aire balay& de a~ sur M, M ate), sur 
IH ~t x IH M par: 

V 4), ~ IHM, a(~(49, O)=a~(H~4),H~O)=a~(ff l f f4) , /~ ~)= a~(H~ qS,/~ t)). 

(V qSelH M, HM~b est d6fini de fagon 6vidente). 
M d6finit une structure hilbertienne sur IH M La forme quadratique associ6e/t ar 

pour laquelle a~) est continue. La topologie ainsi d~finie sur II-I M est ind6pendante 
de c~>0. 

II.5.2. On 6tablit sans difficult6 les relations suivantes: 

a) Vc~>0, VqS, 0elI-t, a,(qS, O)= v M ^~ M -U~ ~)+ %~(q~lM, 

b) V c~>=0 V/~>__0 V qS, OelH M on a: 

u (q~, O)=(c~_fi) I HM()FI~Odm. a(~ (4, 0) - a(a) 

II.5.3. Proposition. La contraction module et la contraction unitd op~rent sur 
M et ^M a(~) a(a ) . 

Du fait que IH M s'injecte dans/j~c (v~), il suffit de v6rifier le principe complet 
M potentiels de fonctions mesurables born6es/t support du maximum pour les a(~) 

compact (cf. [4]). Or s i f  est une telle fonction et Vfson a~ potentiel on a: 

a~(H~Vf,  g)=a~(H~Vf,  H~g)=a~)(Vf ,  g)=~fgdv~,  V g~lH. 

On en d6duit que H~ Vf=G~(fv~). Le principe complet du maximum dans 
OH M, a(~) se d6duit alors du principe complet du maximum pour les potentiels 
de mesures dans OH, a~). 

Corollaire. Siv est une mesure positive sur M telle que Supp (v)c_M et telle que IH M 
M dffinit une forme de s'injecte continfiment dans LE(v), alors, pour tout ct>O, a(~) 

Dirichlet r~guli~re basde sur L2(v). 

On l'appelle forme de Dirichlet balay6e de a s sur LZ(v). 
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II.5.4. Proposition. Pour tout c~ > O, RIM s'injecte continf, ment dans L2(v~) et L2(~). 

Fixons c~ > 0. Soit Vx la r6solvante d6finie par la relation: 

a(~M)(~f g ) + 2 < f  g>L2(~,)=.[fg dye, Vg6IHMc~L2(v~), VfeL2(v~). 

D'apr6s la proposition pr6c6dente, V~ est sous markoviennc (cf. [4]). 
Pour toute ~bEIHUc~ CK(M), 

M " M a(~) (q~, q~) = ,lain a ( ~ ) ~  (2 V a ~b, q~) = ~-,lim+oo 2 ~ [q52 - (V~, ~b)~b] dv~. 

Mais, V2 > 0 ~ 2(V~ch)d~dv<�89 ~ (2 V ~  z +2 V;,~2)dv~, du fait de la sous mar- 
kovianitd de V z. 

Eneffet: 2V~q ~ ( ~ ) [ 2 V ~ q  ~ ,2\ r189 --<�89 +q' ) 

i.e." )~ V~qb. qS_<�89 1 - 42). 

On en ddduit: a(~) (~b, ~ ) M  > lira sup ~ ~ (q52 2 _2V2 ~ 2 )dm+~((a'~ 2 _X~q52)dm. 

Soit u, une suite de a potentiels croissant vers 1. 

On a: 2 ~ (4~ 2 -2Vz4)Z)dm 
lim M 

= lim a,(H~2Va~Z,u,)>= lim a~u,H~2Va(oZdm>=eSH~2VaCZdm. 

M e ^ 2 On adonc: %(~,r lira ~-j~V,~v~+~j;~V~b ,~ 

>~ CZdv~+2fr  ~. i.e. a(,) (~b, q~) = 2 5 

II.6. DOcomposition des r&olvantes 

Remarque. On d6montre aisdment que les opdrateurs /~M (respectivement H M) 
se prolongent naturellement en des op6rateurs continus de L2(v~) (respectivement 
LZ(~e)) dans Le(m), pour tout fi>0. (On utilise la sous markovianit6). 

II.6.1. Proposition. Soit vune mesure positive sur M telle que RI M s'injecte contingt- 
ment dans L:(v) et telle que fIM(H M) op&e continf, ment de Le(v) dans LZ(m), pour 
tout ~>>_0. St R(~) (R(,)) destgne l operateur potentwl assocw a la forme de Dmchlet 
a~) (a~)) basde sur L~(v) et si TI M (H~) d&igne le transposO de Hff (H M) on a les 
identitds : 

a) W,/~>0, 

b) V~>O, 

c) V~x>O, 
q 

_ _  D M ~ / M  ~ _ _  ~ D  * M ~ ^ M  G~-G~ +H~ R(~) ~ , (G~-G~ +H~ R(~)H~ ). 
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Remarque. Si /4y op6re continfiment de /2 (v) dans /2 (m), pour tout ~ >0, les 
op6ra teurs / /y  sont induits par les noyaux d6finis en II.3.5. 

D~monstration. a) ~/qb ~ 1H, M a~(H~ R(~)f, dp)= a~)(R(~)f, ~blM ) = ~ f 4  dv ~ fv est d'6ner- 
gie finie et G~(fv)= HyR(~)f. 

D'apr6s (II.4.3.), on en d6duit, si v=v~: 
r 

V f~La(m) R(~)f=E. (~o e-~t f(Xt)dAflt) qp. 

b) I1 suffit d'6tablir d'apr6s (II.2.2.b) l'identit6: 
M M 

i.e. V feL2(m), V gslI-I ~ M a~,(H~G~,f, a~,(H~, R(~ofI~, f, g)= g). 
Or 

a=(Hy G~J; g) = a~(GJ, ~Iy g) = ~ f / { y  g d m, 

et 
a~(H M R(~)H~f, g) -- M M H M a(~)(R(~)FI~ f, glM)=5 ~ f ,g  dr. 

II.6.2. Proposition. Sous les hypoth&es de II.6.1., si on pose pour tout ),_~0 
a(z)(.,.)=a(.,.)+ 2(.,.)L2(,), a(z ) est une forme de Dirichlet rdgulidre ddfinie sur 
IH et bas& sur L2(m). Si on note R(=)z et G(x)~ les rdsolvantes respectivement associ&s 
�9 M L2(v) et d a(,~) a %o sur sur L2(m), on ales identit&. 

M M a) G(~)~ - G(.)~ = (fl - a) G(~)~ G(.)~ + (/z - fl) H a R(~)~ R(~)~ H~ 

//M M b) R(~)z-R(~).=(#-2)R(~)xR(a).+(fl-a)R(~)~ ~ H~ R(~). 

Interprdtation probabiliste. On a vu en III.2.1 que siv = vp on a 

{ 

on pose: Vf~N +, R(~)zf---E. ( g'[X ~ -IAfl ~ Si f ~ ~ t i t  

On v6rifie ais6ment que: Y f e ~  + R ~ f = R ~ z f + s  

On en d6duit que R~>f=R~)z f  qp. 

R(~)z s'interpr6te alors comme la r6solvante du processus tu6 & un temps 
exponentiel de densit~ ae -~  chang6 de temps ~t l'aide de la fonctionnelle additive 
A~. 

II.7. Extensions possibles 

a) Si on ne suppose pas que la contraction unit6 op6re sur ci tousles r6sultats 
concernant a 6nonc6s jusqu'ici restent valables except6 II.5.4 et II.6. On peut 
d6finir les op6rateurs G~, *D G~,/~y. Ceux-ci sont alors positifs mais en g6n6ral ils 
ne sont pas sous-markoviens. 

b) On peut aussi d6velopper une th6orie du potentiel associ6e ~t a en supposant 
seulement que la contraction module op6re sur a (cf. [1]). 
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III. Un probl6me de construction 

Soit/~ une mesure sur M telle que L2(#) soit topologiquement 6gal ~ L2(v=+~=), 
pour tout e > 0. 

Ce chapitre est consacr6 /t la rdsolution du probl~me suivant: trouver une 
condition n6cessaire et suffisante pour qu'une forme de Dirichlet k basde sur L2(#) 
soit la forme de Dirichlet balay6e sur L2(#) d'une forme de Dirichlet r6guli&e g 
bas6e sur L2(m) et admettant a 9 comme restriction ~ D et H~ et H~  comme noyaux 
de Poisson. On obtient ainsi un th60r6me de construction qui constitue la r6ci- 
proque de la d6composition 6tablie en II.5. 

L'id6e d'appliquer la th6orie des espaces de Dirichlet/t ce type de probl6mes 
apparait dans une publication de M. Fukushima (cf. [10]). I1 obtient une construc- 
tion des r6solvantes markoviennes G* ddfinies sur un ouvert born6 de 1R ~ telles 
que G ' f -  G=f soit harmonique s i f  est de carr6 int6grable, et G~ la rdsolvante du 
mouvement brownien tu6 fi la sortie de l'ouvert. Ces r6sultats furent g6n6ralis6s 
par Kunita fi une classe de diffusions (cf. [16]). 

Dans un cadre diff6rent, (fronti6re rdguli&e) Sato-Ueno (cf. [20]) et Bony- 
Courr6ge-Priouret (cf. [5, 19]) ont r6solu des probl6mes analogues pour certaines 
classes de diffusions/l coefficients hSlderiens. 

Dans le cadre de la thdorie des espaces de Dirichlet, M. Silverstein r6solut 
le probl6me abord6 par Fukushima darts le cas d'une L 2 r6solvante quelconque 
associ6e 5 un espace de Dirichlet r6gulier v6rifiant une condition de transience 
(cf. [21-23]).  

Les techniques utilis6es ici se rapprochent souvent de celles utilisdes par 
Kunita et Silverstein. 

III.1. La forme N M 

On a montr6 en II.5.4 l'in6galit6: 

M (Z 2 v >o, vc H-I M. 

Si on pose, pour tout CeL~u), pour tout ~>0,  

N((~ (C) -'-=~ ~ 5 ( H ~ C  2 "-~/t~ C 2 --2HMCftoMC)dm 
2D 

cette in6galit6 peut s'6crire: 

aM(C, C)>N~(C) V CeIH :~ V~>0,  d'apres II.5.2.b). 

III.l.1. Proposition. Pour tout O~L~,), N~(r est positif et croissant en ~. De 
plus, les contractions opdrent sur N(~. 

On introduit les mesures positives sur M x M  U~(dy, dz) d6finies pour 
~, fi => 0 par l'identit6: 

g C, r  C,:(M), (fl - o:) ~ Hy  [ I f  ~h dm= ~ C(Y) t~(z) U~M~(dy, dz). 
D M x M  
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Un calcul facile montre que: 

~/a, fl, 2 => O, U~, ~(dy, dz) = U~, e(dy, dz) + U~, ~(dy, dz). 

Remarquons que, g 0 e C~(M), on a l'identit6: 

(,) 

M 0{ ^ M  0 2 M 1 U D ~(dy, d z )+-  ~(I-HoMI) H~ dm 

+ ~  i(  1 ^M M 0 e - H o 1)  H~ din. (**) 
Z D 

Cette derni&e 6criture 6tablit la positivit6 de N(~ et le fait que les contractions 
op&ent. 

D'autre part, d'apr& l'identit6 (,), le premier terme de la d6composition de 
N(~(0) est croissant en a. I1 suffit donc d'6tablir la croissance en ~ du deuxi~me 
et du troisi6me membre. 

Remarquons que: 

~(1 - Ho M 1)(aHff 0 2 - f iH~ q5 2) dm 

= ( f i - c  0 J (1 - H  M 1)(Hr~ 0 z - ~ G  D H~ 0 2) dm 

= ( f i - a ) ~ t l - e G ~  l - n o  M l + e G ~  Ho M1) H~  0 2 dm 

= ( f l -  c0 j'(1 - ~ G ~  1 - H f  1)H~ 0 2 din. 

Lemme. 1 - H f  1 - GO 1 > 0 qp, V ~ > 0. 

On a en effet: 

1 - U  M I - ~ G ~ I =  lim f iG~+pl-HMflG~+~l-c~G~flG~+pl ,  

mais flG~+pl=G~(fl-fi2G~+~l) et donc l'expression pr6c6dente est 6gale ~t 
G~ (fl - fl 2 G~ + p 1) - c~ G~ fi G~ + ~ 1 elle m~me 6g ale/t fl G~ (1 - (e + fl) G, + ~ 1) 6 videm- 
ment positive. 

La croissance du deuxi6me membre est ainsi 6tablie. On proc6de de la m6me 
fagon pour le troisi6me membre. 

M d6signe la forme polaire de N(~ on a, pour tout Remarque. Si n~) 

0~L2(#): M + ytM O- dm+c~H~ O- Ho 0 dm , 0 + �9 § 
D D 

et les deux termes du second membre sont croissants en ~. 

III.1.2. Proposition. a) Soit NM={0eL2(#)  tels que lira T N ~ ( 4 ) < + o ~ }  et 
~--,+ 00 

posons pour tout 0 s N  ~t, NM(0)= lira u N(~)(O). Si, pour ).>0, on pose Ny-= 
~ - ,  + o0 

NM+2 [( [(2L2~,~, N ff  d~finit une norme hilbertienne sur N M. Les contractions 
op&ent sur N ~. 

b) Pour dp~N M, on peut poser 0(0 +, 0 - ) =  lim To~HMo 0 -  H~ 0 + din< +oo. 

c) IH M est inclus dans N M et on a, pour tout OelH M, aM(d~, O)> N~t(O). 
d) Il existe une mesure positive O(dy, dz) dffinie sur M x M - A  (ou A d&igne 
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la diagonale du produit M x M) telle que pour OeN~tc~ C(M) on ait: 

O+(Y) O-(z) O(dy, dz): 0(0 +, 0 )  (1) 

~ (O(Y)- O(z)) 2 0(dy, dz)+ y HMo 0 2 dzo + y f l y  0 2 d z o :  2NM(0) (2) 

off )~o (resp. Zo) dksigne la restriction ~ D de la mesure Z a (resp. Z a associ~e au a 
(resp. 8)-potentiel local de la dOcomposition de Riesz de 1 i.e. la mesure associ~e 
au a ~ (resp. 8o) potentiel local de la dOcomposition de Riesz de la fonction G~ 
(resp. G~)surmOdiane 1--HoM1 (resp. 1 - f l y  1). 

(Si Dest de capacit~ finie, on a, G o Zo= 1 - HMo 1(0 v ZD= 1 - - f i g  1)). 

DOmonstration. a) et b) sont des consdquences faciles de la proposition et de la 
remarque pr6c6dentes. 

c) r6sulte de l'in6galit6: aM(0, 0 ) < J ~ ( 0 )  V 0 e l H  ~u V c~>0. 
Pour 6tablir d), remarquons que Co(M)c~N M est dense dans Co(M ) d'apr6s 

c). On en d6duit que les fonctions de la forme 

~0 /+  0i- avec OieC~(M)c-~N ~t 
i = 1  

forment un c6ne convexe dense dans C~(M x M - A ) .  On en d6duit l'existence 
d'une mesure O(dy, dz) sur CK(M x M - A )  v6rifiant (1). I1 rdsulte de la ddfinition 
de 0 que: 

V O e C K ( M x M - A ) ,  tfO(y,z)O(dy, dz)=l imi f~ , (y ,z )  Uo,~(dy, dz) 
ct 

cette derni6re limite 6tant croissante si ~ est positive. 
(2) r6sulte alors de l'identit6 (**) 6tablie lors de la d6monstration de la pro- 

position pr6c6dente et du lemme suivant (6vident si D est de capacit6 finie). 

Lemme. Pour tout ~ e N ~  ~ C~ (M), lira T c~ f H ~  q~2(1 - H o  M 1)dm = ~ f l~  0 2 d ) f  . 
c t ~  + o9 D 

Soit D, la suite croissante d'ouverts relativement compacts 6puisant D introduite 
en II.2.1 (lemme 2). 

lira i" ~ c~fl~ 0 2. (1 - Ho M 1) dm= lira ]" lira 1" ~ e H  M 0 2. (1 - Hg "~ 1) dm 
~-~ d- oo c t - ,  -~ o3 n - ,  + oo 

Si X, est d6finie sur D, par: 

D e G~ Z, = 1 - Ho" 1, on a Zo = lira 1" Z, (cf. II.3.2). 
n 

Le deuxi6me membre de l'identit6 pr6c6dente peut s'6crire: 

lira T lim T ~ H ~ H ~  O 2. G~ 

M 2 = lim ~ ( l i m S H g ~ H ~ O 2 d x , - l i m T S H ~  0 dz.). 
ct-, + oo n n 

Mais d'une part, 

,_,+ H o H~ qSd)~r, , O m e n  l i m f H ~ H ~ e 2 d z , > ~  lim o~ M 

~_~ ~ HMo O 2 d z ~ , ,  V m e n  
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et donc: lira ~ n~ ~ H~ r dz, > ~ HVo 4)2 dz" 

D'autre part: lira ~Ho ~ Hff 4)2 dz <lim ~ H ~  H f  4)2 dz< ~ HMo 4)2 dz. 

On en d6duit: lim 1" i c~/tf 4)2. (1 - H o  M 1)din= fHMo 4)2 dz 
Gt~ + oO 

car: lira $ ~H M 4)2 d)~=0. 
~t 

Remarque. Dans le cas off a D et Ho ~ sont associ6s ~t un mouvement brownien 
plan stopp6 ~t la sortie d'un cercle, on a 

C 
o(&, dz)- d4)(x) a 4)(y) 1 - cos (4)(x)- 4)(y)) 

si 4)(x) ddsigne l'angle polaire du point x et C u n e  constante positive (cf. [10]). 

III. 1.3. Proposition. Pour tout 4)~ N M, H~  4)-  I2IMo 4) appartient d 1H D et 

NM(4)) >= l a~(i~, 4) _ rim 4), I~" 4) -- ~'g 4)). 

Ddmonstration. V 4), ~L2(mID) on d6finit la forme approch6e: 

aD(~)(4),O)=e~(4)-eG~ 4))O dm, V 4)eLZ(mlo+#), 
D 

V c~ > 0, on d6finit: B (~)(4) = NM~)(4)) + a~ -- Hf 4), 4)- fifo 4)). 

On a: B(~)(4)) = 2 ~ (Hff 4)2 + Of 4)2 _ 2 4)Hy 4) - 2 4)/~M 4)) dm+ a9(~)(4), 4)) 

(X 

= ~ d m [ ( H  M 4)z-24)HM 4)+42 H ~  1)+ (IQ y 4)2-- 24)BM 4)+4)2 BM 1)3 

g 

+ a'<~J(4)' 4 ) ) -5  ~ ( ~  1 + / ~  1) 4)~ am. 

!aD(~)t,fi2 ~ U  11 Etdonc :  B(=)(4))>a~189 4)2)- 2 t '~, o , 
0~ 2 

~B(')(4)) > ~ - ~ G~ 4)2 _ 2 4)G~ 4) + 4)2 G~ 1) dm 

+�89 - n y  1, 4)a)+ �89176 1 - / t o  ~ 1) 

~ B(=)(r 

Enprenant  ~ V ^ 4)=~(Ho 0 + H ~  0) V qJaN ~, on en d6duit: 

NM(.)(O ' i]1)>=1 aD(=)(Ho O -  ffto ~, Ho r -ffIo ~) V ot > O. 

La proposition en r6snlte. 

III.2. Th6or6me. Pour qu'une forme de Dirichlet k ddfinie sur IK et bas& sur ~(#) 
soit la forme de Dirichlet balayde sur L2(#) d'une forme de Dirichlet r~guli&e g 
basde sur L2(m) et admettant a D comme restriction ~ D et H~o et ffI~ comme noyaux 
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de Poisson, il faut et il suffit qu ' elle @rifle les conditions suivantes : 

a) I K ~ N  u et pour tout CMK, k(O, q ~ + ) - N U ( r  0(r -, r  

b) Il existe ? > l teI que k(r O)> �88 aU(HMo r  ffI~o r Ho O-Y to  (O), V OeIK. 

c) k est ~M-r@ulidre avec @M={r tel que 3 6~Cr~(X) tel que 6 -  
H~ r 

d) Si Zk(X ~) est la mesure associde a u k  (~) potentiel local de la ddcomposition 
de Riesz de 1, on a: 

A. Partie directe 

a) D'apr& II.1.2.c), il suffit, pour 6tablir a), de d4montrer l'in6galit4: 

-a~qr -, 4+)-0(r  -, r v r  ~'. 

Celle-ci rhsulte par un passage /~ la limite de l'inbgalit6: a(~), (~b-, ~b+)<0 
M valable pour tout ~ >0  du fait que la contraction module ophre sur %). 

l 
b) Pour  tout qS~IH on a: a(q~, qS)> IIHoMll2 a~(q~lM, q~lM) 

on en d4duit que: 
M ^ M (-o -o 

V 6~IH ~, a _ 2 ' 2 _ = jIH~II2 aMt'/'w, ~) 

1 i.e.: aM(r 6)--  1 ~m,,M aM(6, 6) 
Ho r  6) > i ] n o ~  T M  

on en d6duit que: I]HoMIIz> 1 + IjHoM-/~o~ll 2 

et que b) est v6rifi6e avec ? -  
1-11Uo~ll z 

c) Est une cons6quence imm6diate de la r6gularit6 de a. 
d) Z ~ est la mesure a-balay6e de Z sur M. On a donc 

B. ROciproque 

i) Lemme. V ~>0,  Hy(L2(ff))~IH~ [0{. 
En effet, soit q~,L2(/0 et D, la suite d'ouverts dhfinie dans la dhmonstration 

de II.2. 
O n a :  V a > 0  lira ~~ M H~"H~ 4 = 0  si HMr D, reals: Hy~HMr H M = ~ r Vn. 

ii) Posons ~ = Ho~0K) | IH D =/~o~0K) ~ IH D et d6finissons la forme bilin6aire 
g sur ~ par l'identit6: 

V r r  D , V 6, 6'MK, g ( r 1 6 2  

La forme quadratique associhe ~t g munit 113 d'une structure hilbertienne 
pour laquelle Ho ~ et /to ~, et donc g, sont continues, (si u=q}+H~tp ,  O6IH ~, 
6MK, on pose: H ~ u = H ~ 6  et H ~ u = H ~ 6 ,  V c~>0. On a: 

g(u,u,)=aO(u - ~ , ^ , u  , M H o u , u - H  o u ) + g ( H  o u , " ~  '" r~ o u ~ V u, u' ~ ) .  
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En effet 

a(4) + H o ~, 4) + [-Io O) = aD(4 ), 4)) + k(O, O) + aD(4), HMo 4) -- FIfo 4)) 

>---aD(4), 4))+ k(t), O) -  l / a ~ , ,  4)) aD(Ho t)-- ffI o O, Uot ) - [-IoO ) 
2 

>aD(4), 4))+k( O, 0)-7~,~ ' gaD(4), 4))k(O , t~ 

> ~ (aD(4), 4)) + k(O, 0)). 
= ~]/7-- 

iii) Si on pose: 

k(~)(4),O)=k(4),O)+c~H~ 4)~Fff O dm, V 4),OelK. 
X 

+ ~ .  M + Ona :  k(~)(4),4) ) = N  (4))+~jHff4) . /~oM4) + din+O(4)-, 4) +) 

>=NM(~)(4)+)+c~H~4)/~o za 4)+ d m + c ~ H f  4) LlZff 4)+ dm 
D 

lq~)(4), 4)+ >o~ + 2 ):~(~(4) ) dv~+j(4)+)~ d%)>-O. 

On en d~duit que la contraction module op&e sur k(~). 
Pour tout ~>0,  on peut d6finir deux op&ateurs positifs duaux R(~ et ~(~) 

de L2(#) dans IK tels que: 

V 4) ~ L 2 (t~), V t) dK ,  k(=)(R(=) 4), t)) = k(~)(t), R(~) 4)) = j 4) ~ d#. 

On v&ifie ais~ment l'identitO: 

V 4),0eG',  V f, gelH v , g=(f+H~4),g+ftMtp)=a~(f,g)+k(=)(4),O). 

Si U= et 0~ sont les r6solvantes respectivement associ6es/~ g et ~ on en d6duit 
les identit6s, 

_ D u u G= G [G~ U~- G~ + H~ R(~)//~ et ^D + tqff ]qff 

�9 M AM ou H(~) (resp. /-/~ ) d6signe l'op6rateur positif de L2(m) dans L2~) transpos6 de 
/4~ (resp. Hy). 

U~ et 0~ sont 6videmment positives, ce qui montre que la contraction module 
op&e sur g. 

Pour 6tablir que g est une forme de Dirichlet, il reste ~ montrer que U= et U~ 
sont sous markoviennes. 

iv) Vu la sym6trie des hypotheses, on peut se borner & montrer que U= est 
sous markovienne. 

La d6monstration est particuli6rement simple si X est compact. 
I1 sumt d'6tablir que: V,u. ~ G +, u = Ho ~ 0 + 4), a(1, u) > 0 i.e. ~ 4) dXD + ~ ~P dz k > O. 

Du fait que: - 4 ) >  Ho M ~, 1 in6galit6 r6sulte de 1 hypoth6se: zk>---ZD H~" 
D'apr6s le lemme de III.l .l  et la d6composition de U= obtenue ci-dessus, il 

suffit de montrer que: V ~ > 0 ~R(~) Hff 1 < 1 

i.e. V~C~(M)  j~e~=~Uy14)du<54)du. 
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Or ~ ~R(~) U M 1 q~ dp = ~ ~ R(~) IIM(H M 1 -- H o RZ k) r dp 

+ ~ eR(~) Hy(1 - Ho M l) r dp + ~ aR(~) II~ H o R Z k q5 d# 

II,  (H o 1 - H o RZ k) 0 d# + ~ (1 - Ho M 1) cd4 M/~r r dm 

+ Cdz 

On d6duit facilement du lemme introduit ~t la fin de la d6monstration de 
III. 1.2 l'identit6: 

V f e ~  + lira ]" ~ H M f ( 1 - - H M 1 )  d m = ~ [ t M f d z ,  

et d'apr6s d'hypoth6se d) on en d6duit l'in6galit6: 

aR(~) H ~  1. r d/~ ~ ~ RZ k cp d# + ~ aR(~) H M HM(1 - RZ k) 0 d#. (*) 

Soit v, une suite de k potentiels croissant vers 1 - R Z  ~. 

On a: ~ c~R~) H M HM(1 -- R Z ~) r d/~ = lira ]" k(c~Rr Hff  HMo v~, [~ r 
n 

= lira 1" g(c~ U~ H0 ~ v , , / ~ t / ~  r 

< lira T g(H0 M v , , / ~ / ~  r 

Cette indgalitO est une consOquence du rdsultat suivant. 

Lemme. Siv  est un k potentiel HMo vest  un g potentiel. 
En effet si u = r  r D, ~eIK on a g(u, HoMv)=k(O, v) et u > 0  ~ 0 > 0 .  

(Pour 6tablir ce dernier point on utilise le lemme 2 de la section II.2.1). 
On en ddduit que: ~ e R(~)H~ H~(1 - R X k) r d# < ~ (1 - R Zk) r d/~ 

et d'apr6s (,) 

v) La r6gularit6 de g proc6de directement de l'hypoth6se c). On a 6videmment 
i[_t~ = ~D et le reste de la proposition suit sans difficult6s. 

C. Le cas symdtrique 

i) Darts le cas ou toutes les formes de Dirichlet envisag6es sont sym6triques, la 
condition b) du th6or6me est triviale. Les in6galit6s de a) et d) sont v6rifi6es (si k 
est r6guli&e) si et seulement si les contractions module et unit6 (et donc routes 
les contractions) op&ent sur k - n  u (ou n M d6signe la forme bilin6aire sym6trique 
associ6e h NM). 

ii) En effet a) s'6crit alors: 

IK___N M e t  k(r +, r162 +, r  V r  

i.e. : la contraction module op6re sur k -  n M. 
Si X est compact, il est particuli6rement facile de montrer que d) est v6rifi6e 

ssi la contraction unit6 op~re sur k-riM: d)peut  en effet s'6crire: 

k(1, r  r  V +. 
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En g6n6ral, le plus simple est de montrer que si la contraction unit6 op~re sur 
g - n  ~, U s est sous markovienne. 

iii) Du fait que les contractions oparent sur k - n  M, on v6rifie qu'elles op~rent 
sur la forme bilin6aire sym6trique, k - n  ~(~). On en d6duit que si ).El0 1[ la 
forme bilin6aire B~, ~ d6finie par: 

est une forme de Dirichlet sur IK. 
Soit ~(~) l 'op6rateur potentiel associ6/t kr sur L2(v~). 
Soit H~  l'op6rateur de L2(m) dans lZ(v~) transpos6 de H M. On v6rifie aisBment 

l'identit~: U s D M " - = G~ + H a R(~ H~ et on a : / ) y  1 = 1. 
I1 suffit donc d'6tablir l'in6galit6 e/~(~ 1 ____ 1. 
Soit u, une suite de B~, x potentiel croissant vers 1. 
On a V r e C~ (M), B~, ~(u.,/~(~ 4)--> 0 

i.e. ~ 4)u~dv~-,~ S_R(~ ch.u, dv~>O 
i.e. ~ (o(u,-),c~fl~u,)dv~>O. 

Et en passant ~t la limite successivement en n e t  en e on 6tablit l'in6galit6 
cherch6e. 

iv) Pour 2 > 0  la forme n f = n M + 2 ( . , ' ) c : ( , )  d6finie sur l'adh6rence de 
N~tc~N~t dans N M v6rifie les hypoth6ses du th6or6me. Si r~z) d6signe la forme de 
Dirichlet baste sur L2(m) associ6e, son domaine de d6finition ~ est ind6pendant 
de )~ et il existe une forme bilin6aire r d6finie sur ~ telle que: 

S 
r est appel6e la forme r6fl6chie de a D associ6e au balayage sur M. Cette ter- 

minologie est justifi6e dans l'exemple suivant: 

D. Le cas de l'espace de Dirichlet classique 
On suppose_,que X et D sont des ouverts born6s de IR". On prend m=dx.  
a(f, g)= ~ g r a d ( f ) ,  grad(g)dx est d6finie sur IH= H~(X). 

R" 

a ~ est alors une forme de Dirichlet sur IH ~ = H~o(D). 
Supposons la fronti6re F de D tr6s r6guli6re. Soit da la forme volume sur F. 
D'apr6s [9] la forme r6fl6chie sur M est d6finie sur {(~sLZ(dx)idplosHl(O)} 

et 6gale/t ~ grad ( f )  grad (g) dx. 
D 

Un th6or6me de trace montre alors que: V ~beltt, ~blF~H~/Z(F), et que l'appli- 
cation q5 ~ qSIr est continue de noyau H~. On en d6duit que la norme d+finie par 
a M sur IH M est 6quiv~ente ~t: !IfIMIlH~O2,.D)+ Ijflrll~z/~r ~. 

D'autre part, N ={qSe/z (M, d x + d a )  l (pitcH (F)} et la norme induite 
par Nff(2>0)  est 6quivalente/t I1 IIn~/~(r). 

Enfin un 616ment q5 de C 2 (/5) appartient au domaine du g6n6rateur infinitdsimal 

B~ associ6 ~t la forme r6fl~chie si et seulement si ~ (q~)=0 sur F (d6riv6e suivant 

la normale ~t la fronti6re), ce qui justifie la terminologie employ6e. 
Ceci r6sulte ais6ment de la formule de Green. 



Balayage et formes de Dirichlet 319 

Bibliographie 

1. Ancona, A.: Th6orie du potentiel dans les espaces fonctionnels 5. forme coercive. Equipe d'Analyse 
et de Th6orie du potentiel, Paris VI. (1973) 

2. Ancona, A.: Contraction module et principe de r6duite darts les espaces ordonn6s 5. forme coercive. 
C.R. Acad. Sci. Paris S6r. A - B ,  t. 275, 701-704 (1972) 

3. Beurling, A., Deny, J.: Dirichlet Spaces. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 45, 208-215 (1959) 
4. Bliedtner, J.: Seminar on Potential theory II. Lecture Notes 226. Berlin-Heidelberg-New York: 

Springer 1971 
5. Bony, J.M., Courrege, Ph., Priouret, P.: 1/2 groupes de Feller sur une vari6t6 5. bord compacte. 

Ann. Inst. Fourier, 18, 369- 521 (1969) 
6. Blumenthal, R.M., Getoor, R.K.: Markov processes. New York: Academic Press 1968 
7. Carrillo-Menendez, S.: Processus de Markov associ6 5. une forme de Dirichlet non sym6trique. Z. 

Wahrscheinlichkeitstheorie und verw. Gebiete 33, 139-154 (1975) 
8. Deny, J,: M6thodes hilbertiennes en th6orie du potentiel. CIME 1969 
9. Fukushima, M.: On Feller's kernel and the Dirichlet norm. Nagoya Math. J. 24, 167-175 (1964) 

10. Fukushima, M.: On boundary conditions for multidimensional brownian motion with symmetric 
resolvents. J. Math. Soc. Japan Vol. I-C Rome, ed. Greman6se, 58-93 (1969) 

11. Fukushima, M.: Regular representations of Dirichlet spaces et Dirichlet spaces and strong Markov 
processes. Trans. Amer. Math. Soc. 155, 455-473, 162, 185-224 (1971) 

12. Fukushima, M.: Proc. 26me Japon USSR. Sympos. Probab. Theory. Lecture Notes 330. Berlin- 
Heidelberg-New York: Springer 1973 

13. Getoor, R.K., Sharpe, M.J.: Last exit decompositions and distributions. Indiana Univ. Math. 23, n ~ 5 
377-404 (1973) 

14. Ikeda, N., Watanabe, S.: 26me Japon USSR. Symp. Probab. Theory. Lecture Notes 330. Berlin- 
Heidelberg-New York: Springer 1973 

15. Ito, M.: A note on extended regular functional spaces. Proc. Japan Acad. 43, 435-440 (1967) 
16. Kunita, H.: Boundary conditions for multidimensional diffusion processes. Kyoto 273 -335 (1970) 
17. Kunita, M.: Sub-Markov 1/2 groups in Banach lattices. Proc. Intern. Conf. Functional Analysis, 

Related Topics. Tokyo 1969 
18. Meyer, P.A. : Processus de Markov. Lecture Notes, 26. Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1967 
19. Priouret, P.: Processus de Markov sur une vari6t6 5. bord compacte. Ann. Inst. H. Poincar6 4, 193 

-253 (1968) 
20. Sato, K., Ueno, T.: Multidimensional diffusion and the Markov processes on the boundary. J. Math. 

Kyoto Univ. 4, 526-606 (1965) 
21. Silverstein, M.: Dirichlet spaces and random time change. Illinois J. Math. 17, 1 -  72 (1973) 
22. Silverstein, M.: The reflected Dirichlet space. Illinois J, Math. 18, 310-355 (1974) 
23. Silverstein, M.: Symmetric Markov processes. Lecture notes 426. Berlin-Heidelberg-New York: 

Springer 1974 
25. Stampachia, G.: Formes bilin6aires coercives. C.R. Acad. Sci. Paris. t. 258. 4413-4416 (1964) 

Recu le 1 Janvier 1976 


