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Ce travail comprend trois parties. La premiére est consacrée & ['exposé de généra-
lités sur la théorie des formes de Dirichlet et ses liens avec la théorie des processus
de Markov. Les formes envisagées ne sont pas a priori supposées symetriques.

La deuxiéme partie est une étude de la restriction a® d’une forme de Dirichlet
réguliére a basée sur I?(X, m) & un ouvert D de X, des noyaux de Poisson associés,
et du balayage sur un fermé. Si un processus de Hunt est associé a g, le processus
tué 4 la sortie de D est associé a a” et le processus changé de temps par la fonction-
nelle additive a-balayée de dt sur D° est associée a la «forme de Dirichlet balayée »
de a sur I*(v,), ou v, désigne la mesure a-balayée de m sur D°.

Dans la troisiéme partie, on présente une construction des formes de Dirichlet
basées sur le méme espace I7(X, m) ayant méme restriction 4 D et mémes noyaux
de Poisson associés. Cette construction se fait & I'aide des «formes de Dirichlet
balayées».

Le théme de ce travail et certaines techniques ont été suggérés par une série
de travaux effectués ces dernicres années sur des problémes voisins par Fuku-
shima, Kunita et Silverstein. Une note résumant I'essentiel des résultats établis
dans cet article a été publié¢ au C.R. Acad. Sci. Paris. t. 282 (1976).

I Généralités

La théorie des espaces de Dirichlet, due & Beurling et Deny ([3]) introduit une
axiomatique de la théorie du potentiel fondée sur la notion d’énergie. Elle utilise
essenticllement diverses méthodes hilbertiennes et la méthode des contractions.

En utilisant la notion de projection par rapport & une forme bilinéaire con-
tinue et coercive due a Stampachia (cf. [25]), Ancona (cf. [1], [2]), Bliedtner
{cf. [4]), Ito (cf. [15]), Kunita (cf. [17]) ont généralisé la théorie 4 des formes non
symeétriques.

*  Laboratoire «Processus Stochastiques et Applications» dépendant de I'Université Paris VI
n°224 associé au C.N.R.S.
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Ce premier paragraphe est essentiellement consacré au rappel de résultats
généraux sur les formes de Dirichlet (cf. [1, 4, 8]). De plus, 'identité des réduites
au sens des formes de Dirichlet et au sens probabiliste est établie a la fin du para-
graphe.

On suppose donnés un espace localement compact a base dénombrable
d’ouverts X et une mesure positive m sur sa tribu borélienne 4. Le support de m
est supposé égal a X.

L.1. Définition. On dira qu'une forme bilinéaire a définie sur un sous espace TH
de I?(m) est une forme de Dirichlet basée sur I?(m) si et seulement si:
A) La forme quadratique associée a ¢ munit IH d’une structure hilbertienne
pour laquelle la forme a et Pinjection naturelle de IH dans I?(m) sont continues.
B) Si, VfelH, on pose Tf=|f| ou Tf=f A 1, TfeH et:

a(Tf+ 1./ —=Tf)z0
a(f—TLf+T)=z0.

i.e. la contraction module et la contraction unité opérent sur la forme a et sur
la forme transposée d.

Remarques. Si la forme a est symétrique toutes les contractions opérent sur a.

- 4 est une forme Dirichlet.

1.2. Résolvante

+ L’hypothése A) et le théoréme de Lax Milgram permettent de définir une I?(m)
résolvante G, associée & a par la relation:

0,(G, f,8)=[fgdm, Vfel’(m), VgeH, Va0,

ou a, désigne la forme bilinéaire a(-, *)+a<{*, * D120 -

- On définit de la méme maniére la résolvante associée a 4, notée G,.

+ L’hypothése B) équivaut a supposer la sous markovianité de G, et G,,
ou que G, et G, vérifient le principe complet du maximum.

- G, et G, sont fortement continues dans IH et dans 'adhérence de IH dans
(m).

1.3. Exemples
a) a peut &tre la forme bilinéaire associée a un opérateur de diffusion unifor-
mément elliptique sous forme variationnelle et définie sur H5(Q) oi Q est un
ouvert borné de R™.

b) On peut prendre

a(e, 45):'1”‘75”12}(111", ax) T+ ”

avec pe H*(IR" et 0<s< 1.

La résolvante associée est celle d’un processus symétrique stable tué a un
temps aléatoire de densité le *".

¢) D’autres exemples sont donnés dans [14].

O=00) 42y

_y”n+2s
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1.4. Théorie du Potentiel

1.4.1. Potentiels
a) Pour tout 2 =0 les propriétés suivantes sont équivalentes pour pe I*(m).

i) peHet ¥V feH?, a,(p, /)=0.

ii) p=0, BG, sp<p,etIgeH tel que p=<g.

Un tel ¢lément de IH est appelé un g, potentiel. Le cone des a, potentiels est
noté IP_ .

b) IP,, est inf-stable. De plus pelP, entraine que pa 1€lP, .

c) IP, —IP, est dense dans IH (du fait que G, est fortement continue).

1.4.2. Régularité

Pour obtenir une théorie du potentiel assez riche, on fait sur a une hypothése
de régularité, (vérifiée dans les précédents exemples).

Définition. Si & est un sous espace dense de Cg(X), a est dite & réguliére si 2 H
est dense dans IH et dans Cy(X). Si &= Cg(X) on dit que a est réguliére.

Remarque. Si a est réguliére, on a le résultat plus précis suivant:
Si fe Cx(X), pour tout voisinage U de Supp(f) et pour tout >0, il existe
ge Cx(X)nH tel que:

If—gllo<e et Supp(g)=U.
On suppose dorénavant a réguliére (ce qui équivaut a supposer d réguliére).

1.4.3. Mesures d’énergie finie

Définition. Une mesure positive sur X est dite d’énergie finie si et seulement si
sa restriction & Cg(X)nIH est continue pour la topologie de IH. On note & le

cone des mesures d’énergie finie. On pose #= () 4,.
ueé
- u est d’énergie finie ssi il existe un unique homorphisme continu d’espaces

vectoriels réticulés de H dans I'(u) prolongeant I'homomorphisme naturel de
Cx(X)nH dans I'(x). Si Supp(u)=X cet homorphisme est injectif. On ne
distinguera pas dans les notations un ¢élément de IH et son représentant dans
L ().

- Pour tout «=0 il existe un ¢lément ¢elIP, tel que:

aa((ﬁag):fgdﬂ VgEIH

On pose ¢ =G, pu. Inversement tout élément de IP, est le a-potentiel d’une
mesure d’énergie finie.

1.4.4. Réduites. Capacité

- Si f est une fonction numérique définie sur X, si A% et si il existe he H
tel que: h=f p ps. sur 4, V ued, il existe un plus petit a,-potentiel majorant f
sur A p-p.s., pour toute mesure peé. Il est appelé la a,-réduite de f sur A et noté
RA(f) (ou RA(f) il n’y a pas d’ambiguité).

« R(f)est la a, projection de O sur le convexe fermé des éléments de TH
majorant f'sur 4 p-p.s., pour toute mesure ucé.

» Si la a-réduite de 1 existe sur A, A est dit de a-capacité finie. On pose:

Cap,(4)=a(R3(1), R} (1)), e/ =R (1).
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Si a est symétrique, Cap, se prolonge en une capacité¢ de Choquet.

+ Si b est une autre forme de Dirichlet définie sur IH et induisant sur H la
meéme topologie que a, 4 est de b-capacité finie ssi 4 est de a-capacité finie et il
existe k>0 tel que:

& Cap, (4) < Cap, (4) <k Cap, (4).
1.4.5. Ensembles polaires et fonctions quasi continues
a) Soit Aed. A est dit polaire ssi il est de a-capacité nulle. A, est polaire ssi:
u(A)=0 VY ueé.

b) Une propriété vraie sauf sur un ensemble polaire est dite vraie quasi
partout (en abrégé q.p.).

¢) Une fonction f définie sur X est dite quasi continue si et seulement si il
existe une suite décroissante w, d’ouverts de X tels que:

i) fsoit continue sur X —w,
i) lim ef»=0 dans H.

n— + o

d) Si f est quasi-continue, f est positive m-ps ssi f est positive quasi partout.

1.4.6. Représentants quasi continus des éléments de IH
a) Tout ¢lément de IH admet un représentant quasi continu, unique modulo I'éga-
lité quasi partout.

On identifie tout élément de TH avec la classe de ses représentants quasi-
continus. Celle-ci réalise la limite projective de ses représentants dans les espaces
L (u).

b) Soit ( Sonen une suite d’éléments de TH convergeant vers f dans IH et soient
(F)uen €t f des représentants quasi-continus de (f,),y €t de f respectivement.
Alors il existe une sous-suite an telle que f,,converge quasi partout vers f.

L.5. Processus de Markov associé

Dans une série de travaux (cf. [11, 12]) Fukushima a montré comment un pro-
cessus de Markov peut étre associé a un espace de Dirichlet régulier. Ce résultat
se généralise au cas des formes de Dirichlet non symétriques (cf. Carrillo-Me-
nendez [7]).

1.5.1. Définition. Sia est une forme de Dirichlet réguliére définie sur H< I2(X, m)
et si G, est la résolvante associée, si M =(Q, # %, X,, 0,, {, B) est un processus
de Hunt, & valeurs dans X — N, ou N est un ensemble polaire, dont la résolvante
V, vérifie la propriété

VYheF m), VYa>0, V,h=G, hqp.

M est dit associé a a.

Dans la suite on suppose donné un processus de Hunt M associé 4 une forme
de Dirichlet réguliére a basée sur I?(X, m). On reprend les notations de la défini-
tion.

1.5.3. Proposition. Pour tout «=0, sif est un o (ie. a,) potentiel, il existe un re-
présentant quasi continu f de f dont la restriction @ X —N est une fonction ex-
cessive.
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La proposition est évidente pour les potentiels de fonctions. Mais tout a-
potentiel est limite croissante de a-potentiels de fonctions.

L.5.4. Proposition. Soit A un ensemble presque borélien dans X —N et T, le temps
dentrée de X, dans A, (cf. [6]).

Si A est de capacité finie on a: ef =E.(e™*" 1, 1)) qp.

En particulier A est polaire ssi E.(T,<0)=0 qgp.

Démonstration. a) Si A est un ouvert de capacité finie (par exemple relativement
compact) on peut choisir &' telle que 4=1 sur 4 —N.

En effet, si ¥ est un représentant de e? défini sur X — N, borélien et égal a 1
sur 4, on a:

ef=liminfmV,, ¥=liminf V,(¥~mV,,,¥) qp.

o> + 00 a+-m M 4+ 00 o-+m
=liminf V(¥Y—mV,,,,¥)" qp.
m- + o

Cette derniére fonction est o surmédiane. Sa régularisée excessive est égale
quasi partout a e

Orona V(¥ —mV,,, ) 2 V(¥ —mV, . ¥)=mV,,, P

Et donc, d’aprés la continuité a droite des trajectoires,

liminf V(¥ -mV,_,¥)*=1 sur A—N.

m— + o0

Cette inégalité s’étend a la régularisée excessive du membre de gauche, notée
¥’ On prend alors & =¥’ A1 sur X —N.

b) Sifet f vérifient la proposition (I.5.3) et si 4 est un ouvert de X, on a la
double inégalité:

RYf)SE.(e*T*f(Xs )< S ap. ()

La deuxiéme inégalité résulte de lexcessivitt de f et démontre que
E.(e *T4f(X 7)) est un a potentiel.

Drautre part, du fait que A est ouvert, T, est nul P, ps pour xe 4. On en déduit;
E.(e*Taf(X 1 )=f sur A. La premiére inégalité résulte donc de la définition de
la réduite.

¢) En appliquant (x) & ¢ il vient: e <E.(e™*T+&(X;,)) gp. On en déduit
e/ <E.(e™*™ 1,1 ,) qp.

D’autre part, & étant excessive, on a: Vxe X —N, Y K compact inclus dans A,
E (e ™8 1y, ) =Ex(e " % e (X p)) e (x).

En appliquant par exemple le théoréme 48 du chapitre XV de [18], on en
déduit: E (e " 1.7 )Sef(x), VxeX-—N,
on adonc: ef =E.(e™*™ 1,,_; ;) qp et donc m-ps.

En appliquant par exemple le théoréme 53 du chapitre XV de [18] et le fait
que A—ef est une capacité fonctionnelle continue A droite, on montre que
I'identité m p.s. ci-dessus est valable pour A presque borélien et de capacité finie.

L’excessivité du deuxiéme membre permet alors de retrouver une égalité gp.

L.5.5. Proposition. Soit A un ensemble presque borélien dans X —N. Soient f un «
potentiel et f une fonction presque borélienne égale d f quasi partout. On a RA(f)=

E.(e™"1f(Xr,) qp.
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Démonstration. D’aprés les deux propositions précédentes, on peut supposer f
excessive. Supposons dans un premier temps A ouvert.

D’aprés linégalitt (x) du b) de la démonstration précédente on a
E.(e™*™ (X1 )ZR{S qp.

Soit g une fonction o excessive sur X —N égale quasi partout & RZf. On a
g=fqp sur A.

Draprés la proposition précédente, on en déduit, pour tout compact K inclus
dans A

E.(e™Tf(X1,)) = E.(e™*T*{(X;,)) SRS ap.

On peut alors conclure la démonstration en raisonnant comme dans la démon-
stration de la proposition précédente.

1.5.6. Proposition. Tout ensemble semi polaire pour le processus X, est polaire.

11 suffit de montrer qu'une fonction ¥, surmédiane ¢ et sa régularisée o ex-
cessive ne différent que sur un ensemble polaire.

Soit D, une suite fortement croissante d’ouverts relativement compact épuisant
X. Choisissons (cf. a) de la démonstration de la proposition 1.5.4) &2»=1 sur D,
et 82"<1 sur X —N. ,

Si ¢ désigne la classe d’équivalence de ¢ modulo 'égalité quasi partout, pour
tout neN, ¢ AneP est un o potentiel. On en déduit que:

¢ Anelr=lim 16Vs.o(@ Aol ap.

— 4+ ©

Et donc: ¢ A n=ﬂlim 1BV a(¢ An) qp sur D, ce qui permet de conclure.
—+x©

1.5.7. L’hypothése d’absolue continuité de la résolvante

La réciproque de la proposition 1.5.6 est vraie ssi, pour tout xeX — N, pour
tout a>0, V,(x, ) <m(+). Ceci équivaut 4 supposer qu’un a potentiel est représente
par une seule fonction V, excessive. On peut alors les identifier. La proposition
1.5.5 peut s’écrire:

Rif()=Efe"*f(X7,) VSfelP,.

On a les équivalences: A polaire pour le processus <> A polaire au sens des
formes de Dirichlet < A semi polaire pour le processus.

Note. L’équivalence entre la localité de la forme a et la continuité des trajectoires
du processus associé est établie dans [7].

II. Balayage sur un Fermé

Une grande partie de ce chapitre est consacrée a la généralisation au cas non
symétrique de résultats de Silverstein (cf. [21 —23]). En fait, le point de vue exposé
ici est assez différent et une nette distinction est établie entre les résultats de nature
potentialiste et leur inteprétation probabiliste.

Soit X un espace l.c.d., m une mesure de Radon sur X, M un fermeé de X, a
une forme de Dirichlet sur HS I?(X, m) supposée réguliere. On pose D=M-".
On note G, la I?(m) résolvante associée 2 a. On pose H? = {¢eIH|¢p=0 qp sur M}.
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I1.1. Les opérateurs H¥ («Noyaux de Poisson»)

IL.1.1. Proposition. Pour tout a=0, il existe un opérateur unique H,' opérant sur
H caractérisé par les deux propriétés suivantes:

i) HYf=fqp sur M (ie. f~HYfeH"),

i) a,(HMf,¢)=0 VfecH VgeH” (x «harmonicit¢» dans D).

De plus HY est sous markovien i.e.:

VieH, 0<f<1=0<HMf<1 et sifest una potentiel on a HY' f=R}.f.

Démonstration. On peut définir HY de deux fagons
a) HY fest la a, projection de f sur le convexe fermé
I'={geH|f=g qp sur M}

b) f—H fest la a, projection de f sur IH.

Les propriétés i) et ii) sont évidemment équivalentes a a) ou b).

Si f est un a potentiel, Iidentité RY(f)=HM/ est une conséquence directe
de a). La sous markovianité de HM en résulte lorsque f est différence de deux
potentiels. La forte continuité de G, dans IH et la continuité de HY permet de
conclure.

11.1.2. Proposition. Si M, et M, sont deux fermés de X tels que M, <M, on a:
Va=0,Vfeld, H" HY:f=HY: M f= H"f.

Si f est un o potentiel ces deux identités résultent directement de la définition
de la réduite. On conclut par continuité.

I1.2. L’espace H®

I1.2.1. Proposition. Si on note a® la restriction de a a H? x H?, a® est une forme
de Dirichlet réguliére sur TP < I2(D, 1,,m).

H” est fermé dans H d’aprés (1.4.6.b) et il est clair que la contraction fonda-
mentale opére.

Le seul point délicat est la régularité. En utilisant la remarque de 1.4.2 on
démontre aisément que Cx(D)nIHP = Cyx(D)nIH est dense dans Cg(D) pour la
norme uniforme.

H reste & démontrer que Cg (D) IH est dense dans IH”. On procéde en plusieurs
étapes.

Lemme 1. Pour tout =0, pour tout felH, pour toute suite fortement croissante de
compacts K, épuisant X, H*f converge vers 0 dans H quand n — + co.

Ceci résulte aisément de la densité¢ de Cx(X)nIH dans IH, et du fait que les
opérateurs HX" sont équicontinus car ils sont des opérateurs de projection.

Lemme 2. 1] existe une suite croissante d’ouverts D, relativement compacts fortement
inclus dans D telle que, si M,=D:, ¥n, on ait: Yo=0, VfelH, HYf=lim HM"f
dans TH.
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On se raméne 4 'aide du lemme 1 au cas ou D est relativement compact.
D’aprés 1.4.1.c) et du fait de I'’équicontinuité des opérateurs H¥* pour « fixé, on
peut supposer que f est un potentiel. Le lemme résulte alors du fait que, pour
tout o potentiel f, 4 —> RZf est une capacité fonctionnelle continue & droite.
On déduit du lemme 2 que | ) IH? est dense dans IHP. 11 suffit done de montrer

n
que pour tout n, une fonction g de IH " est la limite faible dans IHP d’une suite
Y, de fonctions de Cy(D)nIH.

On peut supposer g bornée: en effet si ¢, est une suite de fonctions bornées
de H convergeant vers g dans IH, pour tout «>0, la suite ¢,,— H? ¢, converge
aussi vers g, et du fait de la sous markovianité des «noyaux de Poisson»
¢m— H% d,, st bornée pour tout m. Supposons de plus g positive. Soit u, une
suite de fonctions de Cg(X) convergeant vers g dans IH. Soit i une fonction de
Cx(D)nH* telle que ¥ = | g, sur D,. La suite y,, =y A u, converge faiblement
dans IH vers Yy Ag=g.

En effet on a: a,(§ A uy,, ¥ Au) 2 < a,(, Y1) 12 +a,(u,,, u,)? ce qui implique
la convergence faible d’une sous suite, mais d’autre part, d’aprés le théoréme de
Lebesgue yru,, —~ g dans I*(m).

Remarque. ¥ Ae B, A<D, A est a’-polaire ssi A est a-polaire.

11.2.2. Proposition. Si G? est la I2(m1,) résolvante associée a la forme de Dirichlet
aP, on a les relations:

a) Vo, >0, HY —HY'=(B—o)GDH)
b) Va>0, G,=GP+HYG,.

Démontrons par exemple la premiére formule. On a:
¥ feH, ¥ gelP, a,(HY'f +(F— 0GP H' £, o)
=a,(Hy' f, ©)+ (B — o) CH' £, €0 2wy = a5 (H} £, £)=0
et d’autre part: HY f+(B—o) G? Hy' f=f qp sur M.

11.2.3. Remarques. - Les opérateurs G2, G, et HM, >0, se prolongeant naturelle-
ment en des noyaux a valeurs dans I'espace vectoriel réticulé des classes d’équi-
valence de fonctions boréliennes modulo ’égalité quasi partout.

. On note M (GP) les noyaux de Poisson (la résolvante) associés (é¢) & a(aP).

I1.3. Potentiels locaux — Mesures balayées

IL.3.1. Définitions. a) Une fonction positive f définie qp est dite G,-surmédiane
si et seulement si: Ya>0aG,f<fqp.

Si f est surmédiane et si F est un fermé de X, H{f est surmédiane et majorée
par f.

b) Une fonction positive f définie gp est dite a-harmonique ssi Hf f=f gp
pour tout fermé F tel que F° soit relativement compact (ou de capacité finie si
f est bornée).
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c) Soit v, une mesure positive sur X ne chargeant pas les polaires. On appelle
a-potentiel de v, I'enveloppe supéricure des a potentiels des mesures ved telles
que v<v,. Il est noté Gv,. Cest une fonction surmédiane.

d) On dit que f définie qp appartient & TH'® ssi pour tout compact K, il existe
geHH tel que glgx=fIx qp- Si de plus f est le potentiel d’'une mesure positive ne
chargeant pas les polaires, on dit que f est un potentiel local.

I1.3.2. Proposition. Une fonction G,-surmédiane f est un a potentiel local ssi:
a) fe]I_Iloc

b} Pour toute suite d’ouverts relativement compacts D, croissants vers X,
lim | HY" f=0.
n— + 00

Corollaire (Décomposition de Riesz). Toute fonction surmédiane appartenant d
H!¢ est la somme d’une fonction harmonique et d’un potentiel local,

Démonstration. + Partie directe: ¥ deC{(X) [ HO*G(v)pdm=[dvHPG¢ |0
quand n— + co.

- Réciproque. ¥ n, f— HPf est un a-potentiel G"(v,).

En effet si geIP, est tel que g=fsur D, et g< [ g¢— H5*g est un a” potentiel et
f—HPf f<g—HP%g. On vérifie aisément que si m>n, GP(v,)=G""(v,) et donc
Y, Lpn=v,. On définit alors v=Ilim{v,.

On a, ¥ pe CE(X): lim | Gv,¢pdm= lim [Gpdy,
n— -+ n— + 0
= lim 1 [ G”" $dv,
n— 4 0
= lim {(f—Hp*"f)¢pdm
n— 4+ 0O

Et donc f=Gv. =§f¢dm.
Le corollaire résulte du fait suivant: Si g est surmédiane, lilglle{)’ﬁg est
harmonique.

Remarques et Notations. - On note £°°(a) le cone des mesures associées aux a
poten}iels locaux. pe&'°°(a) ssi u ne charge pas les polaires et pour tout compact
K, u HY est d’énergic finie.

- Si pe ™ (a), toute fonction de HH est localement u intégrable.
11.3.3. Proposition. Pour tout =0, pour tout mesure ve §'°(a,), v est la mesure
de 6'°(a,) associée au potentiel local H¥ G v.

On lappelle la mesure a, balayée de v sur M. Si M est compact, elle est d’énergie
finie.

Eneffet: Vgel?(m) [ HY G,gdv= lim 1 [ Y G, gdv,

n— +o
=lim 1 g - HYG,v,dm=[g-HYG,vdm.

11.3.4. Proposition. a} Si pour tout =0 on note v, la mesure o balayée de m, alors,

étant donnés o et f>0, il existe C>0 tel que:

1
Cva§Vﬁ§E Vy-
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b) Si M, désigne le support commun des mesures v,, M, est lintersection des
fermés inclus dans M et tels que leur complémentaire dans M soit polaire.

Démonstration. a) En effet, V o, >0,V ¢pe L (vy) N I (v,), on a v,(|¢]) = [ HX(1$)dm,
et donc:

v(1p1) = dm|H3'(|0))+ (B — ) G H}' (1))
=vs(Ip])+(B—a) | Hy' (1¢]) G2 1dm=vs(I$]) (1+

lﬁ;fxl)’

ce qui en faisant varier f§ et o démontre la partie a) de la proposition.

b) II est clair que M, est inclus dans M. Montrons que M — M, est polaire.
Draprés 1.4.2 (Remarque) il existe, pour tout compact K inclus dans M—M,,
une fonction f,e Cf (X)nTH telle que f=0 sur M, et f >1 sur K.

Ona HY f=0et donc feIH? i.e. f=0 gp sur M. On en déduit que K est polaire.
M —M, est donc polaire. Réciproquement, si F est un fermé inclus dans M tel
que M — F soit polaire, il est clair que v, est portée par F.

I1.3.5. Les noyaux IT™. Soit ve £°(a) telle que ¥ >0 HM applique continiment
L(v) dans L(m) (par exemple v=v,, $>0). On définit par dualité une application
continue IT¥ de I°(m) dans L°(v) qui vérifie 'identité:

HglGaf:Ga(Hg[f' V)-
En effet: ¥ a>0, ¥ e Ci (X), ¥ fe 2 (m)
a,(H) G, f, G, )= H}' G,f- pdm={f-HY G,pdm=[T1}{ {G,pdv.

I f-v est donc d’énergie finie et | HY G, f- ¢pdm=[ G, (I f-v)pdm.
Les opérateurs ITY se prolongent naturellement en des noyaux positifs &
valeurs dans les fonctions définies v ps.

IL4. Interprétation probabiliste

Dans cette section, on montre que les noyaux de Poisson s’interprétent de la
fagon usuelle en fonction du temps d’atteinte de M par le processus de Markov
associé a a. Ceci revient 4 dire que si un processus de Markov est associé a a, le
processus tué a la sortic de D est associé a a”.

Les noyaux IT¥ s’interprétent du point de vue probabiliste a I'aide des lois
d’entrée introduites par Getoor-Sharpe ([13]).

11.4.1. Proposition. Soit f un élément de TH et f une fonction presque borélienne
égale a f quasi partout. .
On a, pour tout a>0, Pidentité: HY f=E.(e *"™f(X 1)) qp.

Cette identité est une conséquence immédiate de 1.5.5 lorsque f est différence
de deux « potentiels. o
Mais ¥V feIH 3(B,),entq lim B,Gypp f=fet lim BV, 4 f=fqp.Or¥ >0,
n— 400 n— o

B G, ;[ est difference de deux o potentiels. Si f est bornée, la continuite de HY et
le théoréme de convergence dominée permettent de conclure.
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On étend ce résultat aux fonctions de IH non bornées en utilisant le théoréme
de convergence monotone.

11.4.2. Proposition. M, est caractérisée par la propriété suivante:

M, est le plus petit fermé de X tel que on ait P.(Tyy=0)=0qp sur M.

Si on se place sous I'hypothése d’absolue continuité (1.5.7) on a M, = M ou M"
désigne Pensemble des points réguliers de M.

M n Fe

Démonstration. P.(Tyy=0)=0qp sur F*< P.(Tys . p)=0qp sur F* = ¢,
sur F¢si F est un fermé de X < e¥ " =0 qp <> M —F polaire.

Du fait que M —M" est polaire, on a en général M,< M". Sous I'hypothése
d’absolue continuité, on a: M, =M".

En effet dans le cas contraire, M"n M¢ serait non vide. Mais cet ensemble
serait 4 la fois régulier et polaire, ce qui est contradictoire.

<lgp

1
11.4.3. Changement de temps. La fonction &Ex(e’“TM’—e‘“C) définie sur X — N

est un o potentiel régulier, cf. [6] chapitre IV. De plus du fait que M —M" est
polaire (I1.5.7), on a:

1
—Efe T M"—e %) =HYG,1=G,v,qp.
«

Soit A7 la fonctionnelle additive continue telle que:
1

¢
M E (e TM —e *)=E, (j e"“dA‘:) (4, est la fa. « balayée de dt sur M").
0

¢
On a: G,v,=E. (je“’”dAf) ap-
0

Proposition. ¥ fe #* on a: G,(fv,) = (fe ﬂ‘f(X)dA")

On reprend essentiellement la démonstration de [6] chapitre VI. Il suffit, par
un raisonnement de classe monotone, d’établir I'identité cherchée dans le cas ou
f est Pindicatrice d’un ouvert dont la frontiére est de v, mesure nulle. (Ces ouverts

engendrent la topologie de X.) (fe"”t G(X)dA"‘) et E. (fe ﬂ‘IGc(X)dA"‘)

définissent deux f potentiels locaux notés respectivement G, ,u1 et Gguy. On a,
d’une part: HC Gy =Ggpy = Supp i, =G, dautre part: HSGyu,=Gyu, =
Supp (u,) = G° avec y, +u, =v, ). Du fait que v, ne change pas la frontiére de G
on en déduit: y, =14v,.

‘En posant v=v, et en appliquant I1.3.5 on a:

Vich*, YgeBt telque g=IIYfqp

d’une part:  Gy(vII}/f)=E. <fe““g(X,)dA§ )
0

¢
d’autre part: Gﬁ(vﬂzlf)zHﬁlGﬂsz.( fe‘”tf(Xt)dt) qp
T,
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Mais cette derniére quantité peut également s’écrire:
E. (;e“”‘ V%M'f(X,)dAi) ou WM désigne la résolvante du semi-groupe
d’entrée associé au fermé régulier M” (cf. Getoor-Sharpe [13]). On en déduit:
W f=IT} f,v ps. ¥ feB".

I1.5. Forme de Dirichlet balayée. Le but de cette section est de construire une
forme de Dirichlet sur M qui avec a”, décompose a. On supposera dorénavant
que M=M,.

11.5.1. Définitions. On définit HY = {¢|,;, ¢€TH} ou ¢, est une classe de fonctions
quasi continues sur M obtenue par restriction a M de ¢.

Pour tout =0 on définit la forme bilinéaire balayée de a, sur M, a?g), sur
HY xHM par:

Vo, pelY,  a (o, ¥)=a,(Hy'd, Hy' V) =a (0} ¢, B} ) =a,(H &, B ).

(V pcHM, H” ¢ est défini de fagon évidente).

La forme quadratique associée & a¢f) définit une structure hilbertienne sur IHY
pour laquelle agy, est continue. La topologie ainsi définie sur IH est indépendante
de a=0.

11.5.2. On établit sans difficulté les relations suivantes:

a) Vaz0, Vo, yelH, a(p,¥)=a(¢p—HY ¢, ¥ —HY ) +al(Dly. ¥,

b) Va=0 VB=0 V¢, yecHM ona:

ath (6, V) —alf (&, ) =(e—p) § HY ¢ H) ydm.
11.5.3. Proposition. La contraction module et la contraction unité opérent sur
ah et gy .

Du fait que H¥ s’injecte dans L{°(v,), il suffit de vérifier le principe complet
du maximum pour les afy, potentiels de fonctions mesurables bornées & support
compact (cf. [4]). Or si f est une telle fonction et Vfson al potentiel on a:

a,(Hy V. g)=a,(HY Vf, B g)=ap (Vf, g)=[fgdv,, Vgel

On en déduit que HY Vf=G,(fv,). Le principe complet du maximum dans
(HY, aff) se déduit alors du principe complet du maximum pour les potentiels
de mesures dans (IH, a)).

Corollaire. Si v est une mesure positive sur M telle que Supp (v)= M et telle que HY
s'injecte continiment dans Lv), alors, pour tout a20, ay, définit une forme de
Dirichlet réguliére basée sur I?(v).

On lappelle forme de Dirichlet balayée de a, sur IZ(v).



Balayage et formes de Dirichlet 309

I1.5.4. Proposition. Pour tout o.>0, IHY s'injecte continiiment dans I>(v,) et IZ(9,).
Fixons o> 0. Soit V, la résolvante définie par la relation:
an (Vi [ +A<fg>poy=[fedv,, VgeHND(v,), Vfel(v,).

D’aprés la proposition précédente, V, est sous markovienne (cf. [4]).
Pour toute peIHY N Cp(M),

ath(p. §)= lim a(AV,6,¢)= lim 2[[¢*~(V,4)¢]dy,

Mais, YA >0 [ A(V,$)pdv, <% [(AV,¢* + 2V, ¢*)dv,, du fait de la sous mar-
kovianité de V.

CAVid L (A3 1 (V97
En effet: A d)é% ((1V11)2+¢2)§% (m+¢2)
ie.: Vi dSEAV, () +AV,1- ¢2).

. A A ~
On en déduit: afy (¢, )2 lim sup 5f(¢2—/1V1¢2)dm+5(¢>2-/11/lq52)dm.

A=+
Soit u, une suite de @ potentiels croissant vers 1.
Ona: A[(¢*>—AV,¢>)dm
= Tim a%(1V; 82 u,ly)

= lim a,(HYAV,¢* u)= lim ofu, HYAV,p*dm=a | HY AV, d*dm.
n— + n— + 0

On a donc: alf(¢, @)z lim 22V, ¢2dv,+2 | 17,0%d5,

A=+ o0

ie. (4, ¢)g§j¢2dvu+%j¢2dﬁa.

11.6. Décomposition des résolvantes

Remarque. On démontre aisément que les opérateurs HM (respectivement H™)
se prolongent naturellement en des opérateurs continus de L2(vﬁ) (respectivement
IZ(9,)) dans I? (m), pour tout 0. (On utilise la sous markovianité).

I1.6.1. Proposition. Soit v une mesure positive sur M telle que IH™ s’injecte continii-
ment dans I?(v) et telle que HY(HM) opére continiment de I*(v) dans I?(m), pour
tout 0=20. Si R, (R,) désigne Popérateur potentiel associé a la forme de Dirichlet
agy (G basée sur 12(v) et si II' (1)) désigne le transposé de HY (HM) on a les
identités:

Q) Vo, B20, I —II=(B—a) I} G2, ({1 — [} =(B—a) [1}* G).
b) Voch, vaLZ(v): Ga(f' v):HoIc\/l R(zx)ﬁ (Ga(f V):Hi\d R(a) f)'
¢) Vaz0, G,=GP+HY R, MM, (G,=GP+AM R, 1M,
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Remarque. Si HY opére contindiment de I!(v) dans I!(m), pour tout o>0, les
opérateurs I sont induits par les noyaux définis en 11.3.5.

Démonstration. )V ¢peH, a,(HY R, f, )= a5 (R, f, Ply) = fddv = fvest d’éner-
gie finie et G,(fv)=H} R, f.

Daprés (I14.3.), on en déduit, si v=v,;:

Y fe*(m) R, f=E. jge““’f(Xt)dAf qp.
0

b) 11 suffit d’établir d’apres (I1.2.2.b) I'identité:
HYR,OY=HYG,,
ie. Vfel(m), VgeM a,(H} R, I}, 8)=a,(H}) G.f, g).
Or
a,(HY' G, f, 8)=a,(G,f, H) g)={ fH} gdm,
et

a,(Hy' Ry T £, @) =af (R, I f, gly) = 1T f, g dv.

I1.6.2. Proposition. Sous les hypothéses de 11.6.1., si on pose pour tout =0
A, )=als, )+ A< ,* D12y, Ay est une forme de Dirichlet réguliére définie sur
H et basée sur I2(m). Si on note R, et G, les résolvantes respectivement associées
a afy sur I2(v) et d a,; sur I*(m), on a les identités.

) Gya— Gy =B =) G, Gppp + (1 — pu! Ry R(muﬂlﬁy
b) Riys— Ripyu = (=R i Rigput (B—0) R, T HY R,

Interprétation probabiliste. On a vu en 11L.2.1 que siv=v, on a
<
R, f=E. (j e’“‘f(Xr)dAf) ap.
0
. L
Sion pose: Vfe®", R, f=E. (je"“'e*“ff(Xt)dAf).
0

On vérifie aisément que: V feB* Ry, f=R [+ Ry R, f-
On en déduit que R(a),lfzﬁ(mf qp.

R,; s'interpréte alors comme la résolvante du processus tué a4 un temps
exponentiel de densité ae~* changé de temps a Paide de la fonctionnelle additive
AP,

I1.7. Extensions possibles

a) Si on une suppose pas que la contraction unité opére sur d tous les résultats
concernant ¢ énoncés jusqu’ici restent valables excepté I11.54 et 11.6. On peut
définir les opérateurs G,, G2, HM. Ceux-ci sont alors positifs mais en général ils
ne sont pas sous-markoviens.

b) On peut aussi développer une théorie du potentiel associée a a en supposant
seulement que la contraction module opere sur a (cf. [1]).
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III. Un probléme de construction

Soit u une mesure sur M telle que I?(u) soit topologiquement égal & I*(v,+7,),
pour tout a>0.

Ce chapitre est consacré a la résolution du probléme suivant: trouver une
condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme de Dirichlet k basée sur I*(u)
soit la forme de Dirichlet balayée sur I?(y) d’une forme de Dirichlet réguliére g
basée sur I?(m) et admettant a® comme restriction D et HY et HM comme noyaux
de Poisson. On obtient ainsi un théoréme de construction qui constitue la réci-
proque de la décomposition établie en IL5.

L’idée d’appliquer la théorie des espaces de Dirichlet & ce type de problémes
apparait dans une publication de M. Fukushima (cf. [10]). Il obtient une construc-
tion des résolvantes markoviennes G* définies sur un ouvert borné de IR" telles
que G*f— G, f soit harmonique si f est de carré intégrable, et G, la résolvante du
mouvement brownien tué a la sortie de I'ouvert. Ces résultats furent généralisés
par Kunita a une classe de diffusions (cf. [16]).

Dans un cadre différent, (frontiére réguliére) Sato-Ueno (cf. [20]) et Bony-
Courrége-Priouret (cf. [5, 19]) ont résolu des problémes analogues pour certaines
classes de diffusions a coefficients hdlderiens.

Dans le cadre de la théorie des espaces de Dirichlet, M. Silverstein résolut
le probléme abordé par Fukushima dans le cas d’une I? résolvante quelconque
associée & un espace de Dirichlet régulier vérifiant une condition de transience
(cf. [21—23]).

Les techniques utilisées ici se rapprochent souvent de celles utilisées par
Kunita et Silverstein.

II1.1. La forme N™

On a montré en I1.5.4 I'inégalité:

aly (9. ¢)§g(§¢2dva+j¢2d\?a), Va>0, ¥V peHM.

2

Si on pose, pour tout ¢pelz,, pour tout >0,

o N N
N<2§(¢)=5g (Hy' §* + ! ¢* = 2H)' p Hy' ¢)dm
cette inégalité peut s’écrire:
a(p, $)ZNY () YV peHM Vax0, daprés IL5.2.b).

IT1.1.1. Proposition. Pour tout qbeLZ(u), N(ﬁ{(({)) est positif et croissant en o. De
plus, les contractions opérent sur N(%

On introduit les mesures positives sur M xM UM (dy,dz) définies pour
o, f =0 par Iidentité:

V¢, e Cr(M), (ﬂ~a)gH¥ﬁ£4l//dM= [ ¢ (2 UYy(dy, dz).



312 Y. Le Jan

Un calcul facile montre que:
Va,,720, U, ,dy, dz)=U, 4(dy, dz)+ U, (dy, dz). (%)

Remarquons que, ¥V ¢ € Cp(M), on a I'identité:
o N
Ny (@)=3[(¢() — ¢ (2) U3, (dy, dz)+5 Df(l —Hy 1) i} ¢* dm
+% [(L—HY 1) HY ¢ dm. (%)
D

Cette derniére écriture établit la positivité de N/J et le fait que les contractions
opérent.

D’autre part, d’aprés lidentité (), le premier terme de la décomposition de
N[ (¢) est croissant en o. Il suffit donc d’établir la croissance en o du deuxiéme
et du troisiéme membre.

Remarquons que:

(1= HY ) (B ¢ - BHY §%) dm

=(B—o) (1= Hy' 1) (Hy ¢* —a G Hy' ¢*)dm
=(B—0)[(1-aG? 1 -HY¥ 1+aG? HY 1) H} ¢* dm
=(B—0) [(1—aG21—HY1)H}) ¢ dm.

Lemme. 1 -HY1-G?120 qp, Va>0.
On a en effet:

I—HY 1~aG? 1= lim fG, ., 1~HY pG,, ,1-aG? fG,,,1,

mais BG,,,1=G,(B—p*G,, ;1) et donc I'expression précédente est égale &
GY(B—P* G,y 1)—aG? G, p1 clle méme égale a G2 (1 —(a+P) G, ;1) évidem-
ment positive,

La croissance du deuxi¢me membre est ainsi ¢tablie. On procéde de la méme
fagon pour le troisiéme membre.

. M ] . M
Remarque. Si ngy désigne la forme polaire de Ny on a, pour tout

pel(p):nh(¢*, ) =a[HY ¢* - HY ¢~ dm+afHY ¢~ HY ¢* dm
D D
et les deux termes du second membre sont croissants en a.

I11.1.2. Proposition. a) Soit NM={¢el?() tels que lim TN} ($)<+ oo} et
a— 4+ 00
posons pour tout peNM, NM(p)= lim N}(¢). Si, pour >0, on pose NY =
a—r +

NY 400 72, NJ* définit une norme hilbertienne sur N™. Les contractions

opérent sur W™,
b) Pour ¢ cINM, on peut poser 0(¢p*, )= 1ir+n TafHY ¢~ HY ¢ dm< + 0.
a—+o p

c) HM est inclus dans W™ et on a, pour tout peHM, a™(p, p)= NM(¢).
d) Il existe une mesure positive 8(dy, dz) définie sur M x M — A (ou A désigne
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la diagonale du produit M x M) telle que pour ¢ cIN* ~ C(M) on ait:
1§ 0% ) ¢ (2) 0dy, d2)=0($", ¢7) (1)
[§ (60— ¢(@) 0(dy, d2)+ [ HY ¢* dyp+ [ HY ¢ dyp=2N"(¢) 2)

otl ¥, (resp. yp) désigne la restriction a D de la mesure y° (resp. y* associée au a
(resp. d)-potentiel local de la décomposition de Riesz de 1 i.e. la mesure associée
au a® (resp. d°) potentiel local de la décomposition de Riesz de la fonction G?
(resp. GP) surmédiane 1—HM¥ 1 (resp. 1 — AY 1).

(Si Dest de capacité finie, on a, G yp=1—HY 1(GP yp=1—HY 1)).

Démonstration. a) et b) sont des conséquences faciles de la proposition et de la
remarque précédentes.

¢) résulte de Iinégalité: a¥ (¢, p) S NY(P) V peIHM V a>0.

Pour établir d), remarquons que Co(M)NINM est dense dans C,(M) d’aprés
¢). On en déduit que les fonctions de la forme

Y o ¢7 avec ¢,e Cy(M)NNM
i=1

forment un coéne convexe dense dans Cg (M x M —A4). On en déduit I'existence
d’une mesure 0(dy, dz) sur Cx(M x M — A) vérifiant (1). Il résulte de la définition
de 8 que:

VyeCMxM—4),  [fY(,2)0dy, dz)=lim [y (1, 2) U ,(dy, dz)

cette derniére limite étant croissante si Y est positive.
(2) résulte alors de l'identité (#x) établie lors de la démonstration de la pro-
position précédente et du lemme suivant (évident si D est de capacité finie).

Lemme. Pour tout N C (M), lim Ta|HY ¢2(1 —HY 1) dm= [ HY $* dy".
aA— + 00 D

Soit D, la suite croissante d’ouverts relativement compacts épuisant D introduite
en I1.2.1 (lemme 2).

lim 1 {afY ¢ - (1-HY 1)dm= lim 1 lim 1 {aHY . (1—H* 1)dm
a— + o a— -+ n—+w
Si y,, est définie sur D, par:

GPy,=1—H2*1, ona y,=lim%y, (cf IL3.2).

Le deuxiéme membre de l'identité précédente peut s’écrire:
Jim 7 lim 1 foH2? HY ¢2 - G™ g, dm
— lim 7(lim | H* Y §* dy, ~lim 1 [ HY ¢ dy,).
Mais d’une part,
li’{n (HPAHY ¢* dy,> InLiIPOOHgﬁ HM ¢dy., VmeN
> {HY p*dy,, VYmeN
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et donc: lim | HY* HY ¢* dy, = [ HY ¢ dy.
D’autre part: lim [ H3% HY ¢2 dy, <lim [ H3* HY 2 dy < [ HY $* dy.
Onen déduit: Hm 1 {afY ¢>- (1—HY lydm= [ HY ¢ dy
a— + o0
car: lim | { HY ¢* dy=0.
Remarque. Dans le cas ol a” et HY sont associés & un mouvement brownien

plan stoppé a la sortie d’un cercle, on a

C
1—~cos (¢(x)— ¢(y)

si ¢(x) désigne I'angle polaire du point x et C une constante positive (cf. {10]).

0(dy, dz)=

do(x)de(y)

[11.1.3. Proposition. Pour tout pcIN™ HY ¢ — HY ¢ appartient d H? et
NY(¢)z;a"(HY ¢ —HY ¢, HY ¢ —HYf ¢).
Démonstration. ¥ ¢, ye I2(m|p) on définit la forme approchée:

a”*(¢, lP)=0<]§ (@—aG; )Y dm, ¥ pel(mly+p)
Y o>0, on définit: B@(¢p)=N"O(p)+a@(p—HY ¢, ¢ —AY ¢).
On a: B‘“’(q&):% Ja ¢*+ ) O*~2¢0H) ¢—2¢ 1} ¢) dm+aP($, §)
=%I§dm[(Hi” ¢O*—20HY ¢+¢> HY 1)+(HY ¢*-2¢HY o+¢> AY 1))
@, 6)—3 ((AY1+ A1) ¢ dm.

Bt done: B(¢)2a"¢, 9§ (A 1, ) —4a”016% Y1)

< B9(¢ ;2 [G2¢*—26G2 p+¢> G2 1ydm
D
+1aP@(1 - HY 1, p?)+L1aP@($% 1 - HY 1)
= B9 (¢)=0.

En prenant ¢ =2(HY y+ HY y) ¥ yeN, on en déduit:
NMOG, ) 25" (Ho ¥ — Ho b, Ho ¥ —Ho ) - V>0,
La proposition en résulte.

II1.2. Théoréme. Pour qu'une forme de Dirichlet k définie sur IK et basée sur IZ(p)
soit la forme de Dirichlet balayée sur I?(u) d’une forme de Dirichlet réguliere g
basée sur I?(m) et admettant a® comme restriction a D et HY et HY comme noyaux
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de Poisson, il faut et il suffit qu’elle vérifie les conditions suivantes:

a) IKSINM et pour tout pelk, k(¢p, d+)—N¥(p*)—0(¢~, ¢7)20.

b) Il existe y> 1 tel que k(¢, ¢)g§ PHY b—HY ¢, Hyp—H, ¢), ¥ peK.

¢) k est 9@,réguliere avec Dy ={pe Cx(M) tel que e Cx(X) tel que —
HY pcH"}.

d) Si ¥*(*) est la mesure associée au k (k) potentiel local de la décomposition
de Riesz de 1, on a:

K zap HY et yFzipHY.

A. Partie directe

a) D’aprés 11.1.2.¢), il suffit, pour établir a), de démontrer I'inégalité:
—a'(p~, M) —0(¢~, )20, VoelH™

Celle-ci résulte par un passage 2 la limite de linégalité: ap, (¢, ¢7)=<0
valable pour tout o 20 du fait que la contraction module opére sur ag.

1
b) Pour tout ¢l on a: a(p, p)=——7— ||HMHZ M@l Dlar)

on en déduit que:

H'¢+HY ¢ HYp+HY ¢
Y yeHM, a( 5 0" 5 )SHHM”zaM(w )

aM(y, )~z aP(Hy Y — HY y, HY y— HMlﬂ)-H

on en déduit que: |HY|?=1+ |HY - AY|?
1Hy
1 Hy*
¢) Est une conséquence immédiate de la régularité de a.
d) y° est la mesure g-balayée de y sur M. On a donc

2=y Y =y, HY.

7 40)

et que b) est vérifiée avec y=

B. Réciproque

i) Lemme. ¥V 2>0, HM(I?(u))H? = AM(1?(11) n\IH? = |0|.

En effet, soit ¢pel*(u) et D, la suite d’ouverts définie dans la démonstration
de IL.2.
Ona: Vaz0 lim H)* HY ¢=0si HY peHP, mais: H> HY ¢, = HY §, V n.

n— +
ii) Posons G =HX(K)®H” = AX(K) ® IH” et définissons la forme bilinéaire
g sur G par lidentité:

Vo, cHP, YV, yekK,  g@+HY ¥+ HY W) =a"($, ¢)+ kW, v).
La forme quadratique associée & g munit G d’une structure hilbertienne

pour laquelle HY et HY, et donc g, sont continues, (si u=¢+HY s, peH?,
YelK, on pose: HMu HY et A u=HM ), ¥ 220. On a:

g, w)=aP(u—HY u, u' ~ A u)+g(HY u, H¥u) Yu, u'e®).
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En effet
al¢+How, o+ Hop)=a"(¢, ¢)+k(p, ) +aP(p, HY ¢~ 0¥ ¢)
2 a®(¢, §)+ kW, ¥)—Va”(¢, ¢) a®(Hy — H,y ¥, Hoty — Ho )

> a($, $)+ k(Y. w)—]—% VPG, B kD)

Vi1
2 V20 (424, )+ k(w, ).
vy

iii) Sion pose:
ki (@, ) =k(¢, )+ )g HY ¢AY ydm, V¢, pekK.

On a: k@, ¢ )ZNM(@*)+afHY ¢ AY ¢+ dm+0(¢~, ¢7)
A R LT

=ky(h, 07)2 §(¢+)2 dv,+ [ (¢*)? d9,)=0.

On en déduit que la contraction module opére sur k.
Pour tout 220, on peut définir deux opérateurs positifs duaux R, et R(a)
de I?(u) dans IK tels que:

V ¢€ I}(l”’)a V l//GIK, k[a)(‘R(rx) 4)7 l//) = k(a)(wa R(a) ¢) = j ¢ W d:u'
On vérifie aisément I'identité:

Vo, yeG, Vfgel’ g (f+H) ¢, g+ A Y)=a)(f,8)+ke(@. V).

Si U, et U, sont les résolvantes respectivement associées a g et § on en déduit
les identités,

U=GY+HYR, 0¥ et U,=G°+0OY¥R,1Y

ou T (resp. [1¥) désigne P'opérateur positif de I?(m) dans I?(u) transposé de
HY (resp. HY).

U, et U, sont évidemment positives, ce qui montre que la contraction module
opére sur g.

Pour établir que g est une forme de Dirichlet, il reste & montrer que U, et U,
sont sous markoviennes.

iv) Vu la symétrie des hypothéses, on peut se borner & montrer que U, est
sous markovienne.

La démonstration est particuliérement simple si X est compact.

Ii suffit d’établir que: VueG*, u=HY Yy +¢, a(l,u)=01ie. j¢de+§\pdx">0
Du fait que: —¢ = HMy, I'inégalité résulte de Phypothése: y* =y, HY

Daprés le lemme de IIL.1.1 et la décomposition de U, obtenue ci-dessus, il
suffit de montrer que: Vaz0  aR, II¥1<1

ie. VoeCiM) [aRy,I¥1¢du=|ddu
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Or JoRy, I 1 dp=of Ry, I (Hg' 1—HoRy") ¢ du
+ [oRyy O (1~ HY 1) ¢ du+ foR, I Hy Ry* ¢pdp
=JaR I HY 1~ Ho Ry" dpdu+ [ (1 —HY 1) aHY R,y ¢ dm
+ Ry pdu—[R, ¢pdx".

On déduit facilement du lemme introduit a la fin de la démonstration de
II1.1.2 Pidentité:

YV fe#* lim TjochMf(l—Hgll)dm=jﬁﬁ4fde
oa— + o0
et d’apres d’hypothése d) on en déduit linégalité:
fo‘R(a) mit-¢dus< jRXk pdu+ jaR(a) MY HY(1-Ry") pdu. (*)
Soit v, une suite de k potentiels croissant vers 1 — R y*,
Ona: [aR, HY HY(1-Ry" ¢dp=lim T k(R OI¥ HY v,, R¢)
=lim 1 g(aU, HY' v,, HY R¢)
<lim 1 g(H{' v, A3 R9).
Cette inégalité est une conséquence du résultat suivant,
Lemme. Si v est un k potentiel HY v est un g potentiel.
En effet siu=¢+ Hy'y, peTH”, yelK on a g(u, HY v)=k(, v) et u=0 =1 =0.
(Pour établir ce dernier point on utilise le lemme 2 de la section I1.2.1).

On en déduit que: [ o Ry I HY'(1—R YY) ¢pdpu<{(1—Ry) ¢pdu
et d’apres (x)

j“R(a)Hyl'fﬁdﬂéj‘bdﬂ-

v) La régularité de g procéde directement de Phypothése ¢). On a évidemment
H? =GP et le reste de la proposition suit sans difficultés.

C. Le cas symétrique

i) Dans le cas ou toutes les formes de Dirichlet envisagées sont symétriques, la
condition b) du théoréme est triviale. Les inégalités de a) et d) sont vérifiées (si k
est réguliere) si et seulement si les contractions module et unité (et donc toutes

les contractions) opérent sur k—n™ (ou n™ désigne la forme bilinéaire symétrique
associée a N¥),

ii) En effet a) s’écrit alors:
KeNY et k@™, ¢7)—n"($",¢)20 VpeK

i.e.: la contraction module opére sur k —n™.

Si X est compact, il est particuliérement facile de montrer que d) est vérifiée
ssi la contraction unité opére sur k—n™: d) peut en effet sécrire:

k(1, ¢)—nM(1, $)20, V pelK™.
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En général, le plus simple est de montrer que si la contraction unité opére sur
g—n™, U, est sous markovienne.

iif) Du fait que les contractions opérent sur k—n™, on vérifie qu’elles opérent
sur la forme bilinéaire symétrique, k—n"®., On en déduit que si Ac[0 1[ la
forme bilin¢aire B, , définie par:

B, /(. V)=ku(¢, ¥)— Ao f H (b, ) dm V¥ ¢, YK

est une forme de Dirichlet sur K.

Soit Ry, Popérateur potentiel associé & k, sur I(v,).

Soit I1¥ T'opérateur de *(m) dans I*(v,) transposé de HY. On vérifie aisément
Pidentité: U,=G?+H} R, [} etona: [} 1=1.

11 suffit donc d’établir I'inégalité R, 1 1.

Soit u, une suite de B, ; potentiel croissant vers 1.

OnaV ¢G CI}L(M), Ba,l(unﬁ R~(ot) (b)go

ie. [ou,dv,—AafR, ¢ u,dv,20
ie. |@,—ioR,u,)dv,=0.

Et en passant 2 la limite successivement en n et en o on établit P'inégalité
cherchée.

iv) Pour 2>0 la forme n)=n“+1(-, >, définie sur ladhérence de
M AINM dans NM vérifie les hypothéses du théoréme. Si r,;, désigne la forme de
Dirichlet basée sur I7(m) associée, son domaine de définition # est indépendant
de A et il existe une forme bilinéaire r définie sur # telle que:

oo, 9)=r(d, P)+Afp>du Ve
r est appelée la forme réfléchie de a” associée au balayage sur M. Cette ter-
minologie est justifiée dans 'exemple suivant:

D. Le cas de lespace de Dirichlet classique

On suppose que X et D sont des ouverts bornés de R" On prend m=dx-
a(f,g)= { grad(f) grad(g) dx est définie sur H=H(X).
RII

a® est alors une forme de Dirichlet sur H” = H(D).
Supposons la frontiére I' de D trés réguliére. Soit do la forme volume sur I'.
D’aprés [9] la forme réfléchie sur M est définie sur {¢pe*(dx)|¢|,c H' (D)}

et égale 4 j"grfeld (f) grad (g) dx.
D

Un théoréme de trace montre alors que: ¥V ¢elH, ¢|.e H/*(I'), et que appli-
cation ¢ — ¢/, est continue de noyau Hg. On en déduit que la norme définie par
a™ sur IH est équivalente &: || £yl gs e _py + | Flrl gz gy

Dautre part, NM={dpel?(M,dx+do)| ¢p|,e H''*(I')} et la norme induite
par N}*(1>0) est équivalente & || || u2¢r).

Enfin un éiément ¢ de C, (D) appartient au domaine du générateur infinitésimal

. . . 0 ) .
B, associé a la forme réfléchie si et seulement si T (¢)=0 sur I' (dérivée suivant
n

la normale a la frontiére), ce qui justifie la terminologie employée.
Ceci résulte aisément de la formule de Green.
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