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Ein Verfahren der linearen Optimierung
Herrn F. LOBELL zum 70. Geburtstag gewidmet

Von

J. HeEinaorp unp K. Kunrze

Einfiihrung

Beim Problem der linearen Optimierung handelt es sich um die Bestimmung
eines Punktes ¢* des n-dimensionalen Raumes R, des sogenannten Zielpunktes,
fir den die Zielfunktion Z = cy mit ¢ = (¢1, ¢2,...,¢) = grad Z und 1
= (@1, %2, ..., Tp) in einem ,zuldssigen* Bereich M, der durch die Ungleichungen

at+b,=0, p=12,...,m, mit ay=(au, au,...,0s), au+0,

beschrieben wird, ihr Maximum annimmt.

J. B. Py~NE [I] hat als erster eine auf dem Gradientenverfahren beruhende
Losungsmethode fiir elektronische Analogrechner angegeben. Eine weitere der-
artige Methode beschreibt A. 8. Jackson [2]. Die Bedeutung beider Verfahren
liegt auf der experimentellen Seite. Ein mathematischer Beweis fiir die Konver-
genz der mathematisch formulierbaren Verfahren wird nicht erbracht.

Auch das in dieser Arbeit behandelte, zunéchst fir den elektronischen Analog-
rechner entwickelte Verfahren, ist ein Gradientenverfahren. Man erhilt hiermit
die Bewegung eines Punktes (f) mit der Zeit ¢ als Parameter als Losung einer
autonomen Differentialgleichung dr/df = b (r) mit unstetigem p(x). Dieses 1aBt
sich fiir Punkte, die nicht auf einer Hyperebene $, (a,x + by = 0) liegen, explizit
angeben; fiir Punkte auf Hyperebenen wird v(z) durch ein Rekursionsverfahren
definiert.

Hat das gestellte Problem eine Losung t*, so liefert das Verfahren, wie im
folgenden bewiesen werden soll, ausgehend von einem beliebigen Anfangspunkt 1,
stets eine Losung r*; andernfalls 148t sich damit feststellen, daB das Problem
“widerspruchsvoll ist.

Das fir den elektronischen Analogrechner angegebene Verfahren zur Lésung
einer linearen Optimierungsaufgabe eignet sich auch fiir die Behandlung auf einem
elektronischen digitalen Rechenautomaten. Ferner 148t es sich auf den Fall zeit-
abhingiger Koeffizienten und auf gewisse nichtlineare Optimierungsaufgaben
itbertragen.

§ 1. Die Bewegung r(f) auBerhalb der Hyperebenen

Wir definieren zunéchst in inneren Punkten des zuléssigen Bereiches I sowie
in Punkten des zu ! komplementiren, nichtzulissigen Bereiches I, die nicht auf
Hyperebenen* £, (ayr + by = 0) gelegen sind, die Bewegung r(f) durch die
folgende Differentialgleichung

* im folgenden kurz als HE bezeichnet.

18*
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I=0(x) mit v(r)=>Auau+d-c, (1)

u=1

1 - 0 fir ayr+5b,>0,
L 1 fuI' aug+bu<0,

0 fir %Zﬂ>0,

5= n=1
m

p=1

(=)

Hierdurch wird jedem Punkt r des Ry, der nicht auf einer der HEn ,, gelegen ist,
in eindeutiger Weise ein Geschwindigkeitsvektor v (r) zugeordnet. Im Innern des
zulissigen Bereiches IR ist v gleich dem Gradienten der Zielfunktion. Im nicht-
zulissigen Bereich IR wird jedoch — anders als in den eingangs zitierten Gra-
dientenverfahren — die Zielfunktion ,,abgeschaltet”. v wird dort in den nicht auf
HEn gelegenen Punkten durch die Resultate der Gradienten a, jener Hyper-
ebenen bestimmt, fir die a,1 + b, < 0 ist.

Ehe wir dazu iibergehen t(z) auch in Punkten von HEn zu definieren, soll das
Verhalten der Losungskurven der Differentialgleichung (1) im Innern eines von
HEn berandeten Teilbereiches, der selbst keine HEn-punkte enthélt, untersucht
werden. It sei als nicht leer vorausgesetzt (£, € I ; vel. 5.2). Dann gilt der folgende

Satz. Liegt 1o = £(0) jeweils auf der ,negativen’* Seite von genau k Hyperebenen
Dulx=1,..., k), d. h., gilt axxo + by << 0, so bewegt sich ¢ (t) fiir ¢t = 0 lings der
Geraden t = to + t(a1 -~ +++ + ag) auf einen Punkt dieser Hyperebenen zu.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

Lo+ by <0, ayim +0x=0 (2), (3)
k
Der Punkt ¢(t) = ro + tz ay hat von §, den orientierten Abstand
=1
k
i (8) == [@xTo + Do + £ > 0] | ] (4)
=1
Hierbei muBl mindestens eine der runden Klammern fir » = 1, 2, ..., k positiv

sein. Andernfalls ergébe sich aus

k k
aKZaxé() fir »2=1,...,k durch Addition (zamgo,

=1 x=1

k b3
also z a, = 0. Die Addition von (2) fir » = 1, ..., k liefert dann be < 0, die
w=1 we==1
%
von (3) z by = 0, also einen Widerspruch. Wegen (2) wird daher fiir einen end-
=1
lichen Wert t = ¢; mindestens ein d,(f) fiir x = 1, ..., k¥ zum erstenmal Null,
w.z. b.w.

Es zeigt sich ferner, dal 1(¢), von ro ausgehend, sich in dem durch (2) de-
finierten Bereich mit wachsendem ¢ jedem Punkt g, von I mit konstanter Ge-
schwindigkeit ndhert.
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Aus (2) und (3) folgt ax(m — £o) >0 und durch Summation iiber x=1,...,k

k
(tm — x0) 2, x>0 (5)

=1
Die Differenz der Abstandsquadrate der Punkte g (f) und gp von g, ist

k 3 k
$2 = (o — tm)? — (o + 12 ax — tm)2 = — 2(2 )2 + 2{(xm — L0) D x.
x=1 w=1 n=1
Fiir kleine ¢ ist dieser Ausdruck wegen (5) sicher groBer als Null und bleibt in
dem durch (2) beschriebenen Gebiet positiv, anderenfalls kénnte man fiir eine
Nullstelle t” von s2 wieder s2 > 0 nachweisen.
Durch jeden inneren Punkt p = g, von M fihrt als Losungskurve die Ge-
rade ¢ = 1y + te.
§ 2. Gradientenflichen

Fiir eine sinnvolle analytische Definition des Geschwindigkeitsvektors in Hyper-
ebenenpunkten, die dem Verhalten des Analogrechners entspricht, ist folgende
geometrische Uberlegung niitzlich.

Die durch die Differentialgleichung (1) definierten Geschwindigkeitsvekto-
ren b(x) bilden ein Vektorfeld, das den gesamten R, mit Ausnahme der HEn
erfiillt. Ordnet man in jedem dieser Punkte ; dem zugehorigen Geschwindigkeits-
vektor v(x) ein zu ihm senkrecht stehendes (gerichtetes) Flichenelement zu, so
bilden diese Flachenelemente in jedem von HEn begrenzten Teilbereich, der selbst
keine HEn-punkte enthilt, in ihrer Gesamtheit parallele Ebenen, die im folgenden
Gradientenebenen genannt werden. Dadurch wird in jedem einfach zusammen-
hingenden, offenen Gebiet des R,, das von HEn berandet ist, und keine HEn-
punkte enthilt, eine Schar paralleler Gradientenebenen eindeutig bestimmt, die
jenes Gebiet liickenlos und einfach erfilllen und auf den dort definierten (unter-
einander parallelen) Geschwindigkeitsvektoren senkrecht stehen. Diese (offenen)
Gradientenebenen werden durch Hinzunahme ihrer Randpunkte, die auf HEn
bzw. auf dem Wiirfel |x;| = M (M sei eine entsprechend groSe Zahl) liegen, zu
abgeschlossenen Punktmengen des R,.

Es zeigt sich, daB nunmehr auflerhalb I * stiickweise ebene, aus Gradienten-
ebenen zusammengesetzte Gradientenflichen entstanden sind, die % lickenlos
und einfach erfiillen. Um dies einzusehen, wird folgender Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz. Liegt ein Punkt yo, der nicht I angehért, auf genaw einer HE

Ouitur +bu=0
und damit auf je einer auf der positiven und negativen HEn-seite gelegenen, abge-
schlossenen Gradientenebene &1 und ®g, so liegt der Durchschnitt der beiden ab-
geschlossenen Gradientenebenen ganz in der HE $,,.

Beweis. Sei v, der auf der positiven Seite der HE §, wirkende Geschwindig-
keitsvektor, so ist

®1:(z—ro)v, =0 und ®a:(r— xo) (v, + az) =0.
Jeder Punkt g1, der auf &; und &;liegt, erfiillt daher die Bedingung (21 — o) - a, =0,
d.h. er liegt auf der HE $,:(r — z0)- 0, =0, w.z.b.w.

* Beziiglich der Definition von Gradientenflichen durch innere Punkte von 9t siche § 3.2.
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Aus dem Hilfssatz folgt, dal eine Hyperebene und ihre beiden in demselben

Punkt angrenzenden Gradientenebenen linear abhiingig sind:
Hu+ 61— G2=0.

Tst v, = Aau(L+ 0), so ist &1 = H, = ®, also §, ist selbst Gradientenebene.

Liegt ro auf genau k Hyperebenen, so fiihrt ebenfalls genau eine Gradienten-
fliche durch gp. Fir £ = 1 wurde dieser Sachverhalt soeben bewiesen. Um den
Satz allgemein fiir & > 1 zu beweisen, werde vorausgesetzt, dal nach Entfernung
einer der £ HEn die iibrigen £ — 1 HEn in einer Umgebung von ro eindeutig
ein Feld von Gradientenflichen bestimmen, welches diese Umgebung einfach und
liickenlos iiberdeckt und somit genau eine Gradientenfliche durch go fithrt. Er-
ganzt man nunmehr die durch g fithrenden £ — 1 HEn um jene vorher entfernte,
so laft diese k-te HE das eben beschriebene Feld auf ihrer positiven Seite un-
verdndert. Zu den Normalen u, (v = 1, ...) der auf ihrer negativen Seite liegenden
Gradientenebenen &, wird der Gradient ay der k-ten HE $ addiert. Dies bewirkt,
daB in jedem von HEn berandeten Teilbereich T, von IR, der auf der negativen

Seite von $y liegt, die Normalen um den Winkel arc cos 77— auf diese HE $y

ax
Jaxl ln l
hingedreht werden.

Hierdurch bleibt einmal die Parallelitét der Gradientenebenen (bzw. -flichen)
untereinander bestehen und zum zweiten auch die Durchschnitte derselben mit der
HE $. Damit ist gezeigt, daf durch jeden Punkt o des Komplementraumes I von
I genau eine eindeutig bestimmte Gradientenfliche hindurchgeht, dafi diese Gra-
dientenfliche in ihren Gradientenebenen zu den benachbarten Gradientenflichen
(bzw. -ebenen) parallel ist und mit diesen den Raum 9)¢ liickenlos und einfach erfiillt.

Satz. Die Gradientenflichen sind konvexe Polyeder.

Zum Beweis werde angenommen, dafl eine Gradientenfliche nicht konvex ist.
Dann besitzt sie mindestens in einem Punkt ro, durch den genau & HEn 9,
(¢ = 1,2, ..., k) hindurchfiibren, eine nicht konvexe Ticke. In einer Umgebung
von go gibt es daher mindestens zwei Gradientenebenen ®&; und &y sowie zwei
Punkte g1 auf &1 und gz auf g, so dall mindestens ein innerer Punkt ¢’ der Ver-
bindungsstrecke ;g auf der ,negativen Seite* von ®; und ®g liegt. Die Ver-
bindungsstrecke r1%2 durchdringt die HEn $; (A = 1,2, ...,1 =< k). Es ist daher:

D1:(x—20)ar =0 Or:(t —20)gr =0 mit (z1 —ro)gr=0
. ®2:( —20)g2=0 mit (r2 —rxo)ga=0
53 (E - xo) ag =10
=1+ %r—1) mit 0<d<1
(& —10)91<0, (' —x0)g2<<0.

(t1+ P22 — 1) —20) g1 <0 oder (rz—11)g1 <0

(x1+ Pg2 — 1) — 0)g2 <0 oder (x1—12)g2 <O
(59 (r2 — r1) (g1 — g2) < 0.
Die HEn $, mit den Gradienten a; trennen die Punkte r; und gz voneinander,
d. h. es gilt:

Hieraus folgt

21—§o)ﬂz<0
2—zo)aa>0
)
)

E }fﬁr V=110
E“_“ , }fﬁr V=1l =11,

2 — %o ‘1;
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v sei die Summe der Gradienten aller HEn, auf deren negativer Seite sich sowohl
11 als auch rg befindet.
I "
gr=t+>a; ga=rt+>a, .
v 4
Fir { = 0 ist g; = g2 = t, entgegen der Annahme.
Fiir 1 + 0 ist:

(t1—12) > 0, <0

(k2 —11) > 0y <0

(tz— 1) (D0, — > a;) <0 oder (x2—z1)(g2—g1) <O0.
Dies steht im Widerspruch zu Gleichung (5'). Damit ist der Satz bewiesen.

Die Gradientenflichen sind also konvexe Polyederflichen. Die Punktmenge It
wird von jeder Gradientenfliche umschlossen. Die Gradientenflichen sind dann
und nur dann geschlossen, wenn IR endlich ist. Der Rand von I kann selbst als
Gradientenfliche angesehen werden. Seine Konvexitat folgt schon aus der Tat-
sache, daB jede Gradientenebene als HE Stiitzebene von I ist.

Anmerkung. Ist in einem Teilbereich von I8 der Geschwindigkeitsvektor v’
und in einem anderen Teilbereich von I8 der Geschwindigkeitsvektor b” vor-
handen und fithren zwei Gradientenflichen durch diese beiden Teilbereiche, so
148t sich zeigen, daB sich die Zeiten in den beiden Teilbereichen, um lings einer
Bewegungskurve (vgl. 3.1) von einer Gradientenfliche auf die andere zu gelangen,
wie p'2:0"’2 verhalten.

Wahlt man an Stelle der Zeiteinheit von z. B. 1sec in den einzelnen Teil-
bereichen von IR die Zeiteinheit 12 sec, wobei 92 das skalare Quadrat des dort
vorhandenen Geschwindigkeitsvektors v ist, so stellen die Gradientenflichen ge-
rade jene Fldchen dar, von denen aus man langs den Bewegungskurven den Rand
von M in gleichen Zeiten erreicht.

Wihlt man an Stelle der Wegeinheit von z. B. 1 em in den einzelnen Teil-
bereichen von Ik die Einheit 1/v2 cm, so stellen die Gradientenflichen gerade jene
Flichen dar, von denen aus man lings den Bewegungskurven den Rand von 9t
auf gleich langen Wegen erreicht.

§ 3. Die mit Hilfe der Gradientenflichen definierten Bewegungskurven

3.1. Bewegungskurven

Die Schar der Gradientenfiiichen werde jetzt von stetigen Kurven durchsetzt,
die stiickweise aus Geraden bestehen. Die Richtung dieser Geraden ist in jedem
Punkt ¢ e IR wegen der Konvexitit der Gradientenflachen eindeutig durch die
Forderung bestimmt, dafl die jenem Punkt in Richtung I benachbarte Gradienten-
fliche auf jener Kurve auf kiirzestem Wege erreicht wird. Diese ,,Bewegungs-
kurven® schneiden jede Gradientenfliche genau einmal und fithren (nach end-
licher Zeit) auf den Rand von M zu. Es ist durchaus méglich, daB mehrere Kurven
sich ab einem bestimmten Punkt zu einer einzigen Kurve vereinen.

Die Bewegungskurven kénnen als ,,Losungskurven® des gestellten Problems
angesehen werden, da gezeigt wird, daB sie, gleichgiiltig ob einer ihrer Anfangs-
punkte g auf einer HE liegt oder nicht, in jedem Falle in einem Losungspunkt p*
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enden. Die Bewegungskurven ergeben sich als Losungen einer erweiterten Diffe-
rentialgleichung, die entsteht, wenn die Differentialgleichung (1) gilt und zusétz-
lich in den Punkten der HEn Richtung und Gréfle des Geschwindigkeitsvektors v(x)
entsprechend definiert wird. Zur eindeutigen Bestimmung der GroBe und Richtung
von b (g) in HEn-punkten werden im folgenden Abschnitt die Begriffe ro-Bereich
und ausgezeichneter ro-Bereich eingefiihrt.

3.2. yo-Bereich

o sei ein Punkt in I durch den genau & HEn $, (x = 1,2, ..., k) gehen
sollen. Wir betrachten dann nur diese £ HEn und sehen zunéchst von allen anderen
nicht durch go gehenden HEn ab. Durch diese £ HEn wird nun der R, in Be-
reiche, wir nennen sie rg-Bereiche, unterteilt.

Zwei verschiedene Punkte g1 und ga gehdren dann und nur dann zu demselben
ro-Bereich, wenn sie auf keiner HE liegen und ihre Verbindungsstrecke keine
weitere HE schneidet oder wenn sie auf genau denselben k— u (4 =0,1,...,k—1)
HEn liegen und ihre Verbindungsstrecke keine der tibrigen p HEn schneidet.

Liegt rp auf genau einer HE 9, so sind die ro-Bereiche einmal 91 selbst
sowie die beiden durch $; begrenzten Teile des Rj. In diesem Falle haben wir
drei verschiedene go-Bereiche. Liegt ro auf genau r linear unabhéngigen HEn, so
gibt es insgesamt 37 verschiedene ro-Bereiche.

Nach 3.1 ist in gp e M ein Geschwindigkeitsvektor To seiner Richtung nach
durch die Forderung bestimmt, dal langs ihm die in Richtung % benachbarte
Gradientenfliche auf kiirzestem Wege erreicht wird. Dieser in 1o angeheftete Ge-
schwindigkeitsvektor zeigt in einen yo-Bereich, den wir den ausgezeichneten
ro-Bereich nennen.

Der Betrag |1¢| des in po angehefteten Geschwindigkeitsvektors b(zo) = ro
wird wie folgt festgelegt:

a) Enthélt der ausgezeichnete go-Bereich einen Punkt, der auf keiner HE liegt
— damit liegen simtliche Punkte dieses ausgezeichneten go-Bereiches auf keiner
durch go gehenden HE —, so ist nach der Differentialgleichung (1) innerhalb
dieses ausgezeichneten go-Bereiches in allen Nachbarpunkten® y von ro der Ge-
schwindigkeitsvektor v () in gleicher Weise definiert und dieser wird ro nun auch
der GréBe nach zugeordnet.

b) Der ausgezeichnete go-Bereich enthidlt Punkte, die bei entsprechender
Numerierung auf den HEn $, (6 =1,2,...,5) (8 = k) liegen. Dann existieren
solche 1¢-Bereiche T;, deren Punkte auf keiner HE $, (x = 1, ..., k) gelegen
sind und deren Randpunkte im ausgezeichneten po-Bereich liegen. In diesen
1o-Bereichen Ty ist nach (1) in Nachbarpunkten von go bereits der Geschwindig-
keitsvektor v(r) = b(r,) eindeutig definiert, wobei g, ein Punkt eines solchen
ro-Bereichs T; ist. Die Projektion des Vektors v (x;) auf den bisher nur durch seine
Richtung im ausgezeichneten yo-Bereich festgelegten Geschwindigkeitsvektor ro
wird gleich der GroBle o dieses Geschwindigkeitsvektors gesetzt. Die Projektion

* Da die yo-Bereiche nur durch die durch g filhrenden HEn bestimmt sind, durchstdBt
eine von xg in den ausgezeichneten ro-Bereich fiihrende geradlinige Bewegung nach einer ge-
wissen nicht verschwindenden endlichen Strecke erstmalig eine nicht durch g filhrende HE
oder fithrt andernfalls ins Unendliche. Nur bis zu dieser HE reichen die eben genannten
Nachbarpunkte von g innerhalb des po-Bereichs.
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ist unabhiingig davon, von welchem yo-Bereich ¥, man ausgeht, da sich die Ge-
schwindigkeitsvektoren b(z;) dieser ro-Bereiche ¥; nur um Gradientenvektoren
unterscheiden, die senkrecht auf dem ausgezeichneten ro-Bereich stehen.

Um den Geschwindigkeitsvektor fiir Punkte rg, aus I zu bestimmen, werden
in entsprechender Weise auch diesen Punkten Gradientenflichen zugeordnet. Die
Gradientenfliche durch g, ist gleich dem Rand des Durchschnitts der Menge aller
Punkte g, mit der Eigenschaft (f — rm)c = 0 und der Punktmenge M. Dabei
ist ¢ der Gradient der Zielfunktion Z. Auch jede dieser Gradientenflichen ist Rand
einer konvexen Punktmenge.

Die Schar der durch die Punkte g, € I gebildeten Gradientenflichen werde
jetzt von stetigen Kurven, den Bewegungskurven, durchsetzt, die stiickweise aus
Strecken bestehen. Die Richtung dieser Strecken ist in jedem Punkt p, eIt
wegen der Konvexitat der Gradientenflichen eindeutig durch die Forderung be-
stimmt, daB die jenem Punkt ,,in Richtung gréfer werdender Z-Werte* benach-
barte Gradientenfliche auf kiirzestem Weg erreicht wird. Existiert keine solche
benachbarte Gradientenfliche, so wird einem solchen Punkt r,, der Geschwindig-
keitsvektor I, = 0 zugeordnet; dieser Punkt 1, ist dann Zielpunkt. In allen
anderen Punkten fiihren die Bewegungskurven zu Punkten mit gréfleren Z-Werten.
Diese Bewegungskurven enden alle in einem Zielpunkt ¢*. In allen inneren Punk-
ten tp, von I wird der Geschwindigkeitsvektor durch die Differentialgleichung (1)
bereits mit b (g;,) = ¢ definiert. In allen Randpunkten g, von I ist die Richtung
des Geschwindigkeitsvektors v (g,) = I durch die o.g. Forderung bestimmt, daf3
langs jhm in Richtung wachsender Z-Werte die zu g, benachbarte Gradienten-
fliche auf kiirzestem Wege erreicht wird. Die GroBe |r;| wird als Projektion
von ¢ auf die gegebene Richtung von &, festgelegt.

Damit ist fiir jeden Punkt des R, eindeutig der Geschwindigkeitsvektor ; =
= 9(r) (hinsichtlich Richtung und GréBe) definiert.

Anmerkung. Fir Hyperebenenpunkte gg, die auf dem Rand von IR liegen,
kann auch ein ausgezeichneter ro-Bereich definiert werden. Es wird darunter der
Durchschnitt desjenigen go-Bereiches, in dem der oben definierte Geschwindigkeits-
vektor ro liegt, mit der Punktmenge (x — 1o)c = 0 verstanden.

§ 4. Ein rekurrentes Verfahren

4.1. Ausgezeichneter o- Bereich (2. Definition )

Fir alle Punkte ¢ des Ry, die auf HEn liegen, ist nach § 3 der Geschwindig-
keitsvektor y hinsichtlich seiner Richtung durch die Forderung bestimmt, daf die
zu ¢ in Richtung I bzw. in Richtung wachsender Z-Werte benachbarte Gradien-
tenebene auf kiirzestem Wege erreicht wird. Fiir Punkte, die auf keiner HE liegen,
lost bereits die Differentialgleichung (1) die Aufgabe. Fiir alle Punkte p = 1o,
die auf mindestens einer HE liegen, kann die Bestimmung von d{rp) = Lo auch
derart durchgefithrt werden, daf man zuerst den ausgezeichneten go-Bereich mit
Hilfe eines rekurrenten Verfahrens und dann den in diesem ausgezeichneten
ro-Bereich vorhandenen Geschwindigkeitsvektor v (o) nach GréBe und Richtung
bestimmt.

Der ausgezeichnete go-Bereich eines Punktes g kann durch eine zweite De-
finition eindeutig festgelegt werden:
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Sei z + go ein Punkt eines ro-Bereiches und i der nach §3 festgelegte Ge-
schwindigkeitsvektor v(g) in g. Verbleiben alle Punkte der Geraden ¢ = ¢ 4+ fi‘
fiir £ > 0 innerhalb desselben go-Bereiches, so ist dieser ausgezeichneter ro-Bereich,
falls £ - a,=+0 ist fir alle x = 1, ..., k. Andernfalls ist der Durchschnitt aller

jener durch po filhrenden HEn 9,, fur die i; a, = 0 gilt, ausgezeichneter go-
Bereich.

Diese zweite Charakterisierung des ausgezeichneten po-Bereichs ist mit der
unter § 3 gegebenen Definition dquivalent, da es nach beiden Definitionen keine
zwel verschiedenen po-Bereiche geben kann, die ausgezeichnet sind, und nach

beiden Definitionen alle Punkte der Geraden y = g -~ ¢g fiir £ > 0 im gleichen
(ausgezeichneten) go-Bereich verbleiben.

Um in go auf H, (x =1, 2, ..., k) den Geschwindigkeitsvektor ry zu bestim-
men, sei vorausgesetzt, dal in allen Punkten g, die auf hdchstens £ — 1 HEn
liegen, der Geschwindigkeitsvektor bereits bekannt ist. Das im folgenden Ab-
schnitt beschriebene Verfahren liefert einen eindeutig bestimmten Punkt 1, wobei

i der Geschwindigkeitsvektor im ausgezeichneten go-Bereich ist. ¢ liegt entweder

auf weniger HEn als 19, so daB g bereits bestimmt ist oder i liegt auf & HEn.
In diesem Falle ist der ausgezeichnete go-Bereich gerade gleich dem Durchschnitt
der durch 1o und I fiihrenden ¥ HEn. Im ersten Fall ist £o =% . Im zweiten Fall
ist die Grofle und Richtung von i gleich der ,,Projektion® der Summe aller Gra-
dienten von HEn, die nicht durch  gehen und auf deren negativer Seite t liegt,
auf den Durchschnitt der durch f fithrenden & HEn $,, wie in 4.3 gezeigt wird.

Es gilt dann auch hier yq = .

4.2. Das rekurrente Verfahren

1o liege genau auf den k HEn 9, (x = 1, 2, ..., k). Die Summe der Gradienten
aller HEn $,, die nicht ryp enthalten, aber auf deren negativer (wirksamer)
Seite ro liegt, sei r.

r—%la Au=1, wenn auto+b,<0 (p=1,...,m)
_M=1ﬂ e },MZO, sonst .

Es existiert eine Umgebung von po, die keine Punkte von HEn enthilt, die
nicht durch go fithren. Diese Umgebung kann man dadurch zu der Gesamtheit
aller ro-Bereiche erweitern, indem man im R, nur mehr die durch g fithrenden
HEn betrachtet. In jedem Punkt g des Ry, der nicht auf einer HE liegt, wird
dann als Geschwindigkeitsvektor der Vektor

k
U(@):r“}‘zlwﬂ% [Ae=1, wenn a,r+ b,<0;
x=1

Ay =10, sonst] angeheftet.

Hierdurch werden die in der o.g. Umgebung von gy verlaufenden konvexen
Gradientenflichen in ihren Gradientenebenen parallel in allen ro-Bereichen eben-
falls fortgesetzt und iiberdecken den gesamten R, einfach und liickenlos. Damit
ist nach § 3 auch nunmehr in jedem Punkt der durch g¢ filhrenden HEn $, ein
Geschwindigkeitsvektor festgelegt.
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Nunmehr wird angenommen, daf in jedem Punkt des B, , der auf hdchstens
k — 1 HEn liegt, der Geschwindigkeitsvektor bereits bestimmt ist.

Man bestimmt nunmehr einen Polygonzug, der aus endlich vielen Strecken
besteht und die Punkte 11, r2,..., s = I derart verbindet, dall v(xs) = £a
gleich dem Geschwindigkeitsvektor in allen Punkten des ausgezeichneten ro-Be-
reiches ist. Die Punkte 1, 12, ..., £z erhélt man folgendermalfien:

T1=1to+T.
Entweder liegt 11 auf denselben £ HEn wie go oder nicht.

Im ersten Fall ist r; ein Punkt des ausgezeichneten ro-Bereichs, der gleich dem
Durchschnitt aller HEn 9, ist, da ja die Gerade y = ro + fr mit £ > 0 den
Durchschnitt nicht verldBt. Der Geschwindigkeitsvektor im ausgezeichneten
1o-Bereich ist somit ¢ .

Im zweiten Fall ist in r; nach Voraussetzung der Geschwindigkeitsvektor r;
bereits bestimmt. Verbleiben simtliche Punkte der Geraden g = x1 -+ {71 fir
¢t > 0 im gleichen go-Bereich, so ist dieser ausgezeichneter ro-Bereich, wenn fiir
keinx = 1,2, ..., k die Gleichung a, x1 = 0 erfiillt ist; gilt hierbei jedoch a,x; = 0
fir x =1,2,...,1 (bei geeigneter Numerierung der HEn), so ist der ausgezeich-
nete go-Bereich der Durchschnitt der HEn 9, (» =1, 2, ..., ). Im anderen Fall
erreicht die Gerade fir ¢ = t; erstmalig eine weitere, nicht durch r; gehende HE
im Punkt go.

Der ausgezeichnete ro-Bereich 146t sich auch dadurch eindeutig charakteri-
sieren, daB man die sgn-Funktionen sgn(x; — o)a, und sgn i G, (sgna =
+ 1,0, —1, wenn a >, =, < 0) betrachtet.

Die Gleichung sgn £ a, = 0 ist erfiillt fir alle HEn §,,, zu denen die Gerade
L = 11 + t11 parallel ist. Die Ungleichung sgn(x1 — go)a, + 0 ist erfiillt fir alle
HEn $,, auf denen r; nicht liegt. Da r; auf héchstens k£ — 1 HEn liegt, so exi-
stiert mindestens eine solche Ungleichung. Die Gerade ¢ = r1 + fxr1 (¢ > 0) trifft
dann und nur dann keine weitere nicht durch r; fithrende HE, wenn erfiillt ist:

a) sgn (I1- ax) = 0 fir alle = 1,2, ..., &k oder wenn

b) fiir alle #, fiir die sgn (1 - a,) + 0ist und sgn(r; — o) ax + 0 ist, die Glei-
chung sgn (- a,) = sgn(r1 — o) - a, gilt.

Im Fall a) ist der Durchschnitt aller HEn $, (x = 1, 2, ..., k) ausgezeichneter
to-Bereich mit dem Geschwindigkeitsvektor ;. Der Fall b) ergibt sich aus der
Betrachtung der Abstinde der Punkte r=y1-+£¢¥; von den HEn (r—x)ax=0.
Diese Abstande sind 1 )
Vit (£1 — Fo) awx + #(x1- ax)].

Dem ausgezeichneten go-Bereich ist hier der Geschwindigkeitsvektor g zu-
geordnet. Derjenige ro-Bereich ist ausgezeichneter yo-Bereich, in dem gy liegt,
falls g1 a, =0 fiir kein % = 1,2, ..., k erfiilllt ist. Andernfalls ist derjenige
ro-Bereich ausgezeichneter yro-Bereich, der den Punkt ro -+ r; enthilt. Er ist
gleich dem Durchschnitt aller jener HEn §,,, fir die 1 - a, = 0 erfiillt ist. Ist
weder a) noch b) erfiillt, so trifft die Gerade ¢ = y1 -+ {111 fiir ¢ = £; > 0 erst-
malig auf eine nicht durch r; gehende HE. #; erhdlt man aus der Gleichung
(x1 + t11 — ro)ax = 0, indem man das kleinste positive #; wahlt, wenn » die
Werte 1 bis & durchliduft. Fiir 2 gelten nun dieselben Uberlegungen wie fiir g1,
d. h. entweder liegt 11 auf denselben k¥ HEn wie t; oder nicht ... Und so weiter.
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Dieser so eindeutig bestimmte Polygonzug, der die Punkte 19, £1, 22, ... je-
weils geradlinig verbindet, ist eine Bewegungskurve beziiglich der den R, einfach
und liickenlos iiberdeckenden Gradientenflichen, falls wie vorausgesetzt nur die
durch go fiihrenden £ HEn $, (¢ =1, ..., k) als existent betrachtet werden.
Wegen der Konvexitit der Gradientenflichen kann er denselben go-Bereich nicht
zweimal durchlaufen und da die g¢-Bereiche in ihrer Anzahl endlich sind und es
genau einen ausgezeichneten ro-Bereich gibt, mul er nach endlich vielen Strecken
zu einem Endpunkt r, gelangen, der im ausgezeichneten yro-Bereich liegt und
diesen Bereich eindeutig festlegt.

Erginzt man die Differentialgleichung (1) um die fiicr HEn-Punkte ¢ auf Grund
des rekurrenten Verfahrens gewonnenen Geschwindigkeitsvektoren v(z) = 1, so
erhilt man eine erweiterte Differentialgleichung. Durch sie wird jedem Punkt
des Ry ein Richtungsvektor ¢ zugeordnet und jede ihrer Losungskurven endet von
einem beliebigen Anfangspunkt ausgehend in einem Zielpunkt der Optimierungs-
aufgabe und entspricht zugleich einer mit Hilfe des AR nur durch Schaltung der
Differentialgleichung (1) erhaltenen Losungskurve.

4.3. Projektion auf den ausgezeichneten yo-Bereich
4.3.1. Seien H, (x =1,2,..., k) k durch den Punkt gy fiihrende HEn. 9 sei
die vom Durchschnitt dieser ¥ HEn gebildete Punktmenge. Gesucht sei der
Punkt ¢* von @, der den kiirzesten Abstand vom Punkt g’ = 1o + 8 besitzt,
wobei § ein beliebig vorgegebener Vektor ist.

IE Die HEn 9y : (£ — o) ax = 0 seien als linear un-
2 i abhingig vorausgesetzt.
: 55* e =H1NHPaN N Dy,
0

Tig. 1 d.h.: (r* —zro)ax =0 (e=1,2,..., k).
Fiir das Abstandsquadrat 4 der Strecke r*¢’ gilt: 4 = (r* — ¢)2.
A soll nun beziiglich ¢* zom Minimum gemacht werden unter den % Neben-
bedingungen (x* — go)ax=0. (x=1,..., k).
Nach Einfiihrung der Lagrangeschen Multiplikatoren A1, 22, ..., A, gilt:

F=(*— )2+ drar(g* — o) + -+ + Ax 0x (¥ — 20); (6)
%=2(z*—z’)+ha1+lzaz+~-+/1%a%:0. (7)

Nach Multiplikation mit r* — o ergibt sich:
(* =) @* — 1) =0. (8)

Notwendig fiir die Existenz von p* ist also das Senkrechtstehen der beiden Vek-
toren * — ¢’ und g* — go.
Aus (7) folgt: 2(g* — o+ ro— ')+ A1ar + -+ + Ay a, = 0; bzw.
Avag+ Azaz+ o+ Ay =28 — 2(t* — go) - (9)

Multipliziert man die Gleichung (9) mit a, fir (x =1,2,..., k), so erhélt man
nachstehende & Gleichungen fir die 2, (» = 1,2, ..., k):

/11(1% + Asasay -+ -+ Agaxar =203

/1101(124—/12(1% A Apayaz =20a238 (10)

Maiag + Agasag + o -+ Agay  =2ag3.
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Wegen der linearen Unabhingigkeit der a, ist die Determinante D des Glei-
chungssystems (10) von Null verschieden.
Wire D = 0, so sind z. B. die Elemente von D spaltenweise linear abhéngig,

%
d.h. es gilt mit entsprechenden Konstanten wy, (¥ = 1,2,..., k) (Z w2+ 0);
1

fir die 1. Spalte: aj(wya; + weas + -+ +wrag) =0

fir die £. Spalte: ag(wya; +weaz+ -+ +wgag) =0

woraus folgt: (wiay +weas + -+ +wrag)2 =0, Widerspruch.
Das Gleichungssystem ist dann und nur dann homogen, wenn a,6=0 (x=1,...k
gilt. Dies besagt genau, daB t’in & liegt, somit * = 1’ ist und der Abstand r*y’

Null ist.
Beniitzt man die Matrixschreibweise

a 2
(s ay aggl N § X5
Ay = s W= (ar, 02, 0); A=W = | 102 G2 oo GEO2Y
o apax asax . . . az
21
A2
l - 3
Ak
so lautet das Gleichungssystem (10):
AL =2Ug3, (10"
bzw. A=2U"1Uy8 (11)
und Gleichung (7):
2(0* — 1) + WA = 0. (7)
Aus (11) und (7') folgt:
=y -y W =0+ 8 — WA A5, (12)
somit:
t* =0+ [C — Wy (U Wp)~2 As] 5. (13)

Der Vektor t* — xo=[€ — U, (U Wp)~1 U138 werde die Projektion von 3 auf &
genannt. Sind die HEn $, (¢ =1, ..., k) linear abhingig, so sind unter ihnen
voneinander linear unabhéngige HEn auszuwihlen, so dal deren Anzahl maximal
ist. Fiir diese (nicht eindeutig) ausgewidhlten HEn ist dann nach (13) der Punkt r*
zu bestimmen. Der Vektor ¢* — g ist dann sowohl Projektion von § auf ¢ als auch
die Projektion von 3 auf den Durchschnitt der ausgewéhlten, linear unabhéngigen
HEn. Er ist von der getroffenen Auswahl unabhéingig.

4.3.2. Behauptung. Die Projektion des Vektors3 =1 + g1a1 -+ -+ 0% ax (01,...,0%
beliebig) auf den Durchschnitt & der HEn Hy:(t — o) ax =0 (x = 1,2, ..., k)
st von der Wahl der o, unabhingig.
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Mit anderen Worten: Liegt ro auf dem Durchschnitt & der £ HEn $, und be-
trachtet man alle ro-Bereiche, die keine HEn-Punkte enthalten, von denen aber
Randpunkte auf 4 liegen, so ergibt die Projektion des in diesen ro-Bereichen vor-
handenen Geschwindigkeitsvektors b auf ¢ jedesmal denselben Vektor. v hat stets
das Aussehen v =1+ o101+ -+ + 040y (Mit 6, =0 oder 1, x=1,..., k).

Beweis. Setzt man a; ax = aq, so lauten die Gleichungen (10):

Aragn A4 Ay = 201 (v +ora1 + o 4 oxag)
(14)
Maig 4+ Avayr =20 (t +or1a1 + - 4 ox ag)
oder
(A1 —200)a11 4+ -+ (A — 20p)a15 = 201 -1
(15)
(A —201)a1x + -+ (A — 20p)arr =205 T.
Nach (10) folgt bei
UL —20) =2
A—20=2U1Ugr.
Nun gilt
2(2* — )+ U A=0. . (7)
Hieraus folgt:
= — WA =po+r+ Wo —jWA=1xo+ 1t —; W(A—20)
=0+t — U 2U T Wpr = o + [ — W (W W)~ W] v (17)
w.z. b.w.

4.3.3. Der ausgezeichnete ro-Bereich bestebe aus dem Durchschnitt § von
durch go hindurchgehenden HEn 9, (¥ = 1,2, ..., k). (Dies miissen nicht alle
durch zo fithrende HEn sein.) 11 sei ein von o verschiedener Punkt des Durch-
schnitts &, der M ,,niher* liegt als o, d. h. innerer Punkt der durch rg fithrenden
Gradientenfliche ist. Die Verbindungsgerade gog_{ schneide keine HE, die nicht
bereits schon durch g fithrt. Es wird jener Punkt ¢ auf der durch g; fiihrenden
Gradientenfliche ® gesucht, der den kiirzesten Abstand vom Punkt ro besitzt.

Es ist also:
P=H1NPeN-"NDr; Hui(t —20) 0x=0 (x=12,.... k),
Loed; 1% To; L€ (t1i—1ro) ax=0 (x=1,2,....k);

t sei die Summe der in r; wirksamen Gradienten von HEn, die y; nicht enthalten.

wm —_
=S 270 T e hem,
Die in y) zusammenstoBenden Gradientenebenen von & haben die Gleichungen:
(t—11) (wra1 +wgag+ -+ wgag -+ 1)=0 mit w, =0 oder 1.
Es gilt also
(T—1t1)ax=0
@—1r)r =0
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fiir alle Punkte g, die im Durchschnitt 94 aller in r; zusammenstofBenden Gra-
dientenebenen enthalten sind. Ferner ist #4 € D.

Es soll nun 4 = ( — 19)% mit der Nebenbedingung € #g zu einem Minimum
gemacht werden. Die Aufgabe wird durch Einfiihrung von & 4 1 Lagrangeschen

Multiplikatoren 2 1, 12, eee, ik, }:,Hl gelost.

F=@F—z0?+ha@—u)+ - +Aeax@—1)+2har@—r);  (18)

oF . - -
"a’iﬁ‘:2(§_§0)‘f‘)-lal+"'+/1kak+2/1k+11‘:0- (19

Nach Multiplikation mit ¢ — g3 ergibt sich (f — o) (¥ — £1) = 0.
Aus (19) folgt:

2@ —rp1+ri—to) a4+ dpag + 2 Apar =0, (20)

bzw.
Jray+ dpaz 4+ -+ dpap = — 2(F — 11) — 2(21 — ro) — 2 k41t (21)
Multipliziert man diese Gleichung mit a, (¢ = 1, ..., k) bzw. ¢, so erhidlt man

k -+ 1 Gleichungen fir die D pe=1,..., %) und D1

~3.1(1% —f—-j.zazal+"'—{—}-kakﬂ1:—2ik+lral

Jiarag +Azad 4 b ipapae= —2Qp1taz

N . B i
Arazag + Azagap + -+ Agoy = — 241t 0

[lar  +Jsaz o+ Apag 4 2 A1t 4+ 2(5 — 20)]t = 0.

Man verifiziert durch Vergleich mit 4.4.3.1, dafB} dieses Gleichungssystem genau
fir gp =1 =1% Ap=2u(x=1,...,k), lgs1 = — 1 erfillt wird.

Die eckige Klammer der letzten Gleichung verschwindet wegen (19).

Die kiirzeste Entfernung des Punktes 1o, der auf mindestens einer HE liegt,
zu der in Richtung 9% benachbarten Gradientenfliche erhilt man also lings eines
Vektors p, dessen Richtung mit der Projektion eines Vektors v auf den aus-
gezeichneten go-Bereich dbereinstimmt, wobei ¢ die Summe der in o wirksamen
Gradienten ist. Der Geschwindigkeitsvektor in ro wird nach Definition gleich
diesem Vektor p gesetzt.

Fiir Punkte ro, die Randpunkte von M sind, wird in entsprechender Weise
der Geschwindigkeitsvektor definiert, wobei hier r durch den Gradienten ¢ der
Zielfunktion zu ersetzen ist.

4.4. Zusammenfassung des rekurrenten Verfahrens
o liegt auf genau den k HEn
Duiont+bx=0 bzw. (r— ro)a,=0; e=1,...,k).

In jedem Punkt y, der auf weniger als diesen ¥ HEn liegt, sei t = v(x) als be-
kannt vorausgesetzt.
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Bs ist v =t(po) = > Auay + 071;

p=1
Ay =0,
du=1,
s =0,
§ =1,

Ausgangspunkt: ro

wenn ayXo+ by =0

sonst

Nt
wenn > 2, >0
p=1

sonst

(u=1,...,m)

¥ gilt fiir mind. ein gilt fiir alle x:
=t +1;| — (x1 — o) ax + 0; (g1 — Zo) ax = 0;
4 ¢
11 ist bekannt, da 13 o=t
auf hochstens & — 1 HEn
r 1 J
sonst gilt fiir gilt fiir alle % mit
\ alle » I1ay + 0 und (£1 — Lo) ax = O:
| t1ax =0 SEN T1 x = SgN (Z1 — To) Ox
4 L 4
Jt1 >0 To=11 to=1i1
t]_ = Mln {‘ (1‘0 _._xl‘_) Gz }
L1 ax
iiber alle 7, fiir die
1a, + 0 gilt
+
te=1t+tt; |[——| gilt fir mind. ein x: gilt fiir alle
(g2 — o) ax + 0; (2 — o) 0 =0
1 4
I fo= 11
¥
l nach q Schritten ist pg =% l
far ¢ gilt fiir gilt fiir alle » mit
existiert kein alle 5: Loy =0 und (I — zo)ay + O:
entsprechendes £, foa, =0 sgn T ax = sgn (L — o) ax

b

Lo=1¢

v

Lo=1
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§ 5. SehiuBbemerkungen

5.1. Stabilitit

1. Hilissatz. Der Abstand zweier beliebiger Punkte ro und rm mit ro € I und
tm € WM ist grofer als der Abstand der Punkie o - tt und tp fir 0 <t < 4.

v ist die Summe der in o wirksamen Gradienten, und t; kann so gewihlt
werden, dafl to - tv noch im gleichen go-Bereich verbleibt und keine HE schneidet,
auf der nicht go liegt.

wm l

Beweis. v = Z Auty = Z a, (bei geeigneter Numerierung ist 1, == 1 fir

p=1 2=1

w=1,...,1 und 1,=0 sonst)
a1%o +61<0;  mtm +01=20;  a1(tm — o) >0

'az E.o + bz< 0;‘ 'az @m + I;z 2 0.; g .al (.?:”m — .290).>;0
oty = Afu= (o — tm)? (tm — xo)élaa >0
Loty = Aiy = (fo + téla;. — tm)?
D = A3, — Ay = ("tigz) (20— 2¢m + t;lzlaa)
=— t2§1a;ﬁ + 20 (tm — xo);lilaz >0

fir 0=t w.z.b.w

2. Hilfssatz. Durchdringen eine Bewegungskurve k1 und eine zu ihr benachbarte
Bewegungskurve ko die HE $,, in den Punkten g1 baw. to, so ist thr Abstand wihrend
des gegenseitigen parallelen Verlaufes nach der Durch-
dringung der HE héchstens gleich dem Abstand wihrend ks
thres gegenseitigen parallelen Verlaufes der Durch-

\ T
dringunyg. \ A1 / k
Beweis. In einem Gebiet des R, sei t bzw. t - a, %‘\7 S

e . - - \ y
der auf der positiven bzw. negativen Seite von H, wir- \ N

kende Geschwindigkeitsvektor. Aus der Tatsache der y‘
Durchdringung folgt va, > 0. 2

Die durch r; bzw. g fuhrende Gradientenfliche —
wird von kg bzw. £y in 3; bzw. 32 geschnitten (siehe o
Fig. 2!1). Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann D
man folgern, daB gilt: Fig. 2

(31— 210, =0 und (32— r2)a,>0.
Somit ist: 1=La—0c(+ax); 0>0; HDu:(z —r)a=0
j2=1r1+ TS 7> 0; (k2 —t1) 4 =0.
Aus: (t—11) (t+ax) =0 folgb (31— 1) (v-+ax)=0
(t—1)r=0 (b2 —12)r =0,
oder [t —o(r+ax) — 1] (t+ax)=0

[t1-+7t—12] t=0,

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, Bd. 2 19
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damit
(tz—t)r—o(rt+ax)? =0
—(@—r)r+2=0
Dann ist
(31— 1) — (2 —x2)? = [t2 — o (r + Qx) — L1+ 21 + 7T — 12]
[t2 — ot + 0x) — 81 — 01 — 70+ 22]
=[—o(t+ ay) -+ ] [2(ta — 21) — 7v — o (r + ax)]
= —20(t2 —11) (t + ax) + 271 (2 — 11) —
— 7212 + 02 (v + ay)?
=—20712 + 27212 — 1212 J- g 712

=12(12 —o1)=127(r —0) 2 0; w.z.b.w.

> ot al=T12>0=T.

Liegen g und g2 auf derselben Gradientenflache, so sei ihr Abstand der auf dieser
Fliche liegende kiirzeste Abstand und werde kurz Abstand der beiden durch
und rp gehenden Bewegungskurven beziiglich der Gradientenfliche genannt.

Obiger Hilfssatz gilt auch fiir den Fall, daBl die beiden Bewegungskurven nach
ihrem Auftreffen auf die HE auf derselben weiterlaufen. Es folgt ganz allgemein:
Der Abstand zweier benachbarter (paralleler) Bewegungskurven wird in ihrem
weiteren (parallelen) Verlauf, d. h. beziiglich der laufend durchstoBenen Gradien-
tenflachen niemals groBer. Es kann gezeigt werden, daf aus einem gegenteiligen
Verhalten zweier benachbarter Bewegungskurven notwendig auf das Vorhanden-
sein mindestens einer nicht konvexen Gradientenfliche geschlossen werden kann.

Der erste Hilfssatz besagt, dall man sich beim rekurrenten Verfahren bereits
wihrend des Durchlaufens der ersten Strecke vom Punkt po bis zum Punkt
langs ¢ ebenfalls jedem Punkt von I nahert, sofern IR nicht leer ist. Dasselbe
gilt fiir die Durchlaufung des gesamten Polygonzuges o, t1, ..., £ = E. Durch
den zweiten Hilfssatz ist gewihrleistet, daB benachbarte Bewegungskurven be-
nachbart bleiben. Bewegungskurven, die in einem Ausgangsbereich des R, einen
bestimmten Abstand von einer vorgegebenen Bewegungskurve nicht iiberschreiten,
bilden eine rohrenférmige Umgebung dieser Bewegungskurve. Der zweite Hilfs-
satz besagt, dafl der ,,Querschnitt’ dieser Rohre bis zum Erreichen des Zielpunktes
monoton abnimmt. Hieraus folgt, daB eine Lésungskurve stabil ist hinsichtlich
der Tatsache, dafl ein Abweichen von dieser Kurve, z. B. bedingt durch den Drift-
fehler der Integrierverstirker, die Tragheit der Sprungfunktionen, usw. wiederum
zu einer Bewegungskurve fiithrt, die jhrerseits zu einem Zielpunkt konvergiert. Die
mit Hilfe des Rechners gefundenen Koordinaten eines Zielpunktes liegen also
innerbalb der Genauigkeitsgrenzen des Rechners und sind von der Wahl des
Ausgangspunktes unabhingig.

5.2. Der Fall: N ist leer

Auch wenn IR leer ist, wird durch die Differentialgleichung (1) in allen Punkten,
die auf keiner HE liegen, ein Geschwindigkeitsvektor definiert. Ebenso erhdlt man
durch das rekurrente Verfahren (vgl. 4.2.) in allen HEn-Punkten den entsprechen-
den Geschwindigkeitsvektor. (Die Losungskurven der auf diese Weise erweiterten
Differentialgleichung entsprechen wiederum den mit Hilfe des Analogrechners
erhaltenen Bewegungskurven.) Nach Wahl eines beliebigen Anfangspunktes enden
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jedoch die Bewegungskurven sémtlich in einem Punkt, der allemal im Endlichen
liegt. Die Menge dieser Endpunkte p**, die alle nicht Zielpunkte des gestellten
Problems sind, werde mit N ** bezeichnet. In den inneren Punkten von R**
fallen Anfangspunkt und Endpunkt einer Bewegungskurve zusammen, d. h. die
Bewegungskurve entartet zu einem Punkt.

Die Ausfiihrungen von §1 und § 2 miissen in folgenden Punkten geéndert
werden. Der Satz von § 1 erhilt den Wortlaut: ,,Liegt der Anfangspunkt ro = ¢ (0)
in einem Teilgebiet des R, , dessen sdmtliche Randpunkte auf HEn liegen und
dessen innere Punkte nicht auf HEn liegen, so bewegt sich g (¢) fir £ = 0 langs
der Geraden r = ro + (a1 + a2 + -+- + az) auf einen Punkt der das Gebiet
berandenden HEn zu, wobei aj, a1, ..., az die Normalen aller jener HEn sind,
auf deren negativer Seite ro liegt. Die Bewegung kann in Ruhe ausarten, wenn
die Summe q; 4 ag -+ +-- + az verschwindet.” Im letzteren Fall gehort ro der
Menge M** an. Die Ausfithrungen in § 2 bleiben erhalten, sofern sie nicht die
Menge IM** betreffen. Insbesondere gilt weiterhin, daf die Gradientenflichen
auBlerhalb M ** konvexe Polyeder sind. Innerhalb M** entarten die Gradienten-
flichen zu Punkten. Die Gradientenflichen miissen jedoch nicht mehr beschrinkt
sein, wie das Beispiel

@1:——9&1—~1:0; @g:xl—l:O im Rg

zeigt. Aber auch hier umschlieBt jede Gradientenfliche die Punktmenge $t** und
zur negativen bzw. positiven ,,Seite” der Gradientenflichen zihlen alle jenen
Punkte, die auf derselben Seite liegen wie die Punkte von I** bzw. nicht.

Dann und nur dann, wenn I leer ist, ist die Punktmenge M** nicht leer, so
daf in den meisten Ausfilhrungen der fritheren Kapitel die Menge M** die
Menge M ersetzen kann. Die Ausfithrungen iiber die Begriffe Bewegungskurven,
ro-Bereich, ausgezeichneter yo-Bereich sowie tiber das rekurrente Verfahren, kon-
nen somit auch im Falle einer leeren Menge I gemacht werden. Die iiber die
Stabilitdt gemachten Aussagen behalten weiterhin Giltigkeit.

5.3. Allgemeines

Durch Schaltung der Differentialgleichung (1) auf dem Analogrechner erhils
man unabhingig davon, ob die Menge N leer ist oder nicht, als Losungskurven
diejenigen, wie sie sich als Lésungen der auf Grund des rekurrenten Verfahrens
erweiterten Differentialgleichung (1) ergeben. Die Lésungskurven sind nur vom
beliebig zu wéhlenden Anfangspunkt go abhéngig und enden, falls I% leer ist, in
einem im Endlichen liegenden Punkt der Menge I**, wenn I nicht leer ist,
in einem Zielpunkt ¢*, der im Endlichen liegt, oder das Problem hat keine im
Endlichen liegende Loésung. Das Verfahren ist also auch gleichzeitig dafiir ge-
eignet zu entscheiden, ob das gestellte Problem 1sbar ist oder nicht. Man beob-
achtet auf dem Analogrechner die Bewegungskurven der geschalteten Differential-
gleichung (1), bis diese in einem Punkt endet, der nicht Randpunkt des MeB-
bereiches ist (vgl. 1.3); dann ist durch Ablesen der GroBe  bzw. der Grofien A,
sofort, feststellbar, ob der Endpunkt der Bewegungskurve Zielpunkt ist und damit
Losung der gestellten Aufgabe oder ob er der Menge M** angehért und die
Aufgabe keine Losung besitzt.

19%*
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