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Einfiihrung 

Beim Problem der linearen Optimierung handelt es sich um die Bestimmung 
eines Punktes ~* des n-dimensionalen Raumes R n ,  des sogenannten Zielpunktes, 
ffir den die Zielfunktion Z = c~ m i t c  = (cl, c2 . . . . .  cn) = grad Z und 
= (x l ,  x2, . . . ,  xn) in einem ,,zulg~ssigen" Bereich ~J~, der durch die Ungleiehungen 

a ~ + b ~ > = O ,  # = 1 , 2  . . . . .  m, mit ctu=(Ctul,  au2 . . . . .  Ctun), a ~ 4 : 0 ,  

beschrieben wird, ihr Maximum annimmt. 
J . B .  PYrE [1] hat als erster eine auf dem Gradientenverfahren beruhende 

L6sungsmethode ftir elektronische Analogrechner angegeben. Eine weitere der- 
artige Methode beschreibt A. S. JACKSO~ [2]. Die Bedeutung beider Verfahren 
liegt auf der experimente]len Seite. Ein mathematischer Beweis ffir die Konver- 
genz der mathematisch formulierbaren Verfahren wird nicht erbracht. 

Auch das in dieser Arbeit behandelte, zun/ichst ffir den elektronischen Analog- 
rechner entwiekelte Verfahren, ist ein Gradientenverfahren. Man erh~lt hiermit 
die Bewegung eines Punktes ~ (t) mit der Zeit t als Parameter als L6sung einer 
autonomen Differentialgleiehung d~/dt = ~ (~) mit unstetigem t)(~). Dieses lhl~t 
sieh f~r Punkte,  die nicht auf einer Hyperebene ~u (au ~ + bu = 0) liegen, explizit 
angeben; ffir Punkte auf Hyperebenen wird D (~) durch ein Rekursionsverfahren 
definiert. 

Hat  das gestellte Problem eine L6sung ~*, so liefert das Verfahren, wie im 
folgenden bewiesen werden soll, ausgehend yon einem beliebigen Anfangspunkt ~0, 
stets eine L6sung ~*; andernfalls l~gt sich damit feststellen, dab das Problem 
widerspruchsvoll ist. 

Das ffir den elektronischen Analogrechner angegebene Verfahren zur LSsung 
einer Iinearen Optimierungsaufgabe eignet sich auch fiir die Behandluug auf einem 
elektronischen digitalen Rechenautomaten. Ferner 1/iBt es sich auf den Fall zeit- 
abh/~ngiger Koeffizienten und auf gewisse nicht]ineare Optimierungsuufgaben 
fibertragen. 

w 1. Die Bewegung ~ (t) aullerhalb der Ityperebenen 

Wir definieren zun/ichst in inneren Punkten des zul/~ssigen Bereiches g)~ sowie 
in Punkten des zu ~ komplement~ren, nichtzul/tssigen Bereiches ~ ,  die nicht auf 
Hyperebenen* ~u(au~ + bu ~ 0) gelegen sind, die Bewegung ~(t) durch die 
folgende Differentialgleichung 

*im folgenden kurz als HE bezeiehnet. 

18" 
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t t = l  

~ =  { 0 f~r a ~ - b ~ > O ,  
1 fiir a ~ 5 ~ - b , < 0 ,  

l0 ~ t t = l  

fiir ~ 2 ~ = 0 .  
# = 1  

(~) 

Hierdureh wird jedem Punkt  5 des Rn,  der nieht auf einer der HEn  ,~a gelegen ist, 
in eindeutiger Weise ein Geschwindigkeitsvektor ~ (~) zugeordnet. Im Innern des 
zulfissigen Bereiches g2 ist ~ gleieh dem Gradienten der Zielfunktion. Im nieht- 
zul~ssigen Bereieh ~ wird jedoch -- anders als in den eingangs zitierten Gra- 
dientenverfahren -- die Zielfunktion ,,abgesehaltet". ~ wird dort in den nieht auf 
HEn  gelegenen Punkten dutch die Resultate der Gradienten a~ jener tIyper- 
ebenen bestimmt, fiir die aa g + b~ < 0 ist. 

Ehe wit dazu iibergehen ~ (~) aueh in Punkten von H En  zu definieren, soll das 
Verhalten der L6sungskurven der Differentialgleiehung (1) im Innern eines yon 
HEn  berandeten Teilbereiehes, der selbst keine t IEn-punkte enth/~lt, untersucht 
werden, g2 sei als nieht leer vorausgesetzt (gin ~ g2; vgl. 5.2). Dann gilt der folgende 

Satz. Liegt 5o = ~ (0) jeweils au/ der ,,negativen" Seite von genau k Hyperebenen 
~ ( ~  = 1 . . . . .  k), d. h., gilt a ~ o  4- bx < O, so bewegt sich 5(t) ]iir t >= 0 l~ings der 
Geraden 5 : 5o d- t(al @ "'" d- ak) au/ einen Pun]st dieser Hyperebenen zu. 

Beweis. Naeh Voraussetzung gilt 

a ~ 0 + b ~ . < 0 ,  a ~ m + b ~ 0  (2),(3) 
k 

Der Punkt  g(t) = ~o 4- t~.  az hat von ~z den orientierten Abstand 

k 

d~(t) = [a~0  + w ~- t ( a ~  ax)] : [ a~[ (4) 

Hierbei muB mindestens eine der runden Klammern fiir n = 1, 2, . . . ,  k positiv 
sein. Andernfalls erg~be sieh aus 

k k 
a ~ a . ~ 0  ffir ~ = l , . . . , k  durchAddit ion ( ~ a z )  e ~ 0 ,  

n = l  n = l  
k k 

also ~ a~ = 0. Die Addition yon (2) fiir ~ = 1 . . . . .  k liefert dann ~ b,. < 0, die 

yon (3) ~, bs => 0, also einen Widerspruch. Wegen (2) wird daher ffir einen end- 

lichen Wert t = tl mindestens ein ds (t) ftir z = 1, . . . ,  ]S zum erstenmal Null, 
V~. Z. b .  v~. 

Es zeigt sich ferner, dag X (t), yon g0 ausgehend, sich in dem durch (2) de- 
finierten Bereieh mit waehsendem t jedem Punkt  gm von g)~ mit konstanter Ge- 
schwindigkeit nghert. 
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Aus (2) und (3) folgt a~ (~m --  ~o) > 0 und durch Summation fiber ~ = 1, . . . ,  k 

k 

(~m - to) ~ a~ > o (5) 
x = l  

Die Differenz der Abstandsquadrate der Punkte g (t) und 5o von ;mis t  

k k k 

s~ = (50 - ~m) 2 - (so + t ~  a~ - ~ ) 2  = _ t 2 ( ~  a~)2 + 2 t (~m - 5 0 ) ~  a~. 
x = l  ~ - - 1  y.--1 

Ffir kleine t ist dieser Ausdruek wegen (5) sieher grSl~er als Null und bleibt in 
dem dureh (2) beschriebenen Gebiet positiv, anderenfMls kSnnte man ffir eine 
Nullstelle ~' yon s 2 wieder s 2 > 0 nachweisen. 

Durch jeden inneren Punkt  g = ~m yon ~J~ ffihrt als L6sungskurve die ge- 
rade ~ --  ~,, + t c. 

w 2. Gradientenflgchen 

Ffir eine sinnvolle analytische Definition des Geschwindigkeitsvektors in Hyper-  
ebenenpunkten, die dem Verhalten des Analogreehners entspricht, ist folgende 
geometrische Oberlegung niitzlich. 

Die durch die Differentialgleichung (1) definierten Gesehwindigkeitsvekto- 
ren ~3 (5) bilden ein Vektorfeld, das den gesamten Rn mit Ausnahme der H E n  
erffillt. Ordnet man ill jedem dieser Punkte ~ dem zugehSrigen Geschwindigkeits- 
vektor D (~) ein zu ibm senkrecht stehendes (gerichtetes) Flgchenelement zu, so 
bilden diese Fl~chenelemente in jedem von H E n  begrenzten Teilbereieh, der selbst 
keine HEn-punkte  enthglt, in ihrer Gesamtheib parallele Ebenen, die im folgenden 
Gradientenebenen genannt werden. Dadureh wird in jedem einfaeh zusammen- 
hgngenden, offenen Gebiet des Rn, das yon H E n  berandet ist, und keine HEn- 
punkte enthglt, eine Sehar paralleler Gradientenebenen eindeugig bestimmt, die 
jenes Gebiet lfiekenlos und einfach erffillen und auf den dort definierten (unter- 
einander parallelen) Gesehwindigkeitsvektoren senkreeht stehen. Diese (offenen) 
Gradientenebenen werden dureh Hinzunahme ihrer l~andpunkte, die auf  HEn  
bzw. auf  dem Wfirfel ]xil = M (M sei eine entsprechend grebe Zahl) liegen, zu 
abgeschlossenen Punktmengen des Rn. 

Es zeigt sich, da$ nunmehr augerhalb ~ *  stfiekweise ebene, aus Gradienten- 
ebenen zusammengesetzte Gradientenfl/ichen entstanden sind, die .~ lfiekenlos 
und einfaeh erffillen. Um dies einzusehen, wird folgender Hilfssatz bewiesen: 

Hilfssatz. Liegt ein Punkt 50, der nicht ~i~ angehSrt, au] genau einer H E  

@1, : a~ ~ + b~ = 0 

und damit au/ je einer au/ der positiven und negativen HEn-seite gelegenen, abge- 
schlossenen Gradientenebene | und | so liegt der Durchschnitt der beiden ab- 
geschlossenen Gradientenebenen ganz in der HE  ~ .  

Beweis. Sei 3~ der auf der positiven Seite der H E  @~ wirkende Geschwindig- 
keitsvektor, so ist 

|  t ) ~ = 0  und |  

Jeder Punkt  ~ ,  der auf | und | hegt, erffillt daher die Bedingung (;~ - -  So)" a~ = 0, 
d.h.  er liegt auf  der I-IE @~ : (5 - -  So) �9 a~ = 0, w. z. b. w. 

�9 Bezfiglich der Definition yon Gradientenflgchen durch innere Punkte yon ~Y2 siehe w 3.2. 
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(5') 

Die H E n  ~ 
d.h.  es gilt : 

Aus dem Hilfssatz folgt, da$ eine Hyperebene und ihre beiden in demselben 
Punkt  angrenzenden Gradientenebenen linear abh~ngig sind: 

.$~ + (~1 -- (~2 = 0. 
t 

Is t  , ,  = 4 ag(4 # 0), so ist | -= @~ = | also @~ist selbst Gradientenebene. 
Liegt 5o auf genau k Hyperebenen, so ffihrt ebenfalls genau eine Gradienten- 

fl/~che durch ~o. Ffir k = 1 wurde dieser Saehverhalt soeben bewiesen. Um den 
Satz allgemein ffir k > 1 zu beweisen, werde worausgesetzt, da$ naeh Entfernung 
einer der k H E n  die fibrigen k -  1 H E n  in einer Umgebung yon ~o eindeutig 
ein Feld yon Gradientenfl/ichen bestimmen, welches diese Umgebung einfaeh und 
liicke~los iiberdeekt und somit genau eine Gradientenflaehe dutch 5o f~hrt. Er- 
g/inzt man nunmehr die dureh ~o f/ihrenden k - -  1 H E n  um jene vorher entfernte, 
so 1/iSt diese k-te H E  das eben besehriebene Feld auf ihrer positiven Seite un- 
ver~ndert. Zu den Normalen ~v (v ---- 1 . . . .  ) der auf ihrer negativen Seite liegenden 
Gradientenebenen | wird der Gradient a~ der k-ten H E  ~2~ addiert. Dies bewirkt, 
da$ in jedem von H E n  berandeten Teilbereieh ~v yon ~ ,  der auf tier negativen 

Seite yon ~ liegt, die Normalen um den Winkel arc cos la~[ ]u~[ aufdiese H E  s 

hingedreht werden. 
Hierdurch bleibt einmal die Parallelit/~t der Gradientenebenen (bzw. -fl~chen) 

untereinander bestehen und zum zweiten aueh die Durehsehn]tte derselben mit  der 
H E  ~ .  Damit  ist gezeigt, dab durch jeden Punkt  ~o des Komplementraumes ~ yon 
F~ genau eine eindeutig bestimmte Gradientenfl/iche hindurchgeht, da$ diese Gra- 
dientenfl~ehe in ihren Gradientenebenen zu den benaehbarten Gradientenfl/~ehen 
(bzw. -ebenen) parallel ist und mit diesen den Raum ~ lfiekenlos und einfaeh erffillt. 

Satz. Die Gradientenfliichen sind konvexe Polyeder. 
Zum Beweis werde angenommen, dal~ eine Gradientenfl/s nieht konvex ist. 

Dann besitzt sie mindestens in einem Punkt  ~0, dureh den genau k H E n  ~ 
(~ ~- 1, 2 . . . . .  k) hindurchffihren, eine nicht konvexe Ecke. In  einer Umgebung 
yon ~0 gibt es daher mindestens zwei Gradientenebenen | und q62 sowie zwei 
Punkte 51 auf | und ~2 auf | so dal~ mindestens ein innerer Punkt  ~' der Ver'  
bindungsstrecke ~1 ~ auf der ,,negativen Seite" yon | und | liegt. Die Ver- 
bindungsstrecke ~1 ~2 durehdringt die H E n  ~ (4 = l, 2 . . . . .  1 __< k). Es ist daher: 

~ l : ( ~ - - ~ O )  a l = 0  |  9 ~ - 0  mit  ( ~ 1 - - ~ o ) ~ 1 = 0  
. . . . . . .  |  g 2 = 0  mit ( 5 2 - - ~ 0 ) ~ 2 = 0  
~ : (~ - -  ~o) a~ = 0 

~ ' = ~ §  mit  0 < v ~ < l  
( ~ ' - - 5 0 ) ~ < 0 ,  ( ~ ' - - ~ o ) ~ 2 < 0 .  

Hieraus folgt 
( ~ + v ~ ( ~ 2 - - ~ ) - - ~ o ) ~ < 0  oder ( 5 2 - - ; ~ ) ~ < 0  
( ~ §  oder ( 5 ~ - - ~ 2 ) ~ 2 < 0  

(52 - -  ~ )  ( ~  - -  ~ )  < O. 
mit  den Gradienten ax trennen die Punkte 5~ und ~2 voneinander, 

(~  - -  ~o) a~ < 0 ~' ' .  ' �9 l' 
(52 - -  50) ax > 0 fiir = l~,/2; . . . ,  

" } (~1 - -  50) a~,, > 0 4 "  ' . . . . . .  
( ~ 2 - - 5 o )  a~. < 0  ffir = l ~  ; l~  ; . . . ; l  s - = l - - l r .  
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r sei die Summe der Gradienten aller HEn, auf deren negativer Seite sich sowohl 
gl als auch ~2 befindet. 

l'r l" 

7 "  + y "  g l = r - k  az; g 2 = r  a~.. 

Ffir l = 0 ist gi = gs = r, entgegen der Annahme. 
Ffir 1 ~ 0 ist: 

- Y, a; < 0 
i t  

(~2 - gl) ~ a~. < 0 

Dies steht im Widersprueh zu Gleichung (5'). Damit ist der Satz bewiesen. 
Die Gradientenfl~chen sind also konvexe Polyederfl~chen. Die Punktmenge ~J~ 

wird yon jeder Gradientenfl//che umschlossen. Die Gradientenfl~chen sind dann 
und nur dann geschlossen, wenn ~J~ endlich ist. Der Rand yon ~J~ kann selbst als 
GradientenflKche angesehen werden. Seine Konvexit/tt folgt schon aus der Tat- 
sache, dab jede Gradientenebene als HE Stfitzebene von ~ ist. 

A n m e r k u n g .  Ist  in einem Teilbereich yon ~ der Geschwindigkeitsvektor ~' 
und in einem anderen Tei]bereich yon ~ der Geschwindigkeitsvektor ~" vor- 
handen und ffihren zwei Gradientenfl/s durch diese beiden Teilbereiche, so 
liiBt sich zeigen, dab sich die Zeiten in den beiden Teilbereichen, urn li~ngs einer 
Bewegungskurve (vgl. 3.1) yon einer Gradientenfl~che auf die andere zu gelangen, 
wie ~,2 : D,,2 verhalten. 

W/thlt man an Stelle der Zeiteinheit yon z .B.  1 sec in den einzelnen Teil- 
bereichen yon ~ die Zeiteinheit D 2 sec, wobei D 2 das skalare Quadrat des dort 
vorhandenen Geschwindigkeitsvektors ~ is~, so stellen die Gradientenfl&chen ge- 
rade jene F1/~chen dar, yon denen aus man 1/~ngs den Bewegungskurven den Rand 
yon ~ in gleiehen Zeiten erreicht. 

W/ihlt man an Stelle der Wegeinheit yon z. B. 1 cm in den einzelnen Teil- 
bereichen yon ~0~ die Einheit 1/D 2 cm, so stellen die Gradientenfl/tehen gerade jene 
F1/ichen dar, yon denen aus man 1/~ngs den Bewegungskurven den Rand von ~0~ 
auf gleieh langen Wegen erreicht. 

w 3. Die mit Hilfe der Gradientenfl~ichen definierten Bewegungskurven 

3.1. Bewegungslcurven 
Die Schar der Gradien~enflitchen werde jetzt von stetigen Kurven durchsetzt, 

die stfickweise aus Geraden bestehen. Die Richtung dieser Geraden ist in jedem 
Punkt  g E !9~ wegen der Konvexitgt der Gradientenfl/~chen eindeutig durch die 
Forderung bestimmt, dab die jenem Punkt in Richtung FJ~ benachbarte Gradienten- 
fl/s auf jener Kurve auf kfirzestem Wege erreicht wird. Diese ,,Bewegungs- 
kurven" schneiden jede Gradientenfl/tche genau einmal und ffihren (nach end- 
lieher Zeit) auf den Rand yon !)~ zu. Es ist durchaus m6glich, dab mehrere Kurven 
sich ab einem bestimmten Punkt  zu einer einzigen Kurve vereinen. 

Die Bewegungskurven k6nnen als ,,L6sungskurven" des gestellten Problems 
angesehen werden, da gezeigt wJrd, dab sie, gleichgfiltig ob einer ihrer Anfangs- 
punkte ~0 auf einer HE liegt oder nicht, in jedem Falle in einem L6sungspunkt g* 
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enden. Die Bewegungskurven ergeben sieh als L6sungen einer erweiterten Diffe- 
rentialgleiehung, die entsteht, wenn die Differentialgleiehung (1) gilt nnd zuss 
lich in den Punkten der H E n  Riehtung und GrSge des Gesehwindigkeitsvektors ~(g) 
entspreehend definiert wird. Zur eindeutigen Bestimmung der GrSBe und Riehtung 
yon ~)(g) in t IEn-punkten  werden im folgenden Absehnitt die Begriffe ~o-Bereieh 
und ausgezeiehneter ~o-Bereieh eingefiihrt. 

3.2. go-Bereich 
to sei ein Pnnkt  in ~ dutch den genau k H E n  @~ (s = 1, 2, . . . ,  k) gehen 

sollen. Wit betraehten dann nnr diese k HEn  und sehen zuns yon allen anderen 
nieht dureh ~o gehenden H E n  ab. Durch diese k H E n  wird nun der Rn in Be- 
reiehe, wit nennen sie go-Bereiehe, unterteilt. 

Zwei versehiedene Punkte  gl und g2 geh6ren dann und nut  dann zu demselben 
go-Bereieh, wenn sie auf keiner H E  liegen und ihre Verbindnngsstreeke keine 
weitere H E  sehneidet oder wenn sie auf genau denselben k --/~ (it = 0, i , . . . ,  k - -  1) 
H E n  liegen und ihre Verbindungsstreeke keine der iibrigen # H E n  schneidet. 

Liegt go auf genau einer H E  ~1, so sind die go-Bereiehe einmal @1 selbst 
sowie die beiden durch ~1 begrenzten Teile des _R~t. In  diesem Falle haben wir 
drei versehiedene go-Bereiche. Liegt go auf genau r linear unabh/ingigen HEn,  so 
gibt es insgesamt 3 r verschiedene go-Bereiehe. 

Naeh 3.1 ist in ~o ~ ~J~ ein Gesehwindigkeitsvektor ~o seiner Riehtung naeh 
dureh die Forderung bestimmt, dal3 lgngs ibm die in Riehtung ~J~ benaehbarte 
Gradientenflgehe auf kfirzestem Wege erreieht wird. Dieser in ~o angeheftete Ge- 
schwindigkeitsvektor zeigt in einen ~o-Bereich, den wir den ausgezeiehneten 
~o-Bereieh nennen. 

Der Betrag I~ol des in go angehefteten Gesehwindigkeitsvektors ~ (go) ~o 
wird wie folgt festgelegt: 

a) Enth/~lt der ausgezeiehnete go-Bereieh einen Punkt,  der auf keiner H E  liegt 
- -  damit liegen s~mtliehe Punkte dieses ansgezeiehneten go-Bereiehes auf keiner 
dutch go gehenden H E  -- ,  so ist naeh der Differentialgleiehung (1) innerhalb 
dieses ansgezeiehneten go-Bereiehes in allen Naehbarpunkten* g yon go der Ge- 
sehwindigkeitsvektor ~ (~) in gleieher Weise definiert und dieser wird go nun aueh 
der Gr6ge naeh zugeordnet. 

b) Der ausgezeiehnete go-Bereieh enth/tlt Punkte, die bei entspreehender 
Numeriernng anf den H E n  ~z ((~ = 1, 2 . . . . .  s) (s ~ /c)  liegen. Dann existieren 
solehe go-Bereiehe %r, deren Punkte  auf keiner t I E  ) ~  (~ = 1 . . . .  ,/c) gelegen 
sind und deren Randpunkte  im ausgezeiehneten go-Bereieh liegen. In  diesen 
go-Bereiehen %r ist naeh (1) in Naehbarpunkten von go bereits der Gesehwindig- 
keitsvektor ~ ( g ) ~  ~)(gr) eindeutig definiert, wobei gr ein Punkt  eines solehen 
go-Bereiehs ~r  ist. Die Projektion des Vektors ~) (g~) auf den bisher nnr dureh seine 
Riehtung im ausgezeiehneten go-Bereieh festgelegten Gesehwindigkeitsvektor ~o 
wird gleieh der Gr58e ~o dieses Gesehwindigkeitsvektors gesetzt. Die Projektion 

De die go-Bereiehe nur dutch die dutch go fiihrenden HEn bestimmt sind, durehstSBt 
eine yon go in den ausgezeiehneten go-Bereieh fiihrende geradlinige Bewegung naeh einer ge- 
wissen nieht verschwindenden endliehen Streeke erstmalig eine nieht dutch ~o fiihrende HE 
oder ftihrt andernfalls ins Unendliehe. Nut bis zu dieser ttE reichen die eben gen~nnten 
Naehb~rpunkte yon ~o innerhalb des ~o-Bereiehs. 
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ist unabhs davon, yon welehem g0-Bereieh %3 man ausgeht, da sieh die Ge- 
sehwindigkeitsvektoren D (gr) dieser g0-Bereiehe ~w nut  um Gradientenvektoren 
unterseheiden, die senkreeht auf dem ausgezeiehneten g0-Bereieh stehen. 

Um den Gesehwindigkeitsvektor f/it Punkte gm aus ~ zu bestimmen, werden 
in entspreehender Weise aueh diesen Punkten Gradientenfl/iehen zugeordnet. Die 
Gradientenflgehe dutch gm ist gleieh dem Rand des Durehsehnitts der Menge aller 
Punkte gm mit der Eigensehaft (g - -  gin)c ~ 0 und der Punktmenge gJt. Dabei 
ist c der Gradient der Zielfunktion Z. Aueh jede dieser Gradientenfl~chen ist Rand 
einer konvexen Punktmenge. 

Die Schar der dureh die Punkte gm e g2 gebfldeten Gradientenflgehen werde 
jetzt von stetigen Kurven, den Bewegungskurven, durehsetzt, die st/iekweise aus 
Streeken bestehen. Die Richtung dieser Strecken ist in jedem Punkt  gm ~ gJ~ 
wegen der Konvexit~it der Gradientenfl/iehen eindeutig dureh die Forderung be- 
stimmt, dab die jenem Punkt  ,,in Riehtung grSger werdender Z-Werte" benaeh- 
barte Gradientenflfiehe auf kiirzestem Weg erreieht wird. Existiert keine solehe 
benachbarte Gradientenfl/tehe, so wird einem solehen Punkt  gmder Gesehwindig- 
keitsvektor ~m = 0 zugeordnet; dieser Pnnkt  gm ist dann Zielpunkt. In  allen 
anderen Punkten f/ihren die Bewegungskurven zu Punkten mit grSBeren Z-Werten. 
Diese Bewegungskurven enden alle in einem Zielpunkt g*. In  allen inneren Punk- 
ten gm yon ~ wird der Gesehwindigkeitsvektor durch die Differentialgleiehung (1) 
bereits mit  ~ (gin) = c definiert. In  alien Randpunkten gm von gJ~ ist die Riehtung 
des Gesehwindigkeitsvektors ~ (gin) = ~m dutch die o.g. Forderung bestimmt, dab 
l~ngs ihm in Riehtung waehsender Z-Werte die zu gm benaehbarte Gradienten- 
fl/~ehe auf kiirzestem Wege erreieht wird. Die GrSge I~m I wird als Projektion 
yon c auf die gegebene Riehtung yon ~m festgelegt. 

Damit  ist fiir jeden Punkt  des Rn eindeutig der Gesehwindigkeitsvektor k = 
= ~)(g) (hinsiehtlich Riehtung und Gr6ge) definiert. 

A n m e r k u n g .  F/Jr Hyperebenenpunkte g0, die auf  dem Rand yon ~ liegen, 
kann anch ein ausgezeiehneter g0-Bereieh definiert werden. Es wird darunter der 
Durehsehnitt  desjenigen g0-Bereiehes, in dem der oben definierte Gesehwindigkeits- 
vektor ~o liegt, mit  der Punktmenge (g - -  g0)c >= 0 verstanden. 

w 4. Ein rekurrentes Yer[ahren 

4.1. A usgezeichneter ~o- Bereich (2. Definition) 
Fiir alle Punkte g des Rn, die auf H E n  liegen, ist nachw 3 der Geschwindig- 

keitsvektor g hinsichtlich seiner Richtung durch die Forderung bestimmt, dab die 
zu g in Riehtung ~ bzw. in Richtung wachsender Z-Werte benachbarte Gradien- 
tenebene auf kiirzestem Wege erreieht wird. Ffir Punkte, die auf  keiner H E  liegen, 
16st bereits die Differentialgleichung (1) die Aufgabe. Ffir alle Punkte ~ = go, 
die auf mindestens einer HE liegen, kann die Bestimmung yon ~ (go) = go auch 
derart  durehgeffihrt werden, daft man zuerst den ausgezeichneten go-Bereieh mit  
Hilfe eines rekurrenten Verfahrens und dann den in diesem ausgezeiehneten 
go-Bereich vorhandenen Geschwindigkeitsvektor ~ (go) nach Gr6Be und Richtung 
bestimmt.  

Der ausgezeichnete go-Bereieh eines Punktes go kann dureh eine zweite De- 
finition eindeutig festgelegt werden: 
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Sei ~ 4= ~o ein Punkt  eines go-Bereiehes und ~ der naeh w 3 festgelegte Ge- 

sehwindigkeitsvektor ~ (~) in ~. Verbleiben alle Punkte dt r  Geraden g = ~ + t~ 
ftir t > 0 innerhalb desselben go-Bereiehes, so ist dieser ausgezeiehneter go-Bereieh, 
falls ~ �9 a~ =~ 0 ist fiir alle ~ ---- 1 . . . . .  k. Andernfalls ist der Durchsehnitt  aller 

jener dureh go fiihrenden H E n  ~ ,  fiir die ~ ' a z  = 0 gilt, ausgezeiehneter go- 
Bereieh. 

Diese zweite Charakterisierung des ausgeztiehneten go-Bereiehs ist mit  der 
unter w 3 gegebenen Definition ~quivalent, da es nach beiden Definitionen keine 
zwei versehiedenen ~o-Bereiche geben kann, die ausgezeichnet sind, und nach 

beiden Definitionen alle Punkte der Geraden g = ~ ~ t g ftir t > 0 im gleiehen 
(ausgezeiehneten) g0-Bereieh verbleiben. 

Um in go auf @x (~ = 1, 2, . . . ,  k) den Gesehwindigkeitsvektor ~o zu bestim- 
men, sei vorausgesetzt, dag in allen Punkten g, die auf hSehstens /~ - -  1 H E n  
liegen, der Gesehwindigkeitsvektor bereits bekannt ist. Das im folgenden Ab- 
sehnitt besehriebene Verfahren liefert einen eindeutig bestimmten Punkt  ~, wobei 

der Gesehwindigkeitsvektor im ausgezeiehneten go-Bereieh ist. ~ liegt entweder 

auf weniger t IEn  als ~o, so dab ~'bereits best immt ist oder ~ liegt auf k HEn.  
In  diesem Falle ist der ausgezeiehnete go-Bereieh gerade gleieh dem Durehsehnitt  

der dutch go und ~ ftihrenden k HEn.  I m  ersten Fall ist ~o = ~ �9 I m  zweiten Fall 

ist die GrSl3e und Richtung yon ~ gleieh der ,,Projektion" der Summe aller Gra- 
dienten von HEn,  die nieht dureh ~ gehen und auf deren negativer Seite ~ liegt, 
anf den Durehsehnitt  der dutch ~ fiihrenden ]c H E n  ~ ,  wie in 4.3 gezeigt wird. 

Es gilt dann aueh hier ~0 = ). 

4.2. Das relcurrente Ver/ahren 

go liege genau auf den/c H E n  ~X (z = 1, 2 . . . . .  k). Die Summe der Gradienten 
aller H E n  ~ ,  die nieht ~o enthalten, aber auf  deren negativer (wirksamer) 
Seite go liegt, seir .  

2 ~ = 1 ,  wenn a ~ g o + b a < 0  ( # = 1  . . . . .  m) 
r = ~ a ~ ,  ~ 0, sonst. 

Es existiert eine Umgebung yon go, die keine Punkte yon H E n  enths die 
nieht dutch go fiihren. Diese Umgebung kann man dadureh zu der Gesamtheit 
aller go-Bereiehe erweitern, indem man im Rn nur mehr die dureh go ftihrenden 
H E n  betraehtet.  In  jedem Punkt  g des Rn, der nieht auf  einer H E  liegt, wird 
dann als Gesehwindigkeitsvektor der Vektor 

k 

~ = 1  

2r = 0, sonst] angeheftet. 

Hierdureh werden die in der o.g. Umgebung yon go verlaufenden konvexen 
Gradientenfl/tehen in ihren Gradientenebenen parallel in allen go-Bereichen eben- 
falls fortgesetzt und tiberdeeken den gesamten Rn einfaeh und ltiekenlos. Damit  
ist naeh w 3 aueh nunmehr in jedem Punkt  der dureh go fiihrenden H E n  . ~  ein 
Ges chwindigkeitsvektor festgelegt. 
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Nunmehr  wird angenommen,  dub in jedem P u n k t  des Rn, der auf  h6chstens 
k - -  1 H E n  liegt, der Geschwindigkeitsvektor bercits best immt ist. 

Man best immt nunmehr  einen Polygonzug,  der aus endlich vielen Strecken 
besteht  und  die Punk te  gi, g2 . . . . .  ga = ~ derart  verbindet,  dab 1)(ga)= ~a 
gleieh dem Geschwindigkeitsvektor in allen Punk ten  des ausgezeichneten go-Be- 
reiehes ist. Die Punk te  gl, g2 . . . . .  ga erh/ilt man  folgcndermagen:  

gl = go § r. 

Entweder  liegt ~l auf  denselben k H E n  wie go oder nieht. 
I m  ersten Full ist gi ein P u n k t  des ausgezeichneten ~o-Bereichs, der gleich dem 

Durchschni t t  aller H E  n ~s  ist, da ja die Gerade g = go ~ - t r  m i t t  > 0 den 
Durchschni t t  nieht verl~tBt. Der Geschwindigkeitsvektor im ausgezeichneten 
go-Bereieh ist somit r . 

I m  zweiten Fall ist in gl naeh Voraussctzung der Gesehwindigkeitsvektor ~l 
bereits bestimmt.  Verbleiben simtl iehe Punk te  der Geraden ~ = ~1 ~ - t~ l  fiir 
t > 0 im gleiehen go-Bereich, so ist dieser ausgezeichncter go-Bereich, wenn fiir 
kein ~ = 1, 2 . . . . .  k die Gleiehung as~l = 0 erfiillt ist; gilt hierbei jedoch as~l = 0 
fiir ~ = 1, 2 . . . . .  l (bei geeigneter Numerierung der HEn),  so ist der ausgezeich- 
nete go-Bereich der Durchschni t t  der H E n  g)s (x = 1, 2, . . . ,  1). I m  anderen Fall 
erreicht die Gerade ffir t - -  ti crstmalig cine weitere, nicht  dutch gi gehende I-IE 
im P u n k t  ~2. 

Der ausgezeichnete ~o-Bereich lggt sieh such dadurch eindeutig charakteri- 
sieren, dab man  die sgn-Funkt ionen s g n ( g l -  go)as und  sgn ~ l ' a s  (sgn a = 
+ 1, 0, - -  1, wenn a > ,  = ,  < 0) betrachtet .  

Die Gleichung sgn ~i as = 0 ist erffillt ffir alle H E n  ~s ,  zu denen die Gerade 
g = gi -k t~i parallel ist. Die Ungleichung sgn(~l --  go)as # 0 ist erf/illt fiir alle 
H E n  ~s ,  auf  denen gl nieht liegt. Da g~ auf  h6ehstens k - -  1 H E n  liegt, so exi- 
stiert mindestens eine solche Ungleichung. Die Gerade g = gl -k t~i (t > 0) trifft 
dann  und nur  dann  keine weitere nieht dutch gl fiihrende HE,  wenn erffillt ist: 

a) sgn (~i" ax) = 0 f/it alle ~ = 1, 2 . . . . .  k oder wenn 
b) fiir alle ~, fiir die sgn (~i " as) # 0 ist und sgn (gi --  go) as ~- 0 ist, die Glei- 

ehung sgn(~i ,  a~) = sgn (gi --  go)" as gilt. 
I m  Fall a) ist der Durchsehni t t  allcr H E n  @s (x = 1, 2 . . . . .  k) ausgezeichneter 

go-Bereieh mit  dem Gesehwindigkeitsvektor ~i. Der Fall b) ergibt sich sus der 
Bet rachtung der Abst/inde der Punkte  g = gi + t~i von den H E n  (g - -  go) as = 0. 
Diese Absti~nde sind 1 

Dem ausgezeichneten ~o-Bereich ist hier der Geschwindigkeitsvektor iS zu-  
geordnet.  Derjenige go-Bereich ist ausgezeichneter go-Bereieh, in dem ~1 liegt, 
falls ~ l " a s  = 0 f/ir kein x = 1, 2 . . . . .  /c erffillt ist. Andernfalls ist derjenige 
go-Bereich ausgczeichneter go-Bereich, der den P u n k t  go ~ ~l enthi~]t. Er  ist 
gleich dera Durchschni t t  aller jener H E n  ~s ,  ffir die ~1 " as = 0 erfiillt ist. I s t  
weder a) noch b) err/lilt, so trifft die Gerade g = gi q- ti ~1 ffir t ~ ti > 0 erst- 
malig auf  eine nicht  durch gl gehende HE.  ti erh/~lt man  aus der Gleichung 
(gl q- t1~1 - -  go)as = 0, indem man das kleinste positive tl w~hlt, wcnn x die 
Werte  1 bis /c durchl iuf t .  F/Jr g2 gelten nun dieselben ~ber legungen wie fiir ~i, 
d. h. entweder liegt gl auf  denselben/c H E n  wie gi oder nicht  .. .  Und  so welter. 
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Dieser so eindeutig best immte Polygonzug, der die Punk te  go, ~1, ~2 . . . .  je- 
weils geradlinig verbindet,  ist eine Bewegungskurve beziiglieh der den Rn einfaeh 
und liickenlos iiberdeekenden Gradientenfl/tehen, falls wie vorausgesetzt  nur  die 
dutch 5o fiihrenden /c H E n  ~ (~ = 1 , . . . , /c )  als existent betraehtet  werden. 
Wegen der Konvexit~it der Gradientenfl/tehen kann  er denselben g0-Bereieh nieht 
zweimal durehlaufen und  da die go-Bereiche in ihrer Anzahl endlieh sind und es 
genau einen ausgezeiehneten go-Bereieh gibt, muB er naeh endlieh vielen Streeken 
zu einem E n d p u n k t  5a gelangen, der im ausgezeiehneten go-Bereieh liegt und 
diesen Bereieh eindeutig festlegt. 

Ergs  man  die Differentialgleiehung (1) um die fiir H E n - P u n k t e  ~ auf  Grund 
des rekurrenten Verfahrens gewonnenen Gesehwindigkeitsvektoren ~(g) = ~, so 
erhglt man  eine erweiterte Differentialgleiehung. Dureh sie wird jedem P u n k t  g 
des Rn ein Riehtungsvektor  ~ zugeordnet  und jede ihrer L6sungskurven endet yon 
einem beliebigen Anfangspunkt  ausgehend in einem Zielpunkt der Optimierungs- 
aufgabe und entsprieht zugleich einer mit  Hilfe des AR nu t  dutch  Sehaltung der 
Differentialgleiehung (1) erhaltenen L6sungskurve. 

4.3. Projektion au] den ausgezeichneten 5o-Bereieh 
4.3.1. Seien ~z (~ = 1, 2 . . . . .  /c) /~ dureh den P u n k t  go f~hrende HEn.  v~ sei 

die vom Durehsehnit t  dieser ]c I-IEn gebildete Punktmenge.  Gesueht sei der 
P u n k t  g* yon v ~, der den kiirzesten Abstand vom P u n k t  5' = ~o -~ g besitzt, 

~r o "~ 
Fig. 1 

wobei g ein beliebig vorgegebener Vektor  ist. 
Die H E n  g$z : (g --  ~o) az = 0 seien als linear un- 

abh/tngig vorausgesetzt.  

d .h . :  (g* - -  ~o) a~ = 0 (~ = 1, 2, . . . ,  k). 

F/Jr das Abs tandsquadra t  A der Streeke g* g' gilt: A = (g* --  g,)2. 
A soll nun beztiglieh g* zum Minimmn gemaeht  werden unter  den/c  Neben- 

bedingungen (~* - -  go) a~ = 0. (~ = 1 , . . . ,  k). 
Naeh Einfiihrung der Lagrangesehen Multiplikatoren 21, 22 . . . . .  2z gilt: 

F =  (g* - -  g,)2 + 2 1 a l ( 5 * - - g o )  + " "  + 2~a~(g*- -  go); (6) 
OF 
Or * --  2 (g* - -  ~') + 21 al + 22 a2 + "'" + 2~ ax = 0 .  (7) 

Naeh Multiplikation mit  g* --  go ergibt sieh: 

(g* - g').  (g* - go) = o.  (s) 

Notwendig fiir die Existenz von g* ist also das Senkreehtstehen der beiden Vek- 
toren g* - -  g' und g* --  g0. 

Aus (7) folgt:  2(g* - -  go -t- go --  g') -t- 21al -~ " ' "  @ 2 g 1 2 g  - -  0 ;  bzw. 

21al + 22a2 + ""  + 2~ax = 23 --  2(5* - -  go). (9) 

Multipliziert man  die Gleichung (9) mit  a~ fiir (~ --  1, 2 . . . . .  /c), so erh/~lt man  
nachstehende /c Gleiehungen ffir die 2~ (~ = 1, 2 . . . . .  /c) : 

21a~ + 2 2 a 2 a 1 + . " + 2 ~ a ~ a l = 2 a l g  
21 al a2 Jr- 22 a~ @ "'" @ 2~ ax a2 = 2 Ct2 g (I0) 
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Wegen  der  l inearen Unabh/~ngigkeit  der  au is t  die De te rminan te  D des Glei- 
chungssys tems (10) yon  Nul l  versehieden.  

W/~re D = 0, so s ind z. B. die E lemente  yon D spal tenweise  l inear  abh/gngig, 
k 

d .h .  es gil t  m i t  en tspreehenden  K o n s t a n t e n  v?~ (x = 1, 2 . . . . .  k) ( ~  w 2 + 0) ; 
1 

f/ir die 1. Spal te  : a~ (wl ~1 + w2 (12 -~ "'" + we ae) = 0 

f/Jr die k. Spal te  : ae (wl a~ ~- w2 a2 + "'" + we ae) = 0 
woraus folgt : (wl ~1 + we ae § . . .  + we ae) e = 0,  W i d e r s p r u e h .  

Das Gle iehungssys tem ist  dann  und  nur  dann  homogen,  wenn a~ g = 0 (u = 1 . . . .  k 

gilt.  Dies besagt  genau,  dab  ~ ' in  v ~ liegt, somi t  ~* = ~' is t  und  der  A b s t a n d  g* ~' 
Nul l  ist. 

Benf i tz t  man  die Matr ixsehreibweise  

(12 ' (11 (12 (I~ �9 �9 . ( 1 k ( 1 2 ] ,  
9 X ~ =  . ; ~ 1 ~ = ( ( 1 ~ , ( 1 ~  . . . . .  (1e); ~ 1 = ~ 1 e % =  . . . . . . .  

(1e \ (11  (1e (1e �9 �9 �9 4 / 

= 

so l au te t  das Gle iehungssys tem (10): 

~2 

Aus (11) und  (7') folgt :  

~* = ~' - ~ 9 ~ 2  = ~o + ~ - ~I~ ~ - 1  ~le ~ ,  (12)  
som]t  : 

~* = ~0 + [~ - ~ ( ~ e 9 / ~ ) - 1  ~e] 8. 0 3 )  

Der Vek to r  ~*- -g0  = [ @ -  9/~ (9/eg/~)-lg/e] ~ werde die P ro jek t ion  yon  ~ au f  
genannt .  Sind die H E n  ~ (~ = 1 . . . . .  k) l inear  abhgngig,  so s ind un te r  ihnen 
vone inander  l inear  u n a b M n g i g e  H E n  auszuw/~hlen, so dag  deren Anzahl  max imM 
ist. Ffir  diese (nieht eindeutig)  ausgew/~hlten H E n  ist  dann  n~eh (13) der  P u n k t  ~* 
zu bes t immen.  Der  Vek to r  g* - -  ~0 is t  dann  sowohl P ro jek t ion  yon ~ au f  ~ Ms aueh 
die P ro jek t ion  yon ~ au f  den Durehsehn i t t  der  ausgewghlten,  l inear  unabhgngigen  
H E n .  E r  is t  yon  der  getroffenen Auswahl  unabh~ngig.  

4.3.2. Behauptung.  Die Projekt ion de~ Vektors ~ : r + ~ al + "" + ~e a~ (~1 ..... ~e 
beliebig) au /  den Durchschnit t  ~ der H E n  ~ : (~ - -  ~o) " az = 0 (~ = 1, 2 . . . . .  k) 
ist v o n d e r  Wahl  der ~ unabhiingig. 

~12 = 2~1k~, (10') 

bzw. 2 = 2~I-19~e ~ (11) 
und  Gleiehung (7): 

2 (~*  - ~') + ~ , ~  _ o .  (7')  
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Mit anderen Worten : Liegt ~0 auf  dem Durehschni t t  t$ der k H E n  ~x und be- 
t raehte t  man  alle s0-Bereiehe, die keine t t E n - P u n k t e  enthalten, yon denen aber 
Randpunk te  auf  ~ ]iegen, so ergibt die Projekt ion des in diesen ;0-Bereichen vor- 
handenen Geschwindigkeitsvektors ~ auf  v~ jedesmM denselben Vektor.  ~ ha t  stets 
das Aussehen ~ ----- r + a~ al ~- ""  + a r a u  (mit a~ = 0 oder l,  ~ = 1, . . . ,  k). 

Beweis. Setzt man  a~ a~ = aie, so lauten die Gleiehungen (10): 

2 ~ a ~ l  § "'" + 2 ~ a l ~  = 2 a l . ( ~ +  a i a i  + " "  + ~ )  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (14) 
21a1~ @ "'" @ ,~,~ at:/c = 2 Ct k �9 (r @ ffl (11 -1- "'" -[- o'~c a~c) 

oder 
(Ai - -  2 a l ) a n  + - "  + (2~ - 2 ag) a~z = 2 a i -  

(~l - -  2 ~1) a l~  + " "  4- ( ~  - -  2 ~ )  a ~  = 2 a~" ~. 

Naeh (10') folgt bei 

Nun  gilt 

: 71(2--  2a)  = 271~r 

) . - -  2 ~  = 2 7 1 - ~ 7 1 ~ r .  

(15) 

(16) 

2 ( s *  - Y) + 7 1 ~  = o .  (7 ')  

I-Iieraus folgt : 

S* = ~ ' - -  1 ' 271 x = + + 71;o 71; x = + ?1;(x - 
1 t / t 

= S0 @ ~ - -  Z ?1/c" 2?1-171/c r : S0 @ [@ --  ?1k (?1/c ?l/z) -1 " ?1k]~ (17) 

W .  Z .  b . w .  

4.3.3. Der ausgezeiehnete 5o-Bereieh bestehe aus dem Durehsehni t t  v~ yon 
durch 5o hindurehgehenden H E n  ~z (~ = 1, 2 . . . . .  k). (Dies miissen nicht  alle 
durch 5o ffihrende H E n  sein.) Sl sei ein yon  5o versehiedener P u n k t  des Dureh- 
schnitts #, der ~ ,,n/~her" liegt als So, d. h. innerer Punk t  der dutch So fiihrenden 

Gradientenfl/~che ist. Die Verbindungsgerade SoS1 schneide keine HE,  die nicht  
bereits sehon dureh So f~hrt.  Es wird jener P u n k t  ~ auf  der dutch ~1 ffihrenden 
Gradientenfi~che | gesucht, der den kiirzesten Abs tand  vom P u n k t  5o besitzt. 

Es ist also: 

~oC~; ~l=~So; S i lva ;  ( ~ l - - ~ o ) ' a x = 0  ( ~ = 1 , 2  . . . .  ,k);  

r sei die Summe der in ~ wirksamen Gradienten yon  HEn,  die S~ nieht enthalten. 

r = ~ u a u  ; z ~  2 u : l ,  wenn ~ l a ~ + b u < 0  
(/~ = 1 , . . . , m ) .  

= i  ~ u = 0 ,  sonst 

Die in ~l zusammenstogenden Gradientenebenen yon | haben die Gleichungen: 

( 5 - - S l ) ( W l a l + w 2 a 2 - c " ' @ w ~ a ~ + r ) : 0  mit  w z = 0  oder 1. 

Es gilt also 
(~ - s~) a~ = o 

(x = 1 . . . . .  ~) 
(~ - s~) r = 0 
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ffir alle Punkte  g, die im Durehschnit t  v~$ aller in ~1 zusammenstoBenden Gra- 
dientenebenen enthal ten sin& Ferner  ist d| ~ ~). 

Es soll nun A = (~ - -  ~0) 2 mi t  der Nebenbedingung ~ ~ v~ zu einem Minimum 
gemaeht  werden. Die Aufgabe wird dureh Einf/ihrung yon /c -~ 1 Lagrangesehen 

Mnltiplikatoren i 1, i2 . . . .  , i~, ~ + i  gel6st. 

~F 
~ ~  : 2(~ - -  ~0) ~- ~1~ll -~ *'" ~- ~kilk ~- 2 ~ k + l r  ~- 0 .  (19) 

Nach Mnltiplikation mit  ~ - -  ~1 ergibt sich (~ - -  ~o) (~ - -  ~x) = 0. 

Aus (19) folgt:  

2 (~ - ~i + ~i - ~0) + ~ a~ + . . .  + ~k ak + 2 ~k+i ~ = 0,  (20) 

bzw. 

iI [Ii -~ ~2 f12 - ~ ' ' "  -~- )~/c Ilk ----- -- 2 (~ -- ~1) -- 2 (~i -- ~0) -- 2 ik+l 1:. (21) 

Multipliziert man  diese Gleichung mit  ~ (x = l . . . . .  k) bzw. ~, so erhi l t  man  

k d- 1 Gleichungen f/Jr die i~ (x = 1 . . . . .  k) und ~ + l  

~1 (12 + i2 112 ell - F ' ' "  @ ),/~ Ilk ill : - -  2 ~/r247 r Ct 1 

- 2 

[ii~l + i ~  +---+i~+2~+ir+2(~l--~0)]r=0.  

Man verifiziert du tch  Vergleieh mig 4.4.3.1, dab dieses Gleichungssys~em genau 

f/it ~1 = ~ ~ g*, ~z --  2z (x = 1 . . . . .  /c), ~+~ = --  1 erffillt wird. 
Die eekige Klammer  der letzten Gleiehung versehwindet wegen (19). 
Die kiirzeste Ent fernung des Punktes  ~0, der auf  mindestens einer H E  liegt, 

zu der in lgiehtung ~ benachbar ten  Gradiengenfl~che erhiilt man  also lgngs eines 
Vektors p, dessen i%ichtnng mit  der Projekt ion eines Vektors r auf  den aus- 
gezeiehneten ~0-Bereich fibereinstimmt, wobei r die Summe der in g0 wirksamen 
Gradienten ist. Der Gesehwindigkeitsvektor in ~0 wird naeh Definition gleieh 
diesem Vektor  p gesetzt. 

Fiir Punk te  ~0, die Randpunk te  yon  iIP sind, wird in entspreehender Weise 
der Gesehwindigkeitsvektor definiert, wobei bier r dureh den Gradienten c der 
Zielfunktion zu ersetzen ist. 

4.4. Zusammen/assung des rekurrenten Ver[ahrens 

~o liegt auf  genau den /~ H E n  

�9 ~ z : a ~ @ b z : O  bzw. (~'--~o) a z = O ;  ( ~ : 1  . . . . .  ]~). 

I n  jedem P u n k t  ~, der auf  weniger als diesen ]c H E n  liegt, sei ~ = ~ (~) als be- 
kann t  vorausgesetzt .  
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m 
Es ist r = r ( 5 o ) = ~ a v a ~ + d r ;  

# = 1  

2 ~ = 0 ,  wenn a g 5 0 q - b ~ O  

) ~ = 1 ,  sonst 

= 0 ,  wenn ~ 2 ~ > 0  
/*=1 

d = 1, sonst 

(be= 1 . . . . .  m) 

Ausgangspnnkt : 5o ] 

[ 51 = 5 0 @  1,'; [ - - - +  

I 
r 

J t i > 0  

t l = M i n {  (~~ 

fiber alle ~, ffir die 

~l a~ 4:0 gilt 

1, 52=5-t- t1~1;  [ ~  

l 
far ~ [ 

existiert kein 

entspreehendes tq I 

~( ffir mind. ein I I gilt 

5i--5o) as4=0; L u 
I n 

~i ist bekannt, da gi 
auf h6ehstens/c -- 1 HEn 

gilt ffir 
alle 

i l  a~ = 0 

gilt ffir alle u: ] 

(~ - -~o )  a ~ = O ;  [ 

gilt f/Jr Bile u rnit 

~i ax 4= 0 und (5i -- 50) as 4: 0: 
sgn ~i ax = sgn (~1 -- 5o) a~ 

gilt ffir mind. ein x: 

(52 - -  50) a~ �9 0; 
.i 

gilt ffir alle 

(5~ -- 50) a~ = 0 

io = ii 

nach  q Schr i t t en  is t  5q = 

gilt ffir ] 
Mle x : 

1. 

i o  = 

gilt fiir alle ~ mit 

~oas=pO und (~--5o) a ~ # 0 :  
sgn ~ as = sgn(2 -- 50) as 

s 
io = 
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w 5. SehluBbemerkungen 

5.1. Stabilitiit 

1. IIilfssatz. Der Abstand zweier beliebiger Punkte 5o und ~m mit ~o ~ s)j~ und 
~m ~ ~FR i~'t gr6[3er als der Abstand der Punkte 5o -~ tr und 5~n /iir 0 <~ t <-- tl. 

r i s t  die Summe der in ~o wirksamen Gradienten, und h kann so gew~ihlt 
werden, daft ~o @ tr noch im gleichen 5o-Bereich verbleibt und Iceine H E  schneider, 
au/ der nicht 5o liegt. 

Beweis. r = +~ a ,  = ~ az (bei geeigneter Numer ie rung  ist 2~ = 1 f/Jr 
# = 1  2 .=1  

~ = 1  . . . .  ,1 und ~ l v = O  sonst) 

a~ go q- b, < 0; a, g~ d- b, > 0; a~ (gm -- go) > 0 

a ~ o  + b~ < 0; a~rn + b~ >= 0; az(gm -- ~o) > 0 
l 

2 go g,,~ = = @ ~ =  (go - g~)~ ( ~  - ~o) ~ a~ > o 
+l=1 

l 
- - 2  5tg,, = At~ = (5o ~- t H a;. - -  gin) 2 

2 = 1  
l l 

= Ao,,, -- A ~  (-- a~) (2 go + az) 
k=l 7~=I 

l l 

= - t2(>~ a;~) 2 + 2t(gm - ~o)~ az > 0 
; t = l  2 = 1  

f/Jr O~t< _ t~ ;  w . z . b . w .  

2. Hilfssatz. Durchdringen eine Bewegungskurve ]c~ und eine zu ihr benachbarte 
Bewegungskurve k2 die H E  .~z in den Pun/cten ~1 bzw. ~2, so ist ihr Abstand wiihrend 
des gegenseitigen parallelen Verlau/es nach der Durch- 
dringung der H E  hSchstens gleich dem Abstand wiihrend 1 / '  
ihres gegenseitigen parallelen Verlau/es der Durch- ~ 2 r  
dringung. \ , kl 

Beweis. In  einem Gebiet  des Rn sei ~ bzw. ~ @ as 
der auf  der posi t iven bzw. negat iven Seite yon ~ wir- ~ [ / ~ \  
kende Geschwindigkei tsvektor .  Aus der Tatsache  der ~*~$-~ 
Durchdr ingung folgt r a~ > 0. ~ " " ' ' ~  

Die durch ~1 bzw. ~2 ffihrende Gradientenflgche 
wird y o n  /c2 bzw. kl in 31 bzw. ~2 geschnit ten (siehe 
Fig. 2 !). Ohne Einschrgnkung der Allgemeinheit  kann  ~ 
m a n  folgern, dab grit : Fig 2 

( ~ l - - g l )  a~=<0 und (~2--g2) a ~ > 0 .  

S o m i t i s t :  ~ l = ~ 2 - - ~ ( r + a ~ ) ;  ~ > 0 ;  ~ x : ( ~  - - ~ l )  a ~ - - 0  

~2 ----- ~1 d-  ~ r ;  ~ > 0 ;  (~2 - -  ~1) a~ = 0 .  

Aus: (g - -  ~1) (r -1- az) = 0 folgt (~1 - -  gl) (r -t- a~) = 0 

( ~ - -  ~2)  1~ = 0 (~2 - -  ~2)  t: = 0 ,  

oder [~2 - -  a ( r  -[- a~) - -  ~i]" (r d- a~) = 0 

[gi + ~ - -  g 2 ] ' r  = 0,  

Z. WahrscheinlichkeRstheorie,  Bd. 2 19 
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damit 
(~2 - -  ~1) r - -  o ( r  + a~.) 2 = 0 

>- o ( r + a ~ )  2 = 3 r ~ > - o < 3 .  
- - ( ~ 2 - -  ~1) 1: + T12 2 = 0 

Dann ist 

(~1 - -  ~1) 2 - (~2 - -  ~2) ~ = [~2 - -  o ( r  + a~)  - -  ~1 + ~1 § 3 r  - -  ~2] 

= [ -  o(r + as) + 3r]. [2(~2 - ~1) - 3 ~  - o(r + a~.)] 
---- --  2o(~2 - -  ~i) (r ~- ax) + 23r(g2 - -  ~I) 

_ 32 ~2 + o2 (~ + a . ) 2  

= __ 2 o~- r2  @ 232"C 2 _ 321:2 -~- O T ~  2 

: r 2 ( 3 2 - o 3 ) : r 2 3 ( z - o ) ~ 0 ;  w.z .b .w.  

Liegen gl und g2 auf derselben Gradientenfl/tehe, so sei ihr Abstand der auf dieser 
Fl/iche liegende kfirzeste Abstand und werde kurz Abstand der beiden durch ~1 
und g2 gehenden Bewegungskurven bezfiglieh der Gradientenfl/~ehe genannt. 

Obiger ttilfssatz gilt auch ffir den Fall, dab die beiden Bewegungskurven nach 
ihrem Auftreffen auf die HE auf derselben weiterlaufen. Es folgt ganz allgemein : 
Der Abstand zweier benaehbarter (paralleler) Bewegungskurven wird in ihrem 
weiteren (parallelen) Verlauf, d. h. beztiglieh der laufend durchstogenen Gradien- 
tenfl/~chen niemals grSger. Es kann gezeigt werden, dab aus einem gegenteiligen 
Verhalten zweier benaehbarter Bewegungskurven notwendig auf das Vorhanden- 
sein mindestens einer nieht konvexen Gradientenfl/~ehe gesehlossen werden kann. 

Der erste I-Iilfssatz besagt, dab man sich beim rekurrenten Verfahren bereits 
w/~hrend des Durehlaufens der ersten Strecke vom Punkt  g0 bis zum Punkt  ~1 
1/~ngs r ebenfalls jedem Punkt  yon ~ n/~hert, sofern ~J~ nieht leer ist. Dasselbe 
gilt ffir die Durehlaufung des gesamten Polygonzuges go, ~1 . . . . .  ~ = ~. Durch 
den zweiten Itilfssatz ist gew/thrleistet, dag benaehbar~e Bewegungskurven be- 
naehbart bleiben. Bewegnngskurven, die in einem Ausgangsbereich des Rn einen 
bestimmten Abstand yon einer vorgegebenen Bewegungskurve nieht iibersehreiten, 
bilden eine r6hrenf6rmige Umgebung dieser Bewegungskurve. Der zweite tIilfs- 
satz besagt, daft der ,,Quersehnitt" dieser l~6hre bis zum Erreiehen des Zielpunktes 
monoton abnimmt. Hieraus folgt, dag eine L6sungskurve stabil ist hinsiehtlieh 
der Tatsaehe, dab ein Abweiehen von dieser Kurve, z.B. bedingt dutch den Drift- 
fehler der Integrierverst/irker, die Tr/igheit der Sprungfunktionen, usw. wiederum 
zu einer Bewegungskurve ffihrt, die ihrerseits zu einem Zielpunkt konvergiert. Die 
mit Hilfe des Reehners gefundenen Koordinaten eines Zielpunktes liegen also 
innerhalb der Genauigkeitsgrenzen des t~eehners und sind yon der Wahl des 
Ausgangspunktes unabh/ingig. 

5.2. Der Fall: ~ ist leer 

Aueh wenn ~ leer ist, wird durch die Differentialgleichung (1) in allen Punkten, 
die auf keiner HE liegen, ein Gesch~mdigkeitsvektor definiert. Ebenso erhs man 
durch das rekurrente Verfahren (vgl. 4.2.) in allen HEn-Punkten den entspreehen- 
den Geschwindigkeitsvektor. (Die L6sungskurven der auf diese Weise erweiterten 
Differentialgleichung entsprechen wiederum den mit ttilfe des Analogreehners 
erhaltenen gewegungskurven.) Nach Wahl eines beliebigen Anfangspunktes enden 
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jedoeh die Bewegungskurven sgmtlieh in einem Punkt,  der allemal im Endliehen 
liegt. Die Menge dieser Endpunkte ~**, die alle nicht Zielpunkte des gestellten 
Problems sind, werde mit ~ * *  bezeiehnet. In den inneren Punkten von ~lJ~** 
fallen Anfangspunkt und Endpunkt  einer Bewegungskurve zusammen, d. h. die 
Bewegungskurve entartet  zu einem Pnnkt.  

Die Ansffihrungen yon w 1 nnd w 2 mfissen in folgenden Punkten ge/indert 
werden. Der Satz yon w 1 erh~tlt den Wortlaut:  ,,Liegt der Anfangspunkt 50 = ~ (0) 
in einem Teilgebiet des Rn, dessen sgmtliehe Randpunkte auf HEn  liegen und 
dessen innere Punkte nieht auf HEn  liegen, so bewegt sieh ~(t) ffir t ~ 0 1/ings 
der Geraden ~ = ~0-~ t (al ~-a2-~ "'" ~-ak) auf einen Punkt  der das Gebiet 
berandenden HEn  zu, wobei al, al . . . . .  a~ die Normalen aller jener H En  sind, 
auf deren negativer Seite ~0 liegt. Die Bewegung kann in Ruhe ausarten, wenn 
die Summe al @ a2 @ "'" ~- a~ verschwindet." Im letzteren Fall geh6rt g0 der 
Menge ~lJ~** an. Die Ausffihrungen in w 2 bleiben erhalten, sofern sie nieht die 
Menge ~t~** betreffen. Insbesondere gilt weiterhin, dal~ die Gradientenfls 
augerhalb ~J~** konvexe Polyeder sind. Innerhalb ~J~** entarten die Gradienten- 
fl/tehen zu Punkten. Die Gradientenfl/~ehen mfissen jedoeh nieht mehr besehr/~nkt 
sein, wie das Beispiel 

~ 1 : - - X 1 - - 1 = 0 ;  g ~ 2 : X l - - l = 0  im Re 

zeigt. Aber auch hier umsehliel3t jede Gradientenflgche die Punktmenge g)~** und 
znr negativen bzw. loositiven ,,Seite" der Gradientenfl/iehen z/~hlen alle jenen 
Pnnkte,  die auf derselben Seite liegen wie die Punkte yon ~ * *  bzw. nieht. 

Dann und nur dann, wenn ~ leer ist, ist die Punktmenge g)~** nieht leer, so 
dab in den meisten Ausffihrnngen der frfiheren Kapitel die Menge g)~** die 
Menge ~0~ ersetzen kann. Die Ausffihrmlgen fiber die Begriffe Bewegungskurven, 
~o-Bereich, ausgezeichneter ~o-Bereich sowie fiber das rekurrente Verfahren, k6n- 
nen somit aueh im Falle einer leeren Menge ~ gemacht werden. Die fiber die 
Stabilit/~t gemachten Aussagen behalten weiterhin Gfiltigkeit. 

5.3. Allgemeines 
Durch Schaltung der Differentialgleiehung (1) auf dem Analogreehner erh~lt 

man unabh/ingig davon, ob die Menge ~12 leer ist oder nieht, als LSsungskurven 
diejenigen, wie sie sieh als LSsungen der auf Grund des rekurrenten Verfahrens 
erweiterten Differentialgleichung (1) ergeben. Die L6sungskurven sind nur vom 
beliebig zu w/~hlenden Anfangspunkt g0 abh/~ngig nnd enden, falls g)2 leer ist, in 
einem im Endliehen liegenden Punkt  der Menge ~ * * ,  wenn ~07 nicht leer ist, 
in einem Zielpunkt g*, der im Endliehen liegt, oder das Problem hat keine im 
Endliehen liegende LSsnng. Das Verfahren ist also auch gleiehzeitig daffir ge- 
eignet zu entseheiden, ob das gestellte Problem 15sbar ist oder nieht. Man beob- 
aehtet anf dem Analogreehner die Bewegungskurven der geschalteten Differential- 
gleiehung (1), bis diese in einem Punkt  endet, der nieht gandpnnkt  des Meg- 
bereiehes ist (vgl. 1.3); dann ist dutch Ablesen der GrSl~e ~ bzw. der GrSl~en 2~ 
sofort feststellbar, ob der Endpunkt  der Bewegungskurve Zielpnnkt ist und damit 
L6sung der gestellten Aufgabe oder ob er der Menge ~J~** angeh6rt und die 
Aufgabe keine L6sung besitzt. 

19" 



272 J. I-IEINHOLD und K. Kv~Tz]~ : Ein Verfahren der linearen 0ptimierung 

Literatur 

[1] PyN~, I. B. : Linear Programming OR an Electronic Analogue Computer. Trans. Amer. 
Inst. Eleetr. Eng. 75, 139--143 (1956). 

[2] JAOKSON, A. S. : Analog Computation. New York: McGraw Hill 1960. Chapter 10, S. 357 ft. 
[3] HEI~OLD, J. : Die Anwendung des elektronischen Analogrechncrs in der linearen Opti- 

mierung. ZAMM Bd. 41 Tagungsheft, 182--187 (1961). 
[~] FELD~AVM, A. A.: Reehengergte in automatischen Systemen. Mfinchen: R. Oldenbourg 

1962. 

Inst i tut  ffir Angew~ndte Mathem~tik 
der Technisehen Hochschule 

8 Mfinchen 2, Areisstr. 21 

(Eingegangen am 8.M~irz 1963) 


