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Le th6or6me de E. Wong  et M. Zaka~ sur la repr6sentat ion des mart ingales  de 
carr6 intdgrable du processus de Wiene r / t  2 parambt res  ([6] et [2]) est 6tendu 
en toute  d imension h e N .  La m6thode  employ6e par  l 'auteur  - diff6rente de 
celles f igurant darts les articles cit6s pr6c6demment  - cons is te / t  expr imer  sous 
la forme d' int6grales s tochast iques des mart ingales  exponentielles remarquab les  
(pour le processus de Wiene r / t  n param6tres).  Cette m6thode  permet  de traiter 
conjo in tement  le cas du processus de Po i s son / t  n parambtres .  

O. Notations 

1R~+={t=(tl  . . . .  , t , )=( tn -a , t~ ) [ t l>=O, . . . , t ,>O} ,  t~ lR+;  t'~lR~+. On note  t_<f 
lorsque:  t 1 < t~ . . . . .  tn <= t',. Si t =< t', (t, t ']  d6signe rensemble  {ult i < u i < t' IVi}. On 
note un point  de (IR~,) k Ok--(uX, . . . ,  uk). 

qR" ~k et s~ lR~ ,  on note Si f est une fonction d6finie sur ~ + , ,  

k 

fs((tk) =f(hk)  1-[ l(o,sl (ui)" 
i = 1  

Une fonction f :  (IR+) k --.1R est dire con t inue / t  gauche (resp. / t  droite) si: 
/ x .  

g fik ~ (1R+)k, lira f (u ,k) = f (~k). 
A k  Un ~ ~k 

(u") i =< u~(1 -< i < k) 
( resp  > ) 

Une fonction f :  (lR+)k ~ 1R est dite cont inue si elle est cont inue pour  la topologie  
usuelle de (IR+) g. 

Enfin, toutes les fonctions consid6rbes ci-dessous s o n t / t  valeurs r6elles. 

1. D6finitions et g6n6ralit6s 

Soit (E, ~) un espace 1.c.d. muni  de sa tr ibu bor61ienne. On note ~b(E,  ~) rensemble  
des fonctions bor~liennes, born~es sur (E, 8). ~c(E,  ~) est constitu6 des fonctions 
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de ~b(E, g) ~t support compact. D'autre part, My ~ (E, •) d6signe l'ensemble des 
sommes finies de mesures de Dirac sur (E, g). 

Soit # mesure de Radon positive sur (E, g). On note g, la classe des ensembles 
bor61iens #.int6grables. Rappelons que l'on appelle mesure brownienne (centr6e, 
r6elle) sur LZ(E,g,#) tout processus gaussien, centr6, r6el _B=(~,~4, P, B(F), 
Fegu) de covariance # et mesure de Poisson (r6elle) sur (E, g, #) tout processus 
de Poisson ponctuel N=( t? ,  ~r P, N(~o, . )eM + (E, g)) d'intensit6 # (voir, par 
exemple, [4] pour ces d6finitions). 

Le noyau (f, g) ~ ~ f g  d# d6fini sur L 2 (E, g, #) x L 2 (E, g, #) est sym6trique et 
de type positif, ce qui assure l'existence de _/3 ([3] et [43). La construction de N, 
faite en [4] (p. 162), en supposant # born6e, se g6n6ralise facilement dans notre 
cadre. 

Soit donc _B mesure brownienne sur L 2 (E, g, #) (resp. 'N mesure de Poisson 
sur (E, g, #)). On d6finit les tribus (~A, Aeg) respectivement par: 

j A = / a { B ( F ) ;  FEE,; F ~ A } v d U  
{U(r); rE~; r ~ A } v Y ,  

off JV d&igne la classe des 61bments P.n~gligeables pour ~E. S i d  est une famille 
filtrante croissante d'616ments de ~, on appelle d.mart ingale de carr~ int~grable 
toute (~-A, A e d ,  P) martingale (MA, A ~ d )  v6rifiant: V A e d ,  E(MZA) < oo. On dira 
simplement martingale de carr6 int6grable lorsque (E,E,#)=(IR+,N(IR+),)0,  
off Zest  la mesure de Lebesgue sur IR~+, avec d =((0, t], tEIR~). 

De fagon g6n6rale, le lemme suivant donne une famille importante de g. 
martingales de carr6 int6grable. 

Lemme !.1. 1. Soit A ~o~ ; les variables 

[exp{B(f  lA)--�89 ~ f2 d#}, feL2(E,~,#) 
A 

[exp{ j fdN-~a(e / -1 )d la} ,  feN~(E,g) 

sont totales dans L 2 (f2, ~'~A, P)" 
2. Soit feLZ(E,g,#) (resp. N~(E,g)). Le processus (MYA,Aeg) est une g. 

martingale de carrd int~grable. 

Preuve. Nous ne la donnons que pour B, la d~monstration pour N 6tant identique. 
1. Toute variable YeL2(t'/, ffa, P), orthogonale aux v.a. (MIA, feL2(E, g, #)) 

est en fait orthogonale aux variables (expB(fla),  feL2(E,g,#)), donc ~. toute 
variable q5 [B (fl 1A) . . . . .  B (fp 1A),l (q5 e N b (IRP), peN), et donc, d'apr6s le th~or6me 
de classe monotone ~t L 2 ( O, ffA, P)' 

2. _B 6tant une mesure brownienne centr6e, si u et v sont deux fonctions 
orthogonales de L2(E, ~, #), les variables B(u)et B(v) sont ind6pendantes. Donc, 
si feL2(E, g, #), et A ~  C~g, 

E[M~cI'~]=M~ E[Mfc..AI~A-I=MfA ErMs C-.A~]--M~-- A" [] 

Dans toute la suite, on se restreint au cas off (E,g,#)--(IR+,N(IR+),Z). 
D'apr6s [5], il existe une r6alisation de _B telle que le processus B~=B(]0, q'l 
x - x ]0, t,]) soit /i trajectoires continues: on appelle (Bt, telR+) processus de 
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Wiener ~t n param6tres. De marne, on appelle N t = N(]0, tl] x - x ] 0, 6]) processus 
de Poisson fi n param6tres: ce processus est continu fi droite par construction. 

2. Repr6sentation des martingales de earr~ int~grable des proeessus de Wiener 
et de Poisson h n parambtres 

Pour unifier l'6criture, on note d&ormais" 

/ X(A)= , A ~ ;  X~= _ ; 
[ N (A) - ,~ (A) N~ - IV[ u/ 

i = 1  

SiA=(0,  tJ, on note ~.~-ff,  et r _ y - (o,,1 M(o,q-  M~. 

_ I f ( u )  

f (u) =1 d(")- 1. 

2 a. D~veloppement des martingales M[ 

cai(l<i<n) d6signe la tribu sur E x(2 engendrde par les processus (4(u), usE), 
4 / =  ~1~_-<,~} adapt6s et continus/t gauche. On note 

c 2 ( S ) =  { 4 ~ S l e  [~ 42(u)du] < ~ }  

et 

L2or (Ca/)= {4sCailgzeE, 41(o,=1eL2 (Ca/)}. 

L'extension du thdor6me 2.3 de [2] fi notre cadre, est imm6diate, permettant 
ainsi de d6finir l'int6grale stochastique (4" X)z = 5 4 (u) dX,, pour tout 4 eLiot(ca/). 

(O,z] 
L'application lin6aire 4 ~ 4" X, fi valeurs dans les processus de carr6 int6grable, 
ainsi d6finie, v&ifie, et est caract6ris6e * par les propri&6s suivantes: 

00 S i  4 (u, co) -= o: ((o) l(a b] (U) ~ L  2 (ca'), ( 4 "  X)z  =- o: X {(a,  b ]  (3 (0, z ]  } .  

fl) Pour tout 4SL]oo(~i), (4" X) est une (~,~/, zeE) martingale de carr6 intd- 
grable continue fi droite (continue si X=B). 

7) Pour tout 4SL]o~ (S),  le processus (4" X)~-  ~, 4 2 (u) du est une (j~i, zeE) 
martingale int6grable. (o,=j 

On pent maintenant 6noucer le: 

Lemme 2.1. Soit f eL2(E, o ~, 2) (resp .~(E, g)) et aeE. On a les formules: 

M f= 1 + ~ Mf~.-~,tr f(t)  dX t p.s., (1) 
(0,a] 

My = 1 + ~ MY(,,_~,t;_,,,,~) ?(t) dX t p.s. (2) 
(O,al 

+ ~ dX~ f(t) .[ dX~ f(v) M(.,, ~ ~_~,~). 
(O,a] (0, a '~ - 2] x (t~ - ~, ,r~ _ ~1 x (0, tn) 

Preuve. 1. Montrons la formule (1) pour X=B. 

1 On confond deux processus  ind i s t inguab les  
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Si N{ ~ ~ f (u) dX., on ales  6galit6s: 
(0,  t] 

fin 

M ~ = I +  ~ MY(,,,.- ~, t,,) dt NI(,~.- u t,,) a= l + Y{ (*) 
0 

= 1 +  5 f f ( t )dX,  g l + Z { .  
(0,  a l  

L'6galit6 (.) d6coule de la formule de Ito (fl un param6tre). Fixons a"-~. D'apr6s 
b), les processus t. ~ N{.._ 1 3.) et t. + Z(~._, t.) sont deux (~(~"._, ,.), t. > 0) martin- 
gales telles que,/t l'aide de 2) 

(Nr Z~._ , , . } t= (. Mr.._ ~,,~) (f(t)) 2 dr, 
(0, (a'* - ~, t~)] 

et donc, toujours d'apr+s ?), E [ ( Y f -  Z~) 2] = 0, d'ofl (1). 

2. Dans le cas du processus de Poisson, posons 

L ~ = I +  ~ M~.- , ,~) f ( t )dX, .  
(o, ,~1 

On a les 6galit6s: 

E [(M/) 2] - E [(L~) 2] = e (~ a.(;(.))~ I a 

D'o fi: E [(M{ - L~)2] = 2 (I. - E (M{ L~)). 

Soit (Q;), i e %) une suite de quadrillages de plus en plus fins de (0, a] par des pav6s 
tels que la longueur de chaque c6t6 converge uniform6ment vers 0 lorsque (p~  Qo). 
Soit t~ p) le sommet du pav6 r~ (p) de coordonn6es minimales. Fixons a~E. D'apr6s 
l'in6galit6 de Doob,  on a: E [Sup  (M~._,  ,.))2] < o% et donc, d'apr6s le th6or+me 

de convergence domin6 de Lebesgue, on a: 

E[M{ L~] = 1 + lim 2 E[M[ M I(~.- 1, (,.),) ~ f(t)  dX,] 
(P-- ~ ) ie~ v Fi 

Soit R i = (0; (a"- 1, (t.)~)], Ecrivons (0, a] = R~ + Y~ + H~; alors" 

E[M{ L~] = 1 + lira ~ E[(M~f]  E[Mfr, ~ f(t)  dX,] E[M~,] 
(P~  m ) i ~ p  Fi 

= 1 +  lim ~ l(,,.-~,(,,a,)E[Mf, ~ f(t)dX,].  
( p ~  o~ ) i ~ p  Fi 

Par un simple calcul sur les distributions poissonniennes, on obtient: 

ElMer, ~ f(t)  d X , ] -  ~ (f(t)) 2 dt. D'ofl: 
ri Fi 

E [ M { L ~ ] = I +  ~ l(,._,,, .)(f(t))Zdt=lo, d'ofl (1). 
(0, a] 

3. Utilisons la formule (1) pour la ( n -  1)i6me coordonn6e. 

- -  M f p.s. M f - - 1 , t . )  - ( o - - - 2 , t  . . . .  in) "t- I d X v f ( v )  f M ( a . -  2, v,7- ~, t . )  
(0,  a ~ - 21 x (t,, _ 1. a,~ - ,] x (0, t,,] 
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et donc par convergence p.s. : 

v L  = + I dXo 
(0, a ~ - ~1 x [t.  - ~, ~r,~ _ ~1 • (0, t~) 

En reportant  cette 6galit6 en (1), on obtient (2), si l'on remplace l t, "- ,, ~.-~(v,_,) 
par 1(~ . . . . .  j(V,_l), ce qui ne change pas la valeur de l'int6grale, 1(,~ 
6tant de-dt,]. 1 dr,_ a mesure nulle. [] 

En it6rant le proc6d6 de d&eloppement  commenc6 dans le lemme 2.1, on fait 
apparaitre finalement 2 "-~ int6grales, dont  k- ,  C . _ , ( l < k < n )  sont des int6grales 
it6r6es d 'ordre k. 

2 b. D6finition de (~t, P) martingales de carr6 int6grable 

On d6finit 6,k-- {/3k = (p~ , - - ,  Pk)[ 1--<pl < P 2 - -  <Pk ~n}  c N  k 

2 <~ U3_  p2 3 ~ 4 Un-- p2 Un-- p3 U n-- p3 
3 2 4- 3 

U n - - p 2 + l  ~ U n - - p 2 + l  U n - - p 3 + l  ~ U n - - P 3 + l  

~ ( k ,  b k _ l ) =  ^~ ~ 1 2 3 2 - 4 3 
u 6E ;Un_pl  < "" bln_pl bln_pl ~b ln_p l  Un-p2 ~ b l n - p z  

U2 1A1 3 1 n -p j .+ l  ~ n - p l + l  U n - p l + l ~ b l n - p l + l  U 4 - p l + 1  ~ u l  n - p l + l  

2 Uln 3 < ~/1 n 4- 1 U n < btn U n < U n 

�9 ^ ~ _  k k k - ~  u 2 1 _ _  u l ) e E  
~/)k_l(  u ) - - ( U l , - - , I A n - - p k _ t , • n - - p k _ l + t ,  - ,  n - -p l ,Un- -p l+ l ,  , 

N(k,/3k_,) est la tribu sur O x E g engendr6e par les processus 

(a t) = 14 (g, ~ _  ~)(~g) ~ ( ~ g )  

off g est un processus cont inu/ t  gauche, ~p ,_ ,  (fig) adapt6 

L2(k, 13k_a,X)= (a'f2xEg--+lR, vdrifiant: ii) ~b=O, h o r s d e  A(k,~k_X) 
iii) [I q5 [[ ~_ ,  = E(~ d~kl~b(hk)12) < oe 

On fixe, pour le reste de la section 2 b, 1 < k < net /3 ,_  a s ~,-a'k- 

k 

Lemma 2.2. Les processus simples, e'est a dire ~b(fi*)=eI-I l(,,,b,l(Ui), vdrifiant 
i=1  

0 =-0 hors de A (k, !3 k_ a), et~ ~ Lz(P, ~a~_~ (e~)) sont to taux dans 

(L2(k, bk_l, Z), II " II~_,). 

Preuve. Soit ~b = la(k,~_~ ) 7 j, avec 7-' processus continu ~ gauche, born6, it support 
adapt& Par  continuit6/t  gauche, on a: compact  et ~e~_ ~ (a~) 

k 

q~(fig)= lim la(g,,~_,)(~ k) ~ I-[ l(q~.q~+,q(ui) ~ (q~ qk) 
(qt,--,qk)e(Zn) ~ i=1  ~-~ '~-~-_l  Z I 
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la limite ayant lieu en tout point, et dans L2(k, Dk-1, X). A(k, Pk-1) ~tant ouvert, on 
peut se restreindre g sommer sur les indices (q l , - - ,  qk) tels que 

k [qi q i _ k l ] ~ A ( k , ~ k _ l ) .  N 
i= 1 \2m' 2m 

It suffit donc de montrer que les processus qS= ld(k,&_ o T, avec T processus 
continu fl gauche, ~,~&_ ~(a~) adaptS, borne, sont totaux dans L2(k,/3k_1, X), ce qui 
dScoule du thSorSme de classe monotone. [] 

Les processus simples permettent de construire les martingales 515mentaires 
suivantes: 

k 

Proposition 2.3. Soit qS(fik)=a l-[ l(,',bq(ui) un processus simple. Alors, 
i=i k 

~_,(~) ( s ) ~  ~ FI X(R~s), 
i = 1  

avec R~ = (a i, b i] ~ (0, s], est une martingale continue (resp : continue d droite) vdrifiant : 

E [ (~_ , (~ )  (s))q = LICsLI~_,. (31 

Remarque. Par abus de notation, on dasigne auss{ par I}~_ ,(qS) la variable terminale 
de la martingale (I~_ ,(4)(s), sEE), i.e.: 

k 

/~-,(+) = ~ [ I  X(R') - 
i = 1  

Preuve. Montrons que (l~_i(qb)(s), seE) est une martingale. Soit t <  s. On note 
i i i R~ = R, + C,,~). On proc6de en plusieurs 6tapes: 

1. t> i}~_,(a*,--, ak). On a alors: 

k 

En d6veloppant le produit, on obtient e I-I X(R~t) et des termes du type 
i ~ l  

I] x(R{) e I I  x(c~,,~))I~,] 
J 

~[ X(R{) E[H X(C~,,~))] (car e c = ~  c(,,~) ~(0, t]) 

=c~HX(R{)[IE[X(C~, , .~))]=O(carf , t=~,~C ~ ~' (,,~) n C(,,,) =0). 
j t 

2. t et i~_~ (a 1, - - ,  a k) ne peuvent 5tre comparSs. 
.... > 2 mais il existe r >-1 tel que Supposons par exemple: t 1 >a~, t,,_p, = a , _  m, 

t ,_m+,<al ,_m+ ~ (la dSmonstration dans les autres cas 2. est analogue fl celle 
faite dans ce cas). 

k 

Remarquons ,ci que e 1-I X(R[)=0, car R~ =r 
i = 1  
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On veut donc montrer: E X(R~)]~ =0. 

Or, le membre de gauche est 6gal fi" 

[ fl >] e ~ X(Rs) e [X(R,)I~I  
i = 2  

et: 
E [ X ( R ~ ) I ~  -~' +~] = X(R~ c~ {u'Lu~_~, +~<_- a L  v, +~}) 

= 0  
3. t < i~_1 ( al, - - ,  ak) �9 

k 

On a ]71 X(RI)=0, donc si s<i~k_l(a I, - - ,  aa), on a le  r6sultat. Sinon, on a: 
i = i  

k k 

= E a [ I  X(RI~_  1 I~' ,-- ,~)[N 
�9 i = l  

d'apr6s 1) et 2). Or, Dour tout i, R!~ (~1 _,ok~=g. 
Enfin, l'6galit6 (3) r6sulte de: ~ i R~c~R~=g, pour i~=j. [] 

On &end ensuite la d6finition de I~ (q~) par lin6arit6 aux processus ~b com- 
P k -  1 

binaisons lin6aires de processus simples. L'~galitb (3) est conserv6e, ce qui permet 
de d6finir, d'apr6s le lemme 2.2, t~_~(qb) par limite dans L2(Y2, ~ ,  V), pour tout 
processus q~ de L2(k, 1)k- 1, X). La continuit6 (resp: continuit6/t droite) de l'int6grale 
ainsi obtenue r6sulte de l'in6galit6 de Doob-Cairoli ([1] et [2], th6or6me 1.2) 
pour une martingale M de carr6 intbgrable, continue fi droite: 

V seE,  E [Sup ]M,] 2] < 16 E [IMS].  
u < s  

Nous montrons maintenant, en g6n6ralisant en dimension n, un <<th6orhme 
de Fubinfi> 6tabli en [2] (th6or4me 2.6), que l'on peut 6crire les martingales 
construites pr6c6demment comme int6grales stochastiques it6r6es d'ordre k. 

Proposition 2.4. Soit 4)(~= ~o)eL2(k; ~k-t ; X). 

I1 existe k processus 4) (u 1, - ,  u k-m) (O<_m<_k-1) tels que." 
1. V0_<m_<k-1, r 
2. V O<_m<_k- 1, du 1 ... du k - ' ' - I  p.s., 4) (u  i, - ,  u k-~- l ,  .)eL2 (~@ "-p k - m -  1) 

et ~k_ 1 eL2 (~a~). 
3. g O < r e < k - i ,  @~+l(u 1, - , u  k-~-l)  

k - - m - - 1  

=~ ~m(u 1, - ,  u k - ' )  dX,,_,~ dP @ du i p.s. 
i = 1  

4. I~_, (q)) = 5 4)k-1 0 A1) dXul. p.s. 

Remarque. Les processus 4)m vdrifiant la propriht6 2), les inthgrales stochastiques 
figurant en 3) ont 6t6 d6finies au dhbut de la section 2.a. 

Preuve. I1 suffit de dbmontrer la proposition pour 4) processus simple, le cas 
g6n6ral s'en d6duisant par approximation et convergence clans L 2 (f2, ~e,  P) (de 
m~me que pour la dimension 2: voir la d6monstration du thdor6me 2.6 de [2]). 
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k 

Soit donc q~(fik)=e 1-[ l(~',bq (ul) processus simple. I1 est alors imm6diat de 
i = 1  k - - m  

v6rifier que les processus ~ ( 0 < m _ < k - 1 ) d 6 f i n i s  par: q~,,(u 1, - - ,uk-m)=a [ I  
k i = 1  

1(~ bq (ui) ~1 X(d, b ~] v6rifient les propri6t6s voulues. [] 
k - - m + 1  

En utilisant les relations 4) et 3) de la proposition pr6c6dente pour m = k - 2 ,  
puis m = k - 3 ,  . . . ,  jusqu'tt m=  0, on peut 6crire finalement, pour tout processus 
@~L2( k, [~k-1, X) la formule: 

l~_~(q~)(s)= ~ dX,~[ ~ dX,~[... ~ dX,~cI)(hk)]...~p.s. (4) 
(O,s] (O,s] (O,s] 

2 c. R6sultat final 

Th6or6me. Soit ZEL2(f2, ~ ,  P), resp (Zt, teE) une martingale de carrd intdgrable. 
I1 existe une constante Z o et pour tout k (1 < k <= n) C~- ~ processus 1 (4)P~- 1)~_1 ~ , :  I' 
tels que : 

4)~k-1 resp: V seE, d~Pk-lffL2~k" ~s , , ~k-1 ,  x )  (5) 
e t  tl 

lok_ ' (4) ) p.s. (6) 

resp:VteE, Z,=Zo+ ~ ~ ~k-1. . .  I k (4)~k-q (t) p.s. (6') 

^ k - 1  4)13k-1 ddfini de fafon unique dP De plus, pour tout Pk-i ~ ~ , -  t, le processus est 
k 

@ du i p.s. 
i = 1  

Preuve, Montrons tout d'abord que les diff6rentes int6grales figurant en (6) 
(resp (6')) sont deux/t  deux orthogonales dans L 2 (f2, ~-~, P). 

I1 suffit de le montrer pour des processus q ~ - i  simples. 
k 

a) Soit 4)(U)=C~I(.,bI(U ) et 7'(fik)=/~ l-[ l(~,bq(U~)(k>2) processus simples 
i = l  

appartenant respectivement/t L 2 (1, 0, X) et L 2 (k; Pk- 1, X). 
On a alors lkk_l(~)=TX(al, brlX(a2, b2], avec bi.-m < a,_wz et 7~J,~"-P~ 

D'ofl, d'apr6s la propri6t6 7) de la section 2a, 

E[I~(4))I~k_I(~)]=E{ ~ du~ 4)(u~)~X(a2, b2]} 
(a l ,  b 1 ] 

= ~ dulE[4)(ul)TE[X(a2, b2]l~a~-m] 
(a 1 , b 1 ] 

= 0 .  

k k' 

b) Soit 4)(~k)=aI- [ l(.,,bq(U') et 7*(fik ')=fi~ l(.,,,b.q(U ~) deux processus 
i = 1  i = 1  

simples appartenant respectivement ~ L2(k,[~ _I,X) et L2(k',ff~,l,X) (avec 

o 1 On pose C,_I =1 et/3o=0 
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k,k'>_2). Supposons pl<pl. On a alors I~k ,(O)=?~X(ai,,bl]X(ae, b~], avec 
b i - 2 e ~ ~ n - - p i .  e ^ k'  - ~ 1 1 2 2 , _m<a ,_p ,  t ~e~= , d meme, l~,_l(~)=flX(a ,b ]X(a ,b  ] avec 
b'n 2 pi <a', 1 m et/~eo~,"~ -p' . D'ofi: 

E [I~k_, (qS) I~'~,_, (~)3 =~ du ~ l(,,,b, l l~a,,,b, q E [?~fl X(a '2, b '2] X(a 2, b23] 

I dua l(a',bq l(,",b'q E [aft X(a '2, b '2] E(X(a 2, be] [~a~-m)] (7) 

= 0 .  

c) Avec les m~mes notations qu'en b), supposons maintenant Pl = P'~. L'6galit6 
(7) est encore valable. Supposons alors P2 <P2. Le raisonnement fait en b), appliqu6 
it E[afl X ( a  '2, b '2 ]  X ( a  2, b 2 ] ]  entraine la nullit6 de cette expression. 

On obtient ainsi, par it6ration, que, pour que deux int6grales I~_~(~b) et 
I~[,_1(7 0 ne soient pas orthogonales, il est n6cessaire que [~k^k,_~=~'k^k,_l. 
Ensuite, si k + k', un calcul analogue/t celui fait en a) entraine que les deux int6grales 
sont orthogonales. On a finalement le r6sultat d'orthogonalit6 cherch6 et donc: 
la d6composition de Z au moyen de (6), si elle existe, est unique. 

Soit At= {ZeL2 (~, ~ ,  P)[Z se d6compose suivant (6)}. 
D'apr6s le r6sultat d'orthogonalit6 que l'on vient d'obtenir, et la formule (3) 

valable pour tout processus OeI~(k,~k_l,X), A test  un sous-espace vectoriel 
ferm6 de L2(O, ~ ,  P) qui contient les variables M{(felf l  (E, g, 2), resp ~)~ (E, g)) 
d'apr6s le lemme 2.1. D'apr6s le m6me lemme, les variables M{ sont totales dans 
L2( Q, ~t, P), d'ofi At=L?(O , ~tt, P). Plus g6n6ralement, si ZeL2(O, ~ ,  P), resp 
(Z~, teE) est une martingale de carr6 int6grable, on remarque que les diff6rents 
processus ~_qd)~"-~ obtenus dans les d6compositions de Zo=E(ZI~,~o)(q~N) resp 
(Za, qeN),  off 0=(q,  ... ,q) sont bien compatibles et donc que les 6galit6s (6) 
resp (6') sont bien v6rifi6es. 

Corollaire. Toute (~ ,  teE, P) martingale (Mr, teE) vOrifiant : 
V teE, E I-[M,I {Log+ IM, I y , - t ]  < oo (8) 

admet une version continue (continue d droite). 
Preuve. Le r6sultat est vrai pour les martingales de carr6 int6grable, d'apr6s le 
th6or6me. I1 s'6tend aux martingales v6rifiant (8) fi l'aide de l'in6galit6 maximale 
de R. Cairoli ([1] ou 1,2]): Si M est une martingale continue/t droite, alors: 

~_~ <_~_e {1 +E1,IMr +[Mtl)"-~]}. V2>0,  2 P [SuplM~[ >2]  = e -  1 
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