
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 
38, 83-125 (1977) 

Zeitschrift ftir 

Wahrscheinlichkeitstheorie 
und verwandte Gebiete 

�9 by Springer-Verlag 1977 

l tude des solutions extr/ males 
et repr/ sentation int/ grale des solutions 
pour certains probl mes de martingales 

Jean Jacod* et Marc Yor** 

Universit6 Paris VI, Laboratoire de Calcul des Probabilit6s, 
4, Place Jussieu, Tour 56, F-75 230 Paris V, France 

O. Introduction 

Soit (•, y o )  un espace measurable muni d'une filtration (~t~ constitu6e de 
sous-tribus de ~o .  Soit X un processus fix6, fi valeurs r6elles, continu ~ droite et 
limit6 ~t gauche. L. Dubins et G. Schwarz ont pos~ en [6] la question suivante 
(dans un cadre un peu plus restrictif, puisqu'ils parlent de martingales), que l'on 
notera [Q]: comment caract6riser les points extr6maux de l'ensemble J//x des 
probabilit6s P sur (fl, ~o)  faisant de X une martingale locale? Ces auteurs, ainsi 
que C. Dellacherie en [2], ont r6solu cette question lorsque l'ensemble des temps 
est N. 

Dans la premiere partie de l'article, nous g6n6ralisons [Q] en rempla~ant X 
par une famille fix~e JV de processus continus fi droite et limit6s & gauche, et 
nous donnons une caract6risation des points extr6maux de J/l d,  lorsque l'ensemble 
des temps est IR+ =[0,  ~ [ ,  compl6tant ainsi les resultats de [22], eux-m~me 
partiellement annonc6s en [233. On d6montre notamment que P est extr6mal 
dans ~ . -  si et seulement si Yo~ est P-triviale, et si les 616ments de X engendrent 
(au sens des sous-espaces stables de martingales) l'ensemble de toutes les martin- 
gales locales nulles & l'origine. En particulier, P ~ x  est extr6male si et seulement 
si route P-martingale locale admet une repr6sentation Mt = E ( M o ) + ~  us dXs, off 
u est un processus pr6visible convenable. 

Apr6s avoir rappel6 diff6rents r6sultats de la th~orie de l'int6gration stochasti- 
que par rapport fi une mesure al6atoire-martingale, on montre que de la caract6ri- 
sation des 6i6ments extr6maux de ~/~, d6coulent les r6sultats de [113 sur les 
points extr6maux de l'ensemble des solutions d'un probl6me de martingales pos6 
de mani6re 16g6rement inhabituelle (car on y fixe a-priori la projection duale 
pr6visible d'une mesure al6atoire). 

Darts la seconde partie, apr6s un expos6 du th6or6me de Girsanov g6n6ralis6, 
on obtient des r6sultats compl6mentaires lorsque ~/~ est constitu6 d'un nombre 
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fini de processus. D'autre part, l'existence de la d6composition d'une surmartin- 
gale de la classe (DL) comme diff6rence d'une martingale et d'un processus 
croissant pr6visible permet de traiter le probl6me analogue pour l'ensemble des 
probabilit6s faisant de X une surmartingale de la classe (DL). 

Dans la troisi6me partie on montre, sous certaines conditions auxiliaires sur 
l'espace f2 et le processus X, que toute probabilit6 P faisant de X une (sur-)martin- 
gale telle que pour tout t>0,  E[sups_<~lXsl]<o�9 est barycentre d'une mesure 
port6e par l'ensemble des probabilit6s extr6males de l'ensemble convexe cor- 
respondant. Une 6tude, men6e de mani6re 616mentaire, des solutions P du 
probl6me [Q] qui admettent une repr6sentation de la forme P = c~P'+ ( 1 -  e)P", 
avec P' et P" extr6males, montre qu'il n'y a pas unicit6 de la repr6sentation int6- 
grale d'une solution comme barycentre d'une mesure port6e par l'ensemble des 
solutions extr6males. 

La derni6re partie, que le lecteur peut aborder ind6pendamment des parties 2 
et 3, est consacr6e ~t 6tablir la version des r6sultats pr6c6dents pour les probl6mes 
de martingales pos6s par D.W. Stroock et S.R.S. Varadhan: soit 5P~ l'ensemble 
des probabilit6s P sur D d (espace des applications X: IR+ ~ IR d, continues fi droite 
et limit6es fi gauche), muni de la topologie de Skorokhod sur tout compact, telles 
que 

- P ( X o  = x)  = 1 ,  

-Vf~N(IRd), f ( X O - f ( X o ) - ~  5ff(Xs)ds est une P-martingale, 

ot~ 5 r  @(IRd)-,C(IRd), avec 

0zf 0f  
(Lf) (x) = �89 ~,1 _<-i. j _<-a aij (x) ~ (x) + ~1 <_i <_a bi (x) --~xl 

(op6rateur elliptique, en g6n6ral d6g6n6r6), et 

(Kf)(x)=~S(x, dy) f ( x + y ) - f ( x ) -  ~,l<=~<=aYi (x) ~ , 

(o/1 S est un ~bon~) noyau). On montre que ~ est un convexe compact de l'ensemble 
des probabilit6s sur f2, muni de la topologie de la convergence 6troite, et on 6tudie 
les points extr6maux de 5P~. On examine enfin plus sp6cialement quelques cas 
particuliers de non-unicit~ des solutions de tels probl6mes, dont l'un - classique - 
est dfi ~t I.V. Girsanov: 

1 IX] 2~ d2f 
d = l ,  (Sf)(x)=2(l+[xl~)2dxZ(X) et 0 < ~ < 1 / 2 .  

Les principaux r6sultats de ce travail ont 6t6 annonc6s dans la note [24]. 

1. R6sultats g6n6raux 

1.1. Pr~liminaires 
(~)7__>0 est une famille (a) Quelques notations. Soit (~, ~-o) un espace mesurable. ~o  

croissante de tribus de ~?, telle que ~-o _~ V~0 ~o .  ~ (resp. ~K) est la tribu pr6visible 
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(resp. optionnelle, ou bien-mesurable) relative fi (~~ sur ~ x [0, col. Si P est 
une probabilit6 sur (Q, y0),  on note Y(P) la compl6t6e de ~ o  pour P, et (~(P)),>_0 
la plus petite famille croissante et continue /t droite de tribus contenant les 
ensembles n6gligeables de ~ ( P )  et telles que ~ o  c ~ ( P ) .  S'il n'y apas  de risque 
de confusion, on 6crit ~ et ,.~ au lieu de ~ (P )  et de ~(P).  Rappelons que tout 
~(P)-temps d'arr~t est P-ps 6gal ~t un ~ ~  d'arr6t, ce qui permet bien 
souvent de ne consid6rer que les tribus ~+.d~ 

Saul mention contraire, un <<processus~ est une application: f2x [0, c o [ ~  
[ - c o ,  + co]. Si A est un processus fi variation finie sur tout compact et Y un 
processus quelconque, on 6crit comme d'habitude Y-At(co)=S~ Y~(~o)dAb(co) d6s 
que cette expression a un sens. 

Soit P une probabilit6 sur (Q, yo) .  A toute classe ~(P) de processus, on 
associe la classe <<locale>> ~lo~(P) constitu6e des processus A tels qu'il existe 
une suite (T,,) de ~(P)- temps d'arr6t (dire <<suite localisante>>) croissant P-ps 
vers + co, pour Iaquelle les processus A r" (on note A r le processus arr6t6 Af  = AT~ t) 
appartiennent fi ~(P). D'autre part, ~O(p) est la classe des processus Ae~(P)  
tels que Ao=0 P-ps. On note ~+(P) l'ensemble des processus croissants A, 
adapt6s ~t ~(P) ,  continus/t droite, P-ps nuls/t l'origine, int6grables (i.e. E(A+)< co). 
Soit ~ (P)= 2~ + (P ) -  2~ + (P) l'ensemble des diff6rences de deux ~16ments de $ + (P). 

(b) Martingales. Pour tout ce qui concerne les martingales et les int6grales 
stochastiques, nous renvoyons fi [5~, ou mieux fi [15]. Le terme <<martingale>> 
signifie toujours <<martingale continue fi droite et limit& /~ gauche>>, et on 
identifie deux martingales P-indiscernables. Soient 

~(P)=ensemble  des (f2, ~ (P) ,  P)-martingales uniform6ment intdgrables, 

~JJ~ (P)= {M~gJ~ ~ (P), M est/t trajectoires continues}, 

.~P (P)= {MegJ~(P), ]lMl[//v = (E[sup(tl [Mr f])l/ ;  < co}, 

~39~!D(P)= M~.~2(P), IPMlls~to=SUp(r) P(T<co)  < c o ( '  

off le <<sup>> qui figure dans la d6finition de ~3~/J~(P) porte sur tousles ~(P) -  
temps d'arr6t (ou, de manidre 6quivalente, sur les d0  ~,+-temps d'arr~t). Lorsqu'il 
n'y a pas de risque de confusion, on 6crit 9N, ~P, ~39J~, etc. au lieu de 901(P), 
.~p(p), ~9)lk~(P)... 

On rappelle que toute MagJlto~(P) s'dcrit de mani6re unique comme M =  
Mo + M~ + M ~, avec M~a~I)~[o~(P) et M ~ v0rifiant: M~ N~9~s V N~ gJ~fo~(P). 
M ~ s'appelle la partie continue de M, tandis que si M~=0 on dit que M est une 
somme compens& de sauts. 

Lorsque M, N~gJ~o~(P), on connait le processus prdvisible (continu) (M, N). 
A tout couple M,N~fOltoo(P), on associe le processus [M,N]t=(M~,N~)t+ 
~<,AM~AN~, et si [M,N]~N~o~(P) on note (M,N)  la projection pr6visible 
duale (cf. [3]) de [M, N]. Rappelons les inOgalitOs de BurkhOlder-Davis-Gundy: 
pour tout l < p < c o  il existe deux constantes 0 < c p < C ~ < c o  telles que pour 
route Me  9)l~ (P), 

CpE([M, M]~e)< E(sup(o IMt[P)~ CpE([M, M]P~2). 
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Donc ~p.o (p)= {ME gjl0oc (p), E([M, M]~ 2) < oo}, On peut montrer q ue 5{oc(P)= 
93lloc(P ) (tandis que l'inclusion ~31(P)~gX(P) est stricte), et d'autre part il y a 
identit6 entre ~3gJlfblor ) et l'ensemble des martingales locales localement 
born6es, et donc 91l~or (P) ~ N~IJ{s176 (P) c S3P; ~ (P) pour tout p > 1. 

(c) Int4grales stochastiques. Si M e S3~oo (P), soit L 2 (M, P )=  {u pr~visible, u 2. (M, M )  
e~+(P)}.  Si u eL{oc(M, P) on d6finit classiquement l'intdgrale stochastique u.M 
comme l'unique 616ment de 5~g~ (P) tel que: VNE S3~oc (P), (u .  M, N )  = u .  (M, N).  

Nous serons 6galement amen6s ~ utiliser l'int6grale stochastique par rapport 
/tune martingale locale quelconque, telle qu'elle est d6finie dans [15]. Si MegJ~lo~(P), 
soit LP(M,P)={u pr6visible, (ua.[M,M])p/2e~+(P)}; on a les inclusions 
L{oc (M, P ) c  Lqoc (M, P) si q <p  (inclusions en g6n6ral strictes); de plus si M e  ~o~ (P), 
les deux d6finitions de L2(M, P) ci-dessus coincident, tandis que LP~oo(M, P)=  
Ltlor P) g p > l  si Me~IJ~Ioo(P). Si ueL{o~(M, P) on dafinit u.M comme l'unique 
616merit de 9Jll~ tel que: VNegXlo~(P), [u .M,N]=u.  [ M , N ] ;  l~t encore si 
Me~2o~(P) et ueL{o~(M, P), les deux d6finitions de u.M coincident, tandis que 
u. Me~3P'~ si M~gXlo~(P ) et ueLP(M, P). 

Dans la suite nous nous int6resserons surtout aux espaces ~p,o et ~93lO ~ 
Nous 6tendons d'abord ~t ces espaces la notion d'espaee stable, d6finie classique- 
ment sur ~2, o: 

(a) On appelle sous-espace stable de ~p,o (resp. ~gJ~O ~ tout sous-espace 
ferm6 de cet espace, qui soit de plus stable par arrSt (i.e.: M r ~  pour tout 

M e ~  et tout temps d'arr~t T). Un argument de densit6 entraine alors que 
contient toutes les int6grales stochastiques u. Y off YE.~ et ueLP(Y, P). 

(b) Si p >  1, le dual de 5 p'~ s'identifie ~t l'espace ~q,o p + q =  1 par l'ap- 

plication qui /t tout Ie(~P'~ ' fait correspondre un unique Lc~'~ q'O 3. l'aide de 
la formule 

I(Y)=E([Y, Lion) VYe.~ p'~ (1) 

Si p =  1 le dual de ~1,o s'identifie ~ ~39XD ~ au moyen de la m6me formule (1); 
c'est une cons6quence imm6diate du th6or~me: le dual de .~ est ~BgJ~ (cf. [15]). 

(c) Si .~ est un sous-espace stable de ~p,o pour p >  1 (resp. p =  1) l'orthogonal 
de ~ (dans la dualit6 d6crite en (b)), not6 .~z, est un sous-espace stable de .~,0 
(resp. ~39XD~ et si M~.~, N~.~ ~, on a MNegX~o ~ (Met N sont <<orthogonales 
au sens fort>>). 

(d) Soit ~//~ ~fo~. On appelle p-espace stable engendr~ par ~ll, et on note !~P(~//), 
le plus petit sous-espace ferm6 de .~p,o qui contienne les int6grales stochastiques 
u. U, avec U ~  et u~LP(U, P): !~(~//) est un sous-espace stable au sens de (a); 
on n'a pas n6cessairement ~//c ~P(~') (sauf bien-sfir si ~ /~  ~fgo). Remarquons 
que, comme ~P (~//) est ferm6 dans .~, on a: ~P(~//)= !~{'o~ (~//)r ~P. Si ~//cgx~(P), 
l'espace ~fo~ (~//) ne d6pend pas de p >= 1. 

Supposons maintenant ~//r6duit ~t une seule martingale locale M. Si Me.~o~, 
il est classique que l'espace ~2(M) est constitu~ des martingales u.M, avec 
u~ L 2 (M, P). Ce r~sultat se g6n~ralise comme suit: 

(1.1) Lemme. Soit p>=l. Soit M~93foc(P). Alors P.P(M)={u.M, u~LP(M,P)}. 
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DOmonstration. Munissons l'espace LP(M,P) de la semi-norme: rlulrp={E(u z. 
[M, M]~)P/2} lip. I1 s'agit de montrer que l'espace {u.M, ueLP(M,P)} est ferm6 
darts S5 p on, d'apr6s l'isom6trie flu" MIIHp = llUllp, que l'espace LP(M, P) est complet. 
D'une suite de Cauchy (f,) pour rl.l[v, on extrait une sous-suite (f,j) telle que 
~(/)lrf, j + l - f ,  jl[p<oo. Soit A l'ensemble (pr6visible) de convergence de la sdrie 
~(j) If,~+a-f, jl (s, co). Posons g = 1 A ~ ( j ) i f , : + , - f , ~ [  et f =  1 a ~(j)(f,~+~- foj). a lors  
![1A~llp=0, Ilfl[p<[lgl[p<~(j)llf, j+~-f,~llp<OO, et ]lf-f,j[lp tend vers 0 lorsque 
J T oo. La suite de Caucby (f,) converge donc vers f. [] 

On en d6duit, en particulier, la 

(1.2) Proposition. Soit Me93~lo~(P ). Les propri~t~s suivantes sont dquivalentes: 
(i) Tout Oldment born~ Le92~~ peut s'dcrire L = u . M  avec ueL]o~(M,P ) 

(on dit: admet une reprOsentation prdvisible par rapport h M). 

(ii) Tout dIdment de ?lJ~~ (P) admet une reprOsentation prOvisible par rapport d M. 
(iii) On a 1~ ~ (M) = 51'~ (P). 

DOmonstration. (i)~(iii), car les martingales born6es nulles en 0 sont denses 
dans S51'~ (iii)~ (ii), d'apr6s le lemme (1.1) et par localisation (car 1 ~5~o~--~oo). 
Enfm (ii)~ (i) est 6vident. [] 

Remarques. (I) Etant donn6 le lemme (1.1), il suffit, pour obtenir les r6sultats 
de la proposition (1.2), de montrer que tout 616ment U appartenant ~ une famille 
de variables de L2(f2, ~-| P) totale dans cet espace, v6rifie E(UI~)=E(UI~o)+ 
u.Mt, pour un uEI~(M, P). 

(2) Supposons maintenant que ~ se compose d'un hombre fini de martingales 
locales M~.~oo(P) (l=<i=<d). On peut se demander si ~P(~)={~i<_eui'M!, 
uieLP(M ~, P)}: on sait qu'il en est ainsi (cf. [15]) lorsque p=2  et MiM~gYt~o~(P) 
pour i+j. Par contre on ne peut rien dire de tel dans le cas g6n6ral, car l'ensemble 
{~<=aui.M i, uieLP(Mi, p)} n'est pas n6cessairement ferm6 dans ~SP(P). Cette 
remarque nous semblant importante, nous donnons un contre-exemple: soient 
Y e t  Z deux mouvements browniens ind6pendants sur (f2, ~(P) ,  P) et u un 
processus pr6visible fi valeurs dans ]0, 1[. Soient les processus M a = Yet MZ= 
u. Y+ (1 - u)-Z, I1 n'est pas difficile de voir que 1~oo (Y, Z) = ~o~ (M ~, M~): cependant 
si Z s'6crit Z=v .M~+w.M z, un calcul simple montre qu'on a n6cessairement 

U 
v=~_~u: si par exemple on prend Uo=1/2, u~=l-s  pour 0 < s < l  et u~=l/2 

1 2 pour t >  1, on a ~ v~ ds= 0% donc vCL~o~(M ~, P) et l'int6grale stochastique v .M a 
n'est pas d6finie. [] 

1.2. Le thdor~me fondamental 

On suppose fixde, une fois pour routes, une famiIle JU de processus, continus /t 
droite et limit6es h gauche. On note J/d~= {P probabilit4 sur (~2, o~0): NE.q2~o~(p) 
VN~,'V}. Bien que, h cause de la d6finition d'une martingale locale, on ne puisse 
pas montrer en gdndral que ~ :  est un ensemble convexe, la notion de point 
extr6mal de JOin: a toujours un sens: P~JC/: est extr6mal dans J//:: si et seulement 
si, pour tons c~]0, 1[ et P', P"~ Jg,~.., tels que P = ~ P ' + ( 1  -~ )  P", on a P=P'=P". 
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On note ?x  l'ensemble des points extr6maux de Jd~.. L'objet de ce paragraphe 
est la caract6risation des points de g~/. 

Auparavant, nous rappelons un r6sultat bien connu: soient P e t  P' deux 
probabilit6s sur (s g ~ telles que P'~P.  Soit Z une version continue ~t droite 

ldP'] ~ \  
de la martingale E ~ - ~ l ~ t ] '  si R,=inf( t :  Zt< i/n), on a le 

(1.3) Lemme. Soit M un processus quelconque. Alors M~gJlloc(P' ) si et seulement 
si (MZ)R~EgJlloc(P) pour tout n. 

(1.4) Proposition. Si P~/d~. les deux assertions suivantes sont dquivalentes: 

(i) On a P e E  H. 

(ii) ~0 est P-triviale, el route Le 93l~ (P) Iocalement born&, teIle que NLegJ~lo~(P ) 
pour route N E ~ ,  est nulle. 

D~monstration. ( i )~ (ii): Si A E~o n'est pas P-trivial, les probabilit6s P' P ( A  c~ .) 
P(A) 

et P' - P(AC ~ ' )  appartiennent h ~d X et l'6galit~ P = P(A) P' + P(A c) P" contredit 
P(A ~) 

l'extr6malit5 de P. Soit L~U~~162 localement born6e (avecla suite localisante 
(T,)), telle que LNe~IJllo~(P ) V N ~ .  Alors, si I Y = I ]  '~, on a encore NL"~gJIloo(P ) 

V N e X .  Soit k,=sup(o.~)lI~((o)]. Les probabilit6s P ' =  1+ oo .P  et P ' =  

( 1 - ~  / .P appartiennent encore h J/d~. d'apr6s le lemme (1.3). Comme P =  
~ /--NnI, 

(P'+P")/2, on a P = P ' =  P' ,  ce qui entraine IY =0, et donc L =0. 

(ii)~(i): Soit P o d (  x admettant une d6composition P = ~ P '  + ( 1 - u )  P", avec 
/dP'} ~ 

~e]0, 1[ et P', P"cJ#~+~. La martingale Z t = E  ~ ] ~ )  est born6e par 1/'~ et 

v6rifie Z o =E(Zo)= 1, De plus si R,,=inf(t: Zt< 1/n) on a (ZN)R"E931lo~(P) VNE~V" 
d'apr6s le lemme (1.3), donc ZR"NegJIIoc(P) 6galement. Mais alors (ii) implique 
Z R" = Z o = 1, ce qui n'est possible que si R, = co P-ps, done si Z = 1. Ceci entraine 
P ' = P ,  et de m6me P " = P ,  d'ofi (i). [] 

Cette proposition nous permet d'6noncer la caract6risation fondamentale 
suivante: 

(1.5) Th~or~me. Si Pc~g.~, les assertions suivantes sont ~quivalentes: 

(i) On a P~#y .  

(ii) ~o est P-triviale, et 9311~162 2~oo(~0. 

Ddmonstration. (ii)~(i): D'apr6s la proposition (1.4), il suffit de montrer que 
si Le92R~ est localement born6e (ou mSme: born6e) et v6rifie LN~931~or 
g N e ~ ,  alors L=0 .  Soit S 3 = { M ~ ' ~  MLeg.Rlor S3 est ferm6 pour la con- 
vergence dans S3 ~, et contient toutes les martingales u. N (od N~ ~/" et ue L*Ioo(N, P)) 
qui appartiennent h S3 ~'~ D'od: ~=2 ' (~ / ' )=~3  ~'~ En particulier, LeS3, ce qui 
entraine que L zes t  une martingale, et donc L = L o = 0 .  On en d6duit Peg~ .  

(i)~(ii): D'apr6s la proposition (1.4), ~0 est P-triviale. Doric il suffit de 
montrer que S3z'~ = 2~(~v~). D'apr6s le th6or6me de Hahn-Banach, ~3~'~ = ~ ( ~ )  
si et seulement si la seule forme lin6aire continue l sur S3 ~'~ nulle sur 2~(~),  
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est la forme nulle. Soit 1 une telle forme lin6aire, repr6sent6e par un LE~3T~D ~ 
au moyen de la formule (1). 81(Jg) 6tant un sous-espace de S5 ~'~ stable par arr8t, 
on d6duit de l'6galit6: E ([M, L] oo) = 0 V M E ~ (~g'), qu'on a 6galement: ML ~ 93~o o 
VMe81(A;). Les martingales de ~39YvO 6tant localement born6es, on ddduit de 
la proposition (1.4), et de l'hypothbse (i), que L=0 ,  d'ofi l=0, et le rbsultat 
cherch& [] 

Hormis la troisi6me partie, le reste de l'article est consacr6 fl diverses ap- 
plications de ce thborbme. Le lecteur peut, d6s fl pr6sent, se reporter fi la suite 
de la proposition (2.4) off figurent certaines remarques g6n6rales sur le r6sultat 
qu'on vient d'obtenir. Quant ~ la fin de cette pattie 1, elle est consacr6e ~ des 
rappels sur les int6grales stochastiques par rapport aux mesures aldatoires- 
martingales, et ~ une nouvelle ddmorlstration, bas6e sur ce qui pr6c6de, du 
rdsultat principal de [11]. 

1.3. lntOgration stochastique par rapport dune mesure alOatoire-martingale 

(a) Mesures alOatoires. Soit E un espace lusinien muni de sa tribu bor61ienne o ~, 
et ~)=f2 x [0, o o [ x E  muni des tribus ~ = ~ | 1 6 3  et ~,Y= ~/~| On pose 6gale- 
merit /~=]0, o o [ x E  et g = ~ ( ] 0 ,  ooD| Une mesure alOatoire (sur E) est une 
famille (r/(co, .), c o ~ )  de mesures positives sur (/~,8), et pour toute application 
W: ~-~IR, on 6crit W ,  ~h(o0)= ~o.q• W(c~, s, x)t/(co; ds, dx)d6s  que cette ex- 
pression a un sens. On dit que ~/est prOvisible si l'application: W,~ W,~ I trans- 
forrne les fonctiorls ~-mesurables positives en processus pr6visibles. Si P est 
une loi sur (f2, ~,~o), la formule M ~ ( W ) = E ( W  �9 rloo), oil W>O, d6finit une mesure 
positive M e sur 0 muni de la tribu Y(P)| oo[)| 

Une mesure aldatoire/~ est dite d valeurs enti&es si 

(i) /~(co, A ) ~ N u  {+oo} Vcoef2, VA~4 ~, 

(ii)/~(co; {t} x E ) < I  Vcoe ~2, Vt>0.  

A une telle mesure al6atoire ff on peut associer l'ensemble aldatoire D= 
{(co, t): if(c< {t} x E)= 1}, et un processus (~,)/t valeurs dans E, tel que 

/l(o); dr, dx)= ~ >  o 1D( c~ S) e( .... Uo))(dt, dx). (2) 

Dans la suite du paragraphe,/~ est une mesure al6atoire/t valeurs entieres, 
/t laquelle on associe D et (cq) par (2), et P est une probabilit6 sur (~2, y o )  vdrifiant 

la restriction de M P ~ (s~, ~)  est a-finie; pour toute W>0,  ~/~-mesurable, (3) 
le processus W*# est adapt6 ~ ~,(P). 

D'apr6s la premiere partie de (3) (cfi [8]), il existe une mesure aldatoire 
pr6visible v et une seule (fi url ensemble P-nul pr6s) telle que: g W > 0 .~-mesurable, 
E[~ W(s, x)d#(s, x)] = E[~W (s, x) dv(s,x)], c'est-Mdire, avec nos notations: M~ (W) 
=M~e(W). v s'appelle la projection prOvisible duale de if, et on peut en choisir 
une version satisfaisant identiquement v(co; {t} x E)< 1. 

Afin d'all6ger les notations, on pose at(co)=v(co: {t}xE) et, pour toute 
fonction W: ~ --, 1R, 

dbs que cette expression a un sens (en particulier, a = I). 
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Remarque. Voici un exemple typique de mesure al6atoire ~t valeurs enti6res. 
Soit X un processus continu /t droite et limit6 h gauche, ~t valeurs dans IR d. 
Alors la formule 

# (co; d t, d x) = ~ >  o I(AX~ (w) * 0} 8(s, AX~ (oJ)) (d t, d x) (4) 

d6finit une mesure al6atoire ~t valeurs enti6res (avec D={AX+O} et c~t=AXt) 
sur E = I R d \  {0}. De plus toute probabilit6 P pour laquelle X est adapt6 ~t ~ ( P )  
v6rifie la condition (3) ([8]: plus pr6cis6ment, #(]0, t] x A)~2~r VAeg tel 
que d(0, A)>0). On appelle alors v le systOme de Ldvy de X. On sait ([8], p. 230) 
que le processus X est quasi-continu h gauche (pour P) si et seulement si l'ensemble 
{a>0} est P-6vanescent. [] 

(b) IntdgraIe stochastique par rapport d~ (#-  v). Pour la construction de l'inthgrale 
stochastique, nous renvoyons fi [8]. Rappelons simplement les r6sultats in- 
dispensables. Si West une fonction ~-mesurable et si e>0,  on pose 

W'(~) = ( W -  ITV) l(lw_ er >~> + ~ l(iwl >=>, W'(~) = W -  W'(c~) 

1 c;'(v, w )  = [ (o: o~(I w (~)l + w " ( ~ ) 2 ) ] ,  ~, (5) 

t~ 2 ~ 2 t + y~, ~ [ ( w  (,~) h - ( w  (~)s) + I w (~) - w '  (,~)l~ + (1 - a3  I w (c~)~ I], 

en faisant la convention W'(o 0 = + oo (resp. W"(~) = + 0% C~(v, W) = + oo) 
lorsque les expressions ci-dessus ne sont pas d6finies. Chaque C~(v, W) est un 
processus croissant pr6visible, et il y a deux cas possibles: soit C ~ (v, W)e 2 ~  (P) 
pour tout ae]0, oo[, soit C~(v, W)(~YB~o(P) pour tout aE]0, oo[. Soit (qlo~(#, P)= 
{W: ~-mesurable, Cl(v, W)E2~(P)}.  Si Wefflo~(#,P) il existe un 6lement et 
un seul de 9Jll~162 not6 W*(14-v), qui est une somme compens6e de sauts 
v6rifiant 

A [W* (/~- v)Jt = ~ W(t, x) [#({t}, dx)-v({t), dx)] = lo(0 W(t, at)- ~ .  (6) 

De plus W, (#-  v) appartient ~ ~5 z'~ (P) (resp./t ~[~loc ( P ) )  si et seulement si C~176 W) 
(resp. C~ W)) appartient A ~ c ( P ) .  Remarquons enfin que toutes ces expres- 
sions se simplifient consid6rablement lorsque l'ensemble {a > 0} est P-6vanescent; 
par exemple, il vient C ~ (v, W) = [[ WI l(iwl> ~} + W 2 l(iw I __< j * v. 

Remarque. L'int6grale stochastique par rapport/ t  (#-v)  est une sorte d'int6grale 
optionnelle, et il est naturel de comparer la th6orie pr6c6dente et la th6orie 
de l'int6grale optionnelle de Meyer [15]. Plus pr6cis~ment supposons que # soit 
associ6e par (4)/~ une martingale locale X, pour une loi P. Ators si (W 2 */~)~e ~1oc 

w(t, ~x,) 
et si ut=l(~x~,o ~ AXt , on peut construire l'int6grale optionnelle u.X et on a 

u .X = W* (#-v)  (la premi6re assertion, facile, est laissSe au lecteur; la seconde 
d6coule imm6diatement de ce que les martingales locales u.X et W*(#-v)  
sont des sommes compensdes de sauts ayant m~mes sauts). Ainsi, dans ce cas, 
la thSorie de l'intSgrale stochastique optionnelle faite en [15] contient celle 
faite en [8]. Par contre, dans le cas off X est une martingale locale vectorielle, 
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et a-fortiori lorsque # est seulement une mesure aleatoire fi valeurs entieres, 
seule la theorie de [8] peut atre utilisee. [] 

Terminons ce paragraphe par le calcul du crochet (M, N),  lorsqu'il existe, 
de deux martingales locales dont l'une est de la forme W,  (#-v) .  Si Meg~oc(P), 
on sait d'apres [8] qu'on peut prendre M'espdrance conditionnelle)> de AM 
(considerde comme fonction sur ~) par rapport fi la tribu ~, pour la mesure M P. 
En particulier si We Nloc (#, P) et M = W* (# - v), on a 

M ~ ( A M I P ) = W - W  e M;-ps.  (7) 

(1.6) Lemme. Soient We(Yaoc(#,P ) et M = W * ( # - v ) .  Soient Ne~Jlloo(P) et 
V= MP (ANI~). Si [M, N] ~!B1o~ (P), on a (M, N5 = VW* v. 

D~monstration. Soit A = ( M ,  NS. D'apres [8] on a l e s  formules suivantes, off 
T e s t  un temps d'arr~t previsible tel que ANT llT<o o} soit integrable, et U une 
fonction ~-mesurable telle que 1D(T ) U(T, :~r) soit integrable: 

l/r = -E(ANT1D.(T)I~,~T_) sur {T< oo} 

V(T,O~T)=E(ANT[ff T_ v a(C~r) ) sur {T<oo}~{TeD}  

(TT=E(1D(T) U(T, aT)lifT_ ) sur { r <  oo}. (8) 

Si T e s t  un temps previsible tel que AN r et A[M, NIT soient integrables sur 
{T< oo}, il decoule alors de (6) et des formules precedentes que 

AA T = E(A [M, NJv[Yv_)= E(AMT ANv[YT_) 

= E[(1D(T ) W(T, ~r)-- l~ )  ANT[YT_] 

= E[1D(T ) (W(T, ~r) -- W~) E(ANTI.,~T_ v cr (c~r))lffr_ J 

- G E ( b . ( T ) A N ~ I Y ~ _ )  

= E[I~(T)(W(T, ~ ) -  G)  V(T, ~01~-~-] + G G 

=(VW)T--VTWT+VTWT=(VW)T P-ps sur {T< oo}. 

Comme A n'a que d...~es sauts previsibles, le thdoreme de section previsible [3] 
entraine que AA = VW ~t un ensemble evanescent pres. 

Soient alors J =  {a> 0} ~ ,  Aa= ~,<=t AA, et A C = A - A  d. On vient de montrer 
que Ae=(VWls) .v  P-ps (car J e s t  /t coupes ddnombrables, et V"W=0 sur Y). 
Si u est un processus pr6visible tel que u .Ae  ~3(P), 

e(u. A~) = E(u ~,o. Ao~) = E(Y~(s~ b,(s) u~.~Ms AN,) 

=e(Z(~  ) 1,.~,(s)u~ W(s, ~)AN*) 
_ _  P _M~(uWANls.)= P M~ (u VW 1.o) = My (u VW bo): E(~ v w  b.* v~o), 

ce qui entraine A~=(VWb.) ,v .  [] 

1.4. Solutions extrOmales d'un second problOme de martingales 

Nous proposons ci-dessous une autre demonstration du resultat principal de 
[11], s'appuyant sur la proposition (1.4). 
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Rappelons d'abord le probl6me de martingales pos6 dans [11]. On f ixe  
une mesure alMtoire g~ valeurs entiOres #, et une famille (Xi)i~i de processus con- 
tinus ~t droite et limit6s/~ gauche. On fixe 6galement un ensemble de << caract6risti- 
ques locales>> ~ = ( v ,  W, A, B) constitu6 de: 

une mesure al6atoire pr6visible v, 
une famille W =  (W~)i~ de fonctions ~-mesurables sur ~, 
une famille A=(Ai)i~ de processus pr6visibles, continus fi droite et limit6s 

gauche, 
une famille B = (BiJ)~,j~i de processus continus adapt6s. 

On note 5'~(!~) l'ensemble des probabilitOs P sur (~2, .~o) pour lesquelles 

(i) # satisfait la condition (3) relativement/t P e t  admet v pour projection 
pr6visible duale; 

(ii) pour tout iEI, WieNloo(#, P), A ~ o ~ ( P ) ,  et le processus 

M i = X i - X~ - A i - W '  * (# - v) (9) 

appartient ~ 93l~o~ (P); 
(iii) pour tous i, j~ I, on a (M i, M j)  = B q. 

I1 est montr6 dans [11] que Y(~) est convexe, et on note g(~)  l'ensemble 
des 616ments extr6maux de 5P(~). Nous nous proposons de prouver le 

(1.7) Th6or~me. Soit P~SP(~).  II y a dquivalenee entre 

(i) On a P c O ( ~ ) .  

( i i )~  0 est P-triviale; 9J~[o~(P)=9.2o~(M i, icI);  tout Oldment L de ~Jt~ 
somme compens~e de sauts, s'dcrit L =  W * ( # -  v), avec W~lo~(#, P). 

Remarque. Ce r6sultat ne constitue qu'une pattie du th6or6me 2 de 1-11]: plus 
pr6cisbment on ne traite ici que le cas off (avec les notations de [1 1]) l'ensemble 
& ne contient qu'un seul point. De plus, dans un but de simplification, on ne 
fait pas intervenir la << condition initiale>> (ce qui revient ~t dire, du point de rue 
de [11], que la tribu fro est la tribu triviale). [] 

Nous allons construire une famille JV de processus telle que 5 ~ ( ~ ) m ~ :  
soit ~0 l'ensemble des A ~  tels que 1A*#~o__< 1. On note ~ la famille constitu6e 
des processus 1A*#--IA*v pour A ~ o  (ce sont des processus ~t valeurs dans 
[ -  c~, 1]), et des processus X ~ - X ~ - A  ~ pour tout i~I .  

(1.8) Lemme. On a ~ ( ~ ) ~ J / r  et ~(~)=5~(~)c~ gw. 

DOmonstration. Si P~5~(~) on a W * # - W * w g J l l o ~ ( P )  pour toute fonction 
~-mesurable W telle que M P ( I w I ) < ~  ', par suite l'inclusion 5~(~)=J~w est 
6vidente, ainsi d'ailleurs que l'inclusion 5~(~) c~ 8~m ~(~). 

Soit inversement P~ g(~), et supposons que P = ~ P ' +  (1 - c  0 P ' ,  avec a~]0, 1[, 
et P', P"~/~r  La restriction de M P ~t (~), ~)  6tant a-time, on v6rifie ais6ment 
l'existence d'une suite (A,) d'616ments de ~o telle que M P ( ~ \ ~  A,)=0;  comme 

p, < 1_ p, on a aussi e' - _ M~ (f2 "-. u A,)=0. Mais par ailleurs P ~/'~/-, donc Mur(A)= 

My'(A) VAe~0, et il en d6coule imm6diatement (car A e ~ ,  A c B e ~  o entraine 
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Ae~0) que e' e' M~ (W)=M~ (W) g W > 0  ~-mesurable. Autrement dit vest  la pro- 
jection pr6visible duale de l~ pour P', et P' v6rifie la condition (3). 

Comme p , < l p ,  les assertions A~e~oo(P) et C'(v, wi)e2~oc(P) impliquent 
C( 

i ~ i ' A ~ 23,o ~ (P) et C ~ (v, W)e  ~3~o~(P ), et par suite W e~io~(l~, P'). Mais la mdthode 
m6me de construction de l'int6grale stochastique montre qu'il existe une version 
commune de l'int6grale stochastique de W ~ par rapport/t  (#-v),  pour les proba- 
bilit& P e t  P' (pour un lecteur qui ne voudrait pa s se  reporter au d6tail des 
d6monstrations de [8], signalons que ce fait ddcoule 6galement de la proposition 
(2.2) d6montrde plus loin). Comme par ailleurs Xi-X~o-AiegJ~,o~(P ') puisque 
P'eJ/[~,, les processus continus M ~ d6finis par (9) sont des 616merits de 9)l,~oc(P'). 
Enfin il est classique que B u = <M ~, M j) est une version du crochet de M ~ et M j 
pour P' (voir [9] par exemple). 

On a donc montr6 que P'eS~(!~), et de marne P"eS~(!~). Comme P e g ( g ) ,  
on a P'=P"=P, donc Pa8w.  [] 

DOmonstration de (1.7). (ii)~(i): Soit LEfOI~ localement born6e, telle que: 
LNegJ~lo~(P ) V N e ~  ~. Soit V=Mff(ALI~). Si A c ~  0 et N=lA*(#--v)c##,  le 
lemme (1.6) entraine <N, L)  = 1A V* v, donc: 1A V* V=0 V A ~  0. Par suite 
MP([VI)=0, Mff(AL[~)=O et d'apr6s (ii) on a Ld=0 (utiliser le th6or6me (4.1) 
de [8]). Mais alors L(X~-X~o-Ai)c92~o~(P ) entraine LMiEfOI,o~(P) VieI, et 
d'apr& (ii), K=0 .  Doric L=0 .  Comme de plus ~0 est P-triviale, la proposition 
(1.4) entraine PE ~,H, donc (i) d'apr6s le lemme (1.8). 

(i)~(ii): Toujours d'apr6s la proposition (1.4) et le lemme (1.8), il suffit de 
montrer que si (ii) n'est pas satisfaite, la condition (ii) de la proposition (1.4) n'est 
pas non plus satisfaite. C'est 6vident lorsque ~o n'est pas P-triviale. Si maintenant 
Yo est P-triviale, et si cependant la condition (ii) n'est pas satisfaite, il existe alors 
d'apr6s le thdor~me (4.1) de [8] un Lc?Ol~ non nul, tel que LM c93~loo(P ) 
ViEI et M~(ALI~)=O. D'apr6s le lemme 1 de [11], il existe un tel Lqui,  de plus, 
est localement born6. Mais alors si WCN~o~ (#, P), on a <L, W* (~ -v ) )  =0 d'apr6s 
le lemme (1.6): par suite L(1A * (# -- v))e 9Jllo ~ (P) si A e ~o et L(X i -  X~ - Ai)e 93qlo~ (P). 
Donc LNe9281oo(P) V N E Y  et comme L n'est pas nulle, la condition (ii) de la 
proposition (1.4) n'est pas satisfaite. [] 

Remarque. La ddmonstration pr6cddente repose sur la proposition (1.4), On 
serait tent6 de vouloir ddmontrer le marne r&ultat en utilisant toute la puissance 
du th6or6me (1.5) (ce qui 6viterait notamment de recourir au lemme 1 de [11]). 
Cependant une telle d6monstration, si elle existait, reposerait sur l'assertion 
suivante (off P~Y(~)) :  

(a) L'ensemble ~ des 616ments de 51'~ se mettant sous la forme U * (ll-v) 
(avec UeNioc(/~, P)) est ferm6 dans 51(P). 

En effet on remarque que si M =  U * ( /~-v)c~,  on a 

E([M, M]~2) = E ( E ( U -  0) 2 �9 #~ + ~(s~ 8}]'/2)_-< E [(U 2 * ~ ) . 2 3 .  

Lorsque # est quasi-continue/t gauche (i.e.: l'ensemble {a > 0} est P-6vanescent), 
les deux membres extremes ci-dessus sont 6gaux; on a donc une isom6trie entre ~' 
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et une partie de fr P) et on peut reproduire la d6monstration du lemme (1.1) 
pour prouver (a). Par contre dans le cas g6n6ral, on ne sait rien dire. 

Remarquons que la situation est analogue en ce qui concerne les int6grales 
optionnelles de Meyer [15]: si X e gJtlo ~ (P), on ne sait pas montrer que og = {u. X: 
u optionnel, Ilull=E[(u2.[X,X]oo)l/z]<oe} est ferm6 dans S31(P), car on a 
seulement l'in6galit6 E([u. X , u .  X]~2)< IlulI; cependant dans le cas o/1 X est 
quasi-continu tt gauche, l'in6galit6 pr6c6dente est une 6galit6, et lfi encore 0g est 
ferm6 darts S31 (P). 

Cependant soulignons que, d'apr6s le th6or~me (1.7) lui-meme, on a la pro- 
pri~td (a) d~s que P e g ( ~ )  (cela d6coule imm6diatement de la repr6sentation des 
sommes compens6es de sauts). [] 

2. Le cas particulier 06 card (~A/') est fini 

Nous allons dor6navant 6tudier le cas off JV ne comporte qu'un nombre fini de 
processus, ce qui nous permettra de compl6ter le th6or6me (1.5). Mais, auparavant, 
nous 6tudions comment se transforme une martingale locale lorsqu'on op6re un 
changement absolument continu de probabilit6: les r6sultats du paragraphe 2.1, 
bien qu'6tant des outils essentiels pour la suite, sont un peu en dehors du sujet de 
cet article, et il n'y a aucun inconv6nient ~t sauter directement an paragraphe 2.2. 

2.1. Gdndralisation du thdordme de Girsanov 

Les r6sultats ci-dessous, rassembl6s sous la d6nomination de <<th6or~me de 
Girsanov>>, sont plus ou moins bien connus: voir notamment l'article [19] de 
Van-Schuppen et Wong pour une pr6sentation voisine de la proposition (2.1). 

On suppose que Pes t  une loi sur (~, ~0),  et que # est une mesure al~atoire/t 
valeurs enti6res satisfaisant la condition (3) relativement /~ P. On associe /t /~: 
l'ensemble D et le processus (cQ par (2), et la projection pr6visible duale v de/~. 

Soit P' une autre probabilit6 sur (~2, ~o),  telle que P' ~ P. Soient Z une version 

continue tt droite de la martingale E \dP I t] et R =inf(t :  Z ,=0) ;  on peut trouver 

une telle version de Z, avec Z~ = 0 s i t  > R, et Z t > 0, Z,_ > 0 si t < R. Afin d'all6ger 
les notations, on convient que 1/~ = 0 si ~ = 0. Enfin les << crochets >> de martingales 
et les int6grales stochastiques sont, saul mention contraire, relatifs h P. 

(2.1) Proposition. Soit Me~l~lo~(P ) telle que [M, Z]e~lo~(P). Soient 
1 

A =-~_. (Z ,  M> et M '=  M - M o -  A (avec la convention A = oQ ou M ' =  oe si ces 

expressions ne sont pas d6finies). Alors 

(i) On a A~f~lo~(P' ) et M' Eg~lo~(P' ). 

(ii) Si MeMnon(P), alors M'sgJII~oo(P ') et (M,  M )  est une version du crochet 
associd fi M' pour P'. 

1 
(iii) Si M = u .  N, avec NsgJ~,o~(P ) et ucL]o~(N,P), et si N ' = N  ~_  ( N , Z ) ,  

alors uEL]o~(N ', P') et M' est l'intOgrale stochastique de u par rapport gt N', pour P'. 

(iv) Si M est une somme compens~e de sauts, il en est de m6me pour M'. 
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Ddmonstration. (i) est montr6 dans [19] et (ii) darts [9] (par exemple). Soit e , ( , , . )  
le crochet associ6 /t deux 616ments de ~lCoc(P'), pour la loi P'. Montrons (iii): 
d'apr6s (ii) on a P ' ( M ' , N ' ) = ( M , N ) = u . ( N , N ) = u . P ' ( N ' , N ' ) .  Donc 
u~L2o~(N ', P') et si 2~/' d6signe l'int6grale stochastique de u par rapport fi N' 
pour P', alors _~/ '=M'-_~/ '  v6rifie P'(/~/', N ' )=O.  Mais P'(M',  M ' ) = ( M ,  M ) =  
u 2 . ( N , N ) = u 2 . n ' ( n ' , x ' ) ,  et e'(M',M')=e'( f / l ' , f / l ' )+P'(l f l ' , f / l ' ) .  Donc 
e,(lf/,, ~ , )  =0, d'ofl/~/' = 0  et M' = 2~/' P'-ps. 

! ! ! r t (iv) I1 nous faut montrer que" M N ~gJ~jo~(P' ) VN eg)ilo~(P ). Soient alors 
R,=inf( t :  Zt< l/n), N'egJl[or et N = N ' Z .  D'apr6s le lemme (1.3) on a NR"~ 
9Ji~o~ (P), et la formule d'integration par parties (formule d'Ito) entraine alors que 

(M' N)~"-= M' . N~R" + N �9 m f f ' -  N �9 A~" + IN"", M],-- Z,<=,~R AN~AA ,. 

Le demier terme n'est autre que AA. Nt a", doric c'est un 616ment de 9)l~o~(P) (nous 
ne raisons qu'appliquer le rdsultat g6n~ral suivant, dfi/~ Yoeurp [21]: si A est un 
616ment pr6visible de ~oc(P) et si MegJI~o~(P), alors [M,A]egJI~o~(P)). Par 

A N ailleurs AN'=O implique que N = - ~ A Z  sur ]0, R.], et comme Me=0  par 

hypoth6se, on a [N a", M]  N .  [Z, M] ~", qui admet N �9 A ~" pour projection 

prdvisible duale. Par cons6quent (M'N)~"=((M'N')Z)~"egJ~o~(P), donc M'N'e 
~o~(P'). [] 

(2.2) Proposition. (i) I1 existe une fonction positive ~-mesurable Y telle que 
Me(AZ[~)=Z (Y - 1), et la mesure aIdatoire v'(co; dr, dx)= Y(6o, t, x) v(co; dt, dx) 
est une version de ta projection prdvisible duale de # pour P'. 

(ii) Soit M~gJ~Ioo(P ) telle que [M,Z]cfB1oc(P ). Si A=~I--- . (M,Z) et M'= 
M - M ~  on a L 

+ ~ -  M~ (AM AZI~)] - zJA , 

(iii) Soit We~loo(#, P) tel que M =  W ,  (#-v)  vdr!fie [M, Z]e23ioo(P ). Alors 

W~.~Io~(#,P'), ~ - - . ( M , Z ) = [ W ( Y - 1 ) ] * v  P'-ps, et M ' = M -  . ( M , Z )  est 

l'intOgrale stochastique de W par rapport gt ( # -  v') pour P'. 

Ddmonstration: (i) est montre dans [91. Montrons (ii): soit (T,) une suite localisante 
pour [M, Z]c~o~(P) .  On a M~([AMAZI l~o.%d)<E(~O.T,~ldEM, Z][~)< oo, donc 
W=Meu(AMAZJ.~) existe. Soient par ailleurs U=M~(AMI~) et U'=M~'(AM[~). 
Pour toute fonction ~-mesurable V telle que M~'([AM VI) < oo, on a 

M~'(U' V) =M~'(U' V)=E'E(U' VY) �9 v~3 :E[ (Z  U' VY) �9 v~] 

= M ~ ( Z  U' V r ) =  M~(Z_ ~' VY), 

M~' (AM V)=E'[(AM V) �9 #oo] = E[(Z zJM V) * #oo3 = MP(Z AM V) 

= M~(Z_ gM V + A Z A M  V) = MP(Z UV+ VW) 
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(on a utilis6 le fair que E ' (B~)=E(Z .  Boo) ( r e s p . = E ( Z -  Boo)) lorsque BefB(P') 
P (resp. BE~3(P') est prdvisible)). On en d6duit que Z _ U ' Y = Z U + W  Mu-ps, 

d'ofi (ii). 
1 

(iii): L'6galit6 ~-- .  ( M , Z ) = [ W ( Y - 1 ) ]  , v  d6coule du lemme (1.6). Donc 

4M~ = lo(t ) W(t, 7 , ) - (WY) t  d'apr6s (6), et M u (AM 1~)= W -  ~ .  Le th6or6me 
(4.1) de [8] implique alors que 

1 /<-  
w'(t, x)= w(t, 1 -  v'({t} • E) dy)[w(t, y)-(wr),] 

appartient ~t faloc(/~, P') (on rappelle que 1/c~=0 si c~=O par convention). Mais un 

calcul simple montre que W=W'+I~y=I~WY,  et que C~(v ', l iy=~WY)=O. Par 
suite Weapon(#, P'). Si ~/' est l'int6grale stochastique de W par rapport/t  (l~-~/) 
pour P', la formule (6) entraine 

A I; =  o(t) W(t, = AM;. 

Comme M' et M' (d'apr6s la proposition (2.1)) sont des sommes compens6es de 
sauts pour P', on en d6duit que M'=-M' P'-ps. [] 

2.2. CaractOrisation de o~ lorsque card(Jg') est fini 

On suppose dor6navant, et jusqu'd la fin de cet article, que Y = (X i, 1 < i < d). On 
note X le processus fi valeurs dans IR e, de composantes X i. On pose E = IRd\  {0}, 
et Iz d6signe la mesure al6atoire ~t valeurs enti6res associ6e/t X par (4). Enfin on 
6crit -~x pour J/l H et Cx pour gal. 

Soit PeJ//x. On note toujours v la projection pr6visible duale de 1~ pour P, et 
on consid6re les fonctions ~-mesurables: U i(co, t, x)= x i si x = (x~)eE. 

(2.3) Proposition. Si P~Jd/x on a U~i#loo(~t, P) et 

X~=X~ +(S~)C + U ~ * ( # -  v). (10) 

De plus on peut choisir une version de v vOrifiant identiquement 

~i(co) = ~ x i v(co; {t}, dx) =0.  (11) 

DOmonstration. Par d6finition de/x et de U i on a MPz (A X i I~) = U i, donc ui ~ (floe(It, P) 
d'apr6s [8], et U~ est bien d6fini. Si Tes t  un temps pr6visible tel que AX~ soit 
int6grable, on a d'apr6s (8): 

U~. = E(l{ax~. o} U'(T, AXr) l~w_)--E(AX~rI~T_)-0  

et, d'apr4s le thhor4me de section prhvisible [3], le processus 0 ~ est P-hvanescent, 
d'o~ (11). Enfin X ~ et U i �9 (Iz-v)  ont memes sauts, d'o6 (10). [] 

Nous introduisons maintenant une s6rie de conditions, incluant les conditions 
intervenant dans la proposition (1.4) et le thaorhme (1.5), et dont nous allons 
6tudier l'6quivalence (rappelons que P e d{x): 
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I. Pe#x .  
II. ~0 est P-triviale et 9J~~ i, i<d). 
II*. ~0 est P-triviale, et pour toute M e99~~162 (P) ii existe des processus pr6visibles 

vi et une suite (A,) d'616ments de ~ ,  croissant vers f2• [0, oo[, tels que 1AnViC 
L~o~ (X i, P) et 1A. M =  2 i  <cl(1A Vl) . X i pour tout n. 

III. ~ est P-triviale et toute MegJI~ telle que MX~eg)~oo(P) V l<_i<_d 
est nulle. 

IV. ~o est P-triviale et route M~92~~ born6e, telle que MXi~9)~lo~(P) 
V 1 _< i_< d est nulle. 

V. P e s t  standard (au sens de [20]), i.e. si P'EJC/x, P ' ~ P ,  alors P ' = P .  

VI. Si P' ~ ~#x vdrifie P' ~ P, alors P'= P. 

Voici d 'abord une s6rie d'implications faciles (la partie (a) ci-dessous est 
d'ailleurs prouv6e dans [22], et nous en reprenons la d4monstration). Darts le 
th6or6me (2.5) nous verrons (entre autres) que, mSme Iorsque d>2, toutes ces 
conditions sont 6quivalentes entre elles. 

(2.4) Proposition. Soit P~J/[x. 

(a) On a les implications II* ~ III ~ VI ~ V ~ IV <~ I <=> I I. 

(b) Si d= I, toutes ces conditions sont OquivaIentes entre elIes, et d II'. Toute 
MegJ~lo~(P) s'~crit M = E ( M o ) + V .  X, avec vEL]o~(X , P). 

D~monstration. I I * ~ I I I :  Soit M~J~~ v6rifiant M X  ~gJ~o~(P ) pour tout i. 
Soient (A,,) et (v~) associ4s ~t M comme dans II*: on peut 6videmment supposer 
que Jvil < n sur A,. Par hypoth6se 2 j < d  l A l)i " I X  i. X j] = 1A, ~ . [M, Xi] cgJ~loc(P). 
En intagrant v~ et en sommant sur i, on obtient: 

Zi, j<=a 1A~vivy" [ Xi, XJ] = [Zi<=d 1A.Vi" X i, Zi<-d 1A.Vi" Xi] 

= 1A" I-M, M] c~rJlloc (P), 

ce qui est impossible (car [ M , M ]  est un processus croissant), sauf si 
1A," [M, M] =0. Par suite [M, M] = 0  et M = 0 .  

I I I ~ V I :  cette implication se montre comme l'implication (ii)~(i) de la 
proposition (1.4). 

V I ~ V :  Evident. 

V ~ I V :  Si IV n'est pas v6rifihe, il existe M6TJ~~ bornde par 1/3, telle que 
Moo ne soit pas P-ps constant, et que MX~92~o~(P) V I<_i<_d. Soit alors P ' =  
( I + M - E ( M o o ) ) . P :  on a P '~P ,  et P'eJ/I x d'apr6s le lemme (1.3); donc P'=P,  
d'ofi M = E(M~), ce qui contredit l'hypoth6se. 

Les 6quivalences IV <=> I <=> II ont 6t6 d6montr6es dans la proposition (1.4) et 
le th6orbme (1.5). Enfin lorsque d = l ,  I I ~ I I '  d'apr6s la proposition (1.2), et 
I I ' ~ I I *  est 6vident, d'ofi la partie (b). [] 

Remarque. A l'exception de ce qui concerne II*, les implications ci-dessus restent 
valides lorsque JV" est une famille quelconque de processus. Cependant c'est 
l'6quivalence des conditions prdc6dentes qui semble int6ressante, et nous ne 
savons montrer cette 6quivalence que lorsque card (Jr") est fini. []  
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Commentaires. Supposons d6montr6e, dans les commentaires suivants, l'6qui- 
valence de toutes les conditions pr6c6dentes. 

1) En particulier, l'6quivalence III~:~IV peut s'6noncer comme suit: si la 
seule martingale born~e (nulle en 0), fortement orthogonale aux martingales 
locales X ies t  la martingale nulle, alors l'espace des martingales locales (nulles 
en 0) est l'espace stable engendr6 par les X i. L'6nonc6 analogue pour un espace 
de Hilbert de fonctions est clairement faux, comme le montre l'exemple suivant: 
soient f e t  g deux fonctions r6elles orthogonales d'un espace de Hilbert, et H l e  
sous-espace engendr6 par f e t  g. On suppose g non born~e; il est alors vrai que la 
seule fonction de H born6e et orthogonale/t f e s t  la fonction nulle, et pourtant g 
n'appartient pas it l'espace engendr6 par f La diff6rence fondamentale entre les 
deux situations est que, darts le premier cas, si X et Y sont deux martingales 
locales fortement orthogonales, il enest  de marne de X et yr ,  pour tout temps 
d'arr~t T. Dans le second cas, l'op6ration analogue - qui est l'op6ration de 
troncature - ne conserve pas l'orthogonalit& 

2) Si les martingales locales X i sont dans ~oc(P), les diff6rentes conditions 
ci-dessus (toujours suppos6es 6quivalentes) sont de plus 6quivalentes it 

fI. ~0 est P-triviale et S52g~ (P) = ~2oo(X~, 1 < i<  d). 

En effet IX ~ IV car, si L e gJl~ (P) est born6e et orthogonale aux X z, elle est ortho- 

gonale it ~2oc(XZ, 1 <i_< d), doric it elle-m~me. Inversement, I I*~ I I  car, en bornant 
les processus v i qui interviennent dans cette condition II*, on obtient S52'~ 
9.2(X i, 1 <= i<= d). Finalement lorsque XieY3~oc(P), on a prouv6 l'~quivalence des 
conditions" 

(i) ~ o  '~ (P) = ~12o~ (X', 1 < i < d), 
(ii) 9Jl~ (P) = ~o~ (X', 1 < i < d). [] 

On introduit maintenant une propri6t6 de repr6sentation optionnelle que l'on 
comparera par la suite avec la propri6t6 de reprhsentation pr6visible, d4gag4e 
dans la premihre partie de l'article (volt la condition (ii) du th6orhme (1.7), 6gale- 
ment). Par d6finition, on dit que P satisfait la propridt~ de repr4sentation optionnelle 
(sous-entendu: par rapport it X) si: 

(i) On a ~2o~((X~)r 1 <i<d)=?Ol~o~(P). 
(ii) Toute somme compensOe de sauts M~?Ol~162 s'Ocrit M =  W* (g -v )  avec 

We ~loc (#, P). 

Convenons de quelques notations: si Bet  B' sont deux 616ments pr6visibles de 
riB' 

~loc (P ) ,  o n  d6signe par ~ une version pr6visible de la mesure dB'dco ) dP(co) par 

rapport it la mesure dBt(~o ) dP(co); remarquons (et nous l'utiliserons par la suite) 
dB' 

que u=~/~ v4rifie u. ( B ' - u .  B)=0. Si A c I R  e on note Ev(A) l'espace vectoriel 

engendr6 par les points de A. Enfin K d6signe l'ensemble des familles finies 
(xi)i=<, de points de IR d, telles que la dimension de E v (x~, i<  n) 6gale le nombre de 
points x~ distincts et non nuls (ce nombre est 6videmment au plus d). 

Voici le th6or6me principal du paragraphe 2. 
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(2.5) Th~or~mc. Soit PE~/Y/x. I1 y a Oquivalence entre lea conditions I, II, II*, 1II, 
IV, V, Vl et 

VII. On a: (a) J~0 eat P-triviaIe. 

(b) P satisfait la propridtO de reprOsentation optionnelle. 

(c) I1 existe un ~lOrnent prdvisible Ce2~oo(P), des versions )~= 
d <(X% (X~)C> 

et (d + 1) processus pr~visibles ai (reap. fii) d valeurs dana [0, oo[ 
dC 

(reap. IR d ), vdrifiant 

fl14=0, AC~s<=dCq<l, {cq 4= 0} = {ill4=0}, (fii(co, t ) , l<=i<d)EK,  (12) 

~d+l  = /~d+ l  ~-'~ 0 si AC=O 
1 1 (13) 

O~d+l=Ac-- 2i<d~i' fld+l-- - -  Zi<_dO~ifli si z~C>O, 
~d+I 

Ev(Bi(t, o~), l <__i<__d)~ Ev(,~i(~o, t), 1 <i<=d)= {0} (14) 
(2i eat le vecteur de coordonn6es (2{)j<d), et tels que la formule suivante donne 
une version de v: 

v(co; dr, dx)--dC,(co) ~i<=a+l ~i(co, t) eB,(,o,t)(dx ). (15) 

La condition VII a u n  aspect technique, bien qu'il s'agisse d'un maillon 
important dana la chaine d'implications. (14) eat une sorte ((d'orthogonalit6)) 
entre lea parties continues (Xi) ~ et sommes compens6es de sauts (xi)d; (13) implique 
d'une part que a,=v({ t}  • E) ne prend que lea valeurs 0 et 1, d'autre part que 
(11) eat v6rifi6e; la condition A C ~ ( i ) c q < l  entraine que si AC>O on a aa+~+0 
et fid+t + 0: lea sauts de X peuvent ~tre ~6puis6s~) par une suite de temps d'arr6t 
totalement inaccessibles, et une suite de temps d'arrat prdvisibles (et pas seulement 
accessibles); enfin en dehors d'un ensemble P-6vanescent on a AX~(co)E {fii(o), t), 
1 <_i<_d} d6s que AXt(o3)+O. 

Lorsque d =  1, la condition VII prend une forme bien plus agr6able: 

(2.6) Corollaire. Supposons d= 1. Soit P ~ x .  II y a ~quivalence entre lea con- 
ditions I, t t ,  t i* ,  II', I I I ,  IV, V, V1 et 

VII'. On a (a) et : (b') Toute M ~gJI~162 s'Ocrit M =u . X~ + W* (g -v ) ,  avec 
u~P.Zo~(X ~, P) et Wsf#~or , P). 

(c') II existe un dl~rnent prOvisible Cef~+~(P) tel que lea 
mesures alOatoires d C et d ( X c, X ~) soient Otran#res, et deux procesaus pr~visibles 

et fi tels que c~ > O, fi + 0 et 

v (co; dr, dx) = d C  t (co) [a t (o0) er + c( e (co) e~;(o,)(dx)], (16) 

c d = f i ' = 0 s i A C = 0 ,  e t c ( =  ) - c ~ , - -  f l '=---c~f is iAC>O. O~t 
AC 

De plus si X eat quasi-continu gt gauche pour P, on peut remplacer (c') par: 
(c'g) II existe un procesaus pr~visible fi tel que A X = fi l~x  . ol en dehors d'un ensemble 
P-dvanescent et, si d~(co) dOsigne Ia projection prOvisible duale ~ de la mesure 
dr/~(co)=~( o l/Ax,(~,).O ~ et(ds), alors lea mesures d~ et d ( X ~ , X  ~) sour Otrang~res. 

La mesure ~ existe, car la premi6re partie de la condition (c'g) entraine que la restriction de M~/t 
(~2 x [0, cc[, ~)  eat a-finie 
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DOmonstration. Comme ~2oc(XC)={u.XC: u~L]oc(X ~, P)}, (b') n'est autre que la 
formulation de (b) lorsque d =  1, doric VII<*VII'. 

Supposons X quasi-continue /~ gauche. Si on a (c'), il est clair que AX= 
fll~ax,0~ en dehors d'un ensemble P-6vanescent (car on a alors c(=O puisque 
A C =0), et comme d~t = ~t dCt on a (c'g). Supposons inversement (c'g). I1 est facile 
de trouver un 616ment pr6visible C e ~+oc (P) et une mesure de transition positive 
nt(co, dx) de (O x [-0, oe[, ~)  dans (E, ~), tels que 

v(co; dr, dx)=dCt(co) nt(co, dx) (17) 

(on peut prendre C=W*v ,  off Wes t  une fonction ~-mesurable strictement 
positive telle que W*ve~3{~(P): il en existe, car la restriction de M P /t (~,.~) 
est a-finie; nest alors une d6sint6gration pr6visible de v selon C). Si A = {(co, t, fit(co)): 
coeO, t>0}, on a MP(AC)=MP(A~)=O par hypoth&e, donc on peut choisir 
une version de n telle que le support de n,(co, .) soit fit(co) si flt(co)~=O, et un r6el 
quelconque fix6 a-priori si fit(co)=0: autrement dit, v se met sous la forme (16) 
avec c(=fl'=AC=O, c~>0. Enfin d~t=~tdCt, donc dC et d(X  ~, X ~) sont &rang- 
6res, et on a (c'). [] 

Remarque. Si on combine la d6monstration ci-dessus avec (11), on vdrifie facile- 
ment que: (c'g)~ X est quasi-continu/~ gauche pour P; en effet (c'g) entraine im- 
m6diatement une factorisation du type (16), avec ~'=0, et (11) implique alors 
AC=O. [] 

Avant d'aborder la d6monstration de (2.5), nous avons besoin de deux 
lemmes (le premier est d'ailleurs sans objet lorsque d = 1). 

+ (2.7) Lemme. Soient B un Ol~ment prOvisible de ~ l o c ( P ) ,  (Yi)i<=d une famille 

d(y i '  YJ) Si Me~2oo(P) il existe des processus d'OIdments de -~2oc(P) et p~- dB 

d(Y~,M) 
pr~visibles (ui) tels que dB ~j<=d Uj Pi. 

DOmonstration. Soit ~/ la projection de M sur !~2o~(Y i, 1 <i<d). Par le proc6d6 
d'orthogonalisation de Schmidt on construit des 616ments Z~e ~2o~ (p) engendrant 

i i i 2 k 
�9 ~kC/51oe(Y ,P), et v6rifiant P~Zo~(Y~,l<i<d), de la forme Z =~k<_dC~k yk, avec 

(Z  i, Z ~) =0 Vi:l:j. Mais alors il existe des vieL]oo(Z ~, P) tels que 3~/= ~i<=a vi" Z iet 

d (M, Y~) 
Si #i dB , il vient 

B = B ] .  

On ne peut pas ci-dessus intervertir a-priori l'ordre de sommations. Cependant 
si D,,={(co, t): [vi(co, t)l<n, la{(co,~)l<n, Ip!(co, t)l<n, Vi, j<d} on a D ~  et 

1D~ #< B= ~j=~d Vj" [~k_-<e C~ p~ 1D~" U] = [~,k_-<e P~ ~4<d Vj C~] ID" n. 

Si Uk= ~j-<a Vj C~, il vient #i= ~k<=eu~p~ dUt(co)P(dco)-ps sur D,. Comme D, croit 
vers s x [0, o~[, on en d6duit le r&ultat. [] 
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(2.8) Lemme. Supposons que pour rout W ~ o r  ) homO, ~el que U~W*v=O 
Vl <_i<_d, on air W * ( # - v ) = 0 .  II existe alors un dlOment prOvisible C~YS+r 
et (d + 1) processus prSvisibles c h (resp. fli) d valeurs darts [0, oo[ (resp. IRa), v&"ifiant 
(12), (13) et (14). 

Remarque. L'6nonc6 r6ciproque est 6galement vrai, et facile & montrer.  [] 

D~monstration. Soit T un temps pr6visible tel que 0 < a t <  1 P-ps sur {T< oo}. 
Si W(CO, t, x) = 1~= r(o,)~ on a bien-sfir We ~oo (#, P), Ui W* vt = (f~ l~r =< ~ = 0 d'apres 
(11), et cependant A (W* ( # -  v)) r = l(r =t,~x:~. 0F - a t :  cela contredit l 'hypoth6se, 
sauf si P(T< ~ ) = 0 .  Par suite, et quitte ~ modifier v sur un ensemble P-nul, 
on peut supposer que { 0 < a <  1} =~l. 

Etant  donn6s (11) et le fait que v(]0, t] • A)E!B~oo(P) V A t #  tel que d(0, A)>0,  
on peut bien-sfir trouver une factorisation (17) v6rifiant identiquement 

nt(CO, E)>O, ACt(CO) ~Ent(co, dx)x=O , 
(18) 

nt(CO, A)< c~ si A ~ g  v6rifie d(0, A ) > 0 .  

Soit J l 'ensemble des boules ferm6es J de IRa de rayon rationnel, centr6es 
en un point de coordonn6es rationnelles, telles que d(0, J ) >  0. Soit J l 'ensemble 
(d6nombrable) des familles finies I=(I~)~<=,, od les I~ sont dans J e t  deux-~_-deux 
disjointes. Soit I=(Ii) i<,~J.  On pose pi(co, t)=5i, xnt(CO, dx): les processus Pi 
sont prdvisibles et & valeurs dans IRd, /t cause de (18). Soit B~={(co, t): ~i<n 
tel que Pi(co, t)=#0; (Pi(co, t))i__<,q~K; si a,(co) = 1, dim Ev(pi(co, ~), i<n)<p(CO, t ) - 2 ,  
off p(CO, t) est le nombre de points p~(CO, t) distincts et non nuls}. On a B~e~, 
et il n'est pas difficile de voir qu'il existe des processus pr6visibles finis ~ tels que 

~.~_<, 7/(CO, t) pi(CO, 0 = 0 ,  (19) 

(CO, t)~B~c> { a = 0 } ~ i < n  tel que 3'i(CO, t) n~(CO, Ii) q=O , (20) 

(CO, t) ~ B., c~ {a = 1 } ~ 3 i, j < n, i q=j tels que 7i (CO, t) 4= 39 (CO, t), 

3'i(CO, t) n,(CO, I~)+0 et 3';(CO, t)n,(co, Ia)+0. (21) 
Soient alors 

Din= {(co, t): t ~ m ,  [7i(co, t)[ ~rn Vi~n)  
et 

W m (co, E, x) = lDm (CO, f) E i  < n 7i (CO, Z) li, (x). 

On a p W"[ < m n e t  ] Wml �9 voo < m ~i_<,  v (]0, m] • Ii) < c~, donc W m c (Yloc (#, P). 
De plus (19) implique W m U i . v = 0  V1 <_i<_d, donc W m . ( # - v ) = 0  par hypoth6se. 
Comme a ne prend que les valeurs 0 et 1, le processus C~ W") se calcule 
facilement: 

CO( v, W")=[l{a=O~Zi<=, 13'il n(Ii)+ l {a=l}E i<nFl ( l i ) I~ -L '_< .  3,j n(/j)L/cl] 1 , .  c, 

et W m , ( # - v ) = 0  implique C~ Wm)=O P-ps [8]. Comme AC>O si a = l ,  
les conditions (20) et (21) impliquent alors que 1,,~o . C = 0 :  mais D,, croit 
vers f2 • [0, oo[, donc 1BI. C = 0 P-ps. 

Quitte & modifier encore v sur un ensemble P-nul, on peut donc supposer 
que B!=~l V I E J .  
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(a) Soit (co, t) tel que at(co)=0. Si nt(co,.) admet (au moins) (d+l )  points 
(x/, l < i _ < d + l )  dans son support, on peut trouver I=(Ii)l_</_<d+leJ tel que 
xleI/ et p/(co, t)4=O, ce qui contredit (pi(co, t))l<_i<_d+lr donc le support de 
nt(co,. ) est constitu6 de p points (xi)t<=i<_p, avec l<p<=d. De plus il existe I =  
(Ii)/<_pcJ tel que x/~I/, et comme nt(co, I i \ {x / }=O on a p/(co, t)=x/: par suite 
(xi)l <i<p~K. 

(b) Soit (co, t) tel que at(co ) = 1. On montre de la marne mani6re que le support 
de nt(co,.) consiste en (p+l)  points (xi), avec 2 < p + l < d + l ,  (xi)l<i<=peK et 
xp + 1 e Ev (xi, 1 < i < p), puisque la relation a t (co) = A C t (co) n t (co, E) = 1 est une 
relation lin6aire entre les x/. 

(c) Avec les notations ci-dessus, on pose fli(co, t)=xi si l<i<p,  fli(co, t )=0 
si p+l<__i<d, et /?d+l(co, e)=0 (resp.=Xp+l) si at(co)=0 (resp.=l). Par un 
num6rotage ad6quat des x/, on peut 6videmment obtenir des processus fl/ 
pr6visibles, et fi~4=0 par construction: alors v se met sous la forme (15), avec 
des processus c h pr6visibles convenables, et on a clairement (12) et (13) (rappelons 
que (13) sign/fie que a ne prend que les valeurs 0 et 1, et qu'on a (11)). [] 

Ddmonstration du thOorkme (2.5). D'apr6s la proposition (2.4) il nous reste ~t 
montrer les implications I ~ VII ~ II*. 

I ~ V I I :  Supposons Pegx. Soit l'ensemble de ~caract6ristiques locales)~ 
(cf. paragraphe 1.5) ~ = (v, ( W i = U i, i < d), O, (B/j = ( (X/) ~, (xJ)~))). I1 est clair que 
Pe  g(~), donc (a) et (b) sont v6rifi6s d'apr6s le th6or6me (1.7). 

Supposons maintenant qu'il existe NegJ~~ non nulle telle que si W= 
M~(AN[~), on ait 

IANI<I, WU/,v+(Nc,(x / )~)=O Vl<_i<d. (22) 

Quitte ~t remplacer N par N r, off T=inf( t :  INtl>l), on peut supposer que 
IN]<2. Soient alors Z ' = I + N / 4 ,  Z " = I - N / 4 ,  P ' = Z ~ . P ,  P " = Z ' . P .  On a 
M~(AZ'[~)= W/4 et ( Z  'r (X/) ~) =1 (N ~, (Xi)C), donc d'apr6s le lemme (1.6), (10) 
et (22) on a (Z', X i) = 0. Donc Z' X / ~93llo~ (P), d'ofi P'~ ~(x d'apr6s le lemme (1.3), 
et de marne P"~Jgx. Comme P=�89 cela contredit l'extr6malit6 de P: 
donc toute NegJ~~ v6rifiant (22) est nulle. 

Soit alors Vcfg~o~(l~,P) born6 par 1/2, tel que VU/*v=O Vi<d, et posons 
N=V*(t~-v) .  On a IAN]<I et W-=M~(AN]~)=V--P;  comme ~//=0, on a 
WU~.v=VU~.v=O et N satisfait (22). Donc N = 0 ,  et l'hypoth6se du lemme 
(1.8) est satisfaite, ce qui prouve l'existence de processus C, c~ et/~/ satisfaisant 
(12), (13) et (15). 

Soit enfin D = {(co, t): Ev (ill (co, t), i < d) ~ Ev (2/(co, t), i < d) 4= {0} }. Comme 
((Xi) ~, (X J) c) ,~ ((Xi) ~, (Xi)~), on peut choisir des versions 2j telles que {21 =0} 
{2~=0}. I1 est alors imm6diat qu'on peut construire des processus pr6visibles 
~t valeurs r6elles u/et w/tels que 

~/<d w/~//~/+ ~/<d u /2 /=0,  {2 i=0}c  {uj=0}, (23) 

~,i,j<__a Iwl fill >0 sur D, (24) 
lu/[<l ,  Iw/l<l/2,  2/<alw//~, l<l .  

Si V(co, t, x)= ~/-<d w/(co, e) l~_a,(o,,0~ on a alors Vefql~(#, P) et N =  V*(l~-v)+ 
~/<=e ui.(X~) c vdrifie IAN[< 1. De plus W=M~(AN[~)= V - ' V  v6rifie (comme 
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ci-dessus) WU ~ �9 v = VU ~ �9 v. Si /)~J = ((Xi) c, (X:) c) - 2~. C, on a alors 

w u ~  , ~ + ( x c, ( x y )  = ~:<_~ [w: fi} ~.~ + u: ,~}]. c + ~j<=, u; . ~ 'J= o 

d'aprhs (23) et le fair que ~i j<3i i  et 21'/~"=0. Donc N vhrifie (22) et par con- 
sdquent est nulle, ce qui d'aprhs (24) implique 1 v - C = 0  P-ps. Quitte fi remplacer 
2} par 1D~ 2}, ce qui ne change pas les relations d6finissant 2~, on a (14), ce qui 
achhve de montrer VII. 

VII ~ II*: Soit M E 9Jl~ (P). D'apr6s (b), M = M ~ + W* (# - v), off We ~r (#, P). 
Mais (13) implique que a ne prend que les valeurs 0 et 1, et il est facile d'en 
d6duire que l?V.(#-v)=0:  quitte ~t remplacer W par W-I?g, on peut donc 
supposer que I?V=0. 

Posons wl (co, t) = W(co, t, fii (co, t)) 1{~,(o, ' t).o}, B =  ~i<=a ((Xi)~; (Xi)~), h =dB/dC, 

p} -d((X~)~'(Xj)~} d(M~'(X~)~) I1 existe AE~ a tel que 1 A . C = C  et h = 0  
dB , # i -  dB 

sur A c. Consid6rons le systdme d'6quations 

~i<=dVifi~ lA=wj lA, l < j < d + l  
<j<-d. (25) ~i<=dVip)=#j, 1 _ 

En utilisant (13) et le fair que l~=0,  on volt que la (d+ 1) ~me 6quation esl une 
combinaison lin6aire des d premi6res, tandis que si flj=0 la ja~e 6quation est 
une identit6: si r=dim[-Ev(fi~ 1A, 1 <i<d)],  les (d+ 1) premi6res 6quations se 
r6duisent donc/ t  r 6quations lindairement ind6pendantes. Par ailleurs le lemme 
(2.7) implique que (pour des versions convenables) #~=~4<=aujp{, donc si 
s = dim [Ev(p~, 1 < i <  d)], les d derni6res 6quations (25) se r6duisent/t s 6quations 
lindairement ind6pendantes. Enfin sur A ~ on a r=0 ,  tandis que sur A on a 

1 
pj=~l~h>0~2~: (14) implique alors que le syst6me (25) admet (au moins) une 

solution (v0, qu'on peut 6videmment choisir prdvisible. 
Soit alors (T,) une suite localisante commune aux X~egJ~lo~(P). Soit A ,=  

{(co, t): t<T,(co), Ivi(co, t t<n gl_<i_<d}. On a A,E~@, 1A ViELI(Xi, P) et A, croit 
vers f2 x [0, oo[. Posons N(n) = 1A" M - -  ~,i<=a (1An Vi)" X i. Comme W = 0  et comme 
AXE{fi~, l_<i_<d+l} si AX4=O et AC<{AX=O} en dehors d'un ensemble 
P-6vanescent, on ddduit facilement de (25) que AN(n)=0, donc N(n)a=O. D'autre 
part d'apr6s (25), 

<X(n) e, (Xi) c) = 1A,, fli" B-- ~i<=a (1A. v~ p{). B =0.  

La condition (b) entraine alors que N(n)~= 0. Autrement dit 1A. M =  ~i<_a (IA, Vi)" X i, 
e t o n a l I * .  [] 

Nous appliquons maintenant ce r4sultat ~ deux probl4mes voisins, dont 
le premier nous a 6t6 pos4 par M. Sharpe. 

2.3. Premiere application (le probI~e  de Sharpe) 

On suppose dans cette section que d =  1. On consid6re un processus croissant 
prdvisible ou continu A. ///(A) est l'ensemble des PE//d x tels que: XEfO2oc(P) 
et (X, X)  =A. 
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C o m m e  PEJ/(A)  si et seulement si les deux processus X et ( X ) 2 - A  sont 
dans 931loc(P), Jg(A) est l 'ensemble des solutions du probl6me des mart ingales  
associ6 ~t ces deux processus. Le th6or6me (2.5) nous donne donc, entre autres, 
I'dquivalence des conditions suivantes: 

(i) P e s t  extr6mal dans JOg(A). 

(ii) ~0 est P-triviale,  et 93l~ (P) = s162 (X, (X) 2 - A). 

La condit ion VII  de (2.5) s 'exprime en fonction de la mesure  al6atoire #r 
associ6e par  (4) au processus Y ~ valeurs d a n s  IR 2, de composan tes  Y I = X  et 
y2 = ( X ) 2 _ A ,  et les relations entre # et #r  sont compliqu6es. Aussi nous con- 
tenterons-nous  d ' examiner  le cas off A est continu. 

(2.9) Proposition. Soit A un processus croissant continu. Alors JC/(A) est un 
ensemble convexe. De plus si PEJ/g(A), P e s t  extrdmal si et seulement si on a: 

(a) ~0 est P-triviale. 
(b) Toute MEgJI~162 s'&rit M = u .  X c + W , ( # - v ) ,  avec uEL~o~(X~,P) et 

W e  ~loc (#, P). 

(CA) II existe des processus prdvisibles a, c(, f iet  fl' tels que: c~>0, c (>0 ,  f l~0 ,  
fi' # fi, a f t2<  1, c ( = 0  si f l ' = 0  et c~fi2+cdfl '2= 1 si fi' #O, et que 

v (d t, dx) = dA t [c~ ter (dx) + ~', ea; (dx)].  (26) 

Remarque. Sous ces condi t ion s, on v6rifie facilement que < X a, Xa> = (~ fi2 + ~, fi, 2). A 
et que <Xc, XC>=(1-e f l z -e ' f l '2 ) .A .  [] 

D~monstration. Afin de ne pas confondre exposant  et indice, on 6crit ici (z) 2 
pour  d6signer le carr6 de z. 

Soit P=c~P'+(1-cOP", avec =e]0, 1[ et P', P " e ~ ( A ) .  Soit T ,= in f ( t :  At>n): 
on a XT"E52(P')o~2(P '') et (xT'*)2-AT"c~JJI(P')c-'I~il(P"), donc xT"E.Fo2(P) et 
(xT") 2 -- A T" E~0I(P); c o m m e  lim(,) T, = + oo P ' -ps  et P"-ps, on a aussi lim(,) T, = + oo 
P-ps:  donc  PEJ/g(A), qui est convexe. 

Le processus Y est ddfini avant  l '6nonc6. Si J/dr est l 'ensemble des lois P 
telles que Y~egJi~o~(P), i =  1, 2, on a J/gr =d/ / (A) (car si P c ~ r ,  A est ~ ( P ) - a d a p t 6 ,  
donc  ~t(P)-pr6visible puisque continu). Posons  E r =IR 2 \ {0}, ~)r =f2 x [0, oo[ x Er ;  
on d6signe par  #r  la mesure  al6atoire sur ]0, oo[ x E r associ6e fi Y par  (4), et 
v r sa project ion pr6visible duale. A toute fonction W r sur f)r  on associe la 
fonction z W sur O: z W(co, t, x) = wr(co, t, x, (x) 2 + X,_ (co) x). C o m m e  A i12 = 
(AXt)2+2Xt_AXt, on a wr* l~r=~W*# ,  Wr*vr= 'cW*v ,  et si WrE(~floc(#r, P), 
alors zW~fglo~(#,P) et w r , ( l ~ r - v r ) = r W * ( # - v ) .  Cornme y 2 = 2 X  . X +  

!~,oo((Y), i=l ,  2)=!~or c uEL]o~(X~,P)}: IX,  X ] -  A, il est clair que 2 ~ 
par  suite (b) 6quivaut h la condi t ion VII-(b) relative ~t Y. 

Soit C=(Xd,  Xe): on a C = h . A  pour  un processus pr6visible 0_<h_<l. De  
plus XeE~Zo~(P ) et X d est quasi-cont inu h gauche, donc  C~176 U ) = ( U ) 2 .  v =  C 
[8]. Etudions main tenan t  la condit ion VII(c)  relative h Y: on peut  t rouver  
une factorisat ion (15) de v r avec le processus C ci-dessus, et deux processus fl~ 

fii =(fi~) + 2X_fi~. Posons  seulement,  car (13) est vide, et v6rifiant de plus 2 12 1 
= h e~, c (=  h ~2, fi = ill, fl' = fi~: on a (26) et h = a (fi)2 + c((fl')2. Si fi' + 0 il est 

que d im[Ev( f i~ , f i 2 ) ]=2 :  c o m m e  2 ~ = ~  -~ 2 2 = 2 ~ = 2 X  
1 - h  

facile de v6rifier 
n '  - h ' 
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1--h  
222 = 4 (X_) 2 ~ ,  (14) montre 

pat" suite on a (Ca). 
Inversement supposons 

l{h>0}§ l{h=0), C~2 = ~  l(h>0}, 

on a clairement (12) et (15); (13) 
2 2 -- 2 X_ 2~, les vecteurs 2~ et 
et 2~ =0 si h=  1, c'est-/~-dire 
relative/t Y. [] 

que si/Toe0 on a l - h = 0 ,  donc ~(fl)2 § 1: 

(CA). Soient h=c~(fi)z+~'(fi') 2, C = h . A ,  C~x= 

fil =fi  l{h>0}+ l{h=0}, fl~ ----fl' et fl/~ =(fl~)2 § 
est vide; enfin (14) d6coule des remarques suivantes: 
fla sont lin6airement ind6pendants d6s que 2~ +0, 
si fl '+0. Donc (CA) entraine la condition VII(c) 

2.4. Seconde application: loi des surmartingales 

La encore dans un but de simplification on suppose d =  1. Soit Yv (resp. S o t  ) 
l'ensemble des lois P pour lesquelles X est une surmartingale de classe (D) (resp. 
(DL)). Rappelons [14] que PE-UD si et seulement s'il existe un ~lement pr~visible 
AE2~+(P) tel que X+AEgJI(P),  tandis que PeYoL si et seulement si pour tout 
s>0,  X ~ est une P-surmartingale de la classe (D). Enfin si Pe~:oc, la d6com- 
position X =  Y - A ,  avec YEgJ~joc(P ) et AeN~c(P  ) pr~visible, est unique; d'apr~s 
[1 l], (proposition 4, avec une d~monstration l~g~rement modifi6e) on sait qu'alors 
U(co, t, x)-----XeNloo(#, P) et que Ye= Y0 + U �9 (g-v)  (dans cette formule, :~ est 
toujours reli6e fi X par (4)). 

(2.10) Proposition. Les ensembles ~ et 2~L sont convexes. Soient P ~  (resp. 
YDr) et A I'unique Ol~ment prOvisible de f~j+c(P) tel que Y = X + A  soit une P- 
martingale, lI y a dquivalence entre: 

(i) Pes t  extrOmal dans J@ (resp. ~{'DL). 

(ii) Toute M ~ folio ~ (P) s'8crit M = E (M0) + v. Y, avec v E L~or (Y, P), et les mesures 
dA et dB=d  ( Y ~, yc)  + dC~ (v, U) sont ~trang8res. 

Remarques. 1) Dans (ii) on peut bien-st?r remplacer Cl(v, U) par C~(v, U) pour 
tout c~E]0, oo[. De plus torsque YC~oo(P) (ou, ce qui est 6quivalent: X est locale- 
ment de carr6 int6grable) on a C~(v, U)= ( y d  yd)~  fB~o (P) et on peut remplacer 
dB par d ( Y,, Y) .  

2) Consid6rons une factorisation v(dt, d x ) = d C  tnt(dx), off C~23~(P) et 
nt(E)>O identiquement. II pourrait sembler a-priori que les mesures dC et 
dC~(v, U) soient 6quivalentes, mais il n'en est rien en g6n6rat: cependant, si 
F = {(e), t): at(o))= l et n~(co,.) admet un seul point dans son support}, alors 
dC~(v, U)~  1 v �9 dC et on peut remplacer dB par d ( Y ~, Y~) + 1 r �9 dC. 

3) Supposons X quasi-continu ~ gauche pour P. On salt que A est P-ps continu 
[14] et on peut remplacer dC ~ (v, U) par la mesure d~, projection pr6visible duale 
de la mesure dtl~=~(oll~x~.o~(ds)=~(t~l~y~,o~e~(ds ) (cette mesure existe: 
mOme ddmonstration qu'au corollaire (2.6)). 

Ddmonstration. I1 suffit 6videmment de montrer ce qui concerne ,U D. Soit P =  
c~P'+(1 -~)P" ,  avec c~e]0, 1[ et P', P"~:,U~. I1 est clair que le processus X est de 
classe (D) pour P e t  est une P-surmartingale. Donc, Pc  ~o  et ~ est convexe. 
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Soit P e ~ .  P appartient donc fl l'ensemble /'dr des lois faisant de Y une 
martingale locale. Supposons (i). Si P = c~P'+ (1 - ~ ) P ' ,  avec c~ el0,  1[, P', P"e tidy, 

il est clair que, comme p , < ! p  et Y~gJlloo(P'), on a AefB+(P ') et YegJI(P'). Donc 
4 

P ' e S  D, et de m~me P"E ~x~Jov,' par suite (i) implique P=P'=P':  donc P ~ g r  et on 
a la premi6re partie de (ii) d'apr~s l'implication I ~ I I '  de la proposition (2.4), 
p o u r / d  r . 

Toutes les mesures dC~(v, U) sont 6quivalentes, pour :~]0 ,  oo[ et C~(v, U)= 
C~ U'(e))+C~~ U"(c~)). Si les mesures dA et dB ne sont pas 6trang6res, il 
existe donc c~e]0, oo[ tel que les mesures dA et dB'=d(Y c, YC)+dC~176 U"(cO) 
ne sont pas 6trang&es (car U'(c0-*0 si ~--* oc); pour simplifier l'6criture, on pose 
U"=  U"(~). Par ailleurs il est facile de trouver un processus k > 0  pr6visible tel 

B ' ' - V  1 ' " ^"  que le processus , -/_.,s=<t ~as>o}ks( U (~)(U - U ))s soit dans ~Bjoo(P). Un calcul 
616mentaire montre que [kU(U"-fY")]*v=k.C~176 ''. Comme les 
mesures dA et k. dB' ne sont pas 6tranghres, il existe un processus pr6visible h tel 
que I hkl < 1/c~, E(Ihkl. B~) > 0, et que les deux processus A + I hl" (k. B' + B") 
soient croissants et intdgrables. 

Soient alors N'=(hk). YC+(hkU") �9 (g-v) ,  T=inf ( t :  [N/I > 1) et N =  N'r:  on a 
IN[ < 2, I A NI < 1, Ne  ~A (P) et N n'est pas identiquement nul puisque E([ h k l" B ' ) >  0. 
Soient Z ' =  1 + N/4, Z " =  1 -  N/4, P =Zoo. P, P =Zoo. P. Comme M~ ( A N I~)= 
hk(U"-  U"), le lemme (1.6) entraine 

(Y,Z')=�88 [ (yc ,  Y~) +F(U"- U") U] �9 v]=-�88 .(k. B' + B") 

h B' B" ' Z' et la proposition (2.1) entraine X+A-x~]- , .  (k. + )c~9l~or ). Mais <3/2 

et l /Z;  <2, donc P' <~P, le processus X est de la classe (D) pour P', et le processus 

h B") A-4~;-, .  (k. B'+ est croissant et P'-int6grable: on en d6duit P ' ~ ,  et de 

marne P"~Yg'D. Comme P=�89 cela contredit (i), et il faut donc que dA et 
dB soient 6trang4res. 

R4ciproquement supposons (ii). Soient P ' , P " ~  et c~]0, 1[ tels que P =  
/dP'l ' 

a P ' + ( 1 - e ) P " .  Soient Z' et Z" des versions continues a droite de E / ~ l f f . /  \dP I t] 
" dP" ~)  

et E ( ~ -  , telles qu'on ait Z'+(1-c~)Z"=I identiquement: doric Z'<I/~, 

1 
Z"_< [Z', Y ] ~ o ~ ( P )  et [Z", Y]e~B~oo(P). Par hyp0th~se ~Z' s'~crit c~Z'= 

~+v.Y, avec veL~oo(Y,P), et (1-cOZ"=l-c~-v.Y.  Soit par ailleurs W = 
P ~ ~ p M~(c~AZI~):--M~((1--oOAZ"I~). Si on applique les propositions(2.1)~t yc 

et (2.2) ~t Y~ = Yo + U* (/~ - v), on volt que Y -  ~ .  A (off .4 = v. (Yq Y~) + WU* v) 
~Z 1 

appartient ~ 992~o~(P'); comme P'~s/~., il faut que le processus A' :A- - -~- , , .A  

1 
soit P'-ps croissant, et on montre de la m~me mani6re que A"=Aq ( 1 -  ~)Z'_' 

est P ' -ps croissant. Mais d~ ([8]~ (4.4)) on peut choisir W de sorte que 
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]W]l{~_~}*Voo=0, et d'apr6s la remarque 2 suivant l'6nonc6 il s'ensuit que 
d J ~ d ( Y  ~, Y~)+dC*(v, U). Par hypoth6se les mesures dA et dA sont 6trang6res, 
donc A' (resp. A") ne peut etre P'-ps (resp. P"-ps) croissant que si /] =0 P'-ps 
et P"-ps, donc P-ps. Autrement dit, on a montr6 que P', P"e//dr;  mais d'apr6s 
la proposition (2.4), P est extr6mal dans ~ / , ;  on a donc P=P'=P",  d'o/~ (i). 

2.5. Quelques remarques supplOmentaires 

(a) Repr&entation des martingales et ~ribu optionnelIe. Pour route probabilit6 
P on note ~ ( P )  (resp. ~(P)) la tribu optionnelle (resp. pr6visible) relative ~ la 
famille (~(P)),>o. 

(2.11) Proposition. Supposons clue P~J//x v~rifie la propri&d de repr&entation 
optionnelle (par rapport ~ X). Alors 

(i) On a ~#/'(P)=~@(P) va(X).  

(ii) Pour rout ~(P)-temps d'arrJt T, ~ r ( P ) = Y v -  (P) v a(X r l{r< ~}). En parti- 
cuIier X est quasi-continu d gauche si, et seulement si, la famille ~(P)  l'est. 

DOmonstration. Remarquons de fa~on gkn6rale que si (d = ~ ( P ) v  a(M: martingale 
born6e), on a (d=~g(P). En effet d'apr6s le th6or6me de classe monotone, il 
suffit de d6montrer que la projection optionnelle [3] des processus mesurables 
born6s H=UI~,,~, off O<_r<s et U est une variable Y-mesurable born6e, est 
Cd-mesurable. Or, cette projection optionnelle est Z l~,,s~, off Z=(Z~) est une 
version continue h droite de la martingale E(U[~),  d'ofl le r6sultat ~ =  "##(P). 

Soit maintenant M une martingale born6e. Par hypothOse il existe We ~o~(#, P) 
tel que M,=M~+M,d+IIax~.o}W(t, AX,)-W~: par suite M est ~(P)va(X)-  
mesurable, et on a (i). La partie (ii) d6coule de (i), car d'une part Yr(P) est engendr6e 
apr6s les variables Zr l{r  < co}, off Zes t  un processus ~#/'(P)-mesurable quelconque, 
et d'autre part si H est ~(P)-mesurable, Hrl{r<~} est Yr_(P)-mesurable [3]. 
La fin de la proposition d6coule imm6diatement de (ii). [] 

Remarque. I1 est clair que, si l'on remplace le processus X = ( X  ~, 1 <i<=d) par 
une famille sV" quelconque, la proposition (2.11) reste valable pour PEg.H. [] 

(b) PropriOtO de repr&entation optionnelle des martingales d'un processus d ac- 
croissemems ind@endants. On suppose que P e s t  une probabilit6 pour laquelle 
X est un processus d-dimensionnel ~ accroissements ind6pendants et stationnaires, 
v6rifiant P ( X o = 0 ) = I  (la stationnarit6 n'est impos6e que pour des raisons de 
simplicit6 d'6criture). Si/~ est encore la mesure associ6e h X par (4), P e s t  alors 
solution du probl6me 5P(i~) (voir paragraphe 1.4) avec v(~o; dt, dx)=dt x F(dx), 
W ~= U ~, A[=dt,  B[J=b%, off F est la mesure de L6vy de X, e t a  ~ et b ~; sont 
respectivement les coefficients de translation et de diffusion. Mais il est alors 
bien connu que 5~(~) ne comporte qu'un seul 616ment P tel que P(Xo=0)=  1 
et le th6or6me (1.7) entraine alors que P satisfiTit la propri&d de reprdsentation 
optionnelle par rapport h X. 

Mais il existe d'autres d6monstrations de ce r6sultat, basOes sur une m6thode 
maintenant classique, et que nous d6crivons en deux roots (on pourra par 
exemple se reporter h Galtchouk [25] pour une d6monstration compl6te de 
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ce type): on construit une famille @' totale darts L2 (f2, ffoo, P), de sorte que pour 
tout ueql, si on d6signe par U une version continue ~t droite de la martingale 
E(ul~), alors U~eP~Zo~((Xi)q l<i<=d) et U~=W,(ix-v)  pour un We~io~(#,P) 
convenable (ici, (X~) ~ est la <<partie continue>~ de la semi-martingale X~; voir 
la remarque 1 suivant la proposition (1.2)). 

Signalons enfin comment des arguments de ce type peuvent, inversement, 
6tre utilisees, via la propri6t6 de reprhsentation des martingales, pour donner 
des conditions suffisantes d'extr6malit4. Pour simplifier, on ne consid6rera que 
le cas des martingales locales continues, lorsque d = 1. On note A l'espace vectoriel 
des fonctions rdelles, ddfinies sur IR+, borndes, nulles en dehors d'un compact. 

(2.12) Proposition. Soi~ X une P-martingale locale rdelle continue. Si les variables 

g:=exp(~f (u)dX, ,  ~o~ 2 -~Jo f (u)d(X,X) , )  (f~A) 

sont totales dans L 2 ((2, ~-o, p), alors on a II', et donc Pc gx. 

D4monstration. Pour tout t on pose f t=f l lo , ,~  (qui est dans A lorsque feA)  
et g[=g:' .  D'aprhs la formule d'Ito, on a C [ =  1+ 5~ f(u)g,ldX,; on en d4duit 
que: ( # . I  g.f}oo = 5C/2(u)(gf)Zd(X,  X} ,  est int4grable, car F:eL2(f2, ~-o p). 
L'espace H = { Ye L 2 (f2, ~ o  p): y = ,  + (u. X)oo 0/1 a e IR et u e L z (X, P)} est ferm6 
dans LZ(~2, g ~ P) et contient les variables (g:,feA). D'aprhs l'hypothhse on a 
donc H =  L 2 (fL ~ o ,  p), dont dacoule facilement que ~o est P-triviale et,/t l'aide 

M e g)llo r (P) s ecnt M = u. X avec u e Llloo(X, P). [] de la proposition (1.2), que toute o ,, - 

Signalons que l'on a l e  m~me rhsultat lorsqu'on remplace les variables 
(F:,fEA) par 1 et H[=H,((f.X)oo,jo~176 oit leA,  neN,  et o/l 
H,(x, t) dasigne le n eme polyn6me d'Hermite: on obtient alors la d6monstration 
usuelle de la propri4t6 de reprasentation des martingales pour le mouvement 
brownien. 

(c) Un contre-exemple. On suppose que X est un processus r6el continu tel que 
Xo = 0 et que Go  = a (X~, s < t). 

Soit PsJgx, telle que (X, X)~  = oe P-ps. Soit Yt=X~,, oh (rt) est le change- 
ment de temps inverse de A = ( X ,  X),  et notons ~Y(P) la compl6t6e de o-(Ys, 
s>0)  dans ~(P) .  I1 est bien connu que Y est un mouvement brownien pour P. 
En cons6quence, si Q~JCdx et Q ~ P ,  les restrictions de P e t  () /~ g r ( p )  sont 
6gales (en effet A est encore le crochet de X pour Q, et Q(A~o= oQ)= 1, donc 
Y est un mouvement brownien pour Q, alors que la mesure de Wiener est 
<< standard >~ au sens de la condition V). Ainsi, si ~- r (p )=~- (p )  (ou, ce qui est 
6quivalent: si At est ~r(P)-mesurable  pour tout t), on a Q = P  et P cg x .  On " 
pourrait alors se demander si l'hypothhse P(Aoo = m) = 1 n'entraine pas ~,~r(p)= 
~-(P) et Pegx :  l'exemple suivant, plus ou moins classique, montre qu'il n'en 
est rien. 

Soit donc (B ~, B 2) le mouvement brownien /t valeurs dans IR 2, sur l'espace 
(~2, G(P),P). Consid6rons Y=B1 .B  2. On a (Y,Y)oo=y(B~)Zdu=oo P-ps, 
d'apr6s la propri6t6 de racurrence du mouvement brownien lin6aire. Comme 

d (Y, Y)~_(B~)2 ' la martingale M~=(B~) 2 -  t e s t  adapthe aux tribus ~r(p)  (avec 
dt 
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des notations 6videntes pour ~ ( P ) ) .  Si Y avait la propridt6 de repr6sentation 
pr6visible, la martingale M admettrait une repr6sentation prdvisible par rapport 
/~ Y, donc par rapport ~t B2; or, M = 2 B  1 .B 1 6tant orthogonale fi B 2, on aurait 
M = 0 ,  ce qui est faux. Par suite P e ~ y ,  P((Y, Y)o~ = or)= 1, et cependant Pr 

(d) Le probldme <~aux semi-martingales~. On dit que P~SPx si chaque X i e s t  
i o p une semi-martingale pour P, c'est-/t-dire si X~=X~o+M~+A ~, off M cgJl~o~( ) 

et A ~ est un processus fi variation P-ps finie sur tout compact, adapt6 /t ~(P) .  
On peut montrer que 5~ x est convexe. 

Contrairement/t  ce qui se passe pour les ensembles ~/r et ~,Uv, la recherche 
des points extr6maux de 5x est facile, mais sans grand intdr~t (le cas o/l X est 
remplac6 par une famille quelconque ~ n'entraine aucune modification): 

(2.13) Proposition. Les points extr~maux de 5e x sore les probabilit~s P sur (f2, ~o )  
telles que Y ~  soit P-triviale et que X soit P-indistinguable d'une fonction a: 1R + --+ IR e 
(d~terministe), continue d droite et d variation finie sur tout compact. 

Remarque. Dans cet 6nonc6, la premi6re condition d'extr6malit6 est que ~ o  
soit P-triviale (et non pas ~0, comme pour le thdor6me (1.5) par exemple). Dans 
le cas ot~ @o est engendr6e (aux ensembles P-n6gligeables pr6s) par le processus 
X, la premi6re condition est impliqude par la seconde. [] 

Ddmonstration. D'apr6s [9] (ou [15]), si l'on remplace P par une probabilit6 
6quivalente Q, toute semi-martingale pour P e n  est encore une pour Q. 

Soit P point extrdmal de 5~x. Si L e s t  une martingale born6e par k, avec 

\ 2 k ] "P et = 1 + ~r  �9 P appartiennent donc fi 5Px . 

L'6galit6 P = � 8 9  entraine alors L=0 .  Toute martingale born6e est donc 
constante, ce qui entraine facilement la proposition. [] 

3. Repr6sentation int6grale des solutions de probl~mes aux martingales 

3.I. Prdliminaires 

Notre objectif est de repr6senter les solutions de certains probl6mes de martingales 
comme barycentres de mesures port6es par l'ensemble des solutions extr6males, 
ceci dans le cadre pos6 au paragraphe 2 (ot~, rappelons le, X est un processus 
fix6 /t valeurs dans IRd). On ne sait pas y parvenir pour l'ensemble ~ x ,  dont 
on ignore m~me s'il est convexe, aussi va t'on examiner les ensembles suivants 
( l < p <  oo): 

X4,~P= ensemble des lois P telles que chaque X i soit une ~(P)-martingale 
vdrifiant: E(sups<=t IX[]P)< oo Vt< oo, 

~WP= ensemble des lois P telles que chaque X i soit une ~(P)-surmartingale 
v6rifiant: E(sups~ ]X~IP)< oo Vt< oo. 

Remarquons que ~ P c ~ / ' x ,  et 5 U P c ~ L  lorsque d = l .  D'apr6s l'in6galit6 de 
Doob, on peut remplacer la seconde condition dans la ddfinition de H p par: 
E(]Xy)<oo  V t < ~ ,  d6s que p > l .  ~ P  est aussi l'ensemble des P tels que 
(Xi)SE~P(P) Vl <i<d,  Vs>0. 
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II est clair que WP et ~ffP sont convexes et on note Yt~P=IR+ x 2/f v et ~ P =  
IR+ x oU p les c6nes qu'ils engendrent dans l'espace J~d-((2) des mesures positives 
born6es sur (O, ~o).  

Si h e n  on consid6re l'espace D" des fonctions: IR+ ~ IR", continues/t droite 
et limit6es/~ gauche. Si u~D" on note p,(u) la valeur de u au point t, et ~ '=a (p~ ,  
s < t), @"= ~/(t~ ~ ' .  On munit D" de la topologie de Skorokhod sur tout compact 
(cf. [1] et [13]), pour laquelle D" est un espace polonais muni de sa tribu bor61ienne 
Y .  On note ~+(D")  l'espace des mesures positives born6es sur (D", ~"), muni 
de la topologie de la convergence 6troite, pour laquelle il est lui aussi polonais. 

Afin de pouvoir appliquer la th6orie de Choquet, il nous faut faire des 
hypothhses de nature topologique sur l'ensemble ~'~+(f2). Nous serons donc 
amen6s ~ nous placer dans l'un des deux cas suivants: 

~ ~  s<t)  et l'ensemble {/~oX -~,/~eJ~+(f2)} est ferm6 dans J/b+(D~). 

I1 existe n e N  tel que Y2=D" et 4 ~ =~? .  

Dans le premier cas, l'application: /~-~/~-X -~ est une bijection de ~//b+(f2) 
dans un ferm6 de ~d'~+(De), et on munit ~//~b+((2) de la topologie pour laquelle 
cette bijection est un hom6omorphisme: ~r est alors un espace polonais 
pour cette topologie. 

Enfin, on dit qu'un processus H: D~x IR+~IR est universellement presque 
continu si pour toute #e Jg~+ (D ") il existe une partie Lebesgue-n6gligeable N, ~ IR+ 
telle que: Vt4N, ,  u .~  H~u) est #-ps continu sur D". 

3.2. Un thOor~me gOn&al de representation intdgrale 

Le th6or~me suivant g6n6ralise le th6or6me 4 obtenu en [22]. Dans ce th+or6me 
intervient la notion de chapeau d'un c6ne, notion pour laquelle nous renvoyons 
/t [14]. Rappelons que Jt 7~p et 247 p sont munis des topologies induites par la 
topologie de J/rib + (f2) d6finie en 3.1. 

(3.1) Th~or~me. Soit l < p <  oo. Supposons rune des deux hypotheses suivantes 

v~rifide : 
(i) On a ~ t~  s<t)  et {t~oX -1, #cJg/b+(f2)} est fermd dons JC{+(Dd). 

(ii) On a (a) Il existe n e N  tel que ~2=D" et G ~  t. 
(b) Chaque X iest universellement presque continu. 
(c) Pour tout k e n  il existe des constantes positives a k et b k telles que 

s u p ~ , , ~ k  Ip~(cO)l <ok sup,o~,,~k IXt(o~)[ + bk. (27) 

Alors les c6nes ~@P et gT{'p sont rdunions de leurs chapeaux, qui sont mdtrisables. 

Avant d'6noncer le corollaire suivant, qui fait l'int6r6t de ce thhor4me, nous 
avons besoin d'un lemme qui permet de se ramener par la suite aux points 
extr6maux de JCZx (resp. ~,UDL). 

(3.2) Lemme. Pour tout l < p < o o ,  on a: Ext (~P)=Nxc~Jf  ;, et: Ext(ZfP)= 
E x t ( ~ L  ) ~ ~rp (la dOfinition de f DL lorsque d >=2 est ~vidente). 

Ddmonstration. On ne la d6veloppe que pour ~vfp L'inclusion ~v~p c d d  x entraine 
WPc~ExcExt(2,~P). Inversement si PeExt(Yf p) s'6crit P = c t P ' + ( 1 - a ) P " ,  avec 
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c~e]0, 1[ et P,P"eJC/x; on a p,<l_p,= donc E (sups_<t[Xsl' P)<oo g t > 0 ,  donc 

P ' eYf  p et de mSme P " e H  p, ce qui entraine P ' = P " = P  et Peg~x. [] 

Le thdorSme de repr6sentation intdgrale de Choquet (voir, par exemple, [14], 
XI, T24, T25 et 37) permet de d6duire du thdorSme (3.1), modulo un argument 
de normalisation dO/t Dellacherie ([2], p. 16) le 

(3.3) Corollaire. Supposons que l'une des hypothOses (i) ou (it) ci-dessus soit satis- 
finite. Pour tout Pe  ~ 1 (resp. •1) il existe une probabilitd A P pottle par une partie 
bordlienne de l'ensemble ~1 des points extrdmaux de ~ (resp. X1), telle que 

E ( f ) =  f~, dAP (I~) # ( f ) ,  

pour touter  mesurable bornde sur (f2, fro). 

Remarques. 1) On aurait un 6nonc6 analogue avec Yf~ (resp. WP). Mats ce r6sultat 
est contenu dans le corollaire, puisque st, par exemple, P~NfP, il n'est pas 
difficile de voir que A Pest port6e par E ~ c~ J'4~P = Ext(WP). 

2. Les hypothSses (i) et (it) constituent des extensions, dans deux directions 
diff6rentes, de la situation la plus usuelle off f2=D d, X =p, f i t~  ~td: 

L'hypoth6se (it) correspond/t la situation suivante: on consid&e le << processus 
canonique>> n-dimensionnel d6fini sur D ", et X est une << fonctionnelle>> d-dimen- 
sionnelle de ce processus. 

Par contre l'hypothSse (i) vise /t 6tudier le cas off le <<processus de base>> 
est X, mats off ce processus est d6fini sur un espace f2 autre que l'espace canonique 
naturel Dd: en particulier cette hypoth~se est satisfaite si f2 est une partie ferm6e 
de D d, si X est la restriction de p fi f2, et si ~ o =  a (Xs, s < t). 

3) A cause d'exigences de nature topologique il ne semble pas que l'on 
puisse beaucoup affiner les conditions (i) ou (it) sous lesquelles le th6or~me (3.1) 
est valide. Par contre le corollaire reste valable sous des conditions bien moins 
restrictives. Par exemple supposons: 

(R) I1 existe un espace mesurable (g), ~0)  muni d'une filtration (~o) et d'un 
processus 3~ continu fi droite et limit~ /t gauche, fi valeurs dans IR d, v6rifiant 
l'une des hypotheses (i) ou (it); f2 est une pattie universellement mesurable de 
~, ~t ~ = f2 ~ ~tt ~ et X est la restriction de X fi f2. 

Alors, sous (R),  le corollaire reste valide, et A e est une probabilit6 sur J~b+ (~)) 
port6e par l'ensemble des PcJdb + (f)) v6rifiant P(g)-~2)= 0, et dont la restriction 

(f2, fro) soit un 616ment de d ~. 
Cette remarque s'applique en particulier au cas off X est le processus canonique 

d6fini sur l'espace C e des fonctions continues: IR+ ~ IR d (cependant dans ce cas 
il est possible de faire une 6tude directe, et notamment d'obtenir l'analogue 
du th6or~me (3.1): cf. [22]). [] 

DOmonstration de (3.1). Nous reproduisons en grande partie la d6monstration 
de [22]. Comme X est une martingale si et seulement si X et - X  sont des 
surmartingales, nous allons faire la ddmonstration pour 2(( p seulement, et le 
lecteur vdrifiera que la mSme ddmonstration s'applique h ~,~P. 



112 J. Jacod et M. Yor 

Sous l 'hypoth6se (i) on pose D=D ~, W~--~-{poX -1, pEJ~P}, Y=p. Dans le 
cas (ii) on pose D=D ~, W = J (  v, Y = X :  il nous faut montrer  que tout  616ment 
de Wes t  contenu dans un chapeau du c6ne W. 

Rappelons  d 'abord,  d'apr6s [1, th6or6me 15.3] ou [13], que pour  qu'une 
famille (vi)i~i d'616ments de ~ - ( D )  soit relativement compacte,  il suffit que: 

(C) V~>0,  V p e N ,  Vt />0,  ~ > 0 ,  ~ f i>0 ,  ~ 7 < p ,  ~ 6 > 0 ,  avec: 

supI vi(supt ~p [p~] > e) < e 

supx vi(sup~,, <~ ]P~- Ptl > r/) < e (28) 

supl V i ( s u p 7 < s  < t < p [P~- P,I > t / ) <  

supi vi(supt <,, <p,t,_t~a supt<~<,, min {}Pt-P~], ]P,,-P~I} >r / )<~  

supl vi(D ) < oo. 

Soit doric peW.  On a p(sup~_<tlY~Lp)<c~ ~/ t<oo par hypoth4se. Si pour  
m e n  on note p* la loi sur IR+ de la variable al4atoire sup,=<mlY,[ il existe donc 
une suite (c~m) de r6els positifs tels que 

Soit t/ la mesure born6e sur IR+ d6finie par t /=  ~ e~ #*. Comme ~ttl(dr)< oo 
il existe, d'apr6s le thdor6me de LaVallde-Poussin ([14], II, T22) une fonction g: 

g(t) 
I R + ~ I R + ,  continue, croissante, convexe, telle que lim,_.~ - + ~ . 0 ,  et 

t 
g(t) t 1 (dr)< c~ (si p > 1, on peut  bien-sfir prendre g ( t )=  tP). Posons alors 

r(p) = ~  (m)% p[1  +g(sup~=<,, I11,1)] < oo. (29) 

Par ailleurs on a p(sup~=<,]ps}P)<o�9 V t < c ~  (utiliser (27) darts le cas (ii)). En 
utilisant le th6orbme de convergence domin6e, on en d6duit l 'existence d 'une 
suite (era) d6croissant vers 0 et, pour  tout  m e N ,  de deux suites (7~) et (6~") d6crois- 
sant vers 0 quand k ~ 0% avec 

s (p) = ~ m )  m if(sups, ,<~,, IPs-P,[) < oo 

u,, (if) = ~ ~k~ k p (supra_ ~ ~ ~,~ <,, I P~ -- Pt I) < O0 (30) 

v,,(p) =~(k) k p(sup,<,, < =. , ' - ,  <at sup, <~ <,, min {lp,-P,I ,  IPr P~l}) < oo. 

I1 existe alors des r6els tim strictement positifs tels que 

t(p) = rio [r (if) + s (p)] + ~ = _>1/3,, l-u~ (#) + vm (p)] = 1. (31) 

Pour  route vcJg~-(D) on d6finit t(v) par les formules (29), (30) et (31). 
So it H = {re M(b + (D), t(v)< 1}. D'apr6s la d6finition de t, il est facile de voir que 
la famille H v6rifie la condit ion (C) (utiliser (27) pour  obtenir  (28) darts le cas (ii)), 
donc H est relativement compact  dans Jr (D). Par  ailleurs on d6duit facilement 
du fait que chaque processus pi est universellement presque continu sur D ([1], 
p. 124) que chacune des fonctions r, s, u,~, v,, est semi-continue inf6rieurement 
sur JC/b + (D): il en est de m~me de t, et H est ferm6, donc compact.  Enfin la fonction 
t est <<positivement lin6aire>>, donc  H est un chapeau de J/gb + (D). 
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I1 nous reste ~ montrer que Wc~ H est ferm6. Soit doric (Vk) une suite d'61dments 
de Hc~ W convergeant vers une limite v ~ H .  Etant donn6e la ddfinition de Yt 
et les conditions sur les tribus ~ 0  on aura vo~e Wsi pour tout mEN, toute suite 
0 <sl  <.--<sin =s  < t et route fonction continue bornde f sur (iRd)m (resp. (IR")") 
dans le cas (i) (resp. (ii)), on a 

v o~ [ f (p~ , . . . ,  p~,,) Yt] < v o~ [ f (p~ , . . . ,  p~) Y~], (32) 

sachant que (32) est vdrifi6 pour vk, V 1 < k < c~. 
Comme p~, et X ~ dans le cas (ii), sont universellement presque continus, 

l'ensemble T des r6els pour lesquels les applications: u -~  Yti(u) et u ,~p i (u)  
sont vk-ps continues sur D, V 1 < k <  c~, est dense darts lR+. A cause de la con- 
tinuit6 /t droite de Ye t  de p, et d'apr6s le thdor6me de convergence domin6e 
(rappelons que v(sup~_<t [YsJ)< o0 VveH,  Vt< ~),  il suffit de montrer (32) lorsque 
si, toT. 

Soit alors, p o u r j c  N, une fonction continue born6e hj sur 1R e, telle que hj (x)= x 
si Ixl<=j. Sis i , t E T o n  a: 

lira vk If(Psi, . . . .  p,~) hj (Y,)] = v~ [f(Ps~,. . . ,  P J  hj (Y,)] ~'je N, u = s et u = t. 

Par ailleurs (29) et les propridt6s de g entrainent que 

SUpHV([Y~[I{Iy~/>j})--,0 si JY oQ, 

I1 est facile d'en ddduire que 

lira v k [f(p~, , . . . ,  p~,,) Y,] = v oo If(psi,  . . . .  Ps,,,) Y,] 

si u=s  ou u=t ,  d'ofi le r6sultat. [] 

Remarque. C'est parce que le critare de Prokhorov fait intervenir les variables 
al6atoires SUps~,[p~[ que nous avons dfi introduire les ensembles 2/f p et ~/'P 
pour p > 1; en particulier on ne salt pas montrer les r6sultats du th6orhme (3.1) et 
de son corollaire pour le c6ne des mcsures positives born4es P sur D d, faisant de 
(Pt) une martingale telle que E([pt]) soit fini pour tout t. [] 

On dhveloppe maintenant quelques exemples. 

Exemple 1. L'objet de [22] est l'6tude de ~ ;  lorsque f2=D 1, d =  1, X = p .  Le 
processus X est alors universellement presque continu [1], par suite l'hypoth6se 
(ii) du th6or6me (3.1) est satisfaite. Cependant les applications u,~Xt(u ) ne sont 
pas continues, ce qui justifie l 'hypothese (ii)(b). 

Exemple 2 ( le probl~me de Sharpe, suite). On reprend l'exemple 2.3, formul6 con- 
venablement de faqon ~ pouvoir appliquer le thdorhme (3.1): on suppose d =  1 et 
on consid6re une processus croissant pr6visible ou continu A. On note ~2(A)  
l'ensemble des Pc24 '~2 telles que ( X ,  X ) = A :  on a bien-sfir H = ( A ) = ~ ( A ) c ~ W  2, 
et de m~me que pour le lemme (3.2), Ext (W= (A))= Ext (Jg(A))(_~2 (A). 

(3.4) Proposition. Supposons f2 = D 1, d = 1, X =p et ~ 0 =  ~t 1. Soit A un processus 
croissant pr~visible ou continu, universellement presque continu. Pour route P c ~  2 (A) 
il existe une probabilitd A P portde par une pattie bordlienne de l'ensemble or des 
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points extrOmaux de J/t~ telle que 

E ( f )  = Y~(A) dAP (#) # ( f )  

pour route f mesurable bornde sur (f2, fro). 

Ddmonstration. Soit Y le processus de composantes Y~ = X et y2 = (X)2 _ A: avec 
les hypoth6ses faites sur A, on sait (cf. paragraphe 2.3) que J ( A ) = ~  r. Si 
P~ ' f2(A),  M. Pratelli [16] a montr6 que E(At )<cE([X ,X] t  ), oti c est une 
constante universelle; donc, d'apr6s les in6galit6s de Burkh/51der-Davis-Gundy 
rappel6es au paragrapbe 1.1 b, on a E(At)< c' E(sup~_<,lXsl2). Ainsi, si 

~ r  t -=-ensemble des lois P telles que chaque yi soit une P-martingale v6rifiant 
E(sup~=<tl~l)< oo Vt< 0% 

on a ~ 2 ( A ) ~ # 1 .  De plus le processus Y v6rifie l'hypoth6se (ii) du th6or6me (3.1). 
D'apr6s le corollaire (3.3), si Pe~,Y~Z(A) il existe donc une mesure A ~ port6e par 
une pattie bor61ienne de l'ensemble g~ des points extr6maux de ~ ,  telle que 
E ( f ) = ~ #  dA"(#)#(f) .  Enfin A e est 6videmment port6e par les mesures # e g  1 
telles que #([X#)<oo pour tout t, mesures qui appartiennent ~t l'ensemble 
N2(A). [] 

3.3. Non-uniciti de la reprdsentation intdgrale de Choquet 

On peut se poser la question de savoir si la probabilit6 A p intervenant dans le 
corollaire (3.3) est unique. Nous allons voir qu'en g6n6ral, il n'en est rien. 

En fait nous allons nous contenter d'examiner un cas extramement simple: 
d =  1, X est continu (donc #=0). Soient P' et P" deux 616ments extr6maux distincts 
de J/fP (resp. d//x) et P=~'P'+~"P",  avec c ( + c ( ' = l  et ~'~]0, 1[ (lorsque X est 
continu, Jgx est convexe). 

(3.5) Proposition. Sous les hypothSses prOcddentes, pour qu'il existe (au moins) 
une combinaison linOaire convexe P = 8'P' +8"P" diffSrente de e'P' + c('P", avec P' 
et P" extrdmaux dans 2/f p (resp. J/Zx), il faut et il suffit que c( = c(' = 1/2, qu'il existe 
un temps d' arrSt T tel que les restrictions de P' et P" fi {0 < T < oo } c~ YT- coincident, 
et qu'il existe un ensemble C~{0< T <  oo} ~ f r -  avec O<P(C)<P(O< T <  co). 

On pourrait d'ailleurs montrer le mSme r6sultat lorsque d > 2, ou lorsque X 
n'est pas continu, mais dans ce dernier cas la preuve en serait beaucoup plus 
compliqu6e. 

Cette proposition implique notamment que la repr6sentation int6grale de 
Choquet n'est pas n~cessairement unique: par exemple si P', p,,~ ~/f2, fftto= 
o-(Xs, s__< t) et si P'{X, X)~=t  tandis que P"(X, X ) , =  t 1~,__<1}+(2t- 1)l{t>t}, alors 
P' et P" sont extr6males dans Jgx (car, par exemple, la condition II' est satisfaite), 
donc dans j r2  d'apr6s le lemme (3.2). Le temps d'arrat T-- 1 v6rifie les conditions 
de la proposition ci-dessus, et d'apr6s cette proposition la repr6sentation P =  
�89 +P")  n'est pas unique pour la loi P. 

Etant donn6 le lemme (3.2), il suffit de faire la d6monstration pour P', P"Egx. 
La d6monstration repose sur l'6tude des d6riv6es de Radon-Nikodym Z~= 
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E ~ et Z: '=  E ~ -  ~ ) .  On peut choisir de ~bonnes,, versions continues 

fi droite, v6rifiant identiquement e 'Z '+c( 'Z"=I :  si R'=inf(t:Z~=O), R"= 
inf(t: Z" o~ " t =- , ,  R =R' /x  R , les ensembles B '=  {R" < R ' =  oo} et B"= {R' < R " =  oo} 
constituent une partition ~-mesurab le  de {R<c~}. Enfin on pose U =  

1 1 1 c~-~ B ' - ~  1B", et on fair la convention -Yo- = {~, ~2}. 

La proposition suivante est cruciale, et int6ressante en elle-m6me. 

(3.6) Proposition. (i) R est un temps d'arrdt J~-prdvisible tel que P(R > O) ~gale 0 
ou 1. 

(ii) On a 

Z't=Z;'= 1 sur {t<R} 

Z;=l/c( ,  Z;'=O sur {R<t}c~B' (33) 

Z ; = 0 ,  Z~ '=I#"  sur { R < t } n B " ,  

E ( U J ~ _ ) - - 0 .  (34) 

(iii) Toute Me~)lloo(P ) s'~crit 

Mt=E(Mo)+U. Xt+ I~R<=tlUV (35) 

avec ueL]oc (X, P) et V, variable JrR- -mesurable. 

Commengons par trois lemmes. 

(3.7) Lemme. (i) Si Vest Yo-mesurable, on a V=E(V)  P-ps sur {R>0}. 

(ii) P(R > O) ne prend que les valeurs 0 et I. 

DOmonstration. Soient V'=E'(V)=E(Z'o V ) et V"=E"(V)=E(Zo  V ). Comme 
d'apr6s le th6or~me (2.5) ~ est P'-triviale et P"-triviale, on a V= V' P'-ps et 
V= V" P"-ps. Par suite V=  V'= V" P-ps sur {R>0}. Mais c~'Z'+e"Z"= 1, donc 
E(V)=e 'V '+a"V" ,  d'o0 (i). Enfin (ii) se d6duit de (i) appliqu6 fi V=I(R>0 ~. [] 

(3.8) Lemme. On a Z'~=Z"~=0,  et tout ~l~ment Meg~oc(P ) s'~crit M = u .  X, 
avec ueL2o~(X, P). 

DSmonstration. Soit Me92~o~(P ) tel que (X, M ) = 0 .  Comme Z' est born6, la 

proposition (2.1) entraine que, si M ' = M - I ~ . ( Z ' ~ , M ) ,  on a P' (X ,M' )=  
Z' 

(X, M)  =0 P'-ps. Mais P' v6rifie la condition II', donc M' =0  P'-ps. Comme M 

et (Z',  M )  sont continus, on a donc M R' = 1 .  (Z,~ ' M)R, P-ps, ce qni implique 
Z' 

MR'=O. On montre de marne MR"=0, donc M = 0  et on a la seconde partie du 
1 1 

lemme. Enfin comme Peril/x, on a ~ ; . ( Z ' ~ , X ) = O  P'-ps et ~ ; ; . ( Z " ' , X ) = O  

P"-ps, ce qui implique a' ( Z  'r X)  = - e" ( Z  ''~, X)  = 0 P-ps, donc Z '~ = Z"~= O. [] 

(3.9) Lemme. Soient M 6  9J~1o ~ (P), A ~ ~io~ (P), Tun temps d'arrdt et u un processus 
pr~visible localement bornd sur [-0, TE. Si M = A  sur [0, T[ on a u . M = u . A  
sur [0, r [ .  
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Ddrnonstration. Par  localisation on peut  supposer que Ae  ~B(P), que u est born6, 
et que M = M I +  M 2, avec M1E 9)l(P)c~ 2}(P) et M2~ S32,~ (P) I-5]. Si u est ~6tag6e 
sur IR+ ~, le r6sultat est 6vident. Si u est quelconque,  pr6visible born6e, il existe 
6videmment une suite (u,) 6tag6e sur 1R +, telle que u , .  A t -+ u- A t P-ps, u n �9 M) -+ 
u. M~ P-ps, et u, .  M 2 --, u .  M, z dans L 2 (O, ~-, P), d'ofl le r6sultat. [ ]  

D~monstration de (3.6). (a) Soit M un processus de la forme M = E(Mo)+ I~R" o~ V, 
off V est une variable ~ - m e s u r a b l e .  I1 est alors imm6diat que M~gJ~oc(P ) si 
et seulement si E(V] ~ _ ) =  O. 

(b) Soit Me?Otloc(P ) tel que Me=0 .  Soit N = M - M R :  on a AN=O sur [0, Rl  
et AZ'=AZ"=O sur JR, oo[, donc IN, Z ' ] =  IN, Z " ] = 0 .  D'apr6s la proposi t ion 
(2.1) on a alors NEgJR1oc(P')c~9?Rlo~(P"), et N est une somme compens6e de sauts 
pour  P' et P": par suite la condit ion II' appliqu6e /1 P' et P" implique N = 0  
P'-ps et P"-ps, donc P-ps, et finalement M = M  R. Soit alors B = ~ ' ( Z ' , M ) =  

1 1 
- ~ " ( Z " ,  M) .  On a M'= M -  M o - ~ 7 -  " B~gJlloc(P') et M"= M -  M o + ~ . B 

~gJt~o~(P"). D'apr6s II' on a encore M ' = 0  P'-ps et M" = 0  P"-ps, donc 

Mo + ~ - .  B t si t <R' 

Mt = 1 (36) 
M~ a" Z'; " Bt si t < R". 

En appliquant  e' Z' + a" Z"  = 1 et le lemme (3.9), on voit que 

M , - M o = I . M ~ = ( ~ ' Z '  +c~"Z").M,=O s i t < R ,  

et finalement il existe une variable ~R-mesurable W telle que 

Mt=Mo + 1~0 <~_<t~ W. (37) 

(c) Mont rons  (ii): il est clair que si P(R > 0) = 0 on a (33). De plus Z~ = 1 + c~" U = 
E(Z'o)+~'U, donc (34) ddcoule de la patt ie (a). Lorsque P ( R > 0 ) =  I, on a Z ~ =  
Z ~ = I  d'apr~s le lemme (3.7); de plus le lemme (3.8) et la partie (b) mont ren t  
que Z' s'dcrit Z't = 1 + l~R_<_t~ W; d'apr~s la ddfinition de R, on a alors n6cessairement 
W = ~ "  U, ce qui implique (34) d'apr~s (a), et (33) par un calcul 616mentaire. 

(d) Mont rons  (iii): d'apr~s le lemme (3.8), il suffit de montrer  que toute  
somme compens6e de sauts MEgJllo~(P ) s'6crit Mt=E(Mo)+I~R<_t~UV , avec V, 
~ _ - m e s u r a b l e .  Lorsque P ( R > 0 ) = I ,  on a Mo=E(Mo) P-ps (lemme (3.7)) et, 
d'apr~s (36), (33) et (37), Mt=E(Mo)+I~R~t~UAB ~, alors que AB~ est ~'R-- 
mesurable. Lorsque  P(R>O)=O, la d6monstra t ion du lemme (3.7) montre  que 
M o = E(Z' o Mo) sur B' et M o = E(Z o Mo) sur B": (33) implique alors M 0 = E(Mo)+ 
~'~" UE(UMo), et (37) entraine M = M o. 

(e) Mont rons  (i): lorsque P ( R > 0 ) = 0 ,  R e s t  6videmment ~-pr6visible .  Sup- 
posons P ( R > 0 ) =  1. Soient A,=I~R<=~, B la project ion pr6visible duale de A, 
et M = A - B .  D'apr~s (iii) il existe une variable ~ -mesurable int6grable V 
telle que Mr= l~a~ ~ UV, et par suite UV= 1-ABe;  (34) implique E(UVI~e_)=O, 
par suite UV=-O, donc ABe=l ,  M = 0  et B=A: donc R e s t  ~-pr6visible .  [ ]  
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D~monstration de (3.5). (a) Soit P = ~ ' P ' + ~ ' @ "  une autre combinaison lin6aire 
convexe, avec/5,, P"~gx.  I1 est clair que 0 < ~ ' <  1. Ddfinissons Z', Z", /)', /)", /( 
et ( / / t  partir de P' et P" comme avant l'6nonc6 de (3.6). Comme 2'c=2"c=0, 
la formule (35) implique que 2 ' = 2 " = 1  sur [0, R[: doric R</~, et on montre 
de mSme que/~ < R, donc/~ =R. Mais 2 '  et 2"  sont donndes par les formules 
(33), convenablement modifiOes; la formule (35), encore, entraine alors l'existence 
d'une variable ~ -mesurable V telle que (2=UV sur {R<oo}. Si C = { V > 0 ,  
R<oo}=B'c~B'+B"c~B", on a doric 

B'=C~B'+CC~B '', B"=C~ ''. (38) 

Les formules (34) et P(B'+ B"[~_)= I~R < oo~ entrainent alors 

P(B'tG_)=~', P(B"I~_)=r sur {R<oo}, 
(39) 

0 = E ( ( J ] ~ _ ) =  \~' ~"/  l c+  \~' ~"! lc~ sur (R<oo},  

ce qui n'est possible que si cd~"=~'e" sur C et c('~"=c(~' sur C c, P-ps. Mais 
les combinaisons ~'P'+c#P" et ~'!~'+~"P '' 6tant diffdrentes, on a 0 < P ( C ) <  
P (0<R<oo) :  les relations pr6cddentes ne peuvent donc atre v6rifides que si 
~'=c#=~'=~"=1/2. Enfin CeYR , d o n c  la condition de l'6nonc6 est remplie 
avec T=  R. 

(b) R6ciproquement supposons que c(=c#=1/2, et que T soit un temps 
d'arrSt satisfaisant la condition de l'6nonc6 avec l'ensemble C. D'apr6s (33) on a 
ndcessairement T<R, donc C ~ R .  D6finissons /~' et /)" par (38), et 2 '  et 2 "  
par (33) ~ l'aide de B', B", R=R et E ' = E ' =  1/2. D'apr6s (39), 2 '  et 2"  sont des 
614ments positifs de 93~(P) tels que E(Z~)=E(ZOO)= '̂ ^" 1 et � 89  On pose 
P =Zoo . P e t  =Zoo 'P:  les combinaisons p=l(p ,+p , )  et p=~(/5,+/~,,) sont 
diffOrentes, et il nous reste ~ montrer que P', P"~d~ . 

Comme X = X  ~, on a [ Z ' , X ] = 0 ,  Xeg)~o~(P') et P '~Yx .  Les hypoth6ses 
faites impliquent P ( R > 0 ) =  1, donc 2 o = 1; d'apr6s le lemme (3.7) on a donc 
V=E(V)=E(Z' o V)=/~'(V) P-ps pour toute variable ~o-mesurable V: donc ~0 
est /~'-triviale. Soit /~'=inf(t:  2'~=0)=inf(t: 2 '~<1)=/~,, .  Si o ^, N~gJ~o,(P), on a 
alors M=(N2')~'~gJ~o~(P), et un calcul facile montre que M~=0 sur /)", que 
M = M R', et que 

M~= Nt +�89 UNt l~R_<t~ P-ps 

N~=M,+~6-M~ 1~<~ P'-ps. 
(40) 

Supposons d'abord que ~ ^' ~- , NegJ~oo(P ) v6rifie P'{N,X)=O. On a AMR= N R_ 

donc E(AMRI~,~R_)=O et f/I,=I~R<~AMR~fO~o~P). Mais M - ~ r  est continu, 

doric M -  ~ / =  M ~, et (40) implique que M ~ = N U + ~- (N - N ~); co mine {M ~, 2') = 0 

on a Me9)lloo(P ), et {M~,X)k'=f'{Mc, X ) =  I+-~IlR,~ ~ " f ' { N , X ) = 0 :  le 

lemme (3.8) entraine alors que M~=(M~)~'=0, donc Nn = M ~ _ = 0 ,  donc 
AMR=O, M = 0  et N = 0 .  
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Supposons enfin que 0 , NE?Ol~oc(P ) soit une somme compens6e de sauts. I1 
en est 6videmment de m6me de M, et la proposition (3.6)(iii) entraine que M~ = 
I~R<=~UV, avec V, ~R -mesurable. Mais si A={V=0},  on a /3"r (car 
MR=O sur /~"), donc P(B'c~A)=�89 Par suite V=0 sur 
{R < oo }, M = 0 et N = 0. Finalement on a montr6 que P' v6rifie la condition II': 
donc P ' ~ x ,  et de m~me P"~d~x. [] 

3.4. Une representation intdgrale OIdmentaire 

On se place dans la situation du paragraphe 3.3, avec les m6mes notations: 
on suppose donc fix6e P=~'P'+c~"P"~d/lx,  avec P', P"~gx,  ~ '+~"- -  1, ~'~]0, 1[. 
On consid~re l'ensemble convexe: 

~ e  = ensemble des lois Q ~ dg x telles que Q ~ P. 

On consid~re 6galement l'ensemble L e des classes d'6quivalence (pour la relation 
<<6galit6 P-ps))) de variables ~R -mesurables V telles que V=0 sur {R=oe} 
et -e'_<V_<c(', et l'ensemble E P des classes d'6quivalence des parties ~ _ -  
mesurables de {R < oo }. 

(3.10) Proposition. (i) 12application: V ,~Pv=(I  + U V ) . P  est une bijection de 
L P sur Jg~. 

(ii) L'application: A ,~ PA = [ 1 + U (c(' 1Ac-- C(1~) I~R < oJ  " P est une bijection 
P P p- de E sur g~ (ensemble des points extr6maux de JClx). 

Ddmonstration. (i) Si QeJgf:, soient Z~=E (~p ~ )  et R=inf( t:  Zt=O). Comme 

XS~loc(Q), on a ( Z , X ) R = 0  et le lemme (3.8) entraine alors Zc=(zc)R=O. 
La proposition (3.6) implique doric que Z~= 1 + l~a==_t ~ UV, avec V, ~-R -mesurable 
nul sur {R=oo}. De plus Z > 0  implique - e ' _ < V < e " ,  donc VeL  P e t  Q=Pv. 
Inversement si V e L  v, il est clair que la formule Zt= I+I~R~,~UV d6finit un 
616ment positif de 9JI(P) tel que (Z, X ) = 0 ,  donc PveJgxe; enfin Pv=Pv , si et 
seulement si V '= V P-ps, d'ofi (i). 

(ii) Cela d6coule imm6diatement du fair que P~v+(l_,W,=ePv+(1-COPv,, et 
de la bijection (triviale) entre E e et les 616ments extr6maux de L e. [] 

Or, on a une repr6sentation int6grale imm6diate des 616ments de LP: si V e L  P 
et si A v = {t < ~ " -  V}, alors 

V= ~ d t ( - c (  1AS-I-O(' l(atV)r ). (41) 

Plus pr6cis6ment on munit L P de la topologie de la convergence dans L~: c'est 
alors un espace polonais, dont E Pest un ferm6, et on note #P la tribu bor61ienne 
de E v. On a alors: 

(3.11) Proposition. Soit QeJ//P, II existe alors une probabilit~ A ~ sur (EP, 8 e) 
telle que 

Q = SEPdAf2(A) PA" 
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Ddmonstration. Soient VeL e associ6 A Q par Q=Pv, et Av=  { t < c ( ' - V } .  L'ap- 
plication ~b: [0, 1] ~ E  ~" dOfinie par ~b(t)=A v est clairement continue A droite, 
donc borOlienne, et la formule de l'6nonc6 se dOduit imm6diatement de (41) si 
on prend, pour A e, l'image de la mesure de Lebesgue sur [0, 1] par qS. [] 

4. Solutions extr6males et repr6sentation des solutions, pour un probl~me 
de martingales associ~ h un op&ateur int6gro-diff&entiel 

4.1. D~finition du probl&ne 

Nous allons maintenant 6tudier un probl6me de martingales qui sort du cadre 
d6fini auparavant. Comme d'habitude, @(1R e) (resp. C~(IRe)) d6signe l'ensemble 
des fonctions rdelles sur IR e, ind6finiment d6rivables A support compact (resp. 
n fois continuement d6rivables, et dont les d6riv6es jusqu'A l'ordre n sont born6es); 
on 6crit Cb(IR d) au lieu de C~ Si y~IRe, on note (contrairement Ace qui 
prdc6de) Yi la i ~me coordonn6e de y. 

Soit 5( = L  + K: ~(IRe)+ Cb(IR e) un op6rateur int6gro-diff6rentiel d6fini par 

(42) 
[ ( (x)) 1+@ ] 

r 

o~l: 

les coefficients (ais) sont born6s, continus, et pour tout x, la matrice a (x) = (ais (x)) 
est semi-ddfinie positive (6ventuellement d6g6ndr6e); 

les coefficients (bl) sont born6s, continus; 
S est une mesure de transition positive de (IRd, N(IRe)) dans (E, g ) =  

(IRa\  {0}, N(IRd\  {0})), telle que 

Vfe Cb(IRe), " IYI~ ' ' j ~ y ~ f t Y ) S ( ' ,  dy)e Cb(1R d) 
(43) 

sUp(xj j" (lyl 2 l{ly I _< 1} + lyl l{lyl > i}) S(x, dy) < o~. 

Sauf mention contraire, f2 est l'espace des fonctions continues A droite et 
limit6es h gauche: IR+ --+ IRe, muni de la topologie de Skorokhod sur tout compact, 
X est le processus canonique d6fini sur f2 et ~ 0 =  a(X,, s<t): avec les notations 
de 3.1, on a f2=D d, X=p, ~ o = ~ e .  On note f2~ la partie de f2 constitu6e des 
fonctions continues, et on munit f2~ de la topologie induite par celle de ~2, qui, 
d'apr~s [1], est aussi la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. 

On note 5:~(5e) l'ensembIe des lois P sur (0, j~o) telles que 
(i) P(Xo= x)= l. 
(ii) r y e  N(IRe), C { = / ( X ~ ) - f ( X o ) -  ~ Lff(X~) ds est une P-martingale. 

Comme l'espace C~ (IRe) appartient au domaine de l'opOrateur ~ ,  cela entraine 
que: VfeCZ(IRd), Cze~zO~ Si S=0 ,  on verra que toute P E ~ ( L # ) = ~ ( L )  
v6rifie P(F2~)= 1, et on peut doric poser le probl6me des martingales sur f2~. 
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Stroock et Varadhan ont montr6 en El7] que, si la matrice a(x) est d6finie 
positive en tout x, ~SD~(L) est constitu6 d'une unique probabilit& Stroock a montr6 
en [18] le marne r6sultat pour ~9~(s en imposant en outre une condition sup- 
pl6mentaire de continuit6 sur S. Le cas int6ressant pour notre 6tude est donc 
celui off l'ensemble {xeIRd: a(x) est d6g~n6rbe} est non vide. 

Le th6or6me d'6quivalence suivant a 6t6 6tabli, sous diverses formes, par 
de nombreux auteurs (voir, par exemple, 
lorsque S = 0 (donc ~ = L) de se ramener 
pr6c6dents. Pour tout 0 = (03EIR e on pose 

= ~ 0~ [ M 0 xti  _ X [ -  ~s<_ t AX~ l{laX~l > n 

- j ~  {bi(Xs) + *ES(X~,dy)Yi (1{,,, ~ 1} 

[13] et [18]). I1 permet notamment, 
au cadre d6fini dans les paragraphes 

1 +  lyl 2 

(4.1) Th6ort?me. Soit P une probabilit~ sur (~2, ~o).  Alors P E ~6~ si et seulement 
si P(X o = x ) =  1 et 

(a) Pour tout OelR a, M~176 et 

( M  ~ M~  g ds ~i.3<=d Oi O; a~j(X~)+ • ds ~lyl__<l S(Xs, dy) 2~<=a(Oiy,) 2. 

(b) Pour toute fonction bor~lienne positive f sur (IRa) 2 et tout processus 
prdvisible positif p, 

E (y~(, ~s f ( X s _ ,  X~) l{~x,, o~) = E (S? ds e~ S~ f(X~, X~ + u) S (X~, du)). 

Remarques. 1) La forme particulihre du <<drift>> intervenant dans la d6finition 
de M provient de notre d6finition de l'op6rateur K (comparer, par exemple, 
avec le th6or6me 12 de [13]). 

2) La condition (b) 6quivaut ~t dire que, pour P, la projection pr&isible 
duale de la mesure aIdatoire # associ6e A X par (4) est la mesure v(co; dr, dx)= 
dtS(X,_(co),dx). Cette condition (b) est d'ailleurs la d6finition classique du 
systhme de Lhvy de X. La formule (43) est alors/i  rapprocher de la condition 
d'appartenance de W(co, t, x) = x fi ~qlo~(#, P): elle exprime en effet que d C~ (v, W) ~ dt, 

dCl(v, W) 
et que dt est uniform~ment born6e. 

3) Lorsque S=0 ,  la condition (b) implique # = 0  P-ps, doric P(O~)= 1. Par 
suite pour qu'une loi P sur (~2~, ~o)  appartienne d .~(L), il faut et il suffit que 
P(X  o = x) = 1, et que 

0 t 0 i (X, - x i - 5r o b i (X,) d s) ~ ~2o~ (P), et ( M ~ M~ = Pour tout OeIR e, M t --~i<_d i 
~id-<e Jo 0i 0j ao(X~) ds. [] 

4.2. Repr&entation int~grale des dldments de ~ ( S )  

Rappelons que Jgb+(f2) et Jgb+(f2c) sont munis de la topologie (polonaise) de 
la convergence 6troite. 

(4.2) Th6or6me. Pour tout xe lR  d, ~ ( ~ )  (resp. ~ ( L ) )  est un convexe compact 
non vide de J/g~-(f2) (resp. ~ - ( f2c)  ). 
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Dkmonstration. L'existence des solutions P c  SP~(~2) a 6t6 prouvee en [,18], tandis 
que la relative compacit6 de ~ ( s  est montrae  en [,,13] (la condit ion (43) est 
cruciale). 

Soit (vp) une suite d'61aments de ~ ( 5  a) convergeant  vers vooeJd+(f2). Soit 
T l 'ensemble des reels t tels que: co ,,~ Xt(co ) soit vp-ps continu sur/2,  g 1 < p  < c~: 
d'apras [,1], Tcont ien t  0 et est plein pour  la mesure de Lebesgue. Doric v~o(X o = x )  = 
lim vp (X o = x) = 1 et on aura v ~ e ~ (Y) si: Vfc  ~(IRe), V m e N, V0 < s, < . . .  < s m = 
s<t,  avec si, tE T, Vge Cb ((IRe)m), on a v~ [~o(C{- Cf)] =0 ,  avec (p = g(X~ . . . . .  X~,,) 
et, pour  obtenir  cela, il suffit de mont rer  que vv[,(p(C { -  cf)] (qui 6gale 0) tend 
vers v~ [(p ( C { -  Cf)]. 

Comme 5( 'f~Cb(lR e) et comme T e s t  plein pour  la mesure de Lebesgue et 
contient  s i (i < m) et t, l 'application: co ,~ ~0 (co) (C{(co)-  Cf(co)) est Vp-pS continue 
V1 <p=< oe. Donc  v;[ (p (C( -  C{)] ~ v~ [(p(Ct y -  Cf)]. Par suite v~eSP~(S), et 
5P~(o~) est un convexe (ceci est immediat)  compact  non  vide. Enfin d'apres ce 
qui precede ~ ( L )  est un convexe compact  (pour la topologie de J/b+(O)) non  
vide, contenu ~ans ~( f2~) :  il ddcoule alors de (1-1], p. 151) que J~(L) est aussi 
un convexe compact  non  vide de -~/b +(Oc), pour  sa propre  topologie. [ ]  

D'apres le theoreme de Choquet ,  route solution de 5e~(~) est donc le barycentre 
d'une probabilitd portde par les solutions extrOmaIes de 5~ (s 

4.3. CaractOrisation des ~ldments extrkmaux de 5"x(~(' ) 

On va maintenant  caracteriser l 'ensemble S x (5(') des 616ments extremaux de 
5e~(Y). D'apres le theoreme (4.1), si PESe~(L,<e), X i est une P-semi-martingale,  
dont  on note (Xi) c la <<pattie continue>> ([15]): (Xi) c est definie comme la partie 
cont inue (M~ c, lorsque 0 est le i ~me vecteur unitaire de 1Rd). Le theoreme (4.l) 
et la remarque  2 qui le suit permet tent  alors d 'appliquer le theoreme (1.7) (le 
fait qu'il y ait une <<condition initiale>> X o = x  ne change rien: cf. [,11]). 

(4.3) Th~or~me. Soit P~5"~(s Alors Pcg~(Y)  si et seulement si 
2 i c  �9 c (i) On a 9.~o ~((x ) ,  1 __< ~__< d) = 9~1o~ (P). 

(ii) Toute somme compensde de sauts M~gJl~ s'dcrit M = W , ( # - v ) ,  avec 
We fr (/*, P). 

(iii) Yo est P-triviaIe. 

De plus clans le cas off la matrice a est partout non ddgOnkrde, on peut remplacer 
( i )  par 

c p - V  u lxiw L 2, "'X i'~ P" (i') Toute M~gJ~1o~( ) s'~crit M avec --L.~i<d i ' ~  ) ,  U i ~  Ioc( l, ) ,  )" 

Remarques. 1) Les condit ions (i) et (ii) sont analogues h la condit ion de representa- 
t ion optionnelle par  rappor t  ~t X, bien que les X i ne soient pas des martingales 
locales, mais seulement des semi-martingales. 

2) I1 convient  de rapprocher  (i') de la remarque  suivant la proposi t ion (1.2): 
on a ((Xi) c, (XJ)C)t= ~ aij(Xs)ds, qui n'est pas necessairement nul si i=~j, et les 
hypotheses faites sur a jouent  un r61e essentiel pour  la validit6 du rdsultat. [ ]  

DOmonstration. I1 nous reste ~t montrer :  ( i)~(i ' ) ,  sous l 'hypothese de non- 
degenerescence de a. Soit a ve la racine carrde symetrique de a. L 'appl icat ion 
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x .~ trace a-1/2(x) est continue de IRe dans I R \  {0}, ce qui entraine 

sup,<, [trace a-1/2 (Xs)[ < oo 

pour tout co, et le processus 

~ agl/2 (X,) d ( (X J) ~, (Xa)~), < ~ (trace a -*/2 (~))2 ajj (Xs) d s 

est fini pour tout t<oo.  Par suite a~l/g(x_)6L21oc((xJ)c,P ) et on peut d6finir 
Wi= ~j<e a~l/ i(X-)" (XJ) e. Un calcul simple montre que ( W  i, Wa),= t a,j, donc 
W= (Wi~<a est un mouvement brownien d-dimensionnel. 

On a 6galement la formule de passage inverse (Xi)C--~j<_aal/i(X_). W j, 
d'ofi l'on tire L21o~ttaXi~J, l<i<d)=L]o~(Wi, l < i < d ) . _  _ _ Donc route MEg)llor P) 
s'6crit, d'apr6s (i): M =  y4<=du a �9 W ~, avec ufi L2o~(W ~, P). Par suite 

M = ( x )  u) .  ( x y ,  

int6grales stochastiques qui sont bien d6finies, car pour tout t < oo, 

t d X i ~ X i ~ <( ),( 

<sups<=t[tracea-1/2(X~)]2~j<=elujl2a,(X~)ds<oo P-ps. [] 

4.4. Un exemple de non-unicit~ des solutions 

Supposons que X soit un processus markovien (resp. fortement markovien) 
homoghne de lois (Px, xelRa) sur (f2,~~ tel que P~cSP~(~) pour tout x: une 
telle loi P~ sera appel6e solution markovienne (resp. fortement markovienne). 

Girsanov a 6tudi6 l'exemple suivant de non-unicit6: d = 1, et 

1 IXl 2~ d2f ,  , 
~e=f(x)--2 (1 -~ IX{~) 2 d x  2 ~X) (0<0{< 1/2). 

Dans son 6tude, Girsanov a d6crit routes les solutions fortement markoviennes de 
~(~e=). Tous ces processus sont en fait des processus de Feller, et sont classifi6s 
comme suit: 

(i) Le point 0 est absorbant: pour tout xelR, la loi P~ est alors celle de l'unique 
solution arret6e en To = inf(t: X, = 0) de l'6quation stochastique 

Ix=l= 
1 + IXs[ ~ dBs' 

off Bes t  un mouvement brownien. 

Dans les deux cas suivants, le point 0 est r6gulier: 

(ii) Soit 0 < c < oe ; il existe alors un unique processus de Feller dont le g6n6ra- 
teur infinit6simal (@(A), A) est d6fini par 

@(A) = {f: IR--.IR, born6e, de classe C 2 hors de 0, d6rivable/i droite et/t  
gauche en 0} 

[ 54=f(x) si x *  0 

f E ~ ( A ) ~ A f ( x ) = ] l  (d+f (o) d - f  (o) ) si x=O.  
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(iii) I1 existe un unique processus de Feller dont le g6n6rateur infinit6simal 
(~(A), A) est d6fini par 

~(A) = {f: 1R~IR, born6e, de classe C 2 hors de 0, telle que 

db 
l i m ~  ~ (1 + [xl~) 2 dx 2 (x) existe} 

I ~ f ( x )  si x * 0  
]xl 2~ d2f 

f e N ( A ) ~ A f ( x ) = [  lim~-~ (1 + Ix]~) 2 dx ~ si x = O .  

On a alors la 

(4.4) Proposition. Pour tout xelR, route solution fortement markovienne de 
5~ ( S  ~) est extrdrnale dans 5Px (2#~). 

DOmonstration. Soit (U~, fl>0) la rdsolvante associ6e ~ u n  processus de Markov 
fort tel que, VxelR, la loi correspondante P~ soit dans ~(Se~). 

Fixons x. Pour que P~eCx(Y~), il faut et il suffit d'apr6s le thdor6me (4.3) que 
2,0 Yo soit P~-triviale (c'est la loi 0.1 de Blumenthal) et que toute Me~51oc (P~) soit 

int6grale stochastique par rapport/t X (d'apr6s la forme de Y~ et le th6or6me (4.1), 
Xeg)lloo(P~) ). En fait d'aprbs le lemme de Kunita-Watanabe [12], il suffit de 
ddmontrer cette propri6t6 pour les martingales (C v~f, fl>O, fE Cb(IR)). Posons 

g=u f 
Dans le cas (ii), g est donc de classe C 2 hors de 0, et d6rivable h droite et 

gauche en 0. La formule d'Ito s'6tend ~ cette classe de fonctions (avec introduction 
du temps local de X en 0). On peut alors 6crire g(Xt)=g(Xo)+~ g'(Xs)dX~+At, 
off AE ~1or est pr6visible, et off g'(O) est indiff6remment la d6riv6e ~t droite ou h 
gauche. L'unicit6 de la d6composition de g(Xz)-g(Xo) comme somme d'un 
616ment de 9J~~ (P~) et d'un 61ement pr6visible de 2~1or (voir [15] pour les semi- 
martingales ((sp6ciales)) entraine alors C g = g'(X )X. 

Dans le cas (iii), le mSme raisonnement est encore valable. 

Etudions le cas (i): posons T1/,=inf(t: X~<=l/n). On salt que, le processus 
6rant fell6rien, toute martingale est continue, et on voit facilement ici que ~(P~)= 
~^ro(P~). Ainsi, si ME!IJ~Ior , on a Mt=MtAro=limMt~r~/,. Si a,,: ]R~IR est 
une suite de fonctions lipschitziennes telles que a,,(x)=[xl~'(l+[xr) -1 pour 
]xl>l/n, il y a unicit6 de la solution au probl6me 5f~(5~(a,)), off 5~ 
f,~�89 I1 est facile d'en d6duire que pour tout n, il existe un 616ment 
u, EL]oo(X, P) avec u, = (u,) r~/" et Mr'/"=u, �9 X; si on pose u=u, sur ] T1/(,_ 1), T1/,], 
o n a m = u .  XetueL]o~(X,P). [] 

Remarque. On peut se demander si les rdsultats de cette proposition sont valables 
en g6n6ral pour les op6rateurs • d6finis par (42). Cependant les raisonnements 
faits en [-7] et l'application de la formule d'Ito faite ci-dessus sont tr6s particuliers 
/t la dimension 1. De plus l'exemple ci-apr6s montre que ce r6sultat n'est pas vrai 
pour les solutions markoviennes, non fortement markoviennes, m6me en dimen- 
sion 1. [] 
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4.5. Un autre exemple de non-unicit~ des solutions 

L~t encore on suppose d=  1. On consid6re une mesure positive finie H sur ]0, oe[, 
admettant une densit6 h. L'op6rateur L p --L + K est d6fini par (42), avec 

Lf(x)  = l~x , oi i f (x)  ( f e  ~(IR)), 

h(x) 
X(x, dy)= l~x>o I H([x, oe[) e_x(dy). 

On peut construire des solutions markoviennes appartenant ~t 5P~(5r de la 
mani6re suivante: fixons xelR et a>0 .  Soient $1=0 , T.=inf( t>S. ,X~=O),  
S. + 1 = inf(t > T., X t 4= 0). P2 est alors l'unique probabilit6 sur (~2, ~-0) telle que: 

les variables (S.+ 1 - T . ,  T . -  S., 1 < n < ~ )  sont ind6pendantes; 

les variables (S.+ 1 - T.) suivent une loi exponentielle de param6tre a; 

H(.). 
les variables (T . -  S., n > 2) suivent la loi H(--1)' 

la variable T~ suit la loi e ~  resp. H([x, c~[)! s ix<O (resp. x>O); 

on a Xt = t - S. P2-ps si S. < t < T. . 

X est alors P~a-ps un processus ((en dents de scie)) n'ayant qu'un nombre fini 
de sauts dans tout intervalle fini. II est facile de voir que P~ae ~ ( 5  ~ et que X est 
un processus de Markov (non fortement markovien) pour la famille (~ ,  xelR): 
darts la terminologie de [10], X est le processus des gtges de l'ensemble r6g6n6ratif 
qui est l'image d'un subordinateur de drift a et de mesure de L6vy H. 

Par cons6quent P~ est une solution markovienne de 5P~(Sf), et cependant 
n'appartient pas ~ g~(~)  puisque d'apr6s [101 elle ne v6rifie pas la propri6t6 de 
repr6sentation optionnelle: en effet la condition (ii) du th6or6me (4.3) n'est pas 
satisfaite, puisque les martingales de la forme W* (g-v)  ne sautent pas aux 
instants S., qui sont des temps d'arrSt totalement inaccessibles pour P~". 
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