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Introduction et notations 

Soit un processus gaussien centr6 X=(X(t))t~r avec T fini. En 1971, Sudakov a 
donn6, dans [14], une interpr6tation g6om6trique de l'esp6rance math6matique 
de sup X(t) au moyen de l'6paisseur mixte de l'enveloppe convexe K de l'ensemble 

tET 

des points X(t), t~T, de L2(f2, ~ ,  P). Tout r6cemment, Fernique [7] a donn6, 
dans certains cas particuliers, une interpr6tation g6om6trique du moment d'ordre 
2 de sup X(t). 

tET 

Ces rdsultats nous ont amen6e/t nous poser le probl6me suivant: <<Peut-on 
exprimer les moments d'ordre m > 2  de sup X(t) au moyen des volumes mixtes 
de K? >> ~ r  

Nous obtenons une premi6re r6ponse/t ce probl6me: le moment d'ordre 2 
de sup X(t) est 6gal, ~t un terme correcteur pr6s,/t un volume mixte <<normalis6>> 

teT 
de K (c'est-/t-dire fi un volume mixte ind6pendant de la dimension du sous-espace 
vectoriel de L2(f2, 2 ,  P) de dimension finie dans lequel l'on consid6re K). Ce 
r6sultat nous permet de retrouver les th6or6mes (3.1) et (3.2) de Fernique [7]. 

Darts le w 1, nous montrons en particulier que la variance de la projection 
orthogonale de sup (X(t); te T) sur le suppl6mentaire orthogonal (dans L 2 (f2, ~ ,  P)) 
de l'espace autoreproduisant H x de X est fonction croissante de la distance du 
processus X. 

Dans le w 2, nous donnons une expression de la variance de sup(X(t); t~T) 
dans le cas off X est propre. 

Dans le w 3, nous introduisons les k-i6mes 6paisseurs hk (K) d'un compact 
convexe K d'un Hilbert H et donnons une interpr6tation g6om6trique de la 
variance de sup (X(t); te t) au moyen de la 2-i6me 6paisseur de l'enveloppe convexe 
de l'ensemble des points X(t), te T. 

Enfin, dans le w 4, nous montrons que si K est une partie compacte convexe 
d'un Hilbert H, K est un G.B. ensemble [au sens Dudley [4]] si et seulement si 
hk (K) est fini pour un certain entier k>  1; et nous terminons ce paragraphe par la 
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donn6e de quelques propriOt6s des (fonctions) h k obtenues/ t  partir de r6sultats 
connus sur les volumes mixtes. 

Nous remercions chaleureusement X. Fernique de nous avoir communiqu6 
ses tous rOcents rOsultats; les probl6mes qu'il s'est posOs ont stimul6 notre propre 
recherche. 
Les notations utilis6es sont celles de Fernique dans [7]: 

(1) X=((X(t))teT, (O, ~ ,  P)) d6signera un processus gaussien centr6, F x o u F  
sa covariance, H x son espace autoreproduisant et dx sa <<distance>> (cfi [-8]). 

Dans le cas T fini, on peut d6finir presque sfirement une variable al6atoire 
a= a x A valeurs dans T muni de la tribu engendr6e par les dx-boules en posant 

ax(CO) =s,~X(o~,  s) = sup X(o) ;  
T 

/z = #x d6signera la probabilit6 sur T, qui est la loi de a. 
(2) De plus, pour tout (s, t) de T x T, (}:]t(u)),~ w d6signera le processus gaussien 

centr6 d6fini par 

~';,(u) = X ( u ) -  e ( X  (u)l X ( s ) -  x (t)). 

Darts les paragraphes 1 et 2 nous supposons T fini et 6gal ~ { 1 . . . . .  n}. 

I. Lien entre E (X 2 ( a ) - ?  (a, a)) et la distance du processus 

Notons Pux le projecteur orthogonal de L 2 (fJ, Y,  P) sur l'espace autoreproduisant 
H x de X=(X(1)  . . . .  , X(n)). 

Tout d'abord, nous avons la 

(1.1) Proposition. Etant donn~ le vecteur gaussien centr~ X=(X(1)  . . . . .  X(n)) 
on a: 

(1.1.1) P~x (x(o-x))=j' (x(~)-X(s)) d~(s); 

(1.1.2) E(X2(ax)  -Tx((rx,  ax) )=E [-(Pt~ (X(ax))) 23 

--�89 ST • w d 2 (s, t) d(#x| (s, t). 

Preuve. Elle est simple; tout d'abord, d'aprSs [7], 

PH~ (x(~)) = ~ x(s) d~x (s); 

d'ofl (1,1.1) et 

(1.1.3) E[(Pm,(X(a)))  2] =~T• ~(s, t) d(#| t). 

D'autre part, trivialement, 

E ( X  2 (a)) = E [(Pm, (X (a))) 2] + E [(P~x (X (a)))2] ; 

ainsi 

E ( X 2 ( a ) - 7 ( a ,  a) )=E [(P~,,(X(a))) 2] +~r • r ?(S, t) d(#|  t) 

- ST 7( t, t) d#(t); 
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mais, # 6tant une probabilit6, 

~r• 7(s, t) d(#|  t ) - ~ r  y(t, t) dg(t)=~r• [7(s, t ) - l (y ( s ,  s)+ y(t, t))] 

�9 d ( # |  (s, t) = --�89 ST• r d2 (s, t) d ( # @ # )  (s, t); 

d'ofl la formule (1.1.2). 

(1.2) Remarque. Pu (X(a)) est le point de Steiner (au sens de [12]) de l'enveloppe 
convexe des points X(1) . . . . .  X(n) de L2 (Y2, i f ,  P). 

(1.3) Remarque. La proposition (1.1) permet de retrouver le th6or6me (3.3) de 
Fernique [7]: 

<<E(X2(a)-y(a, a)) est une fonction de la seule distance du processus>>. 

(1.4) Remarque. Trivialement: (a) P~,,(X(a)) est positive p.s.; 
(b) la distance d a n s / J  ((2, J~, P) de sup (X(1) . . . . .  X(n)) ~ l'espace H x (c'est-~t- 

dire ] /E  [(Pus,, (X(a)))2]) est 6gale ~t la distance de sup (X(1) . . . . .  X(n)) 5. l'enveloppe 
convexe des points X(1) . . . . .  X(n) de L2(O, J~, P); 

(c) �89 S d2 ( s, t) d(#| (s, t)=min [E(Tz(az, az)); 

Z = ( X ( 1 ) -  Iq . . . .  X ( n ) -  Y); YeHx]. 

Donnons maintenant le r&ultat fondamental de ce paragraphe. 

(1.5) Th~or~me. Soit X=(X(1)  . . . . .  X(n)) et Y=(Y(1) . . . . .  Y(n)) deux vecteurs 
gaussiens centr& tels que 

(1.5.1) dx(i,j)>-_dr(i,j), V( i , j ) erx  r. 

Alors, pour p = 1, 2, 

E [(Pusx (sup (X(1) . . . .  , X(n))) p] > E  [(Pusy sup (Y(1) . . . .  , Y(n)))P]. 

(1.6) Remarque. E(XZ(a)-7(a, a)) n'est pas fonction croissante de la distance: 
il suffit de prendre n = 3, 

Y(1)  ~-- - -#1  Y(2) =# , ,  

et 

S(1) ~- - # 1  X(2) =#x, 

Y(3) =1/3  #2 

X ( 3 ) = 4 # 1 +  2-#2 

avec (#1, #2) vecteur gaussien normal; nous avons alors: 

E ( x ~  (~) - ~ (G, ~)) = ~ 3  < e ( r  2 (~) - ~(~, ~)) = 1 / 3 .  
ZTE 7C 

Preuve. Comme 

E(P~x(X(G)) = E(X (a)), 

le cas p = 1 ne fait que tradnire un r6sultat de Sudakov (cf [14], ou [6], ou [8], 
ou [23). 

Supposons maintenant p = 2. Comme dans [2, p. 290], il suffit de montrer le 
th6or6me avec (X(1) . . . . .  X(n)) et (Y(1) . . . . .  Y(n)) vecteurs gaussiens centr6s 
propres et ind4pendants. 
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Soit, pour  tout r6el ~ de [0, iI, le vecteur gaussien centr6 

E(x)=sup(x, , . . . ,x ,) ,  xelR". 

Notons  que, pour  tout  (i,j) de T x  T, 

(2) EIZ=(i)-Z=(j')I 2- -a  d2(i,j)+(1 -~) d2(i,j) 

=Z~(i, i) + 7~,(j,j)- 27~(i,j); 

et, grfice fi l 'hypoth&e (1.5.1), 

(3) ~--~ EIZ~(i)-U'(j)12=d2(i,j)-d2(i,j)>O. 

D'autre  part, par d6finition, 

S(cQ = l~" (3 (x) - Z C, x,)2 fr~ (x) d x; 

ainsi 

a'(c~)=~a.(Z(x)- ~ C, xt) 2 (x)dx+2 E E(Z~(k)Pnz.( Z ())). 
l l<-k<-n 

et donc 

(4) J ' ( a ) = ~ , ( ~ = ( x ) - ~  C~ x~) 2 dd~(X ) dx. 
1 

Mais, grfice ~ un lemme de Slepian ([13] ou  [2, p. 286]), 

~2 d'~(i,j) dfr ,l E ex 
dc~ 2~_<~,j=<,, ~ dc~ 

et 

Z~=(Z~(1) . . . . .  Z~(n)) 

avec 

Z~(i)=l/~ X(i)+ l//YZ-o: Y(i), l <_i<_n. 

Nous  allons montrer  que la fonction 

J :  c~ ~ E [(Pnz-(sup (Z~(1) . . . . .  Z~(n))))2] 

est croissante sur [0, 1]; ce qui impliquera le th6or6me. Plus pr6cis6ment, nous  
allons montrer  que 

0 2 3  
(1) J ' ( e ) =  ~ d~-(E( lZ~: ( i ) -Z~( j )12) ) . [CiCj - (~ , (E-~Ctx l ) f r , ) ]  

l <=i<j<=n ao~ 

avec f t .  densit6 de Z ~, F~ matrice de covariance de Z ~, 

C z = P(o-z. = l), 1 _< l _< n 
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Par suite 

(5) 
l <_i,j<_n 

Mais, si l<_i,j<n; 

2 

02 ( ~ - ~  fr~) dG(i'J) 
~ X i ~ X j  ~ 1 C1XI)2'  do~ 

et comme 

l (c?x~;x , ( -  ~ ) E ~ - -  : -  C,x,)2, fr= : 0 ,  j = l  . . . .  
l <=i<n 

et 

, n  

~ ,  - C i  ~ x j - C j  f r = d x = - C i C j ,  s i l < i < j < n ,  

nous en d6duisons (avec l'aide de (2)): 

/ _ ~ 2 ~  

c'est-/~-dire (1). 
Par suite, compte tenu de (3), J'(~) est positif sur [0, 1]. D'ofl le th~or~me. 

(1.7) Remarque. Nous ignorons si les conclusions du th6orhme (1.5) restent 
vraies avec p entier >2. Nous ne savons pas aussi si 

IT xT d2 ( s, t) d(Px| t) 

est fonction croissante de la distance dx du processus X. 

II. Expression de E(X 2 (a)-7  (a, a)) quand X = (X(1), . . . .  X(n)) est propre 

Donnons tout d'abord un lemme technique. 

(2.1) Lemme. Supposons X=(X(1), . . . ,  X(n)) vecteur gaussien centr~ propre; et 
soit fr sa densitd Soit aussi h la densitO dune mesure sur IR" absolument continue 
(par rapport d la mesure de Lebesgue sur IR n) telle que la distribution associde d h 
soit tempdr&. Alors 

Pm~(h(X(1) . . . .  ,X(n)))= ~ Sk(h ) X(k) 
1 <-k<-n 

avec 

Sk(h)=(~ h , f r )  = E [ ( ~ ( k ,  1)X(l))h(X(1) . . . . .  X(n))], 
\ O X k  l 

off (~ (k, l))k,l est la matrice inverse de la matrice de covariance F de X. 
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Preuve. Elle est simple; en effet, comme (~  ~(k,/) X(/) ;  l < k < n )  est la base de 
l 

Hx duale de la base (X(k); 1 <k<n)  de H x, 

Sk(h ) =E [ (~  ~(k, l) X(l)) h(X(1) . . . . .  X(n))], k = 1 . . . . .  n; 
1 

et donc 

~h 

(2.2) Remarque. a) Trivialement, pour k = 1, ..., n 

E(h(X(1) . . . . .  X(n)) X(k))=E(Pm~(h(X(1 ) . . . . .  X(n)) X(k))= ~ 7(i, k) s,(h); 
l <i<=n 

et on retrouve en particulier la formule (2.1.3) de Fernique darts [7]. 
b) Pour i =  1 . . . . .  n 

p.x(l(~=i,)=__~Uk~., X ( i ) - X ( k )  . . . . .  1 / ~  ' dx-~,~ r t iax=t~lX(k)=X(i ) ) ;  

car, en posant  3(x) = sup(x1, ..., x,), nous avons 

/ 02= \ 
P.~(I(~=i))--  E ( , - ~ - , f r ) X ( k ) .  

1 <-k<-n\lTXi GXk / 

Le lemme (2.1) permet d'ailleurs de retrouver le lemme (2.1) de Fernique [7], 
qui donne en particulier le 

(2.3) Lemme [7]. Supposons toujours (X(1) . . . .  , X (n)) propre ; alors, pour f (x) = x" 
avec n entier et pour tout s de T, 

(2.3.1) E([X(s) f(X(s)) - f ' (X(s))  7(s, s)] l(~=s~) 

- V ~(s, s ) - ~ ( s ,  t) 

(2.3.2) E(X(a) f (X (a ) ) - f ' (X (a ) )  y(a, a)) 

1 
- ~ dx(s,t) E[f(Y~t(s)) l(,y~,=~}], 

] / ~  l_<s<t~n 

avec Y~t(s) = X(s) - E(X(s) lX(s ) - X(t)). 
[(2.3.1) ne fait que traduire l'identit6 

E(X(s) f (X(s)) l(.=,~)-=E(X(s) em~(f (X(s)) 1~.=,~))] 

Avec l'aide ce lemme et en posant  

(2.4.1) M2(X)--E(X2(a)-y(a ,  ~)), 

nous allons 6tablir le 
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(2.4) Th~or~me. Supposons que n e s t  un entier >3  et que X=(X(1), ..., X(n))  est 
un vecteur gaussien centr~ propre. Alors : 

(2.4.2) Mz(X(1),X(2))=0; 

(2.4.3) Mz(X(1), X(2), X ( 3 ) ) = ~  Idet(X(1)-X(2), X(1)-X(3))I; 

(2.4.4) M2(X(1),...,X(n)) 

= ~ M2(X( i ) ,  X( j ) ,  X(k ) )  
l < - i < j < k < n  

�9 P(sup (X(1)  - X(i))  <= 01X(i) = X ( j )  = X(k) ) .  
1 

Preuve. En utilisant la formule (2.3.2) du lemme (2.3) avec f ( x ) =  x, nous obtenons 

1 
F~ dx(s, t) E(<t(s) l~oys ~=~}), M~(X) = 1 / ~  ~<~<,_<. 

avec 

~;,(u)=X(u)-E(X(u)lX(s)-X(~)); u =  1 . . . . .  n. 

Mais, pour tout (s,t) tel que l < s < t < n ,  la matrice de covariance du vecteur 
gaussien centr6 

(Y~t(u), u e T \ { t } )  

est aussi r6guli6re; ainsi, nous pouvons /t nouveau appliquer le lemme (2.3.1) 
avec f -  1: 

yr , (s ,  s) - 7r~(s,/) P(sup Z~tl(v ) = Z~a(s)) 
E(l:;,(s) 1{~,:~ =~})= y '  ~ dr~(s, l) 

14= s, t  v 
l < l < n  

avec, pour tout u de T, 

Zs,,(u) = <~(u)-~(<~(u)l <~(s)- <y)) ;  

notons que, pour tout u de T, 

Z~,t(u) = X(u )  - E ( X ( u ) l X  (s) - X(t) ,  X(s )  - X(I)) .  

D'ofl, si n = 3, 

M2(X(1), X(2 ) ,X(3 ) )=~  ~ dx(s, t) 
Yr,(s,  S)  l). 

1<=~<,<:3 dyer(s, l) ' 
l t s ,  t 

c'est-h-dire 

M2 (X(1), X(2), X(3)) = 1 I det (X(1) - X(2), X(1) - X(3))I, 

compte tenu du th6or6me 3.2 de Fernique [7] ou encore compte tenu du lemme (3.8) 
venir; et si n>3,  nous avons aussi 

M z ( X )  = ~ M2(X(s ) ,  X(t), X(I))  
l < = s < t < l < n  

�9 P ( s u p ( X ( u )  - X(s))  = 0IX(s) = X( t )  = X(1)). 
u 
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D'ofi le th6or6me. 
Une cons6quence triviale du th6or6me (2.4) est le 

(2.5) Corollaire. Soit n un entier >3 et X=(X(1)  . . . . .  X(n)) un vecteur gaussien 
centrd propre ; donc X admet la reprdsentation 

(2.5.1) X(/)= ~ Ak(i)#k i = l , . . . , n ,  
l <_k<_m 

a v e c  (lAx, . . . ,  tim) vecteur gaussien normal et A(1), ..., A(n) points de IR". Et 

M2(X(1), X(2), X(3))=1_ Aire (A(1), A(2), A(3)), 
7~ 

M2(X) = -1 ~ Aire (A(i), A(j), A(k))N~ {x; sup(~3~k(X)[A(l ) A(ii)--_ 0}, 
7r l<=i<j<k<n l 

avec ~ijk projecteur orthogonal de ]R m sur l' espace vectoriel engendr~ par A(i) A(j) 

et A(i) A(k) et avec ~ probabilitd gaussienne normale sur IR ~. 
(Dans (2.5.1), on peut prendre m = n -  1.) 

Le lecteur familiaris6 avec la notion de volumes mixtes (au sens de [1] par 
exemple) verra imm6diatement que, ~ un coefficient pros, M2(X), c'est-~-dire 
E(X2(cr)- v(a, a)), est ~ un ~ volume mixte de l'enveloppe convexe K des n points 
A(1) . . . .  , A(n) de IR ~. Cependant pour expliciter ce r6sultat (proposition(3.6)) 
nous avons besoin d'introduire des d6finitions; ce sera l'objet du d6but du para- 
graphe suivant. 

I lL  k i~meS 6paisseurs dans un Hilbert et interpr6tation g6om6trique de 
E (X 2 ( ,r) -  ~, (,r, ,0) 

Dans tout ce qui suit, H est un Hilbert r6el et ~n  sa boule unit6; oU H d6signera la 
classe des compacts convexes de H; et si H est de dimension finie, 2n d6signera 
la mesure de Lebesgue sur H; on pose aussi 

~n/2 

(3.0) V. = 2 ~ . ( ~ . ) -  (n~N*). 

Tout d'abord, rappelons un r6sultat bien connu sur les compacts convexes 
de dimension finie: 

(3.1) Lemme (Formule de Steiner-Minkowski) [1]. Supposons H de dimension 
finie m. Alors il existe m + l  applications croissantes Wk H, O<_k<_m de YfH dans 
[0, oo[ telles que, pour tout rdel e > 0  et tout K de •H, 

(3.1.1) Xn(g+e~)=~o ~/~(g) & 

(et donc W~(K)=2~(K) et W f ( K ) =  Vm); de plus les W~, O<=k<=m, sont continues 
sur S ~  muni de la distance de Hausdorff. 
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Nous en d6duisons facilement la 

(3.2) Proposition et d6finition. Soit H u n  Hilbert et O(H) la classe des sous-espaces 
vectoriels de dimension finie de HI Alors, pour tout entier k > 0 et pour tout compact 
convexe K de H de dimension finie, les rdels > 0 

( d i k N )  Wa~mN-k(K) N~4)(H), N ~ K ,  dimN_>k, 
V d i m N - k  ' 

sont tous @aux entre eux; leur valeur commune sera notre h~(K) ou hk(K) et sera 
appelOe k i~me @aisseur de K dans H. En particulier h o =-- 1; hk(K) est nul si k > dim K; 
et hk(K ) est strictement positif si l'entier k est inf&ieur ou dgal ~t dimK. 

Ce r6sultat est facile h v6rifier et est bien connu (cf. par exemple Hadwiger 
[10, p. 215] ou Dieudonn6 [3, Ch. XVI, w 26, exerciee 7]). 

Comme les h k, k>0,  sont trivialement croissantes sur la classe des compacts 
convexes de dimension finie de H, nous pouvons prolonger les fonctions hk ~ la 
classe des convexes ferm6s K de H eomme suit: 

(3.3) DOfinition. Etant donn6s un Hilbert H, un entier k > 0  et une pattie convexe 
ferm6e K de H, on pose 

hk(K)=sup{hk( C); C ~ K ;  C~XH;dim C < ~ } ;  

et le hombre hk(K ) est encore appel6 k i+me 6paisseur de K (dans H). 
Trivialement, compte tenu du lemme (3.1), les applications hk, k>0,  sont 

positives, croissantes, invariantes par translation et positivement k-homog6ne 
sur la famille des convexes ferm6s de H. 

(3.4) Remarque. hl(K ) est l'6paisseur mixte de K introduite par Sudakov dans 
[14]. 

Notons que: 

(3.5.1) Si ~ ,  est la boule unit6 de IR" et si 1 <k<_n, 

V~_k 

=~.~nV" ~) 
et done h i ( , )  et h E ( ~ , ) = ( n -  1) @ 

(3.5.2) Si K est un compact convexe de IR" de dimension k, hk(K ) est le volume 
k-dimensionnel de K et h k_ I(K) est la ~ aire ( k -  1)-dimensionnelle de K. 

Et, pour un polytope, nous avons le 

(3.5) Lemme. Soit H un Hilbert de dimension finie ou non, TH la mesure cylindrique 
gaussienne normale sur H; soit aussi K un polytope arbitraire de H de sommets 
PI . . . . .  Pro. Alors, pour tout entier k de [1, dimK[,  

hk(K)= ~ Volk(F)yH{x;x~H; sup (P~(x)lpz-pi)<=O}, 
F f a c e d e K  1 <--l<-m 
d i m F =  k 
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off Pi est un sommet de F, PF la projection orthogonale de H sur respace vectoriel E F 

(de dimension k) associ~ d la varidtd lin~aire engendrOe par F et off Volk(F ) est le 
volume k-dimensionnel de la face F. 

Preuve. Nous pouvons supposer que 0 appartient/t  K; et soit N le sous-espace 
vectoriel de H engendr6 par K. 

I1 est bien connu que, pour tout entier k de [1, dimK[,  

hk(K )= ~ Volk(F )Vol n_k(K Fc~ ~Ne~F) 
FfacedeK Vn-k 
dimF=k 

avec n = d i m K ;  et off KF est le c6ne des normales exthrieures /t P~(K-p~) au 
point 0 avec p~ sommet de F: 

K v = { x ; x ~ H ;  sup (x[Pva(ps-pi))<O} 
l <=j<~m 

(c6ne qui est bien ind6pendant du choix du sommet pi de F). Mais 

Vol._ k(Kr c~ ~Ne~)  = 7NGEF(KF C~ (N @ EF)) = 7u(KF). 
V.-k 

D'ofl le lemme. 
Nous en d6duisons immhdiatement une interprhtation 

E(X2(o -) -~(o-, o-)) dans le cas off X=(X(1)  . . . .  , X(n)) est propre: 

(3.6) 

(3.6.1) 

g6om6trique de 

Proposition. Les hypothkses ~tant celles du Corollaire (2.5), nous avons 

E(xZ(a) - y(a, a)) = 1 h2(con v {A(i); 1 __< i-< n}). 
7Z 

Plus gha6ralement, nous avons la 

(3.6') Proposition. Toujours sous les hypothkses du Corollaire (2.5) et pour tout 
entier k de [2, n -  1[, l'enveloppe convexe K des points A( i), 1 < i <= n, de IR r" v&ifie 

k! k-2 
(3.6.2) , ~/a--,~ hk(K)=E(X(a) k ) -  Y', ( k - i -  1) pk(i); 

tV z7~) 0 

off, pour i -= O, 

pk(O) =- ~ y(i, i)E(X(i) k-2 l{supX(,)=x(i)}); 
l<i<n t 

et, pour i dans [1, k - 2 ] ,  

1 
Pk(i) - ( V / ~ ) i  c aaarJ'~ Ti + l!det(X ( s ) -  X (t); t6J'-. {s} )1E((Z(jk))2). 

E[( Z(f)) k- 2-i l {supX (t)= Z,k)}lX ( s ) -  X (t)=O; t ~ J ~ {s} ] ,  

avec s dans J, Z(f)=P)(X(s)) et Pj le projecteur orthogonal de U(O, Y, P) sur 
r espace vectoriel E s engendr~ par les X (s) - X ( t), t ~ J'-. {s}. 
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(3.7) Remarque. Malheureusement nous ne pouvons rien dire sur le terme 
k - 2  

( k -  i -  1) pk(i)! 
0 

Preuve (Esquisse). (3.6.2) s'obtient par r6currence en utilisant les lemmes (2.3), 
(3.5) et le lemme suivant. 

(3.8) Lemme. Soit m un entier > 2  et X=(X(1) . . . . .  X(m)) un vecteur gaussien 
centrd propre ; notons E x la varidtO linOaire engendrde par les points X(1) . . . .  , X(m)  
de L2((2, ~ ,  P) et Z la projection orthogonale de l'origine sur Ex. Alors, en posant 
T =  { 1 . . . .  , m} et 

V (X) = Met (X(1) - X(2) . . . . .  X(1) - X(m))l, 

nous avons 

(3.8.1) V(X)= ~, V ( X ( i ) ; i e T \ { k } ) f k  
l <_k<_m 

off le module de ~k est dgal ~ la distance de Z ~ rhyperplan Ek de E x engendrd par les 
X(i), l e T \  {k}; et off le signe de 6 k est positi f  ou n~gatif selon que Z et X(k)  sont du 
mdme c&~ de cet hyperplan ou non. Plus pr~cis~ment, si 1 <_ k<_ m, 

E [X(i) Q~(X(i) - X(k))] 
(3.8.2) C~k= 

1/E X(k)))2] ' 

off Qk est le projecteur orthogonal de 1~((2, ~ P) sur le sous-espace vectoriel de 
lfl(f2, o ~, P) associd gtla vari~to Iindaire E k. 

Preuve. Comme V(X) / (m - 1) ! est 6gal au volume ( m -  1)-dimensionnel du ( m -  1)- 
simplexe S de L2(~2, ~,  P) engendr6 par X(1) . . . .  , X(m), (3.8.1) est une cons6quence 
imm6diate d'un th6or6me bien connu d'analyse convexe (voir par exemple le 
th6or6me (3.7) de [5]). 

D'autre part, comme 

E IX(i) Q#(X(i)  - X(k))] = E [Q~(X(i) - Z) Q~(X(i) - X(k))], 

nous en d6duisons facilement (3.8.2). D'ofl le lemme. 
Maintenant nous d6sirons supprimer l'hypoth6se ((X propre>> intervenant 

dans la proposition (3.6); et m6me nous d6sirons nous passer de l'hypoth6se 
Tfini. Pour cela nous avons besoin de la proposition suivante. 

(3.9) Proposition. Soit H un Hilbert. Alors: 

(1) Pour tout entier k > 0  et tout sous-espace N de H de dimension finie, la 
restriction de h k gtla classe des parties compactes convexes de N e s t  continue (pour 
la distance de Hausdorff)  ; 

(2) Pour toute partie convexe fermOe K de H e t  tout entier k > O, on a 

(3.9.1): hk(K)=sup{hk(P);  p c K;  P polytope}  ; 

et plus gdn&alement, si D est une partie de K dont l'enveloppe convexe ferrule 
coincide avec K, 

(3.9.2) hk(K ) = sup {hk(conv(I)); I ~ D; I fini}. 
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Preuve. (1) r6sulte imm6diatement du lemme (3.1); (3.9.1) s'en d6duit imm6diate- 
ment compte tenu du fait que tout compact convexe K de dimension finie (dans H) 
peut atre approch6 (pour la distance de Hausdorfi) par des polytopes contenus 
dans K. Par contre (3.9.2), qui est bien connu dans le cas k = 1 [2, p. 260], est plus 
long ~t montrerr et le lecteur trouvera la preuve de (3.9.2) en appendice; le lecteur 
peut cependant noter d6s maintenant que: 
(3.9.3) sup {hk(COnV(I)); I c D; I fini} = sup {hk(P); P c cony(D); P polytope}. 

Grfice/t la partie (1) de la proposition 3.9, nous allons obtenir le 

(3.10) Th6or~me. Soit X=(X(1)  . . . . .  X(n)) un vecteur gaussien centrk propre ou 
non. Doric X admet la reprksentation 

X(t)= y' Ak(t )#k, t = l  . . . .  ,n, 
l<_k<_m 

avec (#1 . . . .  , #~) vecteur gaussien normal et A(1), ..., A(n) n points de IR m. Alors, 
si K d~signe l' enveloppe convexe des n points A(1) . . . . .  A(n), 

(3.10.1) E(X2(a) '7(a,  a ) )=l  h2(K) 
7"C 

et 

(3.10.2) E ( X ( a ) ) = ~ h l ( K ) .  

Preuve. (3.10.2) est bien connue [2]. Montrons donc (3.10.1); pour cela nous 
allons approcher le vecteur X par des vecteurs gaussiens centr6s propres: con- 
sid6rons un vecteur gaussien normal (A(1) . . . . .  A(n)) ind6pendant de 
(X(1) . . . . .  X(n)) et soit, pour tout r6el e > 0, le vecteur gaussien centr6 

X, = (X(1) + eA(1), ..., X(n) + eA(n)). 

Comme X~ est propre, il r6sulte de la proposition (3.6) que 

M2(X~) = E(X~(a,) - 7x (a~, at)) =l_ h2(K~) ' 
7~ 

avec K~ enveloppe convexe des n points 

A~(t) =(Al(t  ) . . . . .  Am(t), O, ..., O, ~, 0 . . . .  ), t= 1,..., n 
t 

de IR m+n. Mais quand e tend vers z6ro, K~ converge (pour la distance de Haus- 
dorff (5 de IR "+") vers K, car ,5 (K~, K)=<~; et, compte tenu du caract6re gaussien 
de X et A, M2(X~) converge vers M2(X). D'ofl 

M2(X ) =E(X2(a)-7(a,  a))=1 h2(K). 
7~ 

Et le th6or6me est d6montr6. 
Compte tenu de la remarque (3.5.2), nous retrouvons ainsi les th6or6mes (3.1) 

et (3.2) de Femique de [7]: 
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(3.10.3) Si le rang de X est dgat d 2, nE(Xa(a) -7(a ,  0)) est dgate d l'aire de K; 

(3.10.4) Si Ie rang de X est ~gal d 3, 2n(E(XZ(a) -y(a,  0)) est dgale d l'aire lat&ale 
de K. 

(3.11) Remarque. Pour tout k tel que A(k) est sommet de K, le nombre P(ax=k ) 
est 6gal /t l'angle externe O(A(k), K) (au sens de [9, p. 308]) du polytope K au 
sommet A(k); le point I de IR m tel que 

P(ax=klA(k),  
1 ~ k < - n  

est alors le point de Steiner de K (au sens de [-12]); et 

�89 dx (i,j) dp|  ~ [lI~ll 2 ~p(m, K). 
MsommetdeK 

Introduisons maintenant la 

(3.12) Ddfinition. Soit (X(t))t~ T un processus gaussien centr6 avec T arbitraire; 
et soit q~(T) la famille des parties finies de T. Alors, pour tous I, J de q~(T) tels 
que I c J ,  

Mz(X(t); t~I) < M2(X(t); tEJ); 

et donc la suite g6n6ralis~e (M2(X(t); tEI))ler admet une limite finie ou non 
(mais > 0); cette limite sera encore not& M2(X(t); t ~ T). 

Alors, compte tenu de la proposition (3.9.2) et du th6or6me (3.10), nous 
obtenons immddiatement le 

(3.13) Th~or6me. Soit (X(t))t~ T un processus gaussien centrd avee T arbitraire. 
Alors : 

(3.13.1) Mz(X(t); t6T)=l-h2(K), 
7~ 

oli K est l'enveloppe convexe fermOe dans Lg(f2, o~, p) de I'ensemble des points 
X(t), te T de L2(f2, Y, P). 

(3.14) Remarque. Si, dans le th6or6me (3.13), X=(X(t))t~ r e s t  de rang fini m, 
X admet la repr&entation 

X(t) = ~ Ai(t) r t e T 
i = l  

avec (pz . . . . .  #,~) vecteur gaussien normal. 
Si C d6signe l'enveloppe convexe ferm6e des points 

A(t)=(Ai(t))l~i~=m, t~T, 

de IR", I le point de Steiner de C, H la fonction d'appui de C -  I: 

H (2) = sup(IMI2), si 2~IR ' ;  
M e C  

et si C est suffisamment lisse, 

(�89 yj dxs(S, t) dpx J @ d#xj(S , t))s~c(r) 
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(avec Xa = (X(j), j ~J)) converge vers 

off % d6signe encore la mesure de Haar  normalis6e sur la sph&e unit~ ~"` de I l l ' ;  et 

' 

h2IK)= I  

S. Chevet 

IV. Autres propri6t6s des k-6paisseurs 

T ou t  d 'abord,  nous avons la 

(4.1) Proposition. Soit Hun  Hilbert de dimension infinie et K un compact convexe 
de H. Alors les propridtds suivantes sont ~quivalentes : 

(1) K est un G.B. ensemble (au sens de [4]); 
(2) il existe un entier k >= 1 tel que hk(K ) < oo; 
(3) pour tout entier k> 1, hk(K ) est fini. 

Pour  montrer  cette proposit ion,  nous avons besoin du 

(4.2) Lemme.  Pour tout compact convexe K de H et tout entier k > 1, 

(4.2.1) h2(K)> k + l = ~  hk -dg )  hk+l(K); 

en particulier 

(4.2.2) hk(K)<=l (hl(K))k" 

(4.3) Remarque. Comme pour  tout  compact  convexe K de H de dimension 
infinie les hk(K ), k e N ,  sont tous strictement positifs, (4.2.1) n'est pas ambigu6: on  
ne peut avoir la forme << ind&erminbe >> 0. oo dans le membre  de droite de (4.2.1). 

Preuve du lemme (4.2). Soit k >__ 1 fix6 arbitrairement.  

Notons  qu'il suffit de mont rer  (4.2.1) et (4.2.2) avec K compact  convexe de 
dimension finie. 

Mont rons  donc (4.2.1) avec K de dimension finie. (4.2.1) est triviale si 
dim K < k + 1, car h k + 1 (K) = 0. Supposons  donc:  dim K >_ k + 1. 

Mais, conform6ment  aux notat ions du lemme (3.1) et d'apr~s l'in~galit6 de 
Fenchel-Alexandroff  ([1, p. 92]; [10, p. 282]), 

W2- k >= WN--k+l W'Nn-k-1 (sur :UN), 

pour  tout  sous-espace vectoriel N de H de dimension finie n > k + l .  Utilisant 
le d6finition de h k, nous en d6duisons que, pour  n = d i m K  (et m6me pour  tout  
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n>d imK) ,  

hk(K ) > 
k + l  (n--k+l)  V,_k+lV,_k_l 

k (n-  k)(V,_k) 2 hk-~(K) hk+l(K) 

k + l  2~ 
k (n--k)(o~,_k) 2 hk-l(K) hk+l(K) 

k + l  
>- hk_l(K)hk+t(K); 
- -  k 

7-ci/2 
o~ c~i=~ sini~o d~o et Vi- ~ ,  

Et (4.2.1) est d6montr6e. 

si i6N*. 

Montrons maintenant (4.2.2) avec K de dimension finie. (4.2.2) est triviale si hk(K) = 0; 
sinon les hi(K), 1 < i < k sont tous non nuls; par suite, gr~tce/t (4.2.1), nous obtenons 

ihi(K) <hi(K), si l <i<_k. 
hi_~(K) = 

D'ofl (4.2.2): 

hk(K) < ~! (hi(K)) a" 

Et le lemme est d6montr6. 

Preuve de la proposition (4.1). Bien entendu cette proposition est triviale si K 
est de dimension finie. Supposons doric K de dimension infinie; alors, d'apr6s 
Sudakov [14] (cf. aussi [2]), K est un G.B. ensemble si et seulement si hi(K) est 
fini; doric 

(3) ~ (1) ~ (2); 

d'autre part, (2) implique (3) par le lemme (4.2), compte tenu de la remarque (4.3). 
D'ofl la proposition. 

Donnons maintenant quelques autres r6sultats facilitant le calcul des hk(K) 
(et donc le calcul de E(X(rr)) et de E(X2(a)-7(a, a))); ces r6sultats sont obtenus 
/t partir de formules connues sur les volumes mixtes. 

Tout d'abord, compte tenu du lemme (4.2) et du fait que 

[E(X(~))] 2__< E [(Pdx(X(~)))23, 

nous obten0ns 

(4.4.1): Pour tout compact convexe K de H, 

h2(K) < (hl (-K))Z < rc diam(K) + h2( K). 
z ~  
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D'autre part, 

(4.4.2) [10, p. 215]. Si A et B sont deux compacts convexes de/-/ tels  que, pour 
tout (a, b) de A x B, (alb)H=0 alors, pour tout entier k>0,  

hk(A + B) = Y' hk,(A ) hk,,(B); 
k" + k " = k  

k ' > O , k " >  0 

en particulier: 

(4.4.2') h2(A + S ) = h l ( A  ) h l (B)+h2(A)+h2(B ). 

Ensuite, d'apr6s un r6sultat de Fenchel et Alexandroff (cit6 p. 249 de [10]), 

(4.4.3) Les fonctions K-*(hk(K)) 1/k sont concaves (et positivement homog6nes) 
sur oUn; donc, pour tous compacts convexes K' et K" de H, 

(hk(K' + K")) 1/k >= (hk(K')) 1/k + (hk(K")) 1/k. 

Pour des compacts convexes de dimension finie, nous avons aussi 

(4.4.4) (Formule de Kubota) [1]: Si H est de dimension finie n, alors, pour tout 
entier k de ]0, n[ et tout compact convexe K de H, 

hk( K) = Pa,, ~ hk(P~-( K)) dan(h), 

off P~ d6signe le projecteur orthogonal de H sur la droite engendr6e par le vecteur h, 
an la mesure de Haar normalis6e sur la sph6re ~ n  de H; et 

/ ' I n  n 
avec ~ i = ~  siniq0 dq0, i~N*. Pk,"=(n--k) c~._k' 

(4.4) Remarque. En it&ant (4A,4) nous obtenons 

(4.4.4') Pour tout compact K de IR" et pour tous entiers i, k tels que 1 < i _< n -  k 

hk( K) = fi~,, Is,,i hk(Pw~( K)) d a~( W) 

off a~ est la mesure de Haar normalis6e sur la vari6t6 de Stiefel r6elle S,,i ([3, 
p. 67]), Pw le projecteur orthogonal de IR" sur le sous-espace vectoriel de IR" 
(de dimension/) engendr6 par les vecteurs wl, ..., w i de l'616ment W = ( w  1 . . . . .  wi) 
de S,,~; de plus 

i hk(~,) , 
f i k , , - - h ~  )" 

bien entendu on peut remplacer Sn, i par la Grassmanienne r6elle Gn, i (cf [3, p. 68]) 
i i par la mesure de Haar normalis6e s, sur G,,~. et a, 

En particulier, on a 

(4.4.4"): si n-k>=l ,  

hk(K) = fi~,~k ~ . . . .  ~ Volk(P{(K)) ds~,- k(E); 
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et si n - k > 2 ,  

hk(K) = fl~,~k- 1 ~G . . . . . .  1 S urfk(P~(K)) ds~-k-l(E). 

Enfin signalons que dans le cas d'un polytope, on a une formule du type 
Euler [Shephard, 11]: 

(4.4.5) Si P est un polytope de H de dimension m, alors, pour tout entier k de 
E0, m], 

m--1 

[( - 1) k - (  - 1)"] hk(P ) = Z ( - 1) J Z hk(Fj), 
j= 0 Fj~ o~ 

off ~ d6signe la famille des j-faces de P. 
Notons que la formule (4.4.5) dans le cas k = 0  donne des pr6cisions sur les 

cardinaux des ~ .  
Terminons cet article par la donn6e de deux exemples: 

(4.5.1) Exemple. Soit m un entier >2;  soit Tm un (m-1)-simplexe de IR m dont 
toutes les ar6tes ont pour longueur un. Alors, d'aprbs [2], 

] / [Logz m] __< ha(T,,) < 5 L ] / ~ 5  m, 

avec [Log2 m] pattie enti6re de Log2 m. Donc, par (4.4.1), 

[Log z m] - re__< h2(Tm) < ~- Log 5 m. 

De plus, si I e s t  le centre de Tm (et donc son point de Steiner), 

pour tout sommet M de T m. 

(4.5.2) Exemple. Soit (a,), une suite de r6els >0;  et soit, pour tout entier m>2,  

i )O<i<m,  s u p  Xi = . 
i<=m 

Alors 

h1(3%) = 2(al + . . .  +am) 
et 

h2(3~)=2 ~ aiaj; 

l <=i,j<=m 

plus g6n6ralement, d'apr~s (4.4.2), pour tout k de [2, m[: 

hk(3 ) =2k Z [Iai. 
c a r d l =  k i~I 

V. Appendice 

Preuve de la formule (3.9.2) de la proposition (3.9). Pour montrer cette formule 
(3.9.2), nous avons besoin des deux petits lemmes suivants. 
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(5.1) Lemme. (Formule dite aussi de Steiner-Minkowski). Soit H u n  Hilbert, 
K un compact convexe de H de dimension finie et N u n  sous-espace vectoriel de H 
de dimension finie contenant K. S im ddsigne la dimension de N, nous avons alors, 
pour tout r~el 5>0  et tout entier k de [0, m], 

hk(K + e ~x ) - -hk (K)=~  (ki ) zk'm(i) hk-i(K) 

a v e c  

~k,.,( i) = 

(2,) 
(~N d6signe la boule unit6 de N). 

Pour la preuve de ce lemme, le lecteur pourra consulter Bonnesen et Fenchel 
[1] (ou Hadwiger [-10, p. 214] ou Dieudonn6 [3, p. 176, exercice 7]). 

(5.2) Lemme. Soit H u n  Hilbert et (K,), une suite de compacts convexes de H de 
dimension finie convergeant (au sens de la distance de Hausdorff ) vers une partie 
compacte convexe K de H. Supposons de plus 

d i m K < o o  et sup(dim(K,))<oo. 
n 

Alors, pour tout entier k > O, la suite (hk(Kn)), converge vers h(K). 

Preuve. Ce lemme est bien connu quand les K,  sont tous contenus dans un certain 
sous-espace vectoriel de H de dimension finie (cf. partie (1) de la proposition (3.9)); 
ce lemme est aussi bien connu dans le cask--  1 [-2, p. 261]. 

Soit k un entier > 0 arbitraire; si k > k0 avec 

ko = 1 + dim K + sup (dim K,), 
n 

le lemme est trivial puisque hk(K) et les hk(K,), n > 0, sont alors nuls. Supposons 
maintenant k < ko. 

Par hypoth6se, pour tout entier n, il existe un sous espace vectoriel/4,  de H 
de dimension k o contenant K et K,;  et, pour tout r6el 5>0, il existe un entier n~ 
tel que, s in  > n,, 

K.cK+e~H. et KcK.+~. . 

D'ofi 

I hk(K,) -- hk(K)] < hk(K + ~ ~H.) -- hk(K) + hk(K, + ~ ~ )  - hk(Kn) ; 

et, pour tout entier j > 0, 

sup h~(K,) < + 0% 
n 

compte tenu du lemme (5.1) (et du fait que hj(K,)<hj(K+ ~ . )  si n>nO. Enfin, 
en utilisant/t nouveau le lemme (5.1), nous pouvons trouver un r6el >0  B ind6- 



Processus Gaussiens et volumes mixtes 65 

pendant de n et de e tel que 

[hk(K,)-hk(K)[<~B, si n>n~; 

d'ofl le lemme. 
Maintenant, donnons la preuve de laformule (3.9.2) de la proposition (3.9): 

(3.9.2) hk(K) = sup{hk(conv(I)); I c D; I fini}. 

II est immhdiat maintenant que (3.9.2) est une consdquence de (3.9.1), compte 
tenu du lemme (5.2), de (3.9.3) et du fait que tout polytope P contenu darts K peut 
4tre approch4 (pour la distance de Hausdorfl) par des polytopes Pk contenus 
darts cony (D) et satisfaisant 

dimPk<m, 

oti m est le nombre de sommets de P. 
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