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Introduction et notations

Soit un processus gaussien centré X =(X(t)),.r avec T fini. En 1971, Sudakov a

donné, dans [14], une interprétation géométrique de I'espérance mathématique

de sup X (¢) au moyen de I'épaisseur mixte de I'enveloppe convexe K de I'ensemble
teT

des points X (¢), te T, de IZ(Q, #, P). Tout récemment, Fernique [7] a donné,
dans certains cas particuliers, une interprétation géométrique du moment d’ordre
2 de sup X (1).

teT
Ces résultats nous ont amenée a nous poser le probléme suivant: « Peut-on

exprimer les moments d’ordre m=2 de sup X(¢) au moyen des volumes mixtes
de K?» el
Nous obtenons une premiére réponse & ce probléme: le moment d’ordre 2
de su%) X (t) est égal, & un terme correcteur prés, & un volume mixte «normalisé»
te .

de K (C’est-a-dire a un volume mixte indépendant de la dimension du sous-espace
vectoriel de I?(Q, #, P) de dimension finie dans lequel I'on considére K). Ce
résultat nous permet de retrouver les théorémes (3.1) et (3.2) de Fernique [7].

Dans le § 1, nous montrons en particulier que la variance de la projection
orthogonale de sup (X (¢); te T) sur le supplémentaire orthogonal (dans I7 (Q, %, P))
de I'espace autoreproduisant Hy de X est fonction croissante de la distance du
processus X.

Dans le § 2, nous donnons une expression de la variance de sup(X(1);teT)
dans le cas ou X est propre.

Dans le § 3, nous introduisons les k-iémes épaisseurs h, (K) d’un compact
convexe K d’un Hilbert H et donnons une interprétation géométrique de la
variance de sup (X (z); tef) au moyen de la 2-i¢me épaisseur de Penveloppe convexe
de 'ensemble des points X (z), te T.

Enfin, dans le § 4, nous montrons que si K est une partic compacte convexe
d’un Hilbert H, K est un G.B. ensemble [au sens Dudley [4]] si et seulement si
hy, (K) est fini pour un certain entier k= 1; et nous terminons ce paragraphe par la
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donnée de quelques propriétés des (fonctions) h, obtenues & partir de résultats
connus sur les volumes mixtes.

Nous remercions chaleureusement X. Fernique de nous avoir communiqué
ses tous récents résultats; les problemes qu’il s’est posés ont stimulé notre propre
recherche.

Les notations utilisées sont celles de Fernique dans [7]:

() X=((X®))er, (£, F, P)) désignera un processus gaussien centré, Iy ou I’
sa covariance, Hy son espace autoreproduisant et dy sa «distance» (cf. [&]).

Dans le cas T fini, on peut définir presque slirement une variable aléatoire
=0y a valeurs dans T muni de la tribu engendrée par les dy-boules en posant

ox(w)=s=X (o, s)=51%p X(w);

p=pix désignera la probabilité sur T, qui est la loi de o.
(2) De plus, pour tout (s, t) de T x T, (Y, (u)),.r désignera le processus gaussien
centré défini par

Yo (1) =X (u) — E(X ()| X (5) — X (1))

Dans les paragraphes 1 et 2 nous supposons T fini et égal a {1, ..., n}.

L Lien entre E(X*(c)—7 (0, 0)) et la distance du processus

Notons Py, le projecteur orthogonal de IZ (Q, &, P) sur espace autoreproduisant
Hyde X=(X(1), ..., X(n).
Tout d’abord, nous avons la

(1.1) Proposition. Etant donné le vecteur gaussien centré X=(X(1),...,X(n)
ona:

(LL1) Py, (X(ox) =] (X (0x)— X (5) dux (s);
(1.12)  E(X*(ox)—yx(ox, 0x)=E[(Pg, (X (0x))*]
=3 [rr di (s, 1) d(px®px) (s, 1)
Preuve. Elle est simple; tout d’abord, d’aprés [ 7],
Py, (X(0) =] X(s) dux (s);
d’ou (1.1.1) et
(1.1.3)  E[(Py, (X (@) 1=f7 .z v(s, ) d(®w) (s, ).
D’autre part, trivialement,
E(X?(0))=E [(Py, (X (a))*]+ E [(P, (X (0)))°];
ainsi
E(X*(0)—7(0, 0))=E[(Piz (X (a))*]+[r .1 (s, 1) d(n@p) (5, 1)
~ frv(t, 1) du(®);
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mais, u étant une probabilité,

jT xT ’V(S’ t) d(ﬂ®:u) (S, t)—_‘.T y(t’ t) d‘u(t)ij xT [’)}(Sa [)—%('))(S, S)+'))(l', t))]
- d(u@®w) (s, )= ~% fr.r dz (s, 8) d(u@p) (s, 1);
d’ou la formule (1.1.2).

(1.2) Remarque. Py (X(0)) est le point de Steiner (au sens de [12]) de Penveloppe
convexe des points X(1), ..., X(n) de I?(Q, #, P).

(1.3) Remarque. La proposition (1.1) permet de retrouver le théoréme (3.3) de
Fernique [7]:
«E(X?(0)—7(0, 0)) est une fonction de la seule distance du processus».

(1.4) Remargue. Trivialement: (a) PIjX(X (0)) est positive p.s.;

(b) la distance dans 7 (€, #, P) de sup (X(1), ..., X(n)) a l'espace Hy (c’est-a-
dire i/ E[(Pg, (X (0)))*]) est égale & la distance de sup (X (1), ..., X (n)) a l'enveloppe
convexe des points X (1), ..., X(n) de I2(Q, #, P);

(©) 3§ dx(s, ) d(u@p) (5, 1) =min [E(yz(07, 02));

Z=(X()-Y,...,X(n)—Y); YeHy].

Donnons maintenant le résultat fondamental de ce paragraphe.

(1.5) Théoréme. Soit X=(X(1),...,X(n) et Y=(Y(1),..., Y(n) deux vecteurs
gaussiens centrés tels que
Alors, pour p=1, 2,

E [(Pg, (sup (X (1), ..., X(W))*1Z E [(Pg, sup (Y(1), ..., Y(m)"].

(1.6) Remarque. E(X?(0)—7y{0, 6)) n'est pas fonction croissante de la distance:
il suffit de prendre n=3,

Y()=—m  YQ=pm, YO)=13p
et

X()=—p XD=u,, X(3)=4#1+Lg3‘l12

avec (u4, i4,) vecteur gaussien normal; nous avons alors:
3 i 3
B X0~ 1alo ) =L < E(Y?(0) (o o) =2
7 n
Preuve. Comme
E(Pz (X (0)=E(X(0),

le cas p=1 ne fait que traduire un résultat de Sudakov (cf [14], ou [6], ou [8],
ou [2]). _

Supposons maintenant p=2. Comme dans [2, p.290], il suffit de montrer le
théoréme avec (X(1),...,X(n) et (Y(1),..., Y(n) vecteurs gaussiens cenirés
propres et indépendants.
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Soit, pour tout réel o de [0, 1], le vecteur gaussien centré
Z5=(Z*(1), ..., Z*(n))

avec
Z:(0)=1/a X()+y/T—a Y(), 1<iZn.

Nous allons montrer que la fonction
J:o— E [(Pg, (sup(Z*(1), ..., Z*m)°]

est croissante sur [0, 1]; ce qui impliquera le théoréme. Plus précisément, nous
allons montrer que

W 0= 5 B0z~ Z 006 (5 (E-T et )|
avec fr. densité de Z% I, matrice de covariance de Z°,

C,=P(o,,=1), 1=Izn
et

E(x)=sup(xy,...,X,), xelR"™

Notons que, pour tout (i, j)de Tx T,
(2) EIZ*()—Z°()1> =0 dx (i, ) +(1 —) d3 (3, )

=%alls 1)+ 705 ) =270 1);

et, grice a 'hypothése (1.5.1),

() o EIZ0)= 2 ()=}, )~ (i) Z0.

D’autre part, par définition,
J(@) =g~ (E(x) =), Crx))* fr,(x) dx;
1

ainsi

24,

V0=l (B)-3 o DE () dx 42 3 LB B 770

et doncA

2 4fr
@ J(@=]r(Z Zszz) f“

(x)dx.

Mais, grace 4 un lemme de Slepian ([13] ou [2, p. 286]),

d
dfr, 1 5y (fo)- va(l )

do —21§i’j<n6x 0x;
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Par suite

o] i (i)
O T@=y T (g ST O ) T

Mais, si 14, j<n;

1 02 . 5 0’E
B ‘—,(S_;CIXZ) =fra> :<6xﬁx »(;*Z szz)fra>

0x;0x; g I

E 0=
+§IR" (*x:_ci) (5x >fr (x)dx;
et comme

1 a*
1 Z §<8x 5x-(‘:_; G’ fr“> =0 j=1...n
<iZn i J

et

o= )
jmn (*_ i) (a—x——CJ) fr.dx=—C;C,,si 1<i<j<n,
i j
nous en déduisons (avec l'aide de (2)):

J(@= Y %E|za(i)—zag)|2 (cicj+<a;?;; (2~ ZClx, fz;>>

1<i<j<n d
cest-a-dire (1).
Par suite, compte tenu de (3), J'(«) est positif sur [0, 1]. D’ou le théoréme.

(1.7) Remarque. Nous ignorons si les conclusions du théoréme (1.5) restent
vraies avec p entier >2. Nous ne savons pas aussi si

Jror di(s, 1) d(ux®py) (s, 1)

est fonction croissante de la distance dy du processus X.

IL. Expression de E(X?(6)~y(0, 6)) quand X=(X(1),..., X (n)) est propre

Donnons tout d’abord un lemme technique.

(2.1) Lemme. Supposons X =(X(1), ..., X (n)) vecteur gaussien centré propre; et
soit fr sa densité. Soit aussi h la densité d'une mesure sur R" absolument continue
(par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™) telle que la distribution associée d h
soit tempérée. Alors
Py, (R(X(1), ..., X =Y. si(h) X (k)
1<k<n

avec

0
=5 fr) =E S 76D XN HXD, ... X))

ou (y(k, D)., est la matrice inverse de la matrice de covariance I' de X.
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Preuve. Elle est simple; en effet, comme () 5(k, ) X(I); 1<k<n) est la base de
4

Hy duale de la base (X (k); 1 £k<n) de Hy,
sk(h)=E[(§?(k, DXMYWXQA),....X(n)], k=1,..,n;

et donc
se(h)= <h —%>=<%’k fr> , CQFD.

(2.2) Remargue. a) Trivialement, pour k=1, ..., n

E(h(X(1), ..., X(n)) X(k)) = E(Py, (W(X(1), ..., X(m) X(k)=} v(i, k) s,{h);

1<isZn

et on retrouve en particulier la formule (2.1.3) de Fernique dans [7].
b) Pouri=1,...,n
1 X))~ X(k)
Py (lipg—p)=—=

V2w =i dy(i, k)

car, en posant Z(x)=sup(xy, ..., X,), NOUS avons

P({ox=1}| X (k)= X(i));

0’E
Puylloo= % (500 )X 00,

15kZn i

Le lemme (2.1) permet d’ailleurs de retrouver le lemme (2.1) de Fernique [7],
qui donne en particulier le

(2.3) Lemme [7]. Supposons toujours (X(1), ..., X(n)) propre; alors, pour f(x)=x"
avec n entier et pour tout s de T,

(23.1)  E([X(s) f(X()—f"(X(5) y(s, 8] L)

95,9 =50 o .
t;s mdx( E(f(yst(s)) 1{o'yst=s})9

(232) E(X(0) f(X(0)—f"(X(0)) 7(0, 0))

=5 T e 0 BL OGO L, )

avec Y (s)=X(s)— E(X(s)| X(s) — X (t)).
[(2.3.1) ne fait que traduire 'identité

E(X () f(X () Lg—g) = E(X(5) Py (f (X (5) 15— )]
Avec laide ce lemme et en posant
(24.1) My(X)=E(X?(0)—7(a, 0)),

nous allons établir le
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(2.4) Théoréme. Supposons que n est un entier 23 et que X =(X(1), ..., X(n)) est
un vecteur gaussien centré propre. Alors:

(24.2) M,(X(1), X(2))=0;
(243) M,(X(1), X(2), X(3) =2—1n |det(X(1)—X(2), X(1) - X(3)I;
(2.4.4) M, (X(1),..., X(n)

= Y MyX@), X(j), X(k))

1Zi<j<k=Zn
‘P(Slllp(X('l)—X(i))§0|X(i)=X(j)=X(k))-
Preuve. En utilisant la formule (2.3.2) du lemme (2.3) avec f(x)=x, nous obtenons
1 .
MZ(X) T — Z dX(S’ t) E( Ysl(s) l{ays[ =s}):

V27 12s<tsa
avec

Y u)=X(u)— EXW|X(5)-X(®); u=1,...,n.

Mais, pour tout (s, ) tel que 1<s<t<n, la matrice de covariance du vecteur
gaussien centré

(Yo (), ue T~ {1})
est aussi réguliére; ainsi, nous pouvons & nouveau appliquer le lemme (2.3.1)
avec f=1:
. Vvl 8) =Yy, (8, )
E(Y(9) 1oy, )= = =
e zjz V2mdy (s,)

1=lsn

P(Sup Zstl(v) - Zstl(s))

avec, pour tout u de T,

Z, )= Y, )= E(Y, ()] Y, (5) — Y, ();
notons que, pour tout u de T,

Zgi(u) =X (u) — E(X(u)| X (s) — X (1), X () — X (D).
D’ou, sin=3,

1 s, S — s, [
MU XD XG) =5 B dylog D I,
=s<t=3 Yo\
1+s,t

c’est-a-dire

M,(X(1), X(2), X(3))=‘2—17; |det (X(1)—X(2), X(1)- X)),

compte tenu du théoréme 3.2 de Fernique [ 7] ou encore compte tenu du lemme (3.8)
a venir; et si n=3, nous avons aussi

My(X)= Y My(X(s), X(2), X(D))

18s<t<l=Zn

. P(sgp(X(u) —X(s)=0|X(s)=X(t)=X(1).
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D’ou le théoréme.
Une conséquence triviale du théoréme (2.4) est le

(2.5) Corollaire. Soit n un entier =23 et X =(X(1), ..., X(n)) un vecteur gaussien
centré propre; donc X admet la représentation

251) X(@= Y Adm i=1,...n
15kgm

avec (W, -.., i) vecteur gaussien normal et A(1), ..., A(n) points de R™ Et

M,(X(1), X(2), X(3)) =% Aire (4(1), A(2), A(3)),

My(X)=

Q| =

Y Aire (A(), A(), A(K) yrm {x; sup(Pje(x)| (1) A(D) <0},

15i<j<kZn
avec *B,;, projecteur orthogonal de R™ sur Uespace vectoriel engendré par A(i) A(j)

et A(i) A(k) et avec ypm probabilité gaussienne normale sur R™,
(Dans (2.5.1), on peut prendre m=n—1.)

Le lecteur familiarisé avec la notion de volumes mixtes (au sens de [1] par
exemple) verra immédiatement que, & un coefficient prés, M,(X), c’est-a-dire
E(X?*(6)—7(o, 0)), est «un» volume mixte de I'enveloppe convexe K des n points
A(1), ..., A(n) de R™ Cependant pour expliciter ce résultat (proposition (3.6))
nous avons besoin d’introduire des définitions; ce sera I'objet du début du para-
graphe suivant.

111 Kki®™es épaisseurs dans un Hilbert et interprétation géométrique de
E(X*(0)~7(0,0))

Dans tout ce qui suit, H est un Hilbert réel et Sy sa boule unité; #} désignera la
- classe des compacts convexes de H; et si H est de dimension finie, 1 désignera
la mesure de Lebesgue sur H; on pose aussi

7.Cn/Z i

(3.0) V, =gl Gpn)=——- (nelN¥).
r (g+ 1)

Tout d’abord, rappelons un résultat bien connu sur les compacts convexes
de dimension finie:

(3.1) Lemme (Formule de Steiner-Minkowski) [1]. Supposons H de dimension
finie m. Alors il existe m+1 applications croissantes W, 0<k<m de Ay dans
[0, o[ telles que, pour tout réel e>0 et tout K de Ay,

m

GBL1) Ag(K+eSgp=Y (

m
k

(et donc WH(K)=Ay(K) et WH(K)=V,); de plus les W, 0<k<m, sont continues
sur Ay muni de la distance de Hausdorff.

) wiEE) &
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Nous en déduisons facilement la

(3.2) Proposition et définition. Soit H un Hilbert et ¢(H) la classe des sous-espaces
vectoriels de dimension finie de H. Alors, pour tout entier k=0 et pour tout compact
convexe K de H de dimension finie, les réels =0

dim N\ WY K
( im )J—mﬂzﬁ Neg(H), NoK, dimNzk,

k

VdimN—k

sont tous égaux entre eux; leur valeur commune sera notée hil(K) ou h(K) et sera
appelée k’*™ épaisseur de K dans H. En particulier ho=1; h(K) est nul si k>dim K ;
et h(K) est strictement positif si lentier k est inférieur ou égal d dim K.

Ce résuliat est facile a vérifier et est bien connu (cf. par exemple Hadwiger
[10, p. 215] ou Dieudonné [ 3, Ch. X VI, § 26, exercice 7]).

Comme les h,, k>0, sont trivialement croissantes sur la classe des compacts
convexes de dimension finie de H, nous pouvons prolonger les fonctions i, a la
classe des convexes fermés K de H comme suit:

(3.3) Définition. Etant donnés un Hilbert H, un entier k>0 et une partie convexe
fermée K de H, on pose

h(K)=sup{h(C); CcK; CeAy;dimC<w0};

et le nombre h,(K) est encore appelé k™ épaisseur de K (dans H).

Trivialement, compte tenu du lemme (3.1), les applications k,, k>0, sont
positives, croissantes, invariantes par translation et positivement k-homogeéne
sur la famille des convexes fermés de H.

(3.4) Remarque. h(K) est I'épaisseur mixte de K introduite par Sudakov dans
[14].

Notons que:

(3.5.1) Si S, estlaboule unité de R" et si 1 £k<n,
n ¥,
m(E)= () 77

(et donc hl(en)ngi ot hy(S,)=(n—1) n).

n—1

(3.5.2) Si K est un compact convexe de IR" de dimension k, h,(K) est le volume
k-dimensionnel de K et h,_;(K) est la } aire (k— 1)-dimensionnelle de K.
Et, pour un polytope, nous avons le

(3.5) Lemme. Soit H un Hilbert de dimension finie ou non, yy la mesure cylindrique
gaussienne normale sur H; soit aussi K un polytope arbitraire de H de sommets
Pis +--s P Alors, pour tout entier k de [1, dim K[,

h(K)= Z Vol (F) yg{x; xeH; sup (PFL(X)IPI_Pi)éo}:
FfacedeK 15Ism
dimF=k
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ou p; est un sommet de F, Py la projection orthogonale de H sur lespace vectoriel Ey
(de dimension k) associé a la variété linéaire engendrée par F et ou Vol,(F) est le
volume k-dimensionnel de la face F.

Preuve. Nous pouvons supposer que 0 appartient & K; et soit N le sous-espace
vectoriel de H engendré par K.
11 est bien connu que, pour tout entier k de [1, dim K[,

Vol,_ (KN Syeg,
hk(K): Z VOlk(F) k( F N@E)

E
FfacedeK Vn—k
dimF=k

avec n=dimK; et ou Kj est le cone des normales extérieures 4 Pi(K —p,) au
point 0 avec p; sommet de F:

Kp={x;xeH,; sup (x| Py (p;—p)) =0}

1ZjsEm

(cOne qui est bien indépendant du choix du sommet p; de F). Mais

Vol,_ (K Cyer,)
vV

n—k

=Ynor{Kr (N O Ep)=yu(Ky).

D’ou le femme.
Nous en déduisons immédiatement une interprétation géométrique de
E(X?*(6)—7(o, 0)) dans le cas ou X =(X(1), ..., X(n)) est propre:

(3.6) Proposition. Les hypothéses étant celles du Corollaire (2.5), nous avons
1
(3.6.1) E(X?(0)—7(,0)) = hy(conviA(i); L sizn}).

Plus généralement, nous avons la

(3.6') Proposition. Toujours sous les hypotheéses du Corollaire (2.5) et pour tout
entier k de [2, n— 1[, Penveloppe convexe K des points A(i), | Li<n, de R™ vérifie

k-2

(3.6.2) h(K)=E(X(0))— ;(k—i —1) pul);

(1/“'“‘

ou, pour i=0,

p(0) = z (i, ) ) E(X (i)~ 21{supX(l) X(z)})

1<izZn

et, pour i dans [1, k—2],

Y 1det(X(s)—X(1);te I~ {sH| E(ZF)).

) =
P —(]/Zt)i JeT

cardJ=i41

E[(Zpy—2-1 l{supX(1)=z<§)}|X(S)—X(t)=0; teJ~{s}],

avec s dans J, ZP=P(X(s) et P, le projecteur orthogonal de L1*(Q, #, P) sur
Pespace vectoriel E; engendré par les X(s)—X(t), te J~{s}.
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(3.7) Remarque. Malheureusement nous ne pouvons rien dire sur le terme

k-2
%(k—i—l) pi()!

Preuve (Esquisse). (3.6.2) s’obtient par récurrence en utilisant les lemmes (2.3),
(3.5) et le lemme suivant.

(3.8) Lemme. Soit m un entier 22 et X =(X(1),..., X(m)) un vecteur gaussien
centré propre, notons Ex la variété linéaire engendrée par les points X(1), ..., X(m)
de I}(Q, #, P) et Z la projection orthogonale de l'origine sur Ey. Alors, en posant
T={1,...,m}et

V(X)=|det(X(1)—X(2), ..., X() - X (m))],
nous avons

(B81) V(X)= Y V(X();ieT~{k})3,

1<k=<m
ou le module de 6, est égal d la distance de Z a hyperplan E, de Ey engendré par les
X(i), ieT~{k}; et oul le signe de J, est positif ou négatif selon que Z et X(k) sont du
méme coté de cet hyperplan ou non. Plus précisément, si 1 <k<m,
E[X(H)Or(X())—X(k
(582) 5, EXO QX0 X1
VELQIXG) - X (k)]
ot Q, est le projecteur orthogonal de 1*(Q, %, P) sur le sous-espace vectoriel de
IX(Q, #, P) associé a la variété linéaire E,.

Preuve. Comme V(X)/(m—1)! est égal au volume (m — 1)-dimensionnel du (m— 1)-
simplexe S de I*(Q, % P) engendré par X(1), ..., X(m), (3.8.1) est une conséquence
immédiate d’un théoréme bien connu d’analyse convexe (voir par exemple le
théoréme (3.7) de [5]).

D’autre part, comme

E[X () 0i(X() — X ()] =E[Qi(X () — Z) Qi (X () — X (k))],

nous en déduisons facilement (3.8.2). Dot le lemme.

Maintenant nous désirons supprimer 'hypothése «X propre» intervenant
dans la proposition (3.6); et méme nous désirons nous passer de I'hypothése
T fini. Pour cela nous avons besoin de la proposition suivante.

(3.9) Proposition. Soit H un Hilbert. Alors:

(1) Pour tout entier k>0 et tout sous-espace N de H de dimension finie, la
restriction de hy d la classe des parties compactes convexes de N est continue (pour
la distance de Hausdorff);

(2) Pour toute partie convexe fermée K de H et tout entier k>0, 0na

(3.9.1):  h(K)=sup{h(P); P<K; P polytope};

et plus généralement, si D est une partie de K dont Penveloppe convexe fermée
coincide avec K,

(3.9.2) h(K)=sup{h(conv(l)); I =D;]I fini}.
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Preuve. (1) résulte immédiatement du lemme (3.1); (3.9.1) s’en déduit immédiate-
ment compte tenu du fait que tout compact convexe K de dimension finie (dans H)
peut étre approché (pour la distance de Hausdorfl) par des polytopes contenus
dans K. Par contre (3.9.2), qui est bien connu dans le cas k=1 [2, p. 260], est plus
long & montrer; et le lecteur trouvera la preuve de (3.9.2) en appendice; le lecteur
peut cependant noter dés maintenant que:

(3.9.3) sup{h(conv(l)); I = D;I fini} =sup{h(P); P=conv(D); P polytope}.

Gréce ala partie (1) de la proposition 3.9, nous allons obtenir le

(3.10) Théoréme. Soit X =(X(1), ..., X(n)) un vecteur gaussien centré propre ou
non. Donc X admet la représentation

X(t)= ) A4Owm, t=1,...mn,

1<k=m

avec (Uy, ..., Iby) vecteur gaussien normal et A(1), ..., A(n) n points de R™. Alors,
si K désigne enveloppe convexe des n points A(1), ..., A(n),

(3.10.1) E(X*(e)—7(o, a))=%h2(K)
et

(3.10.2) E(X(a))z—l— hy(K).

T

Preuve. (3.10.2) est bien connue [2]. Montrons donc (3.10.1); pour cela nous
allons approcher le vecteur X par des vecteurs gaussiens centrés propres: con-
sidérons un vecteur gaussien normal (A(1), ..., A(n) indépendant de
(X(1), ..., X(n)) et soit, pour tout réel £>0, le vecteur gaussien centre

X, =(X(1)+eA(1), ..., X(n) +eA(n).

Comme X, est propre, il résulte de la proposition (3.6) que
1
MZ(XE) = E(Xs(o.s) —7x (O-e’ O-a)) =; hZ(K£)7

avec K, enveloppe convexe des n points

A =(A,(0), -, A1), 0, .., 0,6,0,..),  t=1,...,n

t
de R™+" Mais quand ¢ tend vers zéro, K, converge (pour la distance de Haus-

dorff & de R™+") vers K, car & (K,, K)<¢; et, compte tenu du caractére gaussien
de X et A, M,(X,) converge vers M,(X). D’ou

M ()= E(X(0) (05 o) = Pl K).

Et le théoréme est démontré.
Compte tenu de la remarque (3.5.2), nous retrouvons ainsi les théoremes (3.1
et (3.2) de Fernique de [7]:



Processus Gaussiens et volumes mixtes 59

(3.10.3) Silerang de X est égal a 2, nE(X?*(0) — (0, 6)) est égale d laire de K ;

(3.10.4)  Sile rang de X est égal a 3, 2n(E(X?(0) —y(0, 0)) est égale d laire latérale
de K.

(3.11)  Remarque. Pour tout k tel que A(k) est sommet de K, le nombre P(oy=k)
est égal a I'angle externe W(A(k), K) (au sens de [9, p. 308]) du polytope K au
sommet A(k); le point I de R™ tel que

Y Plox=kIA(K),

1Sk<n

est alors le point de Steiner de K (au sens de [12]); et
G dp@ui = Y ITMI? (M, K).

MsommetdeK

Introduisons maintenant la

(3.12)  Définition. Soit (X(t)),.r un processus gaussien centré avec T arbitraire;
et soit ¢(T) la famille des parties finies de T. Alors, pour tous I, J de ¢(T) tels
que I <=J,

My (X(1); te) = Mo (X(1); te J);

et donc la suite généralisée (M,(X(t); tel));cy 1, admet une limite finie ou non
(mais = 0); cette limite sera encore notée M,(X(t); teT).

Alors, compte tenu de la proposition (3.9.2) et du théoréme (3.10), nous
obtenons immédiatement Je

(3.13) Théoréme. Soit (X(t)),.; un processus gaussien centré avec T arbitraire.
Alors:

(3.13.1) MZ(X(t);teT)z%hz(K),

ou K est [enveloppe convexe fermée dans I*(Q, F, P) de l'ensemble des points
X (1), te T de I*(Q, &, P).

(3.14)  Remarque. Si, dans le théoréme (3.13), X =(X(t)),.; est de rang fini m,
X admet la représentation

X()= Y AOp,  teT

avec (ly, ..., lt,) vecteur gaussien normal.
Si C désigne I'enveloppe convexe fermée des points

A(t)=(4;(1)), <ism L€,
de R™ I le point de Steiner de C, H la fonction d’appui de C —1I:
H(x)=sup(TM|%), si xeR™;
MeC
et si C est suffisamment lisse,

(%L dx, (s, 1) duy, @dux, (s, Niery
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{avec X;=(X{()), jeJ)) converge vers

e 2

1<k=m

(o ) don (i),

0%,

ol g, désigne encore la mesure de Haar normalisée sur la sphére unité ), de R™; et

hz(K):”fzm( Z oH

2
1§k§ma Xk

(@ H(m) 4o, (7).

IV. Autres propriétés des k-épaisseurs

Tout d’abord, nous avons la

(4.1) Proposition. Soit H un Hilbert de dimension infinie et K un compact convexe
de H. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) K est un G.B. ensemble (au sens de [4]);

(2) il existe un entier k=1 tel que h(K)<oo;

(3) pour tout entier k=1, h(K) est fini.

Pour montrer cette proposition, nous avons besoin du

(4.2) Lemme. Pour tout compact convexe K de H et tout entier k=1,
k+1
(4.2.1) hl%(K).ZT e 1(K) hye 11 (K);

en particulier

1
(422) m(K)=4 (hy(K)Y".
(4.3) Remarque. Comme pour tout compact convexe K de H de dimension
infinie les h,(K), k€N, sont tous strictement positifs, (4.2.1) n’est pas ambigu€: on
ne peut avoir la forme «indéterminée» 0. oo dans le membre de droite de (4.2.1).

Preuve du lemme (4.2). Soit k= 1 fixé arbitrairement.

Notons qu’il suffit de montrer (4.2.1) et (4.2.2) avec K compact convexe de
dimension finie.

Montrons donc (4.2.1) avec K de dimension finie. (4.2.1) est triviale si
dimK <k+1, car b 4(K)=0. Supposons donc: dimK = k+1.

Mais, conformément aux notations du lemme (3.1) et d’aprés linégalité de
Fenchel-Alexandroff ([ 1, p. 92]; [10, p. 282]),

N N N )
WLZW i a Wiy (sur Ay),

pour tout sous-espace vectoriel N de H de dimension finie n=k+ 1. Utilisant
le définition de /, nous en déduisons que, pour n=dimK (et méme pour tout
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n>dimK),
k1 =kt )V, Vit
gzt B Dkttt () (K
- n—k
k+1 2n
= h,_ (KYh, (K
k (n—'k)(an_k)z k-l( ) k+1( )
k+1
= k hk—l(K)hk+1(K);
) ﬂ:i/z )
ol a;=(Fsin'p de et Vl:ii, si ieIN*,
F(§+1)

Et (4.2.1) est démontrée.

Montrons maintenant (4.2.2) avec K de dimension finie. (4.2.2) est triviale si 4, (K)=0;
sinon les h,(K), 1 i<k sont tous non nuls; par suite, griace a (4.2.1), nous obtenons

ih(K)
h;_1(K)
Dot (4.2.2):

<h(K), si 1<i<k.

ISESNOY

Et le lemme est démontré.

Preuve de la proposition (4.1). Bien entendu cette proposition est triviale si K
est de dimension finie. Supposons donc K de dimension infinie; alors, d’aprés
Sudakov [14] (cf. aussi [2]), K est un G.B. ensemble si et seulement si &, (K) est
fini; donc

Q) =1)=(2;
d’autre part, (2) implique (3) par le lemme (4.2), compte tenu de la remarque (4.3).
D’ou la proposition.

Donnons maintenant quelques autres résultats facilitant le calcul des h(K)
(et donc le calcul de E(X(0)) et de E(X?(0)— (0, 0))); ces résultats sont obtenus

a partir de formules connues sur les volumes mixtes.
Tout d’abord, compte tenu du lemme (4.2) et du fait que

LE(X (o))]* SE[(Py, (X (o))",

nous obtenons

(4.4.1): Pour tout compact convexe K de H,

(hy (K))*
2

hy(K)< < diam(K) + h,(K).
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D’autre part,

(4.4.2) [10, p.215]. Si 4 et B sont deux compacts convexes de H tels que, pour
tout (a, b) de A x B, (a|b)y;=0 alors, pour tout entier k>0,

h(A+B)= Y Ip(A4) by (B);

Kk =k

en particulier:
(4.4.2"y  hy(A+B)=h,(A) hy(B) +h,(A)+h,(B).

Ensuite, d’aprés un résultat de Fenchel et Alexandroff (cité p- 249 de [10]),

(44.3) Les fonctions K — (h,(K))"* sont concaves (et positivement homogénes)
sur #y; donc, pour tous compacts convexes K’ et K de H,

(h (K" + KD 2 (KN + (K ).
Pour des compacts convexes de dimension finie, nous avons aussi

(4.4.4) - (Formule de Kubota) [1]: Si H est de dimension finie », alors, pour tout
entier k de ]0, n[ et tout compact convexe K de H,

h(K)=py,n sz h(P3(K)) doy(i),

ou P, désigne le projecteur orthogonal de H sur la droite engendrée par le vecteur 7,
oy la mesure de Haar normalisée sur la sphére Y, de H; et

na,

pk,,,=m, avec o;=[Fsin‘pdep, ieN*.

(4.4) Remarque. En itérant (4:4.4) nous obtenons

(4.44") Pour tout compact K de IR" et pour tous entiers i, k tels que 1 Sign—k

BK)= Bl s, . m(BH(K)) di( W)

ol ¢} est la mesure de Haar normalisée sur la variété de Stiefel réelle S, ; ([3,
p. 671), B, le projecteur orthogonal de R" sur le sous-espace vectoriel de R”
(de dimension i) engendré par les vecteurs wy, ..., w; de Télément W=(w, ..., w;)
de S, ;; de plus

P hk(en) .
Pn=1. @y

bien entendu on peut remplacer S, ; par la Grassmanienne réelle G, ; (cf [3, p. 68])
et ¢, par la mesure de Haar normalisée s, sur G, ;.
En particulier, on a

(4.4.4"): sin—k=1,
h(K)=Bi2" §6,r. VOL(PE (K)) ds,H(E);
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etsin—k=2,
h(K) =832 o, oy Srh(Pg (K)) dsy~* 7 H(E).

Enfin signalons que dans le cas d’'un polytope, on a une formule du type
Euler [Shephard, 11]:

(4.4.5) Si P est un polytope de H de dimension m, alors, pour tout entier k de
[0, m],

=== 1T (P)= 3, (= 1) 3 b,

Fje #;

ou Z; désigne la famille des j-faces de P.

Notons que la formule (4.4.5) dans le cas k=0 donne des précisions sur les
cardinaux des #,.

Terminons cet article par la donnée de deux exemples:

(4.5.1) Exemple. Soit m un entier >2; soit T, un (m— 1)-simplexe de R™ dont
toutes les arétes ont pour longueur un. Alors, d’aprés [2],

V[Logml<hy(T,) <5/ Log5m,

avec [Log,m] partie entiére de Log, m. Donc, par (4.4.1),
[Log,m]—n<hy(T,) <5 Log 5m.

De plus, si I est le centre de T,, (et donc son point de Steiner),
= |

pour tout sommet M de T,,.

(4.5.2) Exemple. Soit (a,), une suite de réels > 0; et soit, pour tout entier m> 2,

s1f.

X

%= (Xi)oging sup
. ism
Alors

hl(ﬂg):Z(al + I +Clm)

a.:

1

et
hEm=2 Y aa;

j°
i=j
15i,j=m

plus généralement, d’aprés (4.4.2), pour tout k de [2, m[:
hk(ag)zzk Z nai.
cardI=k iel
V. Appendice

Preuve de la formule (3.9.2) de la proposition (3.9). Pour montrer cette formule
(3.9.2), nous avons besoin des deux petits lemmes suivants.
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(5.1) Lemme. (Formule dite aussi de Steiner-Minkowski). Soit H un Hilbert,
K un compact convexe de H de dimension finie et N un sous-espace vectoriel de H
de dimension finie contenant K. Si m désigne la dimension de N, nous avons alors,
pour tout réel >0 et tout entier k de [0, m],

k k R
WK +o @) ~h(K)=Y () nld) oK) &

K) l —
( m—k+i

m I/m—k
=)

(Sy désigne la boule unité de N).
Pour la preuve de ce lemme, le lecteur pourra consulter Bonnesen et Fenchel
[1] (ou Hadwiger [ 10, p. 214] ou Dieudonné [3, p. 176, exercice 7]).

Tk, m( l) =

(5.2) Lemme. Soit H un Hilbert et (K,), une suite de compacts convexes de H de
dimension finie convergeant (au sens de la distance de Hausdorff ) vers une partie
compacte convexe K de H. Supposons de plus

dimK<ow et sup(dim(K,))<oo.

Alors, pour tout entier k>0, la suite (h,(K,)), converge vers h(K).

Preuve. Ce lemme est bien connu quand les K, sont tous contenus dans un certain
sous-espace vectoriel de H de dimension finie (cf. partie (1) de la proposition (3.9));
ce lemme est aussi bien connu dans le cas k=1 [2, p. 261].

Soit k un entier >0 ar/bitraire; si k=k, avec

ko=1+4+dimK +sup(dimK,),

le lemme est trivial puisque h(K) et les h(K,), n>0, sont alors nuls. Supposons
maintenant k<kg.

Par hypothése, pour tout entier n, il existe un sous espace vectoriel H, de H
de dimension k, contenant K et K,; et, pour tout réel ¢>0, il existe un entier n,
tel que, si n=n,,

K,cK+e8y et KcK,+eGy,.
D’ou

|1 (K,) — bl K) S (K +e Sp,) — h(K) + (K, + £ Sg,) — (K,);

et, pour tout entier j>0,
suph(K,) < +c0,

compte tenu du lemme (5.1) (et du fait que hy(K,)<h(K+&y) si n=n,;). Enfin,
en utilisant & nouveau le lemme (5.1), nous pouvons trouver un réel >0 B indé-
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pendant de n et de ¢ tel que
|hk(Kn)_hk(K)| §8B9 si ”2”8;

d’ou le lemme.
Maintenant, donnons la preuve de la formule (3.9.2) de la proposition (3.9):

(3.9.2) h(K)=sup{h(conv(l)); I=D;]I fini}.

1l est immédiat maintenant que (3.9.2) est une conséquence de (3.9.1), compte
tenu du lemme (5.2), de (3.9.3) et du fait que tout polytope P contenu dans K peut
étre approché (pour la distance de Hausdorff) par des polytopes B, contenus
dans conv (D) et satisfaisant

dimEB <m,

ou m est le nombre de sommets de P.
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