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Croissance et mouvements browniens d’un groupe
de Lie nilpotent et simplement connexe

B. Roynette

We give here a probabilistic characterization of the growth of a simply con-
nected nilpotent Lie group.

Nous indiquons ici une caractérisation probabiliste du degré de croissance
polynomiale d’un groupe de Lie nilpotent simplement connexe.

1. Introduction et notations

On pourra trouver une présentation détaillée des notions sur les groupes et
algébres de Lie que nous utilisons ici dans [1].

Soit % une algébre de Lie nilpotente de dimension n, et 4, =%, 4,=[9,%,]...

%...=19.%1.. %,.,1=(0) sa série centrale descendante Soit e;, ey, ..., e,
€ 151 Cip e ep—e une base de ¢ adaptée a cette série (i.e.: pour tout j=
1,2,....n, ¢ eg,—%H si i;_,;<j=i,). Dans ce qui suit nous identifions I’espace
sous-jacent 21 % avec R" a 'aide de 1a base ¢, e,, ..., ¢,, et si 1e¥, A; désigne sa
i*™ composante sur cette base. Nous notons ¥, (I=1, ..., p) l'espace vectoriel
engendré par e, ., €, ,,2,...,€, Sl bien que ¥=@DF_, V. Si e;e ¥}, nous
noterons I'indice ! par a; (ou a( ])).

Soit 4,=N" Fensemble des suites o=(a,, ..., o, de longueur n formées d’¢lé-
ments de N. Siy=(y,, yz, ..., 7, est un élément de IR” et si ae 4, nous désignerons
par (y)* I'élément y5* - y32...y%". La formule de Campbell-Hausdorff (cf. [1]) permet
de munir ¥(~R" d’une structure de groupe nilpotent G. La multiplication dans
G est polynomiale. Plus précisément on «, pour 4, ue R™:

(g =2+,  A-wy=r+u+PB(A,w),
(AW =A3+us+Py(dys Ags g5 o) -
(A W= Ayt pty+ B(Ays s ooy At s B oo Mnm 1)

ou B,, P, ... B, sont des polynomes. Pour tout j=2, 3, ..., n, il existe une partie finie
B; de 4, x 4, telle que:
BlAys s Ajgs g --.,#H):( ;B Cas (W (W)’ 1)

Bien sir, si (o, §)e Bj,ona: o, | = 510 1= =0,=0,=
Soit U un voisinage ouvert relativement compact de l’orlglne de G, et U=
{Ay - dgidg; 4€U (i=1,...,d)}. 1l existe un entier ¢>0 tel que 0< lim d=°|U"|

d—co

<limd ¢ |U% < 0, ou |U"| désigne la mesure de Haar de UY. Nous dirons que
d— oo
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cet entier ¢, indépendant de U et bien siir unique, est le degré de croissance poly-
nomiale du groupe G. Il est égal a: c=)"_, a(j).

On pourra, pour avoir plus de précisions sur la croissance des groupes, et sur
la formule précédente, consulter [2].

Le but de ce qui suit est de prouver que le degré ¢ de croissance polynomiale de
G est un invariant de certains mouvements browniens du groupe G.

2. Mouvements browniens de G

Soit X, X,, ..., X,, Y(r+1) éléments de 4, et X, X,, ..., X,, ¥ les champs de
vecteurs sur G invariants 4 gauche correspondants. Soit L opérateur elliptique
(éventuellement dégénéré) défini sur G par L=1 {37_, X2} + ¥. Nous appellerons
mouvement brownien gauche associéa X, X,, ..., X, et Yle processus de diffusion
sur G (~¥R") dont le générateur différentiel est L (cf. [4] pour une définition
précise).

Le but de cet alinéa est d’indiquer une formule simple permettant une construc-
tion explicite de tout mouvement brownien gauche sur G. Soit f§,,f,,..., 5, r
mouvements browniens linéaires indépendants.

Si X;=Y"_,de; (i=1,2,...,r) et Y=3"_, b;e;, définissons le processus
gaussien Z a valeurs dans ¢ par:

Z,{t):_i a B;(t)+b-t  (i=1,2,...,n).

Le processus Z,(1) est pour tout i=1, ..., n, une quasi-martingale, c’est & dire la
somme d’une martingale de carré intégrable et d’un processus croissant intégrable.
Nous noterons {Z;, Z ;> le produit scalaire des deux quasi-martingales Z; et Z;, i.e.:

(Z,Z) ()= (éag @)t

Proposition 1. Avec les notations précédentes, soit y le mouvement brownien
gauche associé a L. Alors y est donné par la formule de récurrence suivante:

1O=2,()

1O=Z,0+ Y e J0E)fdMys) (=2 ...,n) @
(2,0)eBj; 0
ou Mj est défini par:

si Y1_, 8,52, alors My=(Z)’ (ou, dans le symbole (Z)’, il convient de remplacer
les expressions du type Z;- Z; par {Z;, Z )

si Y, 8;>2, alors M;=0.

Remarque. La formule (2) est effectivement une formule de récurrence puisque
si (4, 6)eBj, alors o, =---=a,=0. D’autre part, parler du mouvement brow-
nien associé 4 L supJport P'unicité de celui-ci, qui n’existe bien siir qu’a une équi-
valence prés.

Démonstration. a) Soit T; (i=1, ..., r) le champ de vecteur sur G égal 4 la partie
d’ordre 1 de I'opérateur X?. Alors y(¢) est égal a la solution de I'équation diffé-
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rentielle stochastique:

14

v(t=2{§X(vs dp(s)+ lf Ti(y) d } Oﬁ(vs)d& 3)

0

Ceci résulte en effet de la formule d’Ttd (cf. [4]).

b) Soit AeIR™ Ecrivons le produit 1 - X; 4 'aide d’une somme de mondmes de
Lie. On a, d’aprés la formule de Campbell-Hausdorff (cf. [1]):

A-Xi=A+X;+304 Xi]+1-12[)v, [4, Xi]]—l—ﬁ[Xi, [X., /1]]+ . )
Alors:

i) X,(4) est égal & la somme des mondmes de Lie figurant dans (4) pour lequels
. d
l'occurrence de la lettre X, est égal a 1. En effet, celarésulte de: X (1) = v AtXidi_o-

siéme

ii) La j™ composante de T;(4) est égale au double de la somme des j*™
composantes des mondmes de Lie figurant dans (4) pour lesquels occurrence de
la lettre X; est égale & 2. En effet, si (T;(4)); désigne la j*™ composante de T;(1)
et si f;: R"— R est la /* fonction coordonnée, on a:

. d?
(W)= X2 f0)=—5 S tXh—o (e (3), p-96).

¢) Prouvons maintenant le théoréme. Ecrivons la j*™ ligne de 'équation (3).
On a: . )
7= % {J(X),(Vs)dﬁ (s)+ I(T)J(Vs) dS} [ %)) ds. ()

i=1 (0 0

En fait, 'équation (3j) est une définition de y; car le membre de droite de (3j)
ne dépend que de 7, 9,, ..., 7;_;. Il ne reste plus, pour prouver la proposition 1
qua calculer y;(¢) a 'aide de (3j) en utilisant comme valeurs de X,, Y celles calculées
en b, i) et comme valeurs de T; celles calculées en b, ii).

3. Croissance et mouvements browniens de G

A partir de maintenant, nous ne considérerons plus que des mouvements
browniens y sur G n’ayant pas de termes de translation, c’est-a-dire tels que Y=0.
Soit AeG. Disons que Aesupp(y) s’il existe un voisinage ouvert V de A tel que la
probabilité pour y d’atteindre ¥ soit strictement positive. On sait (voir [5]) qu'une
condition nécessaire et suffisante pour que supp(y)=G est que l'algébre de Lie
Z(Xy,X,,..., X,)engendrée par X, X,, ..., X, soit égale 3 4. Notre but étant de
caractériser le degré ¢ de croissance polynomiale de G a I'aide des mouvements
browniens de G, il est bien clair, dans ces conditions, que nous devons nous limiter
aux mouvements browniens y correspondants a des X,,...,X, tels que
L(X,,....X,)=9.

¥

Théoréme. Soit y le mouvement brownien gauche sur G correspondant d X5, ..., X,
Y tels que:
Y=0, ZX,...X,)=9%.
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Alors

1. Pour tout j=1,2, ..., n, E{(y;(2))*} est un polynome en t de degré d(j),

2. d(j)=ay, si bien que }}_, d(j)=c, oil c est le degré de croissance polynomiale
de G.

Remarques 1. Le théoréme n’est pas vrai si Y40, comme on le voit en consi-
dérant le «mouvement brownien» défini sur R par y(t)=B,+1¢.

2. Drapres la proposition 1, y; est une quasi-martingale. Comme on le verra a
la suite de la démonstration, si 4,(t) désigne le processus croissant associé a
7;(t), alors E(A(t)) est également un polyndéme en ¢ de degré d(j).

Démonstration. Nous allons procéder en plusieurs étapes:

a) Mots en B,, B, ..., B,. Soit (2, &/, P) un espace de probabilité sur lequel est
défini r mouvements browniens linéaires indépendants B,, ..., B,, et &, (t=0) la
o-algebre engendrée par §, (s), ..., B,(s) (s=1). Les opérations suivantes sont définies
sur I'espace des processus adaptés a la famille %, (t=0) et de carré intégrable.

O‘i(M)(t)zOIM(s) agiis) i=1,2,...,n),

0,(M)(1)= Of M(s)ds,
03(M1a Mz)(t)z(Mp Mz)(t)-

Nous appellerons mot en §,, ..., §, (ou simplement mot) tout processus obtenu
a partir des «mots élémentaires» f,, ..., B, et d’une suite finie d’opérations choisies
parmi 0%, 0, et O0,.

Le degré d’'un mot est calculé de la fagon suivante; le degré des mots élé-
mentaires f,, ..., B, est égal a 1 et: deg O} (M) =deg(M) +1, deg 0,(M)=deg(M)+1,
deg O5(M;, M,)=deg(M,)+deg(M,).

Lemme 1. Soit M un mot de degré d. Alors E{M (t)} =c,; t* - ¢;s est nécessaire-
ment nul si d West pas entier. ( Bien sur, c,, peut etre nul pour un mot de degré entier.)

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le degré de M, et on utilise la
formule d’Itd pour calculer les mots M de la forme M, - M, ... M,, ol chaque M;
apparaissant dans ce produit est égal 4 O} (M’) ou & 0,(M"). La premiére partie
du théoréme est ainsi démontrée puisque d’aprés la proposition 1, y;, et donc y3,
est une combinaison linéaire de mots en f,, f,, ..., B,.

b) Lemme 2. Pour tout j, y; est une combinaison linéaire de mots dont le degré
wexcéde pas 3 a;.

Nous raisonnons par récurrence sur j. Supposons la propriété annoncée dans
le lemme vraie jusqu’a 'ordre j— 1. On a, d’aprés (2):

1 O=Z;0+ X Ca,aof (7(s))* M (s).

(«,0) B;

Si (2, 6)e B;, on a, du fait que [4,, 9, 1<%, , (p,q=0)

IZI al'al_i_ Z al'éléaj. (5)

=1
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Distinguons deux cas:

1. JZ 6,=1, et donc, d’apres (5) i a4y =a;—1. (6)
1=

1 =1

D’aprés la définition de M;, on a:

deg(f (7(s))* dM;(s)) = deg (y)* +3

Z o (deg Vz)“'%

=1

A
_

i, -1
J
—{ Y a- oc,}—k—i— (par récurrence)
2 I=1
1

A

3a; d’aprés (6).

2. Y §,=2.0Ona, dapreés (5):

=1
Z a- o
I=1

D’autre part, d’aprés la définition de M;;:

deg ([ (y(s))* dM;(s))=deg(y)*+1

A

a;=2. Y

1

= ) o-deg(y)+1
I=1

L
2

IA

fa; -1
{ Y a- fx,}+1 (par récurrence)
1=1

lIA

1a; dapres (7).
Le lemme 2 est ainsi prouvé puisque M; est nul dans les autres cas.
c¢) Lemme 3. Dans y;, la somme des mots de degré 5 a; West pas nulle.

Démonstration. Soit V; I'espace vectoriel engendré par ey, e,, ..., e, et m: 9~ V]
la projection sur V] paralléle & BF_, V;. Soient X;=n(X) (i=1,2,...,r) ety le
mouvement brownien associ€¢ 4 X, X,, ..., X,. Remarquons que:

LX,, Xy, ., X)=L(X,, X5, ..., X,)=%  (cf. [1], exercice § 4,4, p. 119).

La somme des mots de degré %aj dans y; est égale & 7; (d"apres la prop. 1).
Le lemme en résulte alors, puisque 7; n’est pas nul, le support de 7 €tant égal a G.

Le théoréme s’en déduit alors sans peine: E{(y;())*} est un polynome en ¢
d’aprés le lemme 1, de degré inferieur ou égal a g; d’apres le lemme 2, et de degré
exactement égal 4 a; d’aprés le lemme 3.

Il reste a prouver la remarque 2 qui suit I'énonce du théoréme. Notons 4;(t)
le processus croissant associé a 7y,(t) (yj est somme d’une martingale y} et d’'un
processus & variation bornée; A; est tel que (y})*— 4; soit une martingale). En
fait, il reste & prouver que dans y; la somme des mots de degré 1a ; west pas nulle.
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Par un argument de passage au quotient, on peut supposer que:
V,, est de dimension 1, égal a (e)),
I/aj+1= I/aj+2: e :0_

Avec les notations du lemme 3, la somme S; des mots de degré %aj dans y}
est égale a ?}. Si donc §; était nulle, on aurait, d’aprés 3;:

(6, ()= (0, ()= -+ = (X, (A);=0

pour tout A€ V=@ -} V,. Dans ces conditions, les champs X,, X,, ..., X, seraient
tangents a Ven tout point de V. Cela impliquerait que I'algebre de Lie £ (X, ..., X,)
est incluse dans ¥, ce qui est absurde, puisque (X, ..., X,)=%.
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