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Sur les processus de diffusion de dimension 2

B. Roynette

Hypothéses et Introduction

1. Soit L un opérateur elliptique sur R? qui sécrit: L=4[XZ+X3], ot X,
et X, sont deux champs de vecteurs de classe C* dont les coefficients, ainsi que
leurs dérivées premicres et secondes sont bornées. L s’écrit encore:

2

Z a,;(x) aax. +Zb(x

Si
z 0
Lo (=LY

la matrice a s’écrit o - ¢*. D’autre part,

2
b(x=~2«2: I 9x,

Nous appellerons I* l'opérateur adjoint de L défini par:

2

2
L*u—i Z (au uw+ Z (b u)
(u de classe C?). Remarquons que la matrice o peut étre dégénérée, c'est-a-dire
que nous supposons seulement:

2
0 Z x)0,0,<4101> pour tout fcR?.

2. Soit Q=%{[0, o[ - IR?} I'espace des fonctions continues & valeurs dans

R2. Soit Z la tribu engendrée par les coordonnées X (0<s<t), et F= Vizo %
I est prouvé dans [2, § 1] qu’il existe, pour tout x de ]R2 une probabilité P, et une
seule sur (©, %) telle que (2, %, %, X,, P) est un processus de Markov, P, f(x)=

f(x)+4 P Lf(x) du, pour toute f de classe C* nulle a I'infini, et ou P, est le semi-
groupe associ¢ a ce processus. Nous noterons G, (resp. G) la complétée pour toutes
les probabilités, P de la tribu % (resp. &) C’est le processus (©2,G,,G,X,,P)
fortement markov1en que nous appelerons la diffusion associée a L.

3. Soit #(X,, X,) 'algébre de Lie engendrée par les champs X, et X,. Il est
bien connu ([3]), lorsque la dimension de £ (X, X,) est égale 4 2 en tout point, que
L et le processus associé¢ possedent de «bonnes propriétés»:

o) principe du maximum dans tout ouvert connexe [3],
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B) résolvantes fortement féllériennes, fonctions excessives semi-continues
inférieurement,

) dualité du processus, par rapport & la mesure de Lebesgue, au sens de
[1, p. 196], avec un autre processus de diffusion [2, § 4].

Soit I' ensemble des points ou le rang de l'algebre de Lie #(X,, X,) est
strictement plus petit que 2. Nous allons voir ici (§ 1) que I’hypothéses I'=§ peut
étre fortement affaiblie sans que Let le processus perdent leurs qualités essentielles.
Cette hypothése affaiblie, de plus, est nécessaire pour que le processus ait ces
qualités. Ensuite, nous nous intéressons aux propriétés probabilistes du processus
(comportement des fonctions excessives, fonctionnelles additives, ensembles
semi-polaires) lorsque celui-ci a ces «bonnes propriétés». Enfin, nous montrons
que, lorsque les coefficients des champs sont analytiques, la propriété I'=0 est
alors nécessaire pour que le processus satisfasse a a, 3, y.

4. Dans le paragraphe 2, sous les seules hypothéses de I’alinéa 1), nous donnons
des propriétés des fonctionnelles additives et des ensembles semi-polaires:

Toute fonctionnelle additive a presque sfirement un seul saut.

Tout ensemble semi-polaire est effilé.

Nous donnons des exemples prouvant que ces propriétés ne sauraient étre
améliorées.

1. Quelques Equivalences

On suppose ici que L=3Y72 | X2, ou les champs X, sont de classe C*, a
coefficients bornés, ainsi que leurs deux premiéres dérivées. Nous appellerons
I'={x;le rang de I'algébre de Lic £ (X,, X,) engendrée par X, et X, est strictement
plus petit que 2 au point x}.

Rappelons quelques propriétés et définitions. 1.a) Lorsque l'un des vecteurs,
par exemple X, ; est non nul en un point x,, il est possible, dans un voisinage ouvert
V de x,. grace a un difffomorphisme ¢ de classe C*, de transformer le champ X,

en . Le processus ¢(X,) est, dans l'ouvert ¢(V) le processus de diffusion

, Xo=d¢-X,, do étant la

0
0x,
associé & L'=%(X;?+C5?), ou Xi=d¢- X, =—>—

1
différentielle de ¢. Nous aurons 'occasion de faire souvent cette transformation.
D’autre part, cette remarque permet de voir que I est fermé. Soit en effet x,el™.
Il existe un vecteur, par exemple X, tel que X,(x,)+0. Nous pouvons supposer
alors, dans un voisinage U de x,,, que:

r

0 0
X, =t e
2 aax-l-ﬁay:

et il est facile de voir, en calculant les crochets de Lie successifs [X,, X,],
[X,[X,,X,]], etc,, que:

vnr=y {2 1)

pz0
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1.b) Nous savons que 'opérateur ¥ sécrit:

2

L*u—7 i_ 6 66 +Zb*(x) +c*(x)-u

l

ou les vecteurs b7 (x) sont lipschitziens et ot la fonction c*(x) est bornée. Il existe
donc 120 tel que c*( x)— AL 1, <0.

Soit {Q,G,,G P’} 1a diffusion associée a 'opérateur L défini par

n 02 2 a
Z

t’A

+ Y b (x)——.

ax ox; [ Ox;

Considérons le processus tué par la fonctionnelle multiplicative
exp |} (c*(X,)— 1) ds. Soit @' ={Q xR, Z* X}* Q*} ce nouveau processus, et soit
{U** 1=0} sa résolvante. De méme, soit {2 xR*, &', X, 0.} le processus obtenu
en tuant la diffusion associée a L par la fonctionnelle e~*!. Soit {U*, u=0} la
résolvante de ce processus. Nous savons ([ 2, th. IV, 1)) que CU* f, g>,, =<, U**g> .,
pour toutes f, g boréliennes bornées et 4 >0 (m est ici la mesure de Lebesgue de IR?).

1.¢) Nous dirons, suivant [1, p. 196] que la mesure de Lebesgue m est mesure
de référence si, pour tout x, et tout =0, les mesures U*(x,.) sont absolument
continues par rapport a m.

1.d) Nous aurons a utiliser le résultat suivant, qui se trouve dans [2]:

1l existe un espace de probabilité (I, =, P), f un mouvement brownien de
dimension 2, définie sur cet espace et des variables aléatoires Y* définies sur IT
telles que:

t t
Yr=x+ [o(Y?)dB,+ | b(Y)ds, Pp.s.
0 0

De plus; si h* est lapplication de IT dans € {[0, co[ — IR?} définie par X, (h*(w))
=Y™(w) et si B, est I'image de P par I%, alors:
{#{[0, o[ -»R?}, X,, P.} est la diffusion associée a L.

1.e) Nous dirons que I'opérateur L satisfait au principe du maximum dans
un ouvert connexe ¢, si, pour toute fonction u de classe C* dans @, les relations:

o) Lu=0 dans 0O,

f) u atteint un maximum positif en x appartenant & ¢, impliquent que u est
constante dans 0.

Théoréme 1. Les propositions suivantes sont équivalentes?;

A,) Toutes les fonctions excessives sont semi-continues inférieurement.

A,) La mesure de Lebesgue, m, est mesure de référence.

A,) I’ Wa pas de point finement intérieur.

De plus l'une des hypothéses A, A, , A, implique:

A,) L satisfait au principe du maximum dans tout ouvert connexe.

Si L west pas complétement dégénérée (i.e.: il Wexiste pas de point x, tel que
X, (xp)=X,(x0)=0), alors A, est équivalent a A, A,, A,.

L Cf remarque 1, fin de la démonstration.
7 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete, Bd. 32
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Démonstration. A, implique A,: Soit E un borélien tel que m(E)=0. D’aprés
1.b, on sait que { m(dx) U* 1(x)=0, et donc que la fonction U* 1, est m-presque
partout nulle. Etant s.c.1. elle est nulle.

A, impliqgue A,: Raisonnons par I'absurde, et supposons que I ait un point x,,
finement intérieur. Le rang des vecteurs (X, X,) au point x,, soit (X, X,)(x,)
vaut O ou 1.

Si r(X,, X,)(x4)=0 alors le point x, est absorbant ([2], § 1) et m ne saurait
étre mesure de référence puisque U* Loy (xp)=1/4.

Si r(X;, X,) (x,)=1, d’aprés 1. a, on peut supposer que I'un des champs, soit

par exemple X, s’écrit dans un voisinage V' de x,, et supposons que X, =

0
0,50 %,
ox dy’

D’aprés le rappel de lintroduction 1.d, il existe un mouvement brownien

B=(8", B tel que:

X0 =i+ [a(X)df 4 J ot o) (X)ds,
0 0
X7=[B(X) dﬂ?+% § @B +BB)X)ds.
0 0

Puisque x,, est finement intérieur a I, 7, le temps de sortie de I' est P, p.s. positif.
Soit '=1 A0y, 01 6, est le temps de sortie de V. L’algeébre de Lie devant étre de
rangl, on a B(X!, ., XI,.)=0 P_ ps. et B(X}, ., X;, )=0P, ps. doi, en
substituant dans les équations stochastiques précédentes X2, =0 P, p.s.etdonc
U*1,(x,)>0, si y est l'intersection de V avec la droite {x=x,}, ce qui contredit
A,, puisque m(y)=0.

A, implique A, : Pour prouver A,, il suffit de voir que U*f est s.c.i. pour toute
f borélienne bornée positive, et tout 4> 0. Soit donc une telle U*f.

a) Tout d’abord, remarquons que U*f est s.c.i. sur Pouvert I, En effet, soit
xel™, B(x,r) une boule ouverte incluse dans I'°. Modifions les coefficients de la
diffusion en dehors de B(x, r) de fagon que la nouvelle diffusion (dont les éléments
seront notés avec des primes) soit telle que I'"=0. Dans ces conditions, cette
diffusion est fortement féllérienne [2, § 5] et donc toute fonction excessive pour
cette derniére est s.c.i. Or, il est clair que les topologies fines de ces deux diffusions
coincident sur B(x, r); cela résulte de techniques de recollement (voir par exemple
[81):

Soit x appartenant 4 un ouvert U, et I' et I? deux opérateurs elliptiques tels
que les coefficients de I! et I? coincident sur U. Soient P (resp. P?) la probabilité,
sur Q=%{[0, o[ —R?}, au point x de la diffusion associée a I} (resp. L?). Alors,
les probabilités P! et P? coincident sur la tribu &, des événements antérieurs a 1,
ol 7 est le temps de sortie de U, ce qui prouve que U” f(x) est s.c.1. sur I'.

b) Soit maintenant une suite de boules fermées 0,,0,,...,0,,... telles que

w1 0,=I7 et appelons G,=|J5_, 0,. L'ouvert G est un ouvert a frontiére
compacte dont tout point est fortement régulier, au sens suivant:
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Si x,€dG;, pour tout u>0, tout ¢>0, il existe un voisinage V(x,) tel que, si
xeV(xo)N G5, P, [t,>u] < ou 7, désigne le temps de sortie de G, Cette propriété
résulte des remarques suivantes:

11 suffit de prouver cette propriété pour p=1.

S’il existe en x, un vecteur parmi les X; transverse a d0,, cela est évident
([2, th. IV, 3]).

Si les vecteurs X, et X, sont tangents & 60, en x,, et si pour tout voisinage V
de x, sur 80, il existe un point yeV tel que I'un des champs, X; ou X,, n’est pas
tangent a 00, en y, alors cela résulte de la démonstration du théoreme IV, 3,
dans [2].

Si les vecteurs X, et X, sont tangents a 0, dans un voisinage de x,, alors, il
en est de méme de tout champ de I'algeébre de Lie engendrée par X, et X,, et donc
r(Z(X,, X,))(x,)<2, ce qui est absurde puisque x,e ™.

De cette remarque, on déduit que, si f est une fonction continue (resp. s.c.1i.)
positive définie sur 0Gy, la fonction E, [e = f (ti)] est continue (resp. s.c.i.)
sur Gy, (voir par ex. [2, th. 1V, 2]). D’autre part, on &, pour y el

U/lf(yo)zEyo [o}pe‘“f(Xs) ds] +E,, [e=*r UAf(XTp)].

Choisissons &> 0, et posons U”f(y,)=a. Puisque 7, \v 0P p.s. d’apres A;,
on peut trouver p, tel que L

E, [ Tfae‘“f(Xs) ds} <e/2.
0

Cela implique E,_ [e "o U f (X, )] ga~i, et donc il existe un voisinage V
de y,, tel que pour tout yeV: o 2

U O)=E, [ e f(X)dsZE,[e ™" U (X, )] Za—o2,
0 0

puisque U* fest s.c.i. sur T

A, A,, A, impliguent A,: Nous allons avoir besoin de la définition suivante,
prise dans Bony [3]. Ici, Q est un ouvert connexe.

Définition 1. Soit F un fermé de Q. Nous dirons qu’un vecteur n est normal &
F en x, (x,€F), s'il existe une boule ouverte, contenue dans Q- F, centrée en
x;, telle que x, soit adhérent & cette boule et que les vecteurs x, —x, et n soient
paralléles. Un champ de vecteurs X (x) est tangent a F au point x,, si, pour tout
vecteur n normal & F en x,, les vecteurs X(x,) et n sont orthogonaux. Nous utili-
serons le lemme suivant:

Lemme 1. Soit Q un ouvert de R?, et soit F un fermé de R*. Nous dirons que F
est absorbant pour le processus si pour tout xe F N Q, P o, <0,]1=0 oul o, (resp. o)
est le temps de sortie de Q (resp. F). Cela étant, pour que F soit absorbant dans Q, il
Saut et il suffit que chaque champ X, et X, soit tangent a F en tout point de F N Q.

Démonstration. 1. La partie nécessaire de ce lemme est facile a prouver. Mon-
trons la par I'absurde, et supposons qu’il existe un point x,€F M €2, une boule B,

7
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ouverte de centre x,, telle que B, = F*, x, adhérent & B, et 'un des X, par exemple
X,, n’est pas perpendiculaire en x, a x,—x,. Par difffomorphisme local, nous
pouvons nous ramener a la situation suivante: il existe une droite D telle que F
soit contenu dans un demi-espace déterminé par D et telle que DN F={x,}. Alors,
la projection du mouvement sur la perpendiculaire & D en x, est la somme d’un
mouvement brownien changé de temps et d'un processus croissant, de densité
bornée par rapport au temps, et pénétre donc immédiatement dans le demi-
espace déterminé par D et disjoint de F.

2. La réciproque, beaucoup plus profonde et difficile, est la conséquence du
résultat suivant, dd & Strook et Varadhan [7]:

Considérons I'espace € =% {[0, co[ — IR*} muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact. Soit II, 'ensemble des fonctions ¢ appartenant
a ¥ telles qu'il existe une fonction , constante par morceaux (i: [0, o[ —R?)
et telles que:

d(t)=x+ j"ta(@(u)) v (u) du.
0

Alors le support de la mesure P, est égal 4 la fermeture de II, dans Q. Le lemme en
résulte facilement si on utilise le résultat suivant, di a4 Bony [3, th. 2.2]: «Si les
champs de classe C*, X, et X,, sont tangents a F en tout point, alors toute courbe
intégrale de Ze #(X,, X,) qui remontre F en un point est entiérement contenue
dans F» et si on remarque, en vertu de ce résultat que les relations:
Pell,, P()el pourtout 0=Zt=¢,
impliquent
P()eF pour tout 0=t1=t,,

puisque les éléments de II, sont tangents en tout point & un élément de £ (X, X,).

Démonstration de A, implique A,. a) Soit u une fonction de classe C? dans Q,
ouvert connexe, telle que Lu=>0, et u atteint un maximum local positif en x,.
Alors, d’aprés [3, prop. 3.1], le fermé H, ensemble des points ot u atteint son maxi-
mum, est tel que chaque X; lui soit tangent.

C’est donc un fermé absorbant. Il nous suffit donc de prouver que le plus petit
fermé absorbant dans Q est Q tout entier.

b) Supposons donc qu’il n’en soit pas ainsi, et soit F un fermé absorbant dans
Q différent de Q écrivons:

Q=0,00FuU0, ou: 0, estlecomplémentaire de F (dans Q).

F=0,00F ou: O, est l'intérieur de F (dans £2).

Soit 0,e0@,, et B, une boule ouverte incluse dans ¢, (si une telle boule n’existe
pas, la démonstration, comme il va apparaitre par la suite, est plus facile).

Alors: By, [ty <00]=0 (ou 7, est le temps d’entrée dans B,).

S’il n’en était pas ainsi, il existerait d’aprés [7] un élément de I,,, soit @ tel
que pour un t,, on ait ®(¢t,)=0,,0,eB,. Mais c’est que @ appartient au support
de I1,,, et qu’il existe une boule B,, B, = 0,, telle que Fy [tp, <00]>0, ce qui est
absurde.
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c¢) Prouvons que les champs X, et X, sont tangents en tout point de OF &
0F v 0,. Sinon, il existerait xedF, B, boule ouverte incluse dans 0,, de centre x;,
telle que par exemple, x, —x soit non perpendiculaire a X, (x) et telle que xedB, .
Mais alors, d’aprés la démonstration du 1) du lemme 1: E_{e™ 3] =1. D’autre
part, on peut toujours choisir B, suffisamment petite pour que dB, soit fortement
réguliére. Alors, la fonction E_[e™ "] est continue sur B, et est donc positive en
des points de ,, puisque x est adherent a @,. Cela est absurde d’aprés b).

d) Prouvons que dF < T, en raisonnant par 'absurde. Supposons qu’il existe

v, ye0F, tel que le rang de (X, X,) soit 2 en y. Alors ce rang est 2 dans une boule B

ouverte contenant y: alors, F,[t,<o0]>0, ou C est une boule ouverte incluse

dans B [pour voir cela, on peut remarquer par exemple que la fonction v(x)=

E_[e™"c], qui satisfait 4 Lv=0, ne saurait s’annuler en un point sans étre nulle sur

B — C (principe du maximum), alors, que, lim E_(e~*)=1 si x,edc]. Or, d’aprés
X—=>X0

c), OF u 0, est absorbant. Donc OF est absorbant. On en déduit que 6F o B, ce qui
est absurde puisque 0F n’a pas de point intérieur.

e) Il reste alors 4 remarquer que 0F I, OF absorbant impliquent que I’
posséde un point finement intérieur.

Prouvons que A, impliqgue A, A,, A, (si Ln'est pas totalement dégénéré). Nous
allons prouver que (non A,) implique (non A,). Supposons donc que I ait un point
finement intérieur x,. Puisqu’il n’existe pas de point absorbant, et d’aprés la
démonstration de A, implique A,, on peut se ramener a la situation suivante:
On suppose x,=(0, 0). Il existe >0 tel que:

0
X, =—
1 ox’
é 0
X,=a—+b-— avec b(x,0)=0 pour |x|Ze.
ox oy

Soit B la boule fermée de centre (0,0) et de rayon o/4. Soient M, et M, les
points d’intersections de 0B avec ’axe des x. Soit @ une fonction de classe C?
définie sur 0B telle que: @ =0, @ atteint son maximum, soit 4, en M, et M,; < 4,
en tout point de B—M,—M,.

Dans ces conditions, soit u(x)=E_[®(X o;)] (6;, temps de sortie de B, tel que
oy < + o0 presque sirement).

u est de classe C? a Iintérieur de B satisfait & Lu=0.

u(x, 0)=A pour tout x tel que |x| L a/4.

Drapres Pinsky [5], Xoze0B— M, — M, P, ps., pour tout x de I'intérieur de B
qui n’appartient pas a P'axe des x. Donc: E [¢(Xap)]<A en tout point de
Iintérieur de B qui n’est pas sur 'axe des x. Ainsi, le principe du maximum n’est
pas vérifié.

Remarque 1. Donnons les définitions suivantes:

Nous dirons que 'hypothése D, est réalisée s'il existe un point x, de R? tel que
X {xy)=X,(x,)=0.

Nous dirons que ’hypothése D, est réalisée s’il existe une sous-variété y de R?
de dimension 1 telle que les champs X, et X, soient tangents a y en tout point de y.



102 B. Roynette

Avec ces définitions, et les techniques de la démonstration précédente il
n’est pas difficile de voir que les conditions A, A,, A, sont équivalentes a la condi-
tion complétement analytique suivante:

A) Ni D, ni D, ne sont réalisées.

Remarque 2. On peut voir que 'hypothése A, est équivalente & 'hypothése
suivante: A5: Tout point de I' est finement adhérent a ¥, ou V est 'ensemble
des points ot le rang des vecteurs (X, X,) est égal'a 2.

A, = A% . Supposons qu’il existe x,e I, x, non finement adhérent & V. De deux
choses I'une:

Ou r(X,, X,)(x,)=0, et cela est absurde, car x,, absorbant, est ouvert fin.

Ou r(X,, X,){(x,)=1, et il existe alors une variété intégrale de 'un des champs,
soit ¥ tel que, partant de x,, le processus commence par séjourner dans V. Mais
cela est absurde, car sur ¥, dans un voisinage de x,, L(X,, X,) est de rang 1.

D’autre part, un raisonnement du méme genre que le précédent permet
d’obtenir facilement que A; = A,.

Remarquons que la démonstration. Ay = A, est plus simple que A;=A, car
il est alors évident ([2] th. IV 3, a) que les boules 0, telles que Uf'; 1 0,=U sont
fortement réguliéres (le champ étant de rang 2 en tout point de 00,).

Remarque 3. L’hypothése A ,: «I” est de potentiel nul» implique facilement A,.
Mais on peut voir sur un exemple que la réciproque est fausse.

Exemple. Soit K un compact de [0 1] tel que: K est sans point intérieur, de
mesure de Lebesgue positive.

Soit ¢ une fonction de classe C*, bornée, définie sur ]— oo, + oo telle que:

¢ ainsi que toutes ses dérivées sont nulles sur K.

¢ est strictement positive sur R — K.

Considérons alors dans R? le processus associé a L= X7+ X2 ou

0 0
Xlza‘a X2=(]5(X)5)7.

Il est clair ici que '=K xR, U*1.(x)>0 pour tout x, et que cependant I’
n’a pas de point finement intérieur.

On voit de plus sur cet exemple que I' peut étre trés «grand», c’est-a-dire
que pour tout compact C et tout ¢ >0 on peut trouver un processus dont I'ensemble
des points de dégénérescence de l'algébre de Lie, I, soit tel que m(C—1I)=<e,
et qui cependant a de trés «bonnes propriétés» (A, ..., A,).

Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés probabilistes de la
classe des processus décrite par le théoréme 1.

Théoréme 2. Sous F'une des hypothéses A, A,,A; ou A,, le processus associé
L est tel que:

a) Les fonctions excessives sont presque silrement continues sur les trajectoires.
b) Les fonctionelles additives sont presque siirement continues.
c) Tout ensemble presque borélien semi-polaire est polaire.
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La démonstration repose essentiellement sur le lemme suivant, indépendant
des hypotheses A, A,, A; 0uA,.

Lemme 2. Soit T un temps d’arrét terminal (ie.: T=t+To 0, sur T >1), effilé
(i.e.: P[T>0]=1 pour tout x).
Soit 0, ={x, E_(e~T)>0}. Alors m(0;)=0.

La démonstration du lemme 2 repose sur le lemme suivant, indépendant lui
aussi des hypothéses A, A,, Ajet A,.

Lemme 3. Les probabilités P, et QF sont équivalentes sur les tribus %, pour tout
t=0 (avec les notations des 1.b) (B,=| m(dx) B., Q% ={ m(dx) Q%).

Démonstration. 1l suffit pour prouver ce lemme de montrer que P, et P, sont
équivalentes, puisque on passe du processus {Q, 7,7 X,, P} au processus
{QxR*, Z* X¥ Q* en tuant par une fonctionelle multiplicative 4 densité
bornée.

Nous allons en fait prouver que les probabilités P, et P/ sont, pour tout x de R?,
équivalentes sur Z (¢t =0). Notons que cela prouvera en particulier que les topo-

logies fines et cofines sont les mémes.
Soit donc xelR?. Deux cas sont 4 envisager:

1. X,(x)=X,(x)=0. Alors le point x est P. absorbant. Mais, en calculant les
coefficients de L, qui s’annulent alors tous en x, il est clair que x est aussi F/
absorbant, et P, et P/ sont donc équivalentes.

2. Supposons que 'un des champs, par exemple X, soit tel que X,(x)=0.
On peut alors se ramener localement a la situation suivante:

0
X, =—
17 ox ..
5 dans V, voisinage de x.
X,=a—+b—
2= %55 * dy

Si nous prouvons que la formule de Cameron-Martin (voir par exemple [8])
permet de passer de la probabilit¢ P, a la probabilité P/, cela prouvera que I,
et P/ sont équivalentes, pour tout t=0, sur les tribus &, , ou g, est le temps
de sortie de V. Or, si M est un opérateur elliptique qui s’écrit M=%g-0*+v
{o lipschitzien, v champ de vecteur borélien borné), nous savons que la formule
de Cameron-Martin permet de passer des probabilités A, (associée & 3 oo*, au
point x) & B, (associée & 3 o6* +0) si v(y) appartient & espace vectoriel engendré
par les vecteurs colonnes de o(y) en tout point y, sauf peut étre sur un ensemble
de potentiel nul, pour 4,.

Or ici: L=%(co*)+b,, avec b1=(aa;+ba’y)a—i+(ab;+bb’y)a—i.

0
L=3(oo*)+b,, avec b, =(3(aa;+ba’y)+2ab’y)a—
X

0
| a +(3(ab.+bb) +2ab)——
et o= .

(0 b)

oy
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Dans V, trois sortes de points sont a distinguer:

1. y est tel que b(y)+0: les vecteurs b'(y) et b*(y) appartiennent a I'espace
vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de o, puisque celui-ci est de dimen-
sion 2.

2. y est tel que b(y)=0, b, (y)=0: la situation est la méme que dans le ca 1).

3. y est tel que b(y)=0, b_(y)#0: en un tel point, ni b, ni b, n’appartiennent
a 'espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de ¢, mais puisque b’ (y) +0,
il existe un voisinage W de y, tel que:

Dans W, I'algébre de Lie engendrée par X, et X, est de rang 2.
L’ensemble des points ze W tels que b(z)=+0 est de mesure de Lebesgue nulle.

Aussi (d’aprés le théoréme 1), ensemble des points de W pour lesquels b,
n’appartient pas a l'espace engendré par les vecteurs colonnes de o est-il de
potentiel nul pour F, (associ¢ a L, au point y), donc de potentiel nul pour B
(associée a 3o - 0¥, au point y), donc de potentiel nul pour P, (associée a L, au
point y).

En conséquence, les probabilités P, et B sont équivalentes sur les tribus
%, .5, Par des techniques de recollement standards, on en déduit alors que P,
et P sont équivalentes sur toutes les tribus Z, t20.

Prouvons maintenant le lemme 2. 1. Sous 'hypothése de dualité rappelée au
1.b, Sur [6, lemme 2] a prouvé un résultat que I'on peut traduire ici (avec les
notations de 1.b) par:

«Si f est une fonction A-excessive (4>0) du processus (@x R*, X, Q) alors
f(X)) est une fonction presque sfirement continue a gauche, pour la probabilité

Qk».

Mais ici, les mesures Q* et P, étant équivalentes (d’aprés le lemme 3) sur
chaque tribu & (¢=0), pour toute fonction f A-excessive du processus associ¢ a
L, 1a fonction t — f(X,) est presque slirement continue & gauche pour P,.

b) Remarquons que, pour tout temps d’arrét terminal effilé,onat+ To 0, . T
p-s, et donc que la fonction ¢(x)=E_(e~7) est une fonction l-excessive.

Comme d’autre part le processus est a trajectoires presque sirement continues,
le temps d’arrét T est accessible, c’est-a-dire quil existe une suite T, de temps
d’arrét tels que T,/ T sur T<oo et T,<T pour tout n (p.s.).

D’aprés [1, chap. 4, (4.14)] (puisque tout temps terminal effile est exact),
on en déduit alors:

HmEy [e”"] 5= 1 sur T<oo.

n— 00

De la continuité presque siire (pour P), on déduit:
P,[T<o]=PR,[T<w;Ey (e7")=1]=0

puisque T est effilé. Ce qui achéve la démonstration du lemme 2.

Démonstration du Théoréme. a) Soit ¢>0, et T,=inf{t, |¢(X,_)—p(X)| =&} ou
¢ est une fonction excessive. 1l suffit alors de remarquer que T, a les propriétés
requises pour appliquer le lemme 2, que Oy, est un ouvert fin et que la mesure
de Lebesgue est mesure de référence, et donc que 0T5=Q'.
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b) La démonstration est la méme que la précédente (remarquons d’abord
que toute fonctionnelle additive est naturelle, puisque les trajectoires sont presque
sGrement continues).

¢) Soit S un semi-polaire, S=|{ ), E, ou E, est effilé. D’aprés ce qui précede,
E,, et donc S est polaire.

Lorsque les coefficients, au lieu d’étre supposés seulement de classe C®, sont
analytiques, alors la condition I'=f devient nécessaire pour que le processus ait
de bonnes propriétés. Plus précisement:

Théoréme 3. Lorsque les coefficients des champs X, sont analytique les proposi-
tions suivantes sont équivalentes:

1. I'=¢.
2. I est de potentiel nul.

3. Le processus est fortement féllérien (i.e. U*f est continue pour toute f
bornée positive borélienne ).

4. A, A,,A;, A, (Sil W'y a pas de points absorbants ).
D’aprés [2] et le théoréme 1 il suffit bien slir de prouver que A; implique
que I'=@. Soit donc un point xeI’ D’aprés un théoréme dii & Nagato [4] il existe

un voisinage W de x, et une variété V passant par x, de dimension au plus égale
an—1(n est la dimension de l'espace (cf. remarque suivante)), telle que:

En tout point de Wn ¥, chaque champ X; est tangenta V.I'c VW,

D’aprés le lemme 1, cela prouve que V est absorbant dans W, et donc que, si
on suppose A, (ou A,) que I est vide.

Remarque 1. Dans la démonstration du théoréme 1, seules les démonstrations
concernant A, font intervenir la dimension. A I'aide du théoréme précédemment
rappelé, il est facile de voir que le théoréme 3 est vrai quelque soit la dimension.

2. Les ensembles semi-polaires

Ici, nous ne supposons réalisée aucune des conditions A, A,, A, A, les seules
hypothéses sont celles de lintroduction: X, et X, sont de classe C*®, avec des
coefficients ainsi que leurs deux premicres dérivées bornées.

Définition 1. Soit S un presque borélien. Nous dirons que S est presque polaire
si m(0g)=0, ot Og={x, E_(e"")>0} (z5 temps d’entrée dans S).

Theoréme 4. 1. Tout ensemble semi-polaire est presque polaire.

2. Tout ensemble semi-polaire est effilé.

Le point 1) a été prouvé dans le § précédent (lemme 22). Cependant, donnons
un exemple prouvant que 'ensemble (g ne saurait étre éliminé.

. 1 0 0% 0*
Exemple. Soit o(x)= (0 b(x))’ L:W+b2737'

On suppose que b{x)=0si x<0, b(x)>0si x>0.

2 Remarquons qu'une réunion dénombrable d’ensembles presque polaires est un ensemble presque
polaire.
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Soit §=(0,0). En utilisant par exemple les résultats de [2, chap. 3] on peut
voir, que, si Fy=0; alors F;> {x>0} et donc que Fy contient tout IR sauf peut
étre les points de la demi-droite D={x<0, y=0}. Il est clair que les points de
D'={x<0, y=0} appartiennent a 05. Prouvons que (0,0)¢0;: en effet, si (0,0)
appartenait a Og, Og étant ouvert fin, on aurait B, , [65>0]=1, (o5, temps de
sortie de S) ce qui est absurde puisque le processus pénétre immédiatement dans
{x>0} = F;. De cela, on déduit: Og=D", S est effilé (donc semi-polaire).

Démontrons maintenant 2. Pour prouver 2, nous allons, en nous inspirant de
I'exemple qui précéde, prouver le lemme plus fort suivant:

Lemme 4. Soit S semi-polaire, et Fy=05. Alors ScFs.

a) Prouvons que I'“ < Fy.

Soit xeI'“. Puisque I'C est ouvert, il existe une boule ouverte B, de centre x,
incluse dans I'“.

Nous pouvons alors modifier les coefficients de la diffusion en dehors de B
de fagon a ce que I'algébre de Lie du processus modifié soit en tout point de rang 2.
Mais alors, puisque la mesure de Lebesgue est mesure de référence, tout ouvert
fin non vide est de mesure de Lebesgue positive (pour le processus modifié).
On en déduit donc: tout voisinage fin non vide de x (pour le processus de départ)
est de mesure de Lebesgue positive. Aussi est-il absurde de supposer que
E_(e7"%)>0, puisque x — E_(e™ ) est une fonction finement continue.

b) Raisonnons maintenant par 'absurde, et choisissons un point x, appartenant
a Sn0g. Daprés ce qui précede, r(L(X,, X,))(x,)<2. Deux cas sont donc
possibles.

®) F(ZL(X,, X,))(x,)=0. Mais alors x, est absorbant, et S ne saurait étre semi-
polaire.

B) r(Z(X,, X,))(x,)=1. Prouvons qu'alors x, est nécessairement finement
adhérent a I'C; en effet, s’il n’en était pas ainsi, d’aprés un raisonnement fait dans
la démonstration du théoréme 1, le processus commencerait par se déplacer sur
la ligne intégrale %, de I'un des champs non nul en x,,. Ce mouvement sur cette
ligne %, serait, (2 un processus croissant de densit¢ bornée par rapport au temps
prés) un mouvement brownien changé de temps, et x appartenant a S, S ne saurait
étre semi-polaire. On en déduit alors, d’aprés a) que P [t =0]=1, et donc que x
appartient & Fg car Fg est un fermé fin absorbant.

Avant de voir les conséquences du théoréme 4 aux fonctionnelles additives,
nous allons voir, sur un exemple, que le lemme précédent ne saurait étre généralisé
3 une diffusion dans R", pour n= 3. Cet exemple illustre également les difficultés
auxquelles on se heurte pour généraliser le théoréme a une dimension supérieure.

Exemple (n=3). Soit

62 52 62
L=——1b N 2
o2 Th0p.2) 377 +Cx, 25—
ou:

(h>01={x>0} et {C>0}={x>0}.
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Soit
§=D,uD,u{-1,0,0} avec D, ={x=0,z=0j et

D,={x=0,y=0}.

Il est clair que O3> {z=0,x<0} U {y=0, x>0} et cependant (—1,0,0)e0q.
Nous allons voir que, sur cet exemple, tout ensemble semi-polaire est effilé.

Démonstration. Soit S un semi-polaire, et Og={x; E_(e~")> 0}, F;=05. On sait
que m(0g)=0.

a) Si se0y, et si se{x <0}, on peut voir facilement que le demi-plan horizontal
inclus dans {x <0} passant par s appartient encore a 0;. De méme, si se0; et si
se{x>0}, le demi-plan vertical inclus dans {x>0} passant par s appartient a 0.

Appelons:
PPEOns: §  —0gn{x <0}, 05.=03n{x>0}, Ogp=0gn {x=0}.

b) Prouvons que, pour tout point ge{x=0}, P, {r, . =0}=1.

Tout d’abord, si pe{x>0} N F, il est clair que U*1,__(p)=

Sipe{x>0}n0g, U* 1, - (p) est également nul. En effet, on aurait sinon U* 1, -
positif sur un voisinage fin de p; la projection du mouvement sur le plan des (x, z)
étant un processus de diffusion dont le générateur est en p de rang 2, la trace de
0g- sur le plan des (x, z) étant de mesure de Lebesgue nulle, cela est absurde.

Donc, U*1 Lo,-(p)=0 pour tout pe{x>0}. D’autre part, comme le processus
pénétre 1mmed1atement dans {x>0}, et la fonction U’llo . étant continue a
droite, on en tire que U*1 1y, (q9)=0 pour tout ge {x=0}.

¢) Puisque Og- est un ouvert fin, cela implique que E {r, - <oo}=0, pour
tout ge{x=0}. Cela prouve que E {1, =0}=1, et donc que Sn{x=0} est effilé.

d) Dans une demi-feuille horizontale incluse dans {x <0}, le processus étant
fortement féllérien dans toute boule ouverte, il n'est pas difficile de voir, en
utilisant le résultat de [1,p] que le processus ne saurait, partant d’un point
pe{x<0}n{04.} atteindre S avant {x=0}. Le résultat annoncé se déduit alors
facilement du fait que K est un fermé absorbant et de c).

Remarque. Le théoréme 4 est évidemment faux si L, au lieu détre de la forme
11X2+ X2], est de la forme 5[ X7+ X3;]+ Y. Il suffit pour le voir de considérer
le processus de translation sur R.

Nous allons maintenant nous intéresser aux fonctionnelles additives.

Definition 2. Nous dirons qu’une fonctionnelle additive A4 est presque continue,
si pour presque tout x (pour la mesure de Lebesgue), 4, est une fonction continue
P, presque surement.

Définition 3. Nous dirons qu'une fonctionnelle additive n’a presque surement
quau plus un saut si pour tout x, la fonction A, est continue sauf peut-étre en un
point, B, presque sGrement.

Théoréme 5. Toute fonctionnelle additive du processus de diffusion associé a L
est tel que:

1. Elle est presque continue.

2. Elle wa presque surement qu'au plus un seul saut.
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Démonstration. Le point 1) est une conséquence immédiate du lemme 2.
Prouvons 2:

Soit £>0, et T,=inf{t, 4,—A4,_=e&}, et 0,={x, E (e~ ")>0}. Soit 0={},0,,,.

D’aprés ce qui précéde, nous savons que m(0)=0. D’aprés le raisonnement
fait pour prouver le lemme 4, a), I'“N0=f. Soit xe0. Deux cas sont donc a
priori possibles:

®) r(Z(X;, X,))(x)=0. Dans ce cas, de la relation 4, s=4,+A4,°6, B, ps,
et du fait que I'ensemble des o tels que w=0,w est de P, mesure égale a 1, on déduit
que A,=ktP p.s. et donc que la fonctionnelle 4, n’a pas de sauts lorsque le
processus part de x.

On voit donc qu'un tel x ne saurait appartenir a 0.

B) r(L(X,, X,))(x)=1. Ici, deux cas sont a priori envisageables:

B,) x est finement adhérent a I'“: mais cela n’est pas possible, car le processus
pénétre immédiatement dans 'ensemble des points a partir desquels la fonction-
nelle A n’a pas de saut.

B,) Le processus, partant de x, sé¢journe dans I" un temps positif. Soit y, la
ligne intégrale maximale du champ non nul en x. D’aprés la démonstration du
théoréme 1, le processus commence a se deplacer sur y,.. Il existe, sur y,_, 2 points p
et g tels que: '

Sur le segment [p, q] de y_, 'algébre de Lie est de rang 1.

Le segment [p, q] est le segment maximal de y,_ & posséder cette propriété:
Remarquons que, d’aprés §,, x appartient & l'intérieur du segment [pq]; d’autre
part p, ou g peuvent «étre a Uinfini».

Si p et g sont & linfini, y_ est absorbant (puisque c’est un ensemble localement
fermé tel que tout champ lui est tangent). Dans ce cas, le mouvement sur y, est,
localement, un mouvement brownien changé de temps, et A ne saurait avoir de
discontinuité; dans ce cas encore, x ne peut appartenir a 0.

Supposons 'un des deux points, par exemple p, & distance fini. Le processus,
jusqu’a ce qu’il atteigne p ou g, étant un mouvement brownien changé de temps,
la fonctionnelle A ne peut sauter qu'aux instants 7, ,, temps d’entrée dans p
ou g. Mais p (et g s'il est & «distance finie») étant finement adhérent a I'S, la
fonctionnelle saute, partant de x, au plus une fois, car le processus pénétre, aprés

T(p.» iImédiatement dans I’ €A 0F.

Exemple. Revenons a l'exemple suivant le théoréme 4.
Soit T=T, , le temps d’entrée dans (0,0) T" son néme jtéré. Alors: A,=

= 1 {{T" <t} est une fonctionnelle additive qui ne saute pas plus d’une fois, mais

qui saute effectivement une fois lorsque le processus part d’un point x d’ordonnée
nulle et d’abscisse strictement négative.

3. Irréductibilité

Les hypothéses sont ici les mémes que dans le paragraphe précédent: L=
(X7 +X3) ou X, et X, sont deux champs de classe C* a coefficients bornés.

On peut envisager trois notions d’irréductibilité:

I,) pour tout ouvert 0, et tout x de R?, P,[1,<00]>0, ol 7, est le temps
d’entrée dans 0 (irréductibilité sur un fermeé).
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I,) pour tout presque borélien A tel que m(4)>0, pour tout x de R?
E_[&1,(X,)ds>0 (o0 m est la mesure de Lebesgue) (m-irréductibilité).

I;) pour tout ouvert fin presque borélien 0, et tout x de IR?, B [1,,<0]>0,
ou 7, est le temps d’entrée dans 0, (irréductibilité sur un fermé fin).

Le but du théoréme qui suit est d’étudier les liens entre ces différents types
d’irréductibilité et les hypothéses A, A,, A; du paragraphe 1.

Théoréme 6. a) Les hypothéses 1, et 1, sont équivalentes.
b) L'hypothésel, implique 1, et 1,, mais est strictement plus forte.
c) Lune quelconque des hypothéses A,, A,, A, est équivalente d 1.

Démonstration. a) 1 suffit bien sir, pour le point g, de prouver que I; implique
1. Soit donc A, ensemble de mesure de Lebesgue positive. Appelons I'* la fermeture
fine de I'*. Envisageons deux cas:

o) il existe un point x, de * tel que E,_ [ 1,(X,) ds>0. Dans ce cas, la fonction
U 1,(x) est positive en un point x de I'%, et donc sur un ouvert, puisque les fonctions
excessives sont s.c.i. au voisinage de tout point de I* (voir la démonstration du
théoréme 1). Voir que pour tout x de R?> E_ [ 1,(X,) ds>0 résulte alors de I, et
de la propriété de Markov forte.

p) Pour tout point x de [, E_[% 1,(X,) ds=0. Prouvons que cela est absurde.
De la relation de dualit¢ (U*1,,1),=<1,,U*1>,, on déduit que I'ensemble
H={x;U1,(x)>0} est de mesure de Lebesgue positive.

Remarquons que I'ensemble H (inclus dans (r °¥) est «saturéy, au sens suivant:
nous savons que I7=(I"f est une réunion de lignes intégrales en tout point des-
quelles les champs X, et X, sont tangents. Si xeH, alors toute la ligne intégrale
Ye» ¥ © 11, passant par x est dans H: cela résulte de la propriété de Markov forte.

Drautre part, toute ligne intégrale y incluse dans IT posséde au moins un
bout ou le champ ne s’annule pas: s’il n’en était pas ainsi, y serait un ensemble locale-
ment fermé absorbant, et cela est en contradiction avec I,.

Soit ¢(x)=E_(e~"#). Cette fonction 1-excessive est nulle sur I": c’est I'hypo-
théses f). Elle vaut 1 sur H, puisque H est ouvert fin. Or, d’aprés ce qui précéde, il
y a une probabilité positive, partant d’un point de H, d’attendre I™. Donc, H étant
de mesure de Lebesgue positive, la fonction ¢(x) n’est pas P, presque slirement
continue 4 gauche sur les trajectoires, ce qui est absurde (voir lemme).

b) Il est évident que I, implique I,. Prouvons sur un exemple que la réciproque

. 0 J
n’est pas exacte. Soit X, =7 X,=b(x, y)~a~y~, ou b, de classe C_, est telle que
{b(x,y)=0}={y=0,0=x=1}=E. A l'aide de ce qui précéde, il n’est pas difficile
de voir que:

P {1,< 0} >0 pour tout O ouvert et tout x, tandis que

P {t,,<o0}=0 pour tout xeE", si 0,={y=0,0<x<1}.

¢) Prouvons que A, A, et A, impliquent 1. Tout ouvert fin étant de mesure
de Lebesgue positive, d’apres A,, il suffit de prouver I,. Or, il existe une fonction
u(x, y), s.c.i. en x et en y, excessive en y, telle que:

E, f LX) ds= [ulx, 3) 1) dy.
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Pour démontrer 1,, il suffit donc de voir que u(x, y)>0 pour tout x et tout y. Or:
H_ ={y;u(x,y)=0} est un fermé (y —u(x, y) étant s.c. i.) absorbant puisque:

Blu(x, )Jy)sulx,y)=0 si yeH,.

Ceci prouve que H, est vide puisque H, ne saurait étre égal 4 R” tout entier,
et que le plus petit fermé absorbant non vide est égal & R* (voir la démonstration
du théoréme 1: A, implique A,).

Prouvons que 1, implique A, A,, A;. Remarquons que (non A;) entraine 'une
ou l'autre des deux situations suivantes:

1. il existe un point x, tel que X, (x,)=X, (x,)=0. Mais cela entraine (non ),
puisque P, {r,<o0}=0, pour tout A presque borélien tel que A {x,} =#.

2. il existe une variété y de dimension 1 telle que les champs X, et X, lui soient
tangents. De cela, on déduit I'existence d’un ouvert fin 0, de mesure de Lebesgue
nulle. Du fait que

{x; P, {r,,< 0} >0} ={x; E, jiolof(Xs)ds>0}
4]

puisque 0, est ouvert fin, et de la relation de dualité, on en tire:
m{x; P {zy,<o0}>0} =0,
ce qui implique (non I,).
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