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Sur les processus de diffusion de dimension 2 

B. Roynette 

Hypotheses et Introduction 

1. Soit L un op6rateur elliptique sur IR 2 qui s'6crit: L=�89 o6 X~ 
et X 2 sont deux champs de vecteurs de dasse C ~ dont les coefficients, ainsi que 
leurs d6riv6es premi6res et secondes sont born6es. L s'6crit encore: 

Si 

L = I  ~ 82 2 
2 i,j=laij(x) 8x i 8xj ~-i=1 ~ bi(x) 8x i 

X i = j~la)(x) (i = 1, 2) 

la matrice a s'6crit o-. a*. D'autre part, 

1 2 @~, 
2 

i , j = l  

Nous appellerons L* l'op6rateur adjoint de L d6fini par: 

, 1 2 02 2 (~ 
/~ u = ~  L 

8xiOx~(auu)+ ~_l~Xixi (biu) 
i , j = l  = 

(u de classe C2). Remarquons que la matrice ~ peut atre d6g6n6r6e, c'est4t-dire 
que nous supposons seulement: 

2 

O< ~ au(x) 0 i Oj<A [012 pour tout 0EIR 2 . 
i , j = l  

2. Soit f2=cg{[0, oo[--+lR 2} l'espace des fonctions continues ~t valeurs darts 
IR 2. Soit ~ la tribu engendr6e par les coordonn6es Xs(O<s< t), et ~,~= k/t=>0 4 .  
I1 est prouv6 darts [2, w 1] qu'il existe, pour tout x de IR 2, une probabilit6 Px et une 
seule sur (f2, ~ )  telle que (f2, Ytt, ~,, Xt, Px) est un processus de Markov, Ptf(x)= 
f(x) + ~t o P, Lf(x) du, pour t o u t e f  de classe C ~ nulle/t l'infini, et off Pt est le semi- 
groupe associ6/t ce processus. Nous noterons G t (resp. G) la compl6t6e pour toutes 
les probabilit6s, P~ de la tribu ~ (resp. ~-). C'est le processus (f2, Gt, G, X t, Px) 
fortement markovien, que nous appelerons la diffusion associ6e tt L. 

3. Soit 5r X2) l'alg6bre de Lie engendr6e par les champs X 1 et X 2. I1 est 
bien connu ([3]), lorsque la dimension de 5((X~, X2) est 6gale ~t 2 en tout point, que 
Le t  le processus associ6 poss6dent de << bonnes propri6t6s >>: 

~) principe du maximum dans tout ouvert connexe [3], 
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fl) r6solvantes fortement f~ll6riennes, fonctions excessives semi-continues 
inf6rieurement, 

7) dualit6 du processus, par rapport & la mesure de Lebesgue, au sens de 
[-1, p. 196], avec un autre processus de diffusion [-2, w 4-]. 

Soit F l'ensemble des points o3 le rang de l'alg6bre de Lie ~(X1, Xz) est 
strictement plus petit que 2. Nous allons voir ici (w 1) que l'hypoth~ses F = ~  peut 
6tre fortement affaiblie sans que L et le processus perdent leurs qualit6s essentielles. 
Cette hypoth6se affaiblie, de plus, est n6cessaire pour que le processus ait ces 
qualit6s. Ensuite, nous nous int6ressons aux propri6t6s probabilistes du processus 
(comportement des fonctions excessives, fonctionnelles additives, ensembles 
semi-polaires) lorsque celui-ci aces  <<bonnes propri6t6s>>. Enfin, nous montrons 
que, lorsque les coefficients des champs sont analytiques, la propri6t6 F=J~ est 
alors n6cessaire pour que le processus satisfasse & ~, fl, 7. 

4. Dans le paragraphe 2, sous les seules hypoth6ses de l'alin6a 1), nous donnons 
des propri6t6s des fonctionnelles additives et des ensembles semi-polaires: 

Toute fonctionnelle additive a presque sfirement un seul saut. 
Tout ensemble semi-polaire est effil6. 
Nous donnons des exemples prouvant que ces propri6t6s ne sauraient 6tre 

am61ior6es. 

1. Queiques Equivalences 
On suppose ici que L=�89 ~ 2 1  X 2, off les champs X i sont de classe C ~, /t 

coefficients born6s, ainsi que leurs deux premi6res d6riv6es. Nous appellerons 
F = {x; le rang de l'alg6bre de Lie ~(X1, X2) engendrde par X1 et X 2 est strictement 
plus petit que 2 au point x}. 

Rappelons quelques propri~t6s et d6finitions. 1. a) Lorsque l'un des vecteurs, 
par exemple X,; est non nul en un point Xo, il est possible, dans un voisinage ouvert 
V de x o , grfice/t un diff6omorphisme ~b de classe C ~, de transformer le champ X 1 

0 
en ~-x," Le processus ~b(X~) est, dans l'ouvert ~b(V) le processus de diffusion 

associ6 a ~/- '--1(~'2-1- g ~ ' 2 ) - -  2 ~ 1  -- ~2 l' on  X I' = d c ~ . X , -  Ox 1 , X ' 2 = d ~ . X  z, d(~ 6tant la 

diff6rentielle de ~b. Nous aurons l'occasion de faire souvent cette transformation. 
D'autre part, cette remarque permet de voir que F est ferm6. Soit en effet XoCU.  

I1 existe un vecteur, par exemple X,, tel que X 1 (Xo)~: 0. Nous pouvons supposer 
alors, dans un voisinage U de x o, que: 

X 1 -  0x ' 

X 2 = ~  --t-fl (~y,  

et il est facile de voir, en calculant les crochets de Lie successifs IX1, X2], 
IX 1 IX 1, X2-] 3, etc., que: 

L )  . 
p>O 
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1. b) Nous  savons que l 'op6rateur  L* s'6crit: 

2 ~2 2 

i , j = l  i=1  U X i  

off les vecteurs b~ (x) sont lipschitziens et off la fonction c* (x) est bornOe. I1 existe 
donc  2 > 0  tel que c * ( x ) - 2 < 2 0 < 0 .  

Soit {O, Gt, G, X t, P~.} la diffusion associOe fi l 'op6rateur  E d6fini par  

, 1 " 02 2 0 
L u = ~  Z ai;(x) Ox, Ox i +-Zb*(x )  ~x ,"  

i,,i = 1 ,i = 1 

Consid6rons le processus tu6 par  la fonctionnelle mult ipl icat ive 
exp ~ (c*(X=)-2)  ds. Soit (2 '=  {O x IR - , 4 "  X* Q*} ce nouveau processus,  et soit 
{ U'U,/t  > 0} sa r6solvante. De m~me, soit {(2 x IR +, Ztt', X'  t Qx} le processus obtenu  
en tuant  la diffusion associ6e ~ L par  la fonctionnelle e -at. Soit {U", /~>0} la 
rdsolvante de ce processus. Nous  savons ([2, th. IV, 1]) que ( U"f,  g)m = ( f ,  U*" g),, ,  
pour  toutes f, g bor61iennes born6es et # > 0 (m est ici la mesure  de Lebesgue de IR2). 

1. c) Nous  dirons, suivant [1, p. 196] que la mesure  de Lebesgue m est mesure  
de r~f6rence si, pour  tout  x, et tout  # > 0 ,  les mesures  UU(x, .) sont abso lument  
continues par  r appor t  ~t m. 

1. d) Nous  aurons  /l utiliser le r6sultat suivant, qui se t rouve dans [2] : 
I1 existe un espace de probabi l i t6  (/7, d ,  P), fl un m o u v e m e n t  brownien de 

d imension  2, d6finie sur cet espace et des variables al6atoires y x d6finies s u r / 7  
telles que: 

t t 

YtX=x+ ~ a(Y=~)dfi=+ j" b(Y=X)ds, P p . s .  
o 0 

De plus; si h ~ est l 'appl icat ion de H dans ~{ [0 ,  oo [ - - .  IR 2} d6finie par  X,(M(~))  
= Y,~(o~) et si P~ est l ' image de P par  M, alors:  

{~{[0,  oo[--+ 1R2}, X,, P~} est la diffusion associ6e fi L. 

i. e) Nous  dirons que l 'op6rateur  L satisfait au principe du m a x i m u m  dans 
un ouvert  connexe (9, si, pour  toute fonct ion u de classe C 2 dans {9, les relat ions:  

a) Lu  > 0 dans (9, 

fl) u atteint un m a x i m u m  posit if  en x appa r t enan t  ~ (9, impl iquent  que u est 
constante  dans (9. 

Th~or~me 1. Les propositions suivantes sont dquivalentes 1 ; 
A~) Toutes les fonctions excessives sont semi-continues inJ~rieurement. 
A2) La mesure de Lebesgue, m, est mesure de rOf~rence. 
A3) F n'a pas de point f inement intdrieur. 
De plus l'une des hypothOses A1,  A2 , A 3 implique : 
A4) L satisfait au principe du maximum dans tout ouvert connexe. 
Si L n'est pas complOtement dOgOnOrOe (i.e.: il n'existe pas de point x o tel que 

X 1 (Xo) - X 2 (Xo) = 0), alors A ,  est dquivalent d A1, A 2 ,  A 3 . 

Cf. remarque 1, fin de la d6monstration. 
7 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete, Bd. 32 
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DOmonstration. A t implique A2: Soit E un bor61ien tel que m(E)=0. D'apr6s 
1.b, on salt que ~ m(dx) U ~ t~(x)=0, et donc que la fonction U z 1E est m-presque 
partout nulle. Etant s.c.i, elle est nulle. 

A z implique Aa: Raisonnons par l'absurde, et supposons que F ait un point x o 
finement int&ieur. Le rang des vecteurs (X~, X2) au point Xo, soit r(X 1, X2)(Xo) 
vaut 0 ou 1. 

Si r(Xt, Xz)(xo)=0 alors le point x o est absorbant ([2], w 1) et m ne saurait 
&re mesure de r6f6rence puisque U a l/xol (xo) = 1/2. 

Si r(X 1, X 2) (x0)= 1, d'apr6s 1. a, on peut supposer que l'un des champs, soit 

par exemple Xa, s'6crit 0 ~? 3 ~ dans un voisinage V de x o, et supposons que X 2 = 

~-x +fl ,~y" 
D'apr~s le rappel de l'introduction I.d, il existe un mouvement brownien 

fl = (/~1, f12) tel que: 

t 1 . i  t ' X 

0 

d ~ , l ;  
0 

Puisque x 0 est finement int&ieur/t F, ~, le temps de sortie de F est Pxo P, s. positif. 
Soit z' = r A O'v, off a vest le temps de sortie de V L'alg~bre de Lie devant &re de 

1 t 1 rang 1, on a ~(X~^~,, X~^,,)=0 Pxo p.s. et fl~(X~^,,, X2^,,)=O Pxo p.s- d'ofi, en 
substituant dans les bquations stochastiques pr6c6dentes X~^~, =0  Pxo p,s. et donc 
U ~ l~(xo)>0, si 7 est l'intersection de V avec la droite {x=xo}, ce qui contredit 
Az, puisque m(7 ) = 0. 

A a implique A~: Pour prouver A~, il suffit de voir que U~f est s.c.i, pour toute 
f bor6lienne born& positive, et tout 2 > 0. Soit donc une telle UZf 

a) Tout  d'abord, remarquons que UZf est s.c.i, sur l'ouvert U. En effet, soit 
xeU,  B(x, r) une boule ouverte incluse dans F ~. Modifions les coefficients de la 
diffusion en dehors de B(x, r) de faqon que la nouvelle diffusion (dont les 616ments 
seront not6s avec des primes) soit telle que F '--0.  Dans ces conditions, cette 
diffusion est fortement fall6rienne [2, w 5] et donc toute fonction excessive pour 
cette derni~re est s,c,i. Or, il est clair que les topologies fines de ces deux diffusions 
coincident sur B(x, r); cela rdsulte de techniques de recollement (voir par exemple 
[8]): 

Soit x appartenant/ t  un ouvert U, e t /2  et L 2 deux op&ateurs elliptiques tels 
que les coefficients de L ~ et L z coincident sur U. Soient P# (resp. P#) la probabilit6, 
sur O=~f{[0,  oe[-*lR2}, au point x de la diffusion associ& ~t/2 (resp. L2). Alors, 
les probabilit~s P~ et P# coincident sur la tribu ~ des ~v~nements ant6rieurs ~ z, 
oti zest  le temps de sortie de U, ce qui prouve que U~f(x) est s.c.i, stir FL 

b) Soit maintenant une suite de boules fermdes 01, 0 z . . . . .  0 . . . . .  telles que 
~ = 1  0 , = U  et appelons Gv=UP,_~ 0,, L'ouvert G~ est un ouvert /t fronti&e 
compacte dont tout point est fortement r~gulier, au sens suivant: 
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Si XoEOG ~, pour  tout  u > 0 ,  tout  e > 0 ,  il existe un voisinage V(xo) tel que, si 
x e V(xo) c~ G;, Px [Zp > u] < e, off zp d6signe le temps de sortie de G~. Cette propri6t6 
r6sulte des remarques  suivantes:  

I1 suffit de prouver  cette propri6t~ pour  p = 1. 
S'il existe en x o un vecteur parmi  les X i t ransverse /t 001, cela est 6vident 

([2, th. IV, 3]). 
Si les vecteurs X 1 et X 2 sont t angents / t  001 en x o, et si pour  tout  voisinage V 

de x 0 sur 001, il existe un point  y e V  tel que Fun des champs,  X 1 ou X 2, n'est pas 
tangent  /t 901 en y, alors cela r6sulte de la d6mons t ra t ion  du th6or6me IV, 3, 
dans [2]. 

Si les vecteurs X 1 et X 2 sont tangents ~t 001 dans un voisinage de x o, alors, il 
en est de marne de tout  champ de l 'alg6bre de Lie engendr6e par  X 1 et X 2, et donc  
r ( ~ ( X 1 ,  X2) ) (xo)< 2, ce qui est absurde puisque x o ~ F  c. 

De cette remarque,  on d6duit que, si f est une fonction cont inue (resp. s.c.i.) 
-2~p 

positive d6finie sur 0G;,  la fonction Ex[e f(X~p)] est cont inue (resp. s.c.i.) 
sur G; (voir par  ex. [2, th. IV, 2]). D 'au t re  part,  on a, pour  YoeF:  

U~f(Yo)=e,o f e - ~ f ( X ~ ) d s  + E r o [ e  - '~"  U z f ( X O ] .  
o 

Choisissons e>0 ,  et posons U;'f(yo)=a. Puisque zp ',~ OP x p.s. d 'apr6s A 3, 
on peut  t rouver  Po tel que w o~ 

e-X~f(Xs) ds <e/2.  
EY~ o 

Cela implique Exo[e -~*~~ V X f ( X ~ o ) ] > a  de Yo, tel que pour  tout  yeV:  _ - ~ ,  et donc il existe un voisinage V 

co 

OXf(y) = E,  ~ e -  zsf(Xs) ds > E,  [e - ~ ~  U~ f (X~o)  ] > a - e/2, 
0 

puisque UZfes t  s.c.i, sur Fq 

A1, A2, A a impliquent Ar Nous  allons avoir  besoin de la dbfinition suivante, 
prise dans Bony [3]. Ici, f2 est un ouvert  connexe. 

Ddfinition 1. Soit F u n  ferm6 de f2. Nous  dirons qu 'un  vecteur n e s t  n o r m a l / t  
F en x o (xoeF), s'il existe une boule ouverte, contenue dans O - F ,  centr6e en 
xl, telle que x 0 soit adh6rent  ~t cette boule et que les vecteurs x l - x  o et n soient 
parall~les. Un  champ  de vecteurs X(x )  est tangent  ~t F au point  x o, si, pour  tout  
vecteur n normal  ~t F en x o, les vecteurs X(xo) et n sont or thogonaux.  Nous  utili- 
serons le l emme suivant:  

L e m m e  1. Soit f2 un ouvert de IR 2, et soit F u n  ferm~ de 1R 2. Nous dirons que F 
est absorbant pour le processus si pour tout x ~ F n f2, P~ [ aF < crn] = 0 off cr n (resp. aF) 
est le temps de sortie de f2 (resp. F). Cela ~tant, pour que F soit absorbant darts O, il 
faut  et il suffit que chaque champ X 1 et X 2 soit tangent gt F e n  tout point de F c~ f2. 

D~monstration. 1. La part ie n6cessaire de ce lemme est facile/t  prouver.  M o n -  
trons la par  l 'absurde,  et supposons  qu'il existe un point  x o c F  c~ f2, une boule B~ 

7* 
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ouverte de centre x 1, telle que B 1 c F ,  x o adh6rent/~ B 1 et l'un des X i, par exemple 
X1, n'est pas perpendiculaire en x o/ t  x o - x  1. Par diff6omorphisme local, nous 
pouvons nous ramener/ t  la situation suivante: il existe une droite D telle que F 
soit contenu darts un demi-espace d6termin6 par D et telle que D c~ F = {Xo}. Alors, 
la projection du mouvement sur la perpendiculaire fi D e n  x o est la somme d'un 
mouvement brownien chang~ de temps et d'un processus croissant, de densit6 
born6e par rapport au temps, et p6n6tre donc imm6diatement dans le demi- 
espace d6termin6 par D et disjoint de F. 

2. La r6ciproque, beaucoup plus profonde et difficile, est la cons6quence du 
r6sultat suivant, dfi/t Strook et Varadhan [7]: 

Considdrons l'espace cg=cg {[0, oo[---, ]R 2} muni de la topologie de la conver- 
gence uniforme sur tout compact. Soit Fix l'ensemble des fonctions ~ appartenant 
/t cg telles qu'il existe une fonction ~, constante par morceaux (~: [0, oo[--,11/2) 
et telles que: 

t 
(t) = x + 0 (u) du.  

0 

Alors le support de la mesure Px est 6gal ~t la fermeture de FI x dans O. Le lemme en 
r6sulte facilement si on utilise le r6sultat suivant, dfi/~ Bony [3, th. 2.2]: << Si les 
champs de classe C ~176 3;1 et X 2, sont tangents ~t F e n  tout point, alors toute courbe 
int6grale de Z e S t ( X , ,  X2) qui remontre F e n  tm point est enti6rement contenue 
dans F>> et si on remarque, en vertu de ce r6sultat que les relations: 

q~eH~, 4~(t)~g2 pour tout O<_t<t o 
impliquent 

�9 (t)EF pour tout O<t<--t o, 

puisque les 616ments de H~ sont tangents en tout point ~t un 616ment de 5a(X 1, X2). 

D~monstration de A s implique A 4. a) Soit u une fonction de classe C z dans O, 
ouvert connexe, telle que Lu>=O, et u atteint un maximum local positif en x o. 
Alors, d'apr6s [3, prop. 3.1], le ferm6 H, ensemble des points off u atteint son maxi- 
mum, est tel que chaque X i lui soit tangent. 

C'est donc un ferm6 absorbant. I1 nous suffit donc de prouver que le plus petit 
ferm6 absorbant dans ~2 est O tout entier. 

b) Supposons donc qu'il n'en soit pas ainsi, et soit F u n  ferm6 absorbant dans 
f2 different de O 6crivons: 

~2 = (91 u OF w (9 2 off: (9 2 est le compldmentaire de F (dans f2). 

F =  (91 w ~F off: (91 est  l'int6rieur de F (dans f2). 

Soit 02 ~ (92, et B I une boule ouverte incluse dans (91 (si une telle boule n'existe 
pas, la d6monstration, comme il va apparaitre par la suite, est plus facile). 

Alors: Po~ [zB, < ~ ]  =0  (off z/~ est le temps d'entr6e darts B 0. 
S'il n'en 6tait pas ainsi, il existerait d'apr~s [7] un 616ment de//o~,  soit q~ tel 

que pour un to, on ait ~(to)=0x, 01EB 1. Mais c'est que �9 appartient au support 
de Ho,, et qu'il existe une boule B 2 , B 2 ~ (92, telle que Po~ [zB~ < ~ ]  >0, ce qui est 
absurde. 
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c) Prouvons que les champs X 1 et X 2 sont tangents en tout point de 0F / t  
OF w (92. Sinon, il existerait xeOF, B 1 boule ouverte incluse dans 01, de centre xl, 
telle que par exemple, x 1 - x  soit non perpendiculaire ~ X~(x) et telle que xeOB 1. 
Mais alors, d'apras la d6monstration du 1) du lemme 1: Ex[e-~nl] = 1. D'autre 
part, on peut toujours choisir B~ suffisamment petite pour que 0B~ soit fortement 
r6guli6re. Alors, la fonction E~ [ e -~ l ]  est continue sur B~, et est donc positive en 
des points de (92, puisque x est adherent/t (92. Cela est absurde d'apr6s b). 

d) Prouvons que 0F c F, en raisonnant par l'absurde. Supposons qu'il existe 
y, yEOF, tel que le rang de (X~, X2) soit 2 en y. Alors ce rang est 2 dans une boule B 
ouverte contenant y: alors, Py[zc < oe]>0,  off C est une boule ouverte incluse 
dans B [pour voir cela, on peut remarquer par exemple que la fonction v(x)= 
Ex[e-~C], qui satisfait/t Lv =0, ne saurait s'annuler en un point sans 6tre nulle sur 
B -  C (principe du maximum), alors, que, lim E~(e-~r 1 si XoSOC ]. Or, d'apr6s 

c), OF w (92 est absorbant. Donc OF est absorbant. On en d6duit que OF~B, ce qui 
est absurde puisque OF n'a pas de point int6rieur. 

e) I1 reste alors ~t remarquer que OF c F ,  OF absorbant impliquent que F 
poss6de un point finement int6rieur. 

Prouvons que A 4 implique A1, A2, A 3 (si L n'est pas totalement d~gOn~rO). Nous 
allons prouver que (non A3) implique (non A4). Supposons donc que F ait un point 
finement intdrieur x o. Puisqu'il n'existe pas de point absorbant, et d'apr6s la 
d6monstration de A 2 implique A 3, on peut se ramener / t  la situation suivante: 
On suppose x o =(0, 0). I1 existe e > 0  tel que: 

0 
X~ =&-x'  

avec  ( 01=0 pour, ,   

Soit B la boule ferm6e de centre (0, 0) et de rayon c(4. Soient M 1 et M 2 les 
points d'intersections de 0B avec l'axe des x. Soit ~b une fonction de classe C 2 
d6finie sur 0B telle que: ~ > 0 ,  ~b atteint son maximum, soit A, en M1 et M2; ~b<A, 
en tout point de B -  M 1 - M 2 . 

Dans ces conditions, soit u(x)=Ex[q~(X %)] (%, temps de sortie de B, tel que 
% < + oe presque sfirement). 

u est de classe C 2 ~ l'int6rieur de B satisfait ~ Lu =0. 
u(x, 0)=A pour tout x tel que [xl __<e/4. 
D'apr6s Pinsky [5], X a B e O B - M ~ -  M 2 Px p.s., pour tout x de l'int6rieur de B 

qui n'appartient pas /~ l'axe des x. Donc: E~[c~(XaB)]<A en tout point de 
l'int6rieur de B qui n'est pas sur l'axe des x. Ainsi, le principe du maximum n'est 
pas v6rifi6. 

Remarque 1. Donnons les d6finitions suivantes: 
Nous dirons que l'hypoth6se D o est r6alis6e s'il existe un point x o de 1R z tel que 

X~(xo) = x~  (Xo) = 0. 
Nous dirons que l'hypoth6se D 1 est r6alis6e s'il existe une sous-variht6 7 de IR 2 

de dimension 1 telle que les champs X~ et X 2 soient tangents fi 7 en tout point de 7. 
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Avec ces d6finitions, et les techniques de la d6monstration pr6c6dente il 
n'est pas difficile de voir que les conditions At, A2, A s sont 6quivalentes ~t la condi- 
tion compl6tement analytique suivante: 

A) Ni D o ni D 1 ne sont r6alis6es. 

Remarque 2. On peut voir que l'hyp0th6se A s est 6quivalente h l'hypoth6se 
suivante: A;: Tout point de F est finement adh6rent /~ V, off Vest  l'ensemble 
des points off le rang des vecteurs (X1, X2) est 6gal~ 2. 

A s ~ A; .  Supposons qu'il existe xoEF, x o non finement adh6rent ~t V. De deux 
choses l'une: 

Ou r (X  1, X2)(Xo)=0, et cela est absurde, car x0, absorbant, est ouvert fin. 
Ou r (X  1, X2)(Xo)= 1, et il existe alors une vari6t~ int6grale de Fun des champs, 

soit V, tel que, partant de x o, le processus commence par s6journer dans V. Mais 
cela est absurde, car sur V, dans un voisinage de x o, L ( X  1, X2) est de rang 1. 

D'autre part, un raisonnement du m6me genre que le pr6c6dent permet 
d'obtenir facilement que A~ ~ A 3 . 

Remarquons que la d6monstration. A~ ~A~ est plus simple que A 3 ~A ~ ,  car 
il est alors 6vident ([2] th. IV 3, a) que les boules 0/telles que Ui~l 0i= u sont 
fortement r~guli6res (le champ 6tant de rang 2 en tout point de ~0i). 

Remarque 3. L'hypoth6se A0: <<F est de potentiel nul>> implique facilement A 3 . 
Mais on peut voir sur un exemple que la r6ciproque est fausse. 

Exemple. Soit K un compact de [0 1] tel que: K est sans point int6rieur, de 
mesure de Lebesgue positive. 

Soit ~b une fonction de classe C ~, born6e, d6finie sur ] -  ~ ,  + ~ [  telle que: 

q~ ainsi que toutes ses d6riv6es sont nulles sur K. 

q~ est strictement positive sur I R -  K. 

Consid6rons alors dans 1R 2 le processns associ6 ~t L = X 2 + X 2 off 

Xl- 0x' X2=r 0y 

I1 est clair ici que F = K  • IR, U ;" l r ( x ) > 0  pour tout x, et que cependant F 
n'a pas de point finement int6rieur. 

On volt de plus sur cet exemple que F peut ~tre tr6s (<grand>>, c'est-/~-dire 
que pour tout compact C et tout e > 0 on peut trouver un processus dont l'ensemble 
des points de d6g6n6rescence de l'alg6bre de Lie, F~, soit tel que m(C-F~)<e,  
et qui cependant a de tr6s <<bonnes propri6t6s>> (A 1 . . . . .  A4). 

Nous allons maintenant nous int6resser aux propri6t6s probabilistes de la 
classe des processus d6crite par le th6or6me 1. 

Th60r6me 2. Sous l'une des hypothOses A~, A2, A 3 ou A4, le processus associ~ 
L e s t  tel que : 

a) Les fonctions excessives sont presque sfirement continues sur les trajectoires. 

b) Les fonctionelles additives sont presque sf~rement continues. 

c) Tout ensemble presque bor~lien semi-polaire est polaire. 
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La d6monstration repose essentiellement sur le lemme suivant, inddpendant 
des hypoth6ses A 1, A 2, A 3 ou A4. 

Lemme 2. Soit T u n  temps d'arrOt terminal (i.e. " T =  t+ To 0 t sur T > t), effilO 
(i.e.: P x [ r > 0 ]  = 1 pour tout x). 

Soit O r = {x, Ex(e- r) > 0}. Alors re(Or) = O. 

La d6monstration du lemme 2 repose sur le lemme suivant, ind6pendant lui 
aussi des hypoth6ses A 1 , A 2 , A 3 et Ar 

Lemme 3. Les probabilitOs Pm et Q* sont 8quivalentes sur les tribus ~'~t, pour tout 
t >=O (avec Ies notations des 1.b) (Pro =S m(dx) Px, Q*=S m(dx) Q*). 

DOmonstration. I1 suffit pour prouver ce lemme de montrer que P,, et/z~ sont 
6quivalentes, puisque on passe du processus {s o~t, if, X t , U  } au processus 
{[2 x lR +, -~-* J(* O*~ - t  , ~ t ,  ~ ,  en tuant par une fonctionelle multiplicative ~ densit6 
born6e. 

Nous allons en fait prouver que les probabilit6s P~ et P~ sont, pour tout x de 1R 2, 
6quivalentes sur ~ (t > 0). Notons que cela prouvera en particulier que les topo- 
logies fines et cofines sont les m~mes. 

Soit donc xelR 2. Deux cas sont fi envisager: 

1. X 1 (x)= X 2 (x)= 0. Alors le point x est P~ absorbant. Mais, en calculant les 
coefficients de E, qui s'annulent alors tous en x, il est clair que x est aussi P~' 
absorbant, et P~ et P~' sont donc 6quivalentes. 

2. Supposons que l'un des champs, par exemple X1, soit tel que X~(x)@0. 
On peut alors se ramener localement ~t la situation suivante: 

O 
X 1 -  8x 

dans V, voisinage de x. 
8 8 

X2 = a~xx + b ~ y  

Si nous prouvons que la formule de Cameron-Martin (voir par exemple [8]) 
permet de passer de la probabilit6 P~ ~t la probabilit6 P~', cela prouvera que P~ 
et Px' sont 6quivalentes, pour tout t >  0, sur les tribus ~^ r  off o- ves t  le temps 
de sortie de V Or, si M est un op6rateur elliptique qui s'6crit M=�89 o-*+v 
(o- lipschitzien, v champ de vecteur bor61ien born6), nous savons que la formule 
de Cameron-Martin permet de passer des probabilit6s A~ (associ6e ~t �89 o-a*, au 
point x) ~t B x (associ6e/t �89 v) si v(y) appartient ~t l'espace vectoriel engendr6 
par les vecteurs colonnes de a(y) en tout point y, sauf peut atre sur un ensemble 
de potentiel nul, pour A x. 

Or ici: 
g =�89 

C=~(a~*)+b2, 

a v e c  

a v e c  

f_~ , 8 bl =(aa'x+b@) +(ab'x+bby) 8y 

3 ' b ' , 8 b2= ( (aG + ay)+ 2aby) sx  

, 8 
+(3(ab'~+bby)+2ab) 8y 



104 B. Roynette 

Dans V, trois sortes de points sont/ t  distinguer: 

1. y est tel que b(y)ee0: les vecteurs bl(y) et b2(y) appartiennent h l'espace 
vectoriel engendr6 par les vecteurs colonnes de a, puisque celui-ci est de dimen- 
sion 2. 

2. y est tel que b(y)=0, b'x(y)=0: la situation est la m6me que dans le ca 1). 

3. y est tel que b(y)=0, b'x(y)4:0: en un tel point, ni b 1 ni b 2 n'appartiennent 
l'espace vectoriel engendr6 par les vecteurs colonnes de (r, mais puisque b'~(y)4 = O, 

il existe un voisinage W de y, tel que: 

Dans W, l'alg6bre de Lie engendr6e par X 1 et X 2 est de rang 2. 

L'ensemble des points ze W tels que b(z)4:0 est de mesure de Lebesgue nulle. 

Aussi (d'apr6s le th6or6me 1), l'ensemble des points de W pour lesquels b 1 
n'appartient pas /t l'espace engendr6 par les vecteurs colonnes de a est-il de 
potentiel nul pour Py (associ6 ~ L, au point y), donc de potentiel nul pour fly 

1 O- 0 "~ , t (associ6e ~t i " , au point y), donc de potentiel lnul pour P; (associ6e/~ E, au 
point y). 

En cons6quence, les probabilit6s P~ et P~ sont 6quivalentes sur les tribus 
4 ^  ~v" Par des techniques de recollement standards, on en d6duit alors que P~ 
et F~ sont 6quivalentes sur toutes les tribus 4 ,  t > 0. 

Prouvons maintenant le lemme 2. 1. Sous l'hypoth6se de dualit6 rappel6e au 
1.b, Sur [6, lemme 2] a prouv6 un r6sultat que l'on peut traduire ici (avec les 
notations de 1. b) par: 

<<Si f est une fonction 2-excessive (2 > 0) du processus (~ x IR + , Xi, Q~) alors 
f(X~) est une fonction presque sfirement continue ~t gauche, pour la probabilit6 

* )  Q 
m ) .  

Mais ici, les mesures Q* et P,, 6tant 6quivalentes (d'apr6s le lemme 3) sur 
chaque tribu ~ (t>0), pour toute fonction f 2-excessive du processus associ6 
L, la fonction t ~ f ( X t )  est presque sfirement continue/t gauche pour pro. 

b) Remarquons que, pour tout temps d'arr& terminal effil6, on a t + To 0~ ~ T 
p.s, et donc que la fonction 4,(x)= Ex(e -r) est une fonction 1-excessive. 

Comme d'autre part le processus est h trajectoires presque sfirement continues, 
le temps d'arr6t Tes t  accessible, c'est-~t-dire qu'il existe une suite T, de temps 
d'arrfit tels que T,~ T sur T< oo et T, < T pour tout n (p.s.). 

D'apr6s [1, chap. 4, (4.14)] (puisque tout temps terminal effil6 est exact), 
on en d6duit alors: 

lim E x [e- r] ,~oo r. ~ 1  sur T<oo. 

De la continuit6 presque sfire (pour Pro), on d6duit: 

P,, [T<  oo] = Pm I T <  oo ; ExT(e- r) = 1] = 0 

puisque Test effil6. Ce qui ach6ve la dbmonstration du lemme 2. 

DOmonstration du ThOor~me. a) Soit e > 0, et T~ = inf { t, ] 4, (X t_) - 4' (Xt)] > ~} off 
4' est une fonction excessive. I1 suffit alors de remarquer que T~ ales  propri6tbs 
requises pour appliquer le lemme 2, que 0r~ est un ouvert fin et que la mesure 
de Lebesgue est mesure de r6f6rence, et donc que 0 r = g .  
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b) La d6monstration est la marne que la prdc6dente (remarquons d'abord 
que toute fonctionnelle additive est naturelle, puisque les trajectoires sont presque 
sfirement continues). 

c) Soit S u n  semi-polaire, S = V,~  l E, off E, est effil6. D'apr6s ce qui pr6c6de, 
E,, et donc S est polaire. 

Lorsque les coefficients, au lieu d'fitre supposds seulement de classe C ~ sont 
analytiques, alors la condition F =~  devient n6cessaire pour que le processus ait 
de bonnes propri6t6s. Plus pr6cisement: 

Th~or~me 3. Lorsque les coefficients des champs X i sont analytique les proposi- 
tions suivantes sont dquivalentes : 

1. 

2. F est de potentiel nul. 

3. Le processus est fortement f~llOrien (i.e. UXf est continue pour toute f 
bornOe positive bordlienne). 

4. A 1, A 2 , A 3, A 4 (s'il n'y a pas de points absorbants). 

D'apr6s [2] et le th6or6me 1 il suffit bien stir de prouver que A 3 implique 
que F=~ .  Soit donc un point x ~ E  D'apr6s un th6or6me dfi ~ Nagato [4] il existe 
un voisinage W de x oet  une vari6t6 V passant par x, de dimension au plus 6gale 
a n - 1  (nest la dimension de l'espace (cf. remarque suivante)), telle que: 

En tout point de W~ V, chaque champ X~ est tangent/t V F c  Vca W. 

D'apr6s le lemme 1, cela prouve que Vest absorbant dans W, et donc que, si 
on suppose A 3 (ou A2) que F est vide. 

Remarque 1. Dans la d6monstration du th60r6me 1, seules les d6monstrations 
concernant A 3 font intervenir la dimension. A l'aide du th6or6me pr6c6demment 
rappel6, il est facile de voir que le th60r6me 3 est vrai quelque soit la dimension. 

2. Les ensembles semi-polaires 

Ici, nous ne supposons r6alis6e aucune des conditions A1, A2, A 3 , A 4 les seules 
hypoth6ses sont celles de l 'introduction: X 1 et X a sont de classe C ~ avec des 
coefficients ainsi que leurs deux premi6res d6riv6es born6es. 

D~finition 1. Soit S un presque bor6lien. Nous dirons que S est presque polaire 
si m(0s)=0, off 0s={X, Ex(e-~)>0} (z s temps d'entr6e dans S). 

TheorSme 4. 1. Tout ensemble semi-polaire est presque polaire. 

2. Tout ensemble semi-polaire est effild. 

Le point 1) a 6t6 prouv6 dans le w pr6cddent (lemme 22). Cependant, donnons 
un exemple prouvant que l'ensemble 0 s n e  saurait ~tre 61imin6. 

Exemple. Soit a (x)=  , L=~xx2 +b2--.~y2 

On suppose que b (x )=0  si x_<0, b (x )>0  si x > 0 .  

2 Remarquons qu'une r6union d6nombrable d'ensembles presque polaires est un ensemble presque 
polaire. 
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Soit S = (0, 0). En utilisant par exemple les r6sultats de [-2, chap. 3] on peut 
_ r voir, que, si F s -  0 s alors F s ~ {x > 0} et donc que F s contient tout N2, saul peut 

~tre les points de la demi-droite D = { x < 0 ,  y=0}.  I1 est clair que les points de 
D'={x<O,y=O} appartiennent ~ 0 s. Prouvons que (0,0)r en effet, si (0,0) 
appartenait /~ 0 s, 0 s 6tant ouvert fin, on aurait P(o,0)los> 0] = 1, (o- s, temps de 
sortie de S) ce qui est absurde puisque le processus p6n6tre imm6diatement dans 
{x > 0} c F s. De cela, on ddduit: 0 s = D', S est effil6 (donc semi-polaire). 

DOmontrons maintenant 2. Pour prouver 2, nous allons, en nous inspirant de 
l'exemple qui pr6c6de, prouver le lemme plus fort suivant: 

Lemme 4. Soit S semi-polaire, et Fs=O~s. Alors S c F  s. 

a) Prouvons que FCcFs . 

Soit x s F  c. Puisque F c est ouvert, il existe une boule ouverte B, de centre x, 
incluse dans F c. 

Nous pouvons alors modifier les coefficients de la diffusion en dehors de B 
de fagon/t ce que l'alg6bre de Lie du processus modifi6 soit en tout point de rang 2. 
Mais alors, puisque la mesure de Lebesgue est mesure de r6f6rence, tout ouvert 
fin non vide est de mesure de Lebesgue positive (pour le processus modifi6). 
On en d6duit donc: tout voisinage fin non vide de x (pour le processus de d6part) 
est de mesure de Lebesgue positive. Aussi est-il absurde de supposer que 
Ex(e ) > 0, puisque x ~ Ex(e -~s) est une fonction finement continue. 

b) Raisonnons maintenant par l'absurde, et choisissons un point x 0 appartenant 
it Sc~O s. D'apr6s ce qui pr6c6de, r(~(X1,X2))(Xo)<2. Deux cas sont donc 
possibles. 

~) r(Sq(X1, X2))(x0)=0. Mais alors x 0 est absorbant, et S ne saurait atre semi- 
polaire. 

fl) r(~(X1,X2))(Xo)=l.  Prouvons qu'alors x o est n6cessairement finement 
adh6rent fi FC; en effet, s'il n'en 6tait pas ainsi, d'apr6s un raisonnement fait dans 
la d6monstration du th6or6me 1, le processus commencerait par se d6placer sur 
la ligne int6grale ~xo de l'un des champs non nul en x o. Ce mouvement sur cette 
ligne ~ o  serait, (~t un processus croissant de densit6 born6e par rapport au temps 
pr6s) un mouvement brownien chang6 de temps, et x appartenant/t  S, Sne  saurait 
~tre semi-polaire. On en d6duit alors, d'aprbs a) que P~ [ZVs = 0] = 1, et donc que x 
appartient ~ F s car F s est un ferm6 fin absorbant. 

Avant de voir les cons6quences du th6or+me 4 aux fonctionnelles additives, 
nous allons voir, sur un exemple, que le lemme pr6c6dent ne saurait 6tre g6n6ralis6 
/t une diffusion dans 1R", pour n > 3. Cet exemple illustre 6galement les difficult6s 
auxquelles on se heurte pour g6n6raliser le thdor6me ~ une dimension sup6rieure. 

Exemple (n = 3). Soit 

off: 

~2 ~2 32 
L = ~ x 2  +b(x, y, z)-~-y2 + C(x, z) ~z 2 

{b>O}={x>O} et {C>O}={x>O}.  
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Soit 
S = D l  k3D2ka{-1,0,O} avec D l = { x = O , z = O  } et 

D 2 = {x = 0, y = 0}. 

I1 est clair que 0 s ~ {z = 0, x < 0} w {y = 0, x > 0} et cependant ( - 1, 0, 0) ~ 0 s. 

Nous allons voir que, sur cet exemple, tout ensemble semi-polaire est effil6. 

D~monstration. Soit Sun  semi-polaire, et 0 s = {x; Ex(e-~s)> 0}, F s = 0 c. On salt 
que m (0s) = 0. 

a) Si se0  s, et si se{x<0},  on peut voir facilement que le demi-plan horizontal 
indus darts {x<0} passant par s appartient encore & 0 s. De marne, si seO se t  si 
s ~ {x > 0}, le demi-plan vertical indus dans {x > 0} passant par s appartient & 0 s. 

Appelons: 0s =0sC~{x<0} ' 0s § =0sC~{x>0} ' Oso=Os~{x=O}" 

b) Prouvons que, pour tout point q c {x = 0}, Pq {Zes = 0} = 1. 

Tout d'abord, si pC{x>0} c~F s, il est clair que UXlos_(P)=O. 
Si pc  {x > 0} c~ 0s, U z los- (P) est 6galement nul. En effet, on aurait sinon U x los 

positif sur un voisinage fin de p; la projection du mouvement sur le plan des (x, z) 
6tant un processus de diffusion dont le g6n6rateur est en p de rang 2, la trace de 
0 s_ sur le plan des (x, z) 6tant de mesure de Lebesgue nulle, cela est absurde. 

Donc, UXlos_(p)=0 pour tout p~{x>0}.  D'autre part, comme le processus 
p6n6tre imm6diatement dans {x>0}, et la fonction U~'10 _ 6tant continue /t 
droite, on en tire que UXlo~ (q)=0 pour tout q~{x=0}.  

c) Puisque 0 s- est un ouvert fin, cela implique que Pq{Z0s <oQ}=0, pour 
tout q~{x=0}.  Cela prouve que Pq{zr = 0 } =  1, et donc que Sn{x=O} est effil6. 

d) Dans une demi-feuille horizontale incluse dans {x<0}, le processus 6tant 
fortement f6116rien dans toute boule ouverte, il n'est pas difficile de voir, en 
utilisant le r6sultat de [ l ,p ]  que le processus ne saurait, partant d'un point 
pc  {x < 0} c~ {0 s_} atteindre Savan t  {x = 0}. Le r6sultat annonc6 se d6duit alors 
facilement du fait que F s est un ferm6 absorbant et de c). 

Remarque. Le th6or6me 4 est 6videmment faux si L, au lieu d'etre de la forme 
1 2 [X1 + X22], est de la forme �89 IX 2 + X22] + Y I1 suffit pour le voir de consid6rer 
le processus de translation sur IR. 

Nous allons maintenant nous int6resser aux fonctionnelles additives. 

Definition 2. Nous dirons qu'une fonctionnelle additive A est presque continue, 
si pour presque tout x (pour la mesure de Lebesgue), A test une fonction continue 
P~ presque surement. 

D~finition 3. Nous dirons qu'une fonctionnelle additive n'a presque surement 
qu'au plus un saut si pour tout x, la fonction A test continue sauf peut-~tre en un 
point, P~ presque sfirement. 

Th6or6me 5. Toute fonctionnelle additive du processus de diffusion associd d L 
est tel que : 

1. Elle est presque continue. 
2. Elle n'a presque surement qu'au plus un seul saut. 
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D~monstration. Le point 1) est une cons6quence imm6diate du lemme 2. 
Prouvons 2: 

Soit e>0,  et T~=inf{t, A , - A  t_ >e}, et 0~={x, Ex(e-r~ Soit 0 =  U ,  01/,. 
D'apr6s ce qui pr6c6de, nous savous que m(0)=0. D'apr6s le raisonnement 

fait pour prouver le lemme 4, a), FCnO=~J. Soit xE0. Deux cas sont done 
priori possibles: 

~) r(LP(X1, X2))(X)=0. Dans ce cas, de la relation A t + s = A t + A s  o O~ P~ p.s., 
et du fait que l'ensemble des 09 tels que co = 0rco est de P~ mesure 6gale ~t 1, on d6duit 
que A t = k t P  ~ p.s., et done que la fonctionnelle A t n'a pas de sauts lorsque le 
processus part de x. 

On voit done qu'un tel x ne saurait appartenir ~ 0. 

/~) r(Se(X1, X2))(x)= 1. Ici, deux cas sont ~ priori envisageables: 

/~1) x est finement adh6rent fi FC: mais cela n'est pas possible, car le processus 
p6n6tre imm6diatement dans l'ensemble des points ~ partir desquels la fonction- 
nelle A n'a pas de saut. 

/~2) Le processus, partant de x, s6journe dans F u n  temps positif. Soit Vx la 
ligne int6grale maximale du champ non nul en x. D'apr6s la d6monstration du 
th6or6me 1, le processus commence/t se deplacer sur Vx. I1 existe, sur Vx, 2 points p 
et q tels que: 

Sur le segment I-p, q] de 7x, l'alg6bre de Lie est de rang 1. 

Le segment [p, q] est le segment maximal de 7~/t poss6der cette propri6t6: 
Remarquons que, d'apr6s/~2, x appartient ~t l'int6rieur du segment [p q]; d'autre 
part p, ou q peuvent << ~tre ~ l'infini,. 

Sip et q sont ~ l'infini, ~ est absorbant (puisque c'est un ensemble localement 
ferm6 tel que tout champ lui est tangent). Dans ce cas, le mouvement sur 7~ est, 
localement, un mouvement brownien chang6 de temps, et A ne saurait avoir de 
discontinuit6; dans ce cas encore, x ne peut appartenir fi 0. 

Supposons l'un des deux points, par exemple p, ~t distance fini. Le processus, 
jusqu'fi ce qu'il atteigne p ou q, 6tant un mouvement brownien chang6 de temps, 
la fonctionnelle A ne peut sauter qu'aux instants z(v,q), temps d'entr6e dans p 
ou q. Mais p (et q s'il est ~ <<distance finie,) 6tant finement adh6rent ~t F c, la 
fonctionnelle saute, partant de x, au plus une fois, car le processus p6n6tre, apr6s 
"C(p,q), imm6diatement dans F c n 0 c. 

Exemple. Revenons/l  l'exemple suivant le th6or6me 4. 

Soit T =  T(o,0 ), le temps d'entr6e dans (0,0) T" son n i~me it6r6. Alors: At= 
~ , ~  1 1 { T" < t} est une fonctionnelle additive qui ne saute pas plus d'une fois, mais 
qui saute effectivement une lois lorsque le processus part d'un point x d'ordonnde 
nulle et d'abscisse strictement n6gative. 

3. Irr~ductibilit~ 

Les hypoth6ses sont ici les m~,mes que dans le paragraphe pr6c6dent: L =  
1 2 ~-(X 1 + X~) off X 1 et X 2 sont deux champs de classe C ~ fi coefficients born6s. 

On peut envisager trois notions d'irr6ductibilit6: 

I1) pour tout ouvert 0, et tout x de IR 2, P ~ [ z o < m ] > 0 ,  off z o est le temps 
d'entr6e dans 0 (irr6ductibilit6 sur un ferm6). 



Sur les processus de diffusion de dimension 2 109 

[2) pour tout presque bor61ien A tel que re(A)>0, pour tout x de ]R 2, 
E x ~ 1A (Xs)ds > 0 (off m est la mesure de Lebesgue) (m-irr6ductibilit6). 

I3) pour tout ouvert fin presque bor61ien 0s, et tout x de 1R 2, Px [Zoz < oo] > 0, 
oti ro~ est le temps d'entr6e dans 01 (irr6ductibilit6 sur un ferm6 fin). 

Le but du thdor6me qui suit est d'dtudier les liens entre ces diffdrents types 
d'irr6ductibilit6 et les hypoth6ses A1, A2,  A 3 du paragraphe 1. 

Th~or~me 6. a) Les hypotheses 11 et I 2 sont Oquivalentes. 
b) L'hypoth~se I a implique 11 et I z, mais est strictement plus forte. 
c) L'une quelconque des hypothOses Ax, A2, A 3 est ~quivalente d 13. 

DOmonstration. a) I1 suffit bien stir, pour le point a, de prouver que I~ implique 
I 2 . Soit donc A, ensemble de mesure de Lebesgue positive. Appelons/% la fermeture 
fine de F c. Envisageons deux cas: 

e) il existe un point x o de/~  tel que Exo ~ 1a(Xs) ds >0. Dans ce cas, la fonction 
U 1A(X ) est positive en un point x de F c, et donc sur tm ouvert, puisque les fonctions 
excessives sont s.c.i, au voisinage de tout point de U (voir la d6monstration du 
th6or6me 1). Voir que pour tout x de IR z E x ~ 1A(Xs)ds>O r6sulte alors de Ia et 
de la propri&6 de Markov forte. 

~C /~) Pour tout point x de F ,  Ex ~ 1A(X ) ds =0. Prouvons que cela est absurde. 
De la relation de dualit6 ( U  ~ 1A, 1)m=(1A, ~?~ 1)m , on d6duit que l'ensemble 
H =  {x; U 1A(X)>0 } est de mesure de Lebesgue positive. 

Remarquons que l'ensemble H (inclus dans (/~)~) est (~ satur6 >), au sens suivant: 
nous savons q u e / / =  (Pr est une r6union de lignes int6grales en tout point des- 
quelles les champs X 1 et X 2 sont tangents. Si xeH,  alors route la ligne int6grale 
?x, ? ~ / 7 ,  passant par x est dans H: cela r6sulte de la propri6t6 de Markov forte. 

D'autre part, toute ligne int6grale 7 incluse dans /7 poss6de au moins un 
bout off le champ ne s'annule pas: s'il n'en 6tait pas ainsi, 7 serait un ensemble locale- 
ment ferm6 absorbant, et cela est en contradiction avec 11. 

Soit qS(x)= Ex(e-T~). Cette fonction 1-excessive est nulle sur /~: c'est l'hypo- 
th6ses/~). Elle vaut 1 sur H, puisque H est ouvert fin. Or, d'apr6s ce qui pr6c6de, il 
y a une probabilit6 positive, partant d'un point de/4, d'attendre/~c. Donc, H 6tant 
de mesure de Lebesgue positive, la fonction qS(x) n'est pas P,, presque stirement 
continue ~t gauche sur les trajectoires, ce qui est absurde (voir lemme). 

b) I1 est 6vident que 13 implique I~. Prouvons sur un exemple que la r6ciproque 

n'est pas exacte. Soit X~ = ~ - x '  X2=b(x' Y)~V-v ' off b, de classe Co~ est telle que 

{b(x, y)=0} = {y=0, 0 < x <  1}=E. A l'aide de ce qui pr6c6de, il n'est pas difficile 
de voir que: 

P~{Zo < oo}>0 pour tout 0 ouvert et tout x, tandis que 
P~{zo~ < 00} =0  pour tout x~U,  si 0s.= {y =13, 0 < x  < 1}. 

c) Prouvons que A1, A 2 et A 3 impliquent 13. Tout ouvert fin 6tant de mesure 
de Lebesgue positive, d'apr6s A2, il suffit de prouver 12. Or, il existe une fonction 
u (x, y), s.c.i, en x et en y, excessive en y, telle que: 

o0 

Ex ds= u(x, y) L (Y) dy. 
o 
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Pour d6montrer I2 ,  il suffit donc de voir que u(x, y)>0  pour tout x et tout y. Or: 
Hx= {y; u(x, y)=0} est un ferm6 (y-~u(x, y) 6tant s.e.i.) absorbant puisque: 

P~[u(x,.)](y)<u(x, y)=O si y~Hx. 
Cer prouve que H~ est vide puisque H x ne saurait ~tre 6gal ~t IR 2 tout entier, 

et que le plus petit ferm6 absorbant non vide est 6gal ~t ]R 2 (voir la d6monstration 
du th6or6me 1: A 3 implique A4). 

Prouvons que 13 impIique A 1, A 2, A 3. Remarquons que (non A3) entraine l'une 
ou l'autre des deux situations suivantes: 

1. il existe un point x o tel que X a (Xo)= X 2 (Xo)= 0. Mais cela entra~ne (non I3), 
puisque P~o {z A < oo} = 0, pour tout A presque bor61ien tel que A c~ {Xo} =r 

2. il existe une vari6t6 7 de dimension 1 telle que les champs )(1 et X 2 lui soient 
tangents. De cela, on d6duit l'existence d'un ouvert fin 0z de mesure de Lebesgue 
nulle, Du fait que 

{x; Px {Zo~< ~ } >O} = {x; Ex ~ lo~(Xs) ds>O} 

puisque Oy est ouvert fin, et de la relation de dualit6, on en tire: 

m{x;Px{vo1< ~}>O}=O, 

ce qui implique (non I3). 
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