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Soit (f2, ~,, P) un espace probabilis6 complet pourvu d'une filtration (~ )  satisfai- 
sant aux conditions habituelles de [-23. Si X est un processus mesurable, nous 
posons X*=supttXtl ,  et nous disons que X appartient A la classe (D), par 
d6finition, lorsque l'ensemble des variables al6atoires XrI~r  < ~ (Off T parcourt 
l'ensemble Y-de tousles  temps d'arr6t) est uniform6ment int6grable. 

J.M. Bismut a r6cemment d6montr6 le th6or6me suivant [13: 

Th~or~me 1. a) Soit X un processus cddldg adaptS. Pour que X appartienne d la 
classe (D), il faut et il suffit que X soit projection optionnelle d'un processus cddldg 
mesurable Y tel que E [ u  < ~ .  

b) Si X est rdgulier, Y peut ~tre choisi continu. 

La mdthode de Bismut repose sur la connaissance du dual de certains 
espaces de processus c/tdl~tg, et ne permet pas d'aborder des processus fi 
trajectoires irr6guli6res. Nous allons prouver ici: 

Th~or~me 2. Soit X un processus optionnel. Pour que X appartienne d la classe 
(D), il faut et il suffit que X soit projection optionnelle d'un processus mesurable Y 
tel que E[Y*]  < oo. 

Ce r6sultat est 6quivalent & l'6nonc6 suivant: 

Th~or~me 3. Soit X un processus optionnel. Pour que X appartienne d la classe 
(D), il faut et il suffit qu'il existe une martingale M positive, continue d droite et 
uniformOment int~grable, telle que IXI_-<M. 

Le th6or6me 3 est dfi ~t J.F. Mertens, qui l'a 6tabli dans [41 par une m&hode 
d'arrat optimal. Nous allons en donner ici d6monstration nouvelle et directe. 
Auparavant, montrons l'6quivalence avec le th6or6me 2: Connaissant Y, on peut 
construire M par M t = E [ Y * I ~ ] ;  connaissant M, on peut construire Y par Yt 
= (Xr/Mt)M~o (avec la convention 0/0 = 0). Cela permet m~me de pr6ciser un peu 
la partie a) du th6or6me 1. Si X est c/tdl~tg, le processus Y ainsi construit l'est 
aussi (rappelons que si M r_ ou M r s'annule, M~ =0);  si, en ajoutant 6ventuelle- 
ment ~t M une constante, nous supposons Moo strictement positive, le processus 
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Y a l e  mSme ensemble de z4ros et le mSme signe que X. I1 semble en revanche 
impossible d'4tablir par cette m6thode la partie b) du th6or6me 1. 

Ddmonstration du thOordme 3. Le fait que toute martingale continue ~t droite et 
uniform4ment int6grable est dans la classe (D) est classique; il reste, X 6tant 
donn6,/~ construire M. 

Notre m6thode utilise des r6sultats sur les fonctions de Young obtenus par 
P.A. Meyer dans un travail [6] sur le th4or6me de Bismut. Rappelons que, si ~o 
est une fonction de Young, l'espace d'Orlicz L ~~ est l'espace de Banach admettant 
pour boule unit6 l'ensemble des variables al6atoires U qui v6rifient 
E[-cp o [Ut] < 1; l'adh6rence E ~ de L ~176 dans L ~~ a pour dual l'espace L ~ off ~ est la 
foncidon de Young conjugu6e de q~ (pour plus de d&ails sur tout ceci, voir [3-1). 

dt 
On fixe dans toute la suite une fonction de Young a telle que 1 a ~ < O o  (par 

exemple a(t)= tz). Pour toute fonction de Young (p, on construit successivement 
les trois fonctions de Young suivantes: ~ est la conjugu6e de ~0, ~ =  ~9 o a, q5 est 
la conjugu6e de ~. 

D'apr4s le lemme de la Vall6e-Poussin ([-2] n ~ II.22), un processus optionnel 
X est de la classe (D) si et seulement s'il existe une fonction de Young ~0 telle que 
[IXll~< oo, 06 l'on a pos6 

IIX[l~ = supr~11[XrI~r < ~}llg~. 

Les fonctions ~o et q5 6tant fix6es, nous allons d6montrer, au lieu du th6or6me 3, 
l'6nonc6 suivant, dans lequel c d6signe une constante: 

Th6or6me 4. A tout processus optionnel X v&ifiant [IXHe<oo, on peut associer 
une martingale M continue d droite et uniform~ment intdgrabIe v&ifiant IX I__< M e t  
telle que 

IIM~oIIL~<CIIXII~. 

Le th4or6me 4 en dit un peu plus que le th6or6me 3. Par exemple, il permet 
de v&ifier, selon une remarque de Meyer, que si (X i) est une famille de processus 

i optionnels uniform6ment de la classe (D) (toutes les variables al6atoires X r I{r < o~. 
sont uniform6ment intdgrables), on peut trouver des processus mesurables Y~ 
dont les projections optionnelles sont X ~ et tels que la famille des Y~* soit 
uniform6ment int6grable (la version c~tdl/~g de ce r6sultat se trouve dans [6]). 

D~monstration. Elle se fait en trois 6tapes, les deux premieres 6tant emprunt~es/t 
[6]. La fonction (p 4tant fix~e, c d~signe dans la suite une constante qui peut 
changer de place en place. 

1) Soit U une variable al6atoire positive telle que II U/IL~ < 1. On a alors 

HI(v >~}IIL,~ dt <=c < oo. 
0 

La d6monstration de cette propri6t4 se trouve dans [-5], en haut de la page 390. 
2) Soient X un processus optionnel positif, A un processus croissant adapt6 

continu ~t droite. On a 
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Pour 6tablir cela, introduisons les temps d'arr6t 

St=inf{s>O: A~>t}; 

alors 

E S XsdAs =E ~ XsI~s,<.~dt = E[XsI~s~<o~] dt 
L O  a - 0  0 

<=2 ~ [IXstHL~ III~A~>t~IIL, dt<--21PXII~ S III<A~>t}ld~,dt. 
0 0 

Le 1) permet de conclure quand ][A~[]L,<I , et, par homog6n6it6, dans le cas 
g6n6ral. 

3) Pour d6montrer le th6or4me 4, nous ne restreignons pas la g6n6ralit6 en 
supposant X positif. 

Soit M ~ l'espace de Banach des processus A ~t variation finie, continus ~t 

droite, adapt6s, tels que ~ [dAsleE~; sa norme est donn6e par 
0 

IIAIIM~ = 7o IdAsl L~" 

ll r6sulte de 2) ci-dessus que la fonction 

est une forme lin6aire continue sur M s, dont la norme est major6e par c][X][ o. 
Appelons alors C l 'ensemble des variables al6atoires de la forme A~, off A 

est un processus croissant appartenant  & M ~, tel que f (A)= 1. L'ensemble C est 
un convexe de E ~ non vide (sauf dans le cas trivial off X = 0) et qui ne rencontre 
pas la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1/[jf[[. Le th6or6me de Hahn- 
Banach permet alors de s6parer cette boule de l'adh4rence de C par un 
hyperplan affine: il existe une forme lin6aire continue g sur E ~, & valeurs 
strictement inf6rieures g 1 sur la boule et au moins 4gales/t 1 sur C. La forme g 
est un 616ment V de L ~ qui v6rifie NVI[L~<cHX[I~ et que l'on peut, qui t te / t  le 
remplacer par I vI, supposer positif. On a donc, pour tout processus croissant A 
de M s tel que f (A)= 1 

E [ i  XsdA~] = f (A) < g(Ao~)~- E[VAoo]. 

Cela s'6tend aussit6t, par homog6n6it6, au cas off f (A)>0, et de mani6re triviale 
au cas off f ( A ) = 0 .  Prenant en particulier A=IBI[[r,~I , off T est un temps 
d'arrat fini et B un 616ment de ~ ,  nous obtenons E[XrIB]<E[VI~  , d'ofi 
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XT<=E[VI~r] p.s. C o m m e  X est optionnel,  le th6or6me de section entraine 
X<M,  off M est la mart ingale continue/~ droite E [ V I ~ ] .  

Les th6or6mes 4, 3 et 2 sont donc  6tablis. 

Remarques. 1) I1 est interessant de rappeler le principe de la d6monst ra t ion  du 
th6or6me 3 par  Mertens:  On  construi t  l 'enveloppe de Snell Z de IXl (c'est-/t-dire 
la plus petite surmart ingale optionnelle forte majoran t  IX[) et on  mont re  qu'elle 
appart ient  fi la classe (D). Elle admet  alors une d6composi t ion  de Mertens Z = M 
- A ,  off M est une mart ingale uniform6ment  int6grable et A un processus 
croissant pr6visible non  n6cessairement cont inu /~ droite;  il est clair enfin que 
IXI _-< M. Cette m6thode permet, dans le th6or~me 2, de choisir Y tel que 

E [Y*]  -- supTs~-E [[XT[ I{T < oo}], 

alors que la m6thode de Bismut et la n6tre introduisent  toutes deux un facteur 1 
+ e dans ce rhsultat. 

2) Par  arr~t, tout  ceci reste vrai pour  des processus d6finis sur [0, 1], ou, de 
manihre 6quivalente sur [0, oo] (c'est dans ce cadre que se place Bismut). 

3) No t re  m6thode  s'htend de manihre imm6diate aux processus pr6visibles. 
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