
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und verw. Gebiete 
44, 103-115 (1978) 

Zeitschrift ftir 

Wahrscheinlichkeitstheorie 
und verwandte Gebiete 

�9 by Springer-Verlag 1978 

Sous-espaces stables de Martingales 

Jean Jacod 

Universit6 de Rennes, Laboratoire de Probabilit6s, 
Avenue du G6neral Leclerc, Rennes-Beaulieu, F-35042, Rennes Cedex, France 

On connait depuis longtemps (voir l'article fondamental de Kunita et Watanabe 
[3]) la structure des sous-espaces stables (i.e., stables par int6gration stochastique) 
de martingales de carr6 intdgrable, et on sait d6finir des syst6mes orthogonaux 
de martingales engendrant ces sous-espaces (voir Meyer [6], et Davis et Varaiya 
[1] pour une 6tude plus approfondie). Plus r6cemment, Galtchouk [2] dans le 
cas fini et Mdtivier et Pistone [9] dans le cas d6nombrable ont montr6 que le 
sous-espace de martingales de carr6 int6grable engendr6 par une famille (xi)i~i 
de martingales est simplement l'ensemble des <dnt6grales stochastiques>), judi- 
cieusement d6finies, par rapport ~t cette famille (Xi). 

Nous proposons ici une 6tude de la structure des espaces stables de martingales 
appartenant/t  un espace ~P,  pour p quelconque dans [1, oe[, dans le cas off ces 
espaces stables sont engendrds par une famille finie de martingales. Nous donnons 
une caract6risation analogue ~t celle de Galtchouk en termes d'int6grales stochasti- 
ques, puis nous d6finissons les notions de bases et de dimension d'un sous-espace 
stable. Par rapport au cas p = 2, les difficult6s proviennent de ce que d'une part on 
perd la structure hilbertienne de l'espace Jt ~2, d'autre part et surtout le <(crochet 
oblique)) de deux martingales quelconques n'6tant pas d6fini il faut utiliser le 
<< crochet droit)>, qui n'est pas prdvisible. 

O. Notations et rappels 

On se donne un espace probabilis6 complet (f2, ~,  P) muni d'une filtration (~)t __> o 
v6rifiant les <<conditions habituelles>>: croissante, continue fi droite, chaque 
contient les ensembles P-ndgligeables de Y; cette derni6re condition n'est pas 
essentielle. 

Si ~g est une classe de processus, on note ~oc la classe localisOe, c'est-/t-dire 
l'ensemble des processus X pour lesquels il existe une suite (T,) de temps d'arr6t 
croissant P-p.s. vers + oc, telle que chaque processus arr6t6 X r- (d6fini par 
X[  n = Xr. A t) appartienne/t ~. 

ser est l'ensemble des processus continus fi droite, nuls/~ l'origine, adaptds/t 
(~)te o, e t / t  variation int6grable. Jr l'ensemble des martingales locales uni- 
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form6ment int6grables et continues ~t droite, avec la convention qu'on identifie 
deux martingales P-indiscernables. Ainsi, ~o~ est-il l'ensemble des martingales 
locales, et pour simplifier les notations on 6crit ~ pour d6signer l'ensemble des 
martingales locales nulles/~ l'origine. 

Si X ~ S  on a une d~composition unique X = X ~ + X  a off X ~ est un 616ment 
continu de 5~ et X a est une somme compens6e de sauts (i.e. est orthogonale 
tout 616ment continu de 5r ou encore v6rifie (X a) Y ~  pour tout 616ment continu 
Y de 5a: cf. Meyer [7] auquel nous nous r6f6rons pour tout ce qui concerne les 
martingales et int6grales stochastiques). Si X, Y s ~  on leur associe le processus 
variation quadratique [X, Y]; quand IX, Y] e~o~ on note (X, Y) la projection 
pr6visible duale de [X, Y]. On sait que 

IX,  Y ] = ( X  ~, Y~)+ ~ AX~AY~ 

off A X  d6signe le ~<processus des sauts>~ du processus continu/t  droite et limit6 
~t gauche X, avec la convention AXo = O. 

Pour tout p~[1, ~ [  on note Z, ~ l'ensemble des X E ~  tels que sup~s)lX~[ 
soit de puissance pi;me int6grable ou, de mani6re 6quivalente, tels que IX, X] 1~2 
soit de puissance plume int6grable (Attention: les 616ments de ~ P  sont nuls 
l'origine, ce qui constitue une diff6rence avec les notations habituelles; nous nous 
int6ressons en effet aux martingales nulles h l'origine, mais on pourrait transposer 
tout ce qui suit au cas g6n6ral, en utilisant les int6grales stochastiques non n6ces- 
sairement nulles/t l'origine, selon ce qui est fait en [7]; nous laissons cette g6n6- 
ralisation au lecteur). Nous munissons ~ P  de la norme 

[I x[I ~ = { g ( [ x ,  X]~2)}  lip (1) 

On note H o X le processus int6grale (de Stieltjes si X est/t variation born6e, 
stochastique si X s ~ )  de H par rapport/ t  X. Si X e ~  on sait qu'on peut d6finir 
l'int6grale pr6visible H o X et celle-ci appartient fl 2/f p, si et seulement si H appartient 
fl l'espace 

LP(X) = {H pr6visible: E {(H 2 o [X, X] co) v/2} < oo }. (2) 

Enfin, les symboles repr6sentant une grandeur ou un processus ~ valeurs 
vectorielles (resp. matricielles) sont soulign6s une (resp. deux) lois: on 6crit _/-/ 
(resp. __/4), de composantes (H i) (resp. (Hi~)). La transposition est signal6e par 
~<t>~: par exemple t / / o u  t__H. 

1. Sous-espaces stables 

On peut donner des sous-espaces stables de ~ P  deux d6finitions, 6quivalentes 
d'apr6s [7],/~ savoir: 

(1.1) D~finition. Un p-sous-espace stable est un sous-espace vectoriel ferm~ 
~ f  de ~f~p, stable par intdgration stochastique : V X ~ ~ ,  V H e LV(X), on a H o X  ~ ~ .  

(1.2) D~finition. Un p-sous-espace stable est un sous-espace vectoriel ferm~ 
de YfP, stable par arr6t: V X ~ 3~, V T temps d'arr6t, on a x T  ~ ~ .  



Sous-espaces stables de Martingales 105 

Soit maintenant ~ une partie quelconque de 2#. On pose 

(1.3) D~finition. On appelle p-sous-espace stable engendrO par ~ et on note 
~P(J~{'), le plus petit p-sous-espace stable contenant l'ensemble { H o X :  X e X ,  
HeLv(X)}. 

I1 est 6vident que si S ~J~4:;, alors ~,~~ ) est le plus petit p-sous-espace 
stable contenant d .  Par contre si X r  (resp. ~loPc) on n'a pas l'inclusion 
x ( ( c~ fv (Y)  (resp. YC~o~c(d) ) .  I1 se peut marne que ~P(Y) ,  donc ~ P c ( f ) ,  
soient r6duits/t la martingale nulle, comme le montre l'exemple suivant. 

(1.4) Exemple. Soit U e L I ( O , ~ , P )  v6rifiant E ( U [ ~ _ ) = 0 ,  et ~ la famille 
constitude de la martingale X =  U1~1 ' ~o~; alors ~P(X) = {0} pour tout p tel que 
e(fuI p)= ~ .  �9 

D'apr6s [5] on a l e  

(1.5) Th~or~me. Si X e ~ ,  on a ~ P ( X ) = { H  o X:  HeLP(X)}. 

Le r6sultat essentiel de cet article consiste/t gdn6raliser ce thdor6me au p-sous- 
espace stable engendr6 par une famille finie de martingales locales. Mais avant 
d'y arriver, nous allons poser quelques autres probl6mes. 

Si ~4 ~ est un p-sous-espace stable, posons: 

(1.6) D~finitions. (a) Un p-systOme gOn~rateur de ~ est une partie X de ~o~ telle 
que ~ P ( f )  = ~ .  

(b) Un p-systOme gOn~rateur libre de ~ est un p-systOme gOnOrateur X tel que 
pour route partie propre X ' c  f ,  l'inclusion ~ P ( X ' ) ~  Jt ~ soit stricte. 

(c) La p-dimension de ~ notde p-dim~,, est le hombre minimal d'OlOments 
contenus dans un p-systOme gdnOrateur. 

(d) Une p-base est un p-systOme g~ndrateur dont le nombre d'dlOments est 
p-dim ~ .  

Dans (a) on a impos6 54: c ~'gloo et non ~ ~ , ,  de fa~on ~t pouvoir dire par 
exemple que, si XeS~, alors {X} est un 1-syst6me g6ndrateur de f~ (X) ;  par 
localisation il est d'ailleurs facile pour tout XegC~ov c de trouver HeLP(X) tel que 
1/H soit localement born6 et H > 0 :  on a alors HoXe2/gP et f P ( X ) = ~ P ( H o X ) .  
On pourrait donc imposer dans (a) que ~ c ~ , ,  ce qui n'entrainerait que des 
modifications de d6tail. 

Toutes ces notions prdsentent des analogies avec les notions correspondantes 
d6finies pour les espaces vectoriels. Par exemple, il est clair que si p-dim 24: < o0 
toute p-base est un p-syst6me g6ndrateur libre (attention, p-dim 24: n'est pas la 
dimension de 24 ~ consid6r6 comme espace vectoriel, dimension qui est en g6ndral 
infinie). On verra plus loin que si f f  et ~ '  sont deux p-sous-espaces stables avec 

~ ~4 ~', alors p-dim 2/: < p-dim ~ ' .  Par contre on a: 

(1.7) Deux p-syst~mes gOnOrateurs libres de ~r peuvent avoir des cardinaux 
diffbrents: soit X e 5  ~ et T u n  temps d'arr& tel que Y = X  r et Z = X - Y n e  soient 
pas nulles. Alors ~ ( X ) = ~ I ( Y , Z )  et les ensembles {X} et {Y,Z} sont des 1- 
syst6mes gdn6rateurs libres. �9 
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(1.8) On peut avoir l'inclusion stricte 9ff ~ df ' ,  et p - d i m ~ = p - d i m ~ ' < ~ "  si 
on reprend l 'exemple (1.7), l ' inclusion ~ ( Y ) ~ x ( X )  est stricte, alors que ces 
sous-espaces sont de 1-dimension 6gale ~ 1. �9 

2. p-Sous-espaee stable engendr6 par une partie finie de ~oP~ 

Darts ce paragraphe  on fixe une martingale locale d-dimensionnelle X_=(X~)i<=d, 
dont les composantes sont dans J~f~voc pour  un p E El, oc [. Posons 

I f '  ~ = {14 =( Hi)i <d: Hi s LP(X i) pour  tout  i __< d}. 

S i / /ELP '  ~ on pose 

tHo X = ~ H i o X i (3) 
i<__d 

et 

~ ; '  ~ = {tHo X:  H e L  p' ~ (4) 

D'aprhs (1.5) on a ~ P ' ~  quand d = l ,  et on pourra i t  penser 
premi6re vue que cette 6galit6 est vraie dans le cas g6n6ral; mais il n'en est rien 
(voir un contre-exemple darts [-5]). Dans  le cas off p = 2, l '6tude de ~eP(X) a fait 
l 'objet de nombreux  t ravaux (Gal tchouk [2], M6tivier et Pistone [-9], Meyer  [8]). 
Cependant ,  l ' inclusion ~ep, o(_x)c~ep(_X) est 6vidente, et on a: 

(2.1) Th6or~me. ~~ est la fermeture dans s de ~v'~ 

D/~monstration. I1 est 6vident que ~v(_X) est le plus petit  p-sous-espace stable 
contenant  ~eP'~ qui est lui-m~me un sous-espace de ~FP stable par arr6t; 
comme l 'op6rat ion d'arr6t ~t un temps d'arrat  est une contrac t ion  de ~ P  darts 
lui-mame, on en d6duit le r6sultat. �9 

Ce th6or6me nous donne  donc une premi6re caract6risation de ~P(_X); 
remarquons  qu'elle ne fait pas intervenir le fait que Xi~ dt~o" c pour  tout  i. 

Nous  allons maintenant  donner  une autre caract6risation de ~v(X) ,  en termes 
d'int6grales stochastiques, et analogue ~t (1.5). I1 est facile de t rouver  un processus 
croissant A~sr c (et m~me, A ~ d )  tel que d [ X  i, X s] ~ d A  pour  tous i,j<=d; il 
existe alors un processus optionnel M A valeurs dans l 'espace des matrices sym6- 
triques non-n6gatives d x d, tel que 

[_X, t_X] = M o A (i.e. IX  i, X j] = M i~ o A pour  i,j < d). (5) 

Un  calcul simple mont re  que si H a L  p' ~ on a 

i t / /o  X, t_H o_X]  = (t_H_M_H) o A. (6) 

Etant  donn6 (1) il est naturel  de poser  

II_-H II L~> = {E [('H =M_H) o A ~)P/2]} '/p (7) 

Lv(X) = {_/-/pr6visible: ]lH_llLp~X)< o9}. (8) 
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De la sorte, l'application: I - t .~ tHoX est une isom6trie de LP'~ sur Hv'~ 
et d'aprbs (2.1) il nous faut 6tudier la compl6tion de L p' ~ pour la semi-norme 

Jr. IIL-Lx). 
(2.2) Lemme. L v' ~ est dense dans LP(_X) pour la semi-norme [p. HL;(_x). 

D6monstration. Soit HeLP(X_). Pour tout i<=d on note (T(n,i)) ,~ une suite 
localisante pour le processus croissant localement int6grable IX i, Xi] p/2 (ce qui 
signifie que lira(,) ~ T(n, i) = oo P-p.s., et que E([X i, ..YilP/2jT(,, m~ < oe). Soit 

B(n) = ~ ([0, r(n, i)-I c~ {[Hi[ = n}) 
i < d  

i i et /4, = H 1,(,). D'une part (/4,/) 2 o IX  i, XiJ ~ <= n 2 I X ,  X ]T(,, i) est de puissance 
p/2 i~me int6grable, done H,,eL v' ~ d'autre part 

I]_/4 - /- / ,  IIP,Lx) -- E[(t_HM=H_ 1,(,)~ o A ~)P/2-[ 

tend vers 0 quand n Too d'aprSs le th6orSme de Lebesgue. �9 

L'isomStrie: H w, tHoX s'Stend done de maniSre unique h l'espace LP(X_), et 
on note encore tHoX cette extension, pour laquelle (6) reste encore valide par 
passage ~ la limite. Voici alors le r6sultat essentiel de cet article: 

(2.3) Th~or~me. On a HP(X) = {~HoX: HeLP(X)}. 

(2.4) Remarques. 1) Le couple (A, M) v6rifiant (5) n'est certainement pas unique. 
Mais deux couples diff6rents conduisent ~t la m0me valeur de II. lira(x). 

2) Contrairement fi ce qui se passe pour (2.1), l'hypothkse Xie~(t~for est essentielle 
pour la validitd de ce thSorSme, et du lemme (2.2) dans la dSmonstration duquel 
elle intervient explicitement. Donnons un contre-exemple. On suppose qu'il 
existe deux variables U et V int6grables, ~-mesurables,  v6rifiant E ( U I ~ I _ ) -  - 
E ( V I ~ _ ) = 0 ,  E(UZ)=E(V2)=o9 et E[(U+V)2]<o~.  Soit d = 2  et _X de com- 
posantes X I =  U 111 ' oo[ et X2= V li l  ' oo~. D'apr6s l'exemple (1.4) on a H 2' ~ 
{0}, done ~galement H2(X)= {0} d'apr6s (2.1). Cependant le processus /-/ de 
composantes H I = H 2 = I  appartient A L2(X) et sa norme v6rifie [I//ll2~(_x)= 
E[-(U+ V) 2] e]0, ~ [ :  par suite (2.2) et (2.3) ne sont pas valides pour p : 2  dans 
cet exemple. En fait lorsque l'hypothbse Xia~oP~ n'est pas satisfaite on ne peut 
pas en g6n6ral d6finir l'int6grale stochastique tH o X pour tout _H e LP(X_). 

3) Supposons que p > 2. On a alors IX  i, X s] e ~o~ et si A d6signe la projection 
p r6visible duale de A on a d < X  i, X J> <dA. I1 existe alors un processus prdvisible 
M & valeurs matricielles sym6triques non-n6gatives d • d tel que 

(X ,  tX)  = ~ o/i (9) 

(d'ailleurs ~Uo/ i  est la projection pr6visible duale de MUoA). On a alors aussi, 
pour p = 2' 

et on retrouve les r6sultats de Galtchouk et de M6tivier et Pistone. �9 

Avant de d6montrer ce th6or6me, nous allons introduire quelques notions, 
qui joueront un r61e fondamental dans toute la suite. 
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D'abord, on note _X c et _X ales processus vectoriels de composantes respectives 
((Xi)C)~< a et ((Xi)e)i<_ a. .4 d6signe la projection pr&isible duale de A et M i e s t  la 
mesure Mx(dco, dt)=P(do3)dftt(co ). De marne si t/ est une mesure alOatoire sur 
IRa (i.e. une mesure de transition positive t/(co; dr, dx_) de (f2, ~ )  sur IR+ xiRa), 
on note M, la mesure M,(dco, dt, dx_)= P(do3)t/(co; dt, dx) sur ~ =f2 x IR+ x IR e. 

d6signe la tribu pr6visible sur f2xlR+ et ~=N|  On associe /t 
_X la mesure al6atoire sur IRa: 

#(co; d t, dx_) = ~ I{AXs(~)* O} 8(s, a~,(o~))( dt, dx_). (10) 
(s) 

Pour tout ce qui concerne les mesures aldatoires nous renvoyons/t  [4]. Si West 
une fonction sur O, on note W,t / le  processus (s'il existe) d6fini par 

w,~,(~o) = i ~ w(co, s, _x) ~(co; ds, &). 
0 N. a 

On note v la projection pr6visible duale de #, c'est&-dire l'unique (/tun ensemble 
P-nul pr6s) mesure al6atoire telle que W , v  soit la projection pr6visible duale de 
W,#, pour route fonction ~-mesurable W telle que W,#eSr r 

(2.5) Lemme. II existe un processus pr~visible N__ d valeurs matricieIles sym~triques 
non-ndgatives d x d, et une mesure de transition positive F de (Y2 x IR + , ~) dans IRa, 
tels que 

(X r t(Xr = __N o A (11) 

v(co; dt, dx_) = dA,(co) F~. t(dx_). 

La seconde relation (11) signifie simplement que M~(dco, dt, dx)=M2(dco, dt ) 
�9 Fo~,t(dx), puisqu'on sait que vest  enti6rement d6termin6e par M~, et meme par 
la restriction de M~ h ~, qui coincide d'ailleurs avec la restriction de Mu 5. ) .  

DSmonstration. L'existence de =N v6rifiant les conditions requises suit imm6- 
diatement de ce que d((Xi) c,(XJ)~)~dA, donc a-fortiori d((Xi)~,(XJ)~)~dfft. 
D'apr6s le commentaire qui suit l'6nonc6 il suffit, pour obtenir la fin du lemme, 
de montrer qu'on a une factorisation Mu(dco, dt, dx_)=Ma(dco, dt)F~,t(dx ) sur 
(~), ~), off F est une transition de (f2 • IR+, ~) dans IRa; mais si C e ~  v6rifie 
M~i(C)=0 on a E(lcoAo~)=E(lcoA~)=O, donc { A X + O } c C  ~ un ensemble 
P-evanescent pr6s et M,(C x IRa)=0: la factorisation cherch6e en d6coule. �9 

Soit alors U(co, t,_x)=_x, de composantes (U)i~a. Etant donn6s (5), (6) et (10), 
un calcul 616mentaire montre alors que si HeLP(X), 

[t/_/oN, t/_/o X] = (tHAT_//) o ~ + (tHU)2./~ (12) 

tl_H II ~,,cx) = E { [('_H__NL-/) o A~o +('H_U_)a*#oo]P/2}. 

D6finissons encore pour chaque (co, t) les sous-espaces vectoriels de IRa: 

L~(co, t)= espace engendr6 par les vecteurs propres correspondant aux 
valeurs propres non nulles de =N(oo, t), 

La(co, t)= espace engendr6 par le support de F~o,~, (13) 
L(co, t)= espace engendr6 par L~(co, t)w La(oJ, t). 
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On remarque  que ces espaces d6pendent <<pr6visiblemenb> de (co, t). 

(2.6) Lemme.  Soit H un processus vectoriel prdvisible d-dimensionneI. Pour que 
]]/-/HLPQ_X)=0 il faut et il suffit que pour Mx-presque tout (co, t) le vecteur H_(co, t) 
soit orthogonal ~t L(co, t). 

D&nonstration. D'apr6s (12) on a II-~l/L~c_x~ = 0 si et seulement si les deux conditions 
suivantes sont satisfaites: (i) on a t_/-/~/-/=0 M~-p.s. ce qui signifie que /-/ est 
or thogonal  /~ L c. Et (ii): on a tHU=O M,-p.s.; 6tant donn6s que tHU est une 
fonction ) -mesu rab le ,  et que M u et M~ coincident sur ) ,  (11) entraine que (ii) 
6quivaut/~ ce que Mx-p.s. H soit or thogonal  & tout  x appar tenant  au suppor t  de 
F, donc q u e / / s o i t  or thogonal  g L d. �9 

D&nonstration de (2.3). Etant  donn6s (2.1) et (2.2) il suffit de mont rer  que si (H,),=> 1 
est une suite d'61~ments de LP'~ teUe que ~ I1/-/,11 <oo  (off, pour  simplifier 

(n) 
l'6criture, on note 1[. IIla seminorme Jl. liLaC_x)), il existe H_ELP(X) avec 

lira I /L/-  ~ -//~,ll =0.  
(n) m<n 

Grfice ~t (2.6), et qui t te / t  d6composer  c h a q u e / / ,  en une somme de deux vecteurs 
fi valeurs respectives dans L e t  dans l 'or thogonal  de L, on peut supposer que 
I4,(co, t)~L(co, t) identiquement.  

De l 'hypoth~se ~, II--/-/nll <oO et de (12), on ddduit ais6ment les consdquences 
(n) 

suivantes. D 'une  par t  si 

B'= < oo} 
(n) 

on a M,i(B'C) = 0. D'autre  part  ~ It_H,_U[ < oo Mu-p.s., donc M~-p.s.; si 
(n) 

B"= {(co, t)" Z I'-H,( co, t)-xl < oo F~, t-p.s, en _x} 
(n) 

on a alors M i(B"~)=0 d'apr6s (11). Soit B=B'c~B": on a B ~ ,  et M~i(B~)=0. 
Mais/-/ ,  e L ;  il decoule alors imm6diatement  des d6finitions de L, de B' et de B", 

que sur B on a ~ l/-/,t < oo (1.1 est la norme usuelle sur 1Ra). On d6finit un processus 
(n) 

pr6visible _H ~t valeurs dans L en p o s a n t / 4  = 1~ ~ L-/,. I1 nous reste h v&ifier que 
(n) 

HeLP(X) et que lim 11/4- ~--/-/,,[I =0.  Mais, avec la convent ion ~ =0,  il vient 
(n) m<=n m<O 

sur l 'ensemble B: 

m ~ n  m>n 

d'autre  part  M i(BC)=0, donc d'apr~s (11) et (12) on a [Jls~KII=0 pour  tout  
vecteur pr6visible K. On en d~duit que 

IpH- Z = Jr Z --Hmll-----< Y, Ir-/-/mll. 
m ~ n  m>n m>n 

Le r6sultat est alors imm6diat (prendre n = 0, puis faire tendre n vers l'infini) �9 
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(2.7) Remarque. Lorsque p = 2  on peut d'apr6s la remarque (2.4, 3) utiliser 
et A au lieu de =Met de A; ces processus 6tant pr6visibles on peut recopier la 
d6monstration pr6c6dente en remplagant =N par =2=2~, sans s'occuper de ce qui 
concerne la mesure /~: la d6monstration devient donc beaucoup plus simple 
(c'est, essentiellement, celle de M6tivier et Pistone). �9 

A titre de corollaire, 6nongons le th6or6me suivant, qui figure dans [51. 

(2.8) Th~or~me. Pour que ~%TP(X)=~; il faut et il suffit que tout dldment de 
orthogonaI d toutes les composantes X i soit nul. 

On rappelle que par hypoth6se X~J/t~gc. Pour la condition suffisante nous 
renvoyons ~t [51. Par contre la d6monstration de la condition n6cessaire est 
tr6s compliqu6e dans [-51. 

DOmonstrationde la condition ndcessaire. Comme 240 v est dense dans ~/f~, si 
Y'P(_X) = J f  p on a aussi N'~(X)=~/F 1. Soit YsS~ telle que Y X ~  pour tout i<d. 
Quitte/t localiser on peut supposer que Ys ~4f Ie t  il existe d'apr6s (2.3) un H_eL~(X_) 
tel que y = t H o X .  Soit A(n)= {l_HI <n} et Y,= 1A(,)o Y; il est facile de voir que Y, 
tend vers Y dans ~ ,  tandis que 

[Y., Z i H 1A(n)o[~,, Nil. 
i<d 

La condition Y X ~ S Y  implique [,Y, X~]~5~ et comme IH~l~(,)[<n on en d6duit 
que [-Y,, Y , ] ~ ,  donc [Y,, Y,]=0 et I1,=0, donc finalement Y=0. �9 

3. p-Syst6mes g6n6rateurs d'un sous-espace stable 

Dans ce paragraphe on se fixe comme pr6c6demment une martingale locale 
d-dimensionnelle _X=(Xj)i<d dont les composantes appartiennent /i ~oPc. On 
utilise les notations A, A, ~ ,  F, Lc, Ld et Ld6finies ci-dessus, et on note ~(co, t) 
la dimension de l'espace vectoriel L(co, t). On rappelle que ces termes ne sont pas 
univoquement d&ermin6s et en particulier on a une grande latitude darts le 
choix de A, doric de / i ;  mais ce choix effectu6, les termes =N, F, L c, L d, Le t  ~ sont 
d6finis de mani&e unique tt un ensemble M~i-nul pr6s. 

Nous allons nous intdresser aux p-syst6mes g6n&ateurs finis de ~P(X). Un 
tel syst6me est une famille X' =(X'  i)i< a, dont les composantes X 'i appartiennent 
~t ~lPo~(X), doric d'apr6s (2.3) on peut 6crire en notation matricielle X ' =  =K o X, off K 
est un processus matriciel d' x d dont les vecteurs ligne K ~" appartiennent locale- 
ment ~t LP(X), ce qui signifie qu'il existe une suite (T,) de temps d'arrat croissant 
vers o% telle que K ~" I~0,T.~eLP(X) pour chaque n. 

Soit donc K un tel processus matriciel d 'x  d et X ' = K o X .  I1 est 6vident que 
~ep(X')c~eP(_X) et nous cherchons des conditions pour que ~P(X_')=~P(X) 
(i.e., _X' est un p-syst~me g6n6rateur de YP(X_)). On associe/t _X' les termes A', 
d', N ' ,F ' ,  E~,E'e, E et ~'. 

(3.1) Lemme. On peut choisir A', ,4', N=' et F' de sorte que A ' = A ,  A ' = A ,  N '=  
K N tK ,  et que F' soit l'image de F par l'application lindaire de IR a dans IRa, associde 
gtla matrice K=. Dans ce cas, Ec(resp. E a, E) est l'image de Lc (resp. L d, L) par cette 
application, et on a ~' <= ~. 
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D~monstration. D'une part A X ' = K A X ;  d'autre part un calcul simple montre 
que (X 'c, t(X'C))=(KN tK)o/[. On en d6duit imm6diatement qu'on peut prendre 
A'=A,  donc A'=A,  ainsi que N='=KNtK et F'=Fo(__K) -1 (on d6signe par le 
m6me symbole une matrice et l'application lin6aire associ6e). 

S oit x' siRe': x' est orthogonal g/2~ si et seulement si tx' N='x'= tx' K N t K x ' =  O, 
donc si et seulement s ix  = t_Kx' est orthogonal/t  L~. Par suite l'orthogonal (dans 
IR a') de E c est l'image r6ciproque par t_K de l'orthogonal (darts IRa) de Lc, et par 
ddfinition marne de la transposition on en d6duit que Ec= K(Lc). Comme F'-- 
F o(K) -1 on a clairement Ea=K(La). On en d6duit imm6diatement que L' = K(L) 
et donc que ~'_-<~. �9 

(3.2) Th6or~me. Pour que ~P(X')=Y'P(X) il faut et il suffit que ~=~' M~-p.s., 
ou que Ia restriction d L de l'application lin~aire associde gt K soit M~-p.s. injective. 

La derni~re condition 6quivaut /t dire que le rang de la restriction ~t L de 
l'application lin6aire associ6e/~ _K est M~i-p.s. 6gal/t (; cela implique en particulier 
que ~ < d' M i-p.s. 

D~monstration. D'apr6s (3.1) il est 6vident que (' 6gale le rang de la restriction 
L de l'application lin6aire associ6e /t K, d'ofi l'6quivalence des deux dernibres 
conditions de l'6nonc6. 

Si ~v(X')=LrP(X_), on peut intervertir X et X' dans (3.1), et on en d6duit que 
= ~' m i-p.s. 

Supposons inversement que ~ = ~' M~i-p.s. Quitte/t modifier K sur un ensemble 
M~i-nul , ce qui ne change pas X', on peut supposer que ~=~' identiquement. 
Pour chaque (co, t) il existe alors une application lin6aire de IRa, dans IRa, repr6- 
sent6e par une matrice =/('(co, t), telle que la restriction ~ L(co, t) du produit 
K'(co, t) =K(co, t) soit l'application identique. I1 est facile de voir qu'on peut choisir 
_K' d6pendant pr6visiblement de (co, t), puisqu'il en est de m~me de _K et de L. 
Soit H = - K ' K - I  a (/d=matrice identit6 dx  d). Si x e L  on a _H_x=0, ce qui prouve 
que les vecteurs ligne H ~" sont orthogonaux/t L: d'apr6s (2.6) on a alors H~LP(X) 
et H o X = 0 .  On en d6duit que X=(K'_K)oX=K'oX ' ,  doric LrP(X)cLrP(X'). �9 

En guise d'application nous allons d6duire de ce thdor6me une condition 
pour que ~P(X c) ~ ~v(X)  ou, ce qui est 6quivalent, pour que (Xi)~e~fo~(X) pour 
tout i<d. Contrairement / tce  qu'on pourrait penser, cette propridt6 n'est pas 
toujours vraie; par exemple si Y est un mouvement brownien et Z un processus 
de Poisson compens6, ind6pendant de Y, X =  Y + Z  appartient ~ .~oP, pour tout 
p o l l ,  ~ [  et XC= IT; dans cet exemple, X ~ n'appartient pas & ~Po(X), comme le 
lecteur le v6rifiera aisdment. 

(3.3) Th~or~me. Les conditions suivantes sont dquivalentes : 
(a) On a ~P(X  ~) c ~.LTP(X_). 
(b) On a ~#v(X a) = ~P(X). 
(c) On a ~P(X) = ~v(X_ ~) + ~P(X_ a) (somme directe). 
(d) On a ~v(X_) = ~qfv(XC, X a). 
(e) On a M2-p.s. L~ ~ L a = {0}. 

(dans l'exemple pr6cddant l'6nonc6, on a d = 1, et L~ = Le =IR, donc (e) n'est pas 
satisfaite). 
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DOmonstration. L'6quivalence des quatre premi&es conditions est triviale, une 
fois remarqu6 qu'on a X=X~+X_  a, que ndcessairement ~P(X)cLrP(X~ ,X  a) 
et que pour tout y~.c~ la d6composition y = y ~ + y a  est unique, tandis que 
(~L-/oX)~=~HoX ~ et ffH_oX)a=~HoX a si H eL~o~(_X). 

Soit X'=(X'~)~2a de composantes X'~=(X~) ~ et X'~+a=(X*) a pour i<d. On a 
X = K o X' off _K est la matrice constante K = (_/~,/~). I1 n'est pas difficile de voir 
que les termes A', N', F' et E associ6s/~ X'  peuvent &re choisis ainsi: 

A ' = 4 ,  _N '= (~  ~) ,  F'(dx_,dy)=eo(dx)F(dy ) 

off 0 est la matrice nulle d x d et 0 le vecteur nul de IR a, et (_x,_y) repr6sente un 
vecteur de IR 2a. De la sorte on a 

E = {(_x,_y): xeL~, _y~Le} 

et la dimension ~' de E est la somme des dimensions de L~ et L d. Si on applique 
(3.2) (en intervertissant les r61es de _X et X_') on voit alors que ~P(X_)=~P(X') 
(c'est-/~-dire la condition (d)) si et seulement si ~' = ~, soit L~ r~ L a = {0} M~i-p.s. �9 

4. p - D i m e n s i o n  d ' u n  s o u s - e s p a e e  s t a b l e  

Nous allons &udier dans ce paragraphe les p-sous-espaces stables ~ de p-dimen- 
sion finie. 

En choisissant un p-syst6me g6n6rateur fini _X de ~ ,  on voit qu'on peut 
associer/t -~:  
- un processus croissant pr6visible 4 E dlo~ (ou m~me, 4 ~ d ) ;  
- un processus pr6visible ( & valeurs enti6res (qui est la dimension de l'espace 
L associ6/t X et 4 par (13)). 

D'apr6s (3.1) et (3.2), 4 et ~ peuvent 6tre choisis ind6pendamment du p-syst6me 
g6n6rateur X utilis6. 4 s'appelle le processus de rOfOrence de ~ et ~ la p-dimension 
instantande de ~ .  

Attention, le couple (4, ~) n'est pas unique: si 4 est un processus de r6f6rence, 
tout autre processus croissant pr6visible 4'~sr o tel que dA ~ d 4 '  est 6galement 
un processus de r6f6rence. Mais 4 &ant choisi, ~ est unique/t un ensemble M2-nul 
pr6s. 

La terminologie <(p-dimension instantan6e~> pour ~ est justifi6e par: 

(4.1) Tb~orbme. La p-dimension de ~ e s t  la borne sup&ieure essentielle de 
~(co, t) pour la mesure M~. 

DOmonstration. Soit d = p - d i m H  et X = ( X i ) ~ a  une p-base de ~ .  D'apr6s ce qui 
pr6c6de, il est 6vident que ~ < d. Soit d' la borne supdrieure essentielle de ( pour 
M2; comme ~ n'est ddfinie qu'/t un ensemble M~-nul pr6s, on peut supposer que 
~<d'  identiquement. Soit L l'espace associ6 A (X, A) par (13). On construit facile- 
merit un processus matriciel pr6visible d' x d dont les composantes sont born6es, 
soit _K, tel que la restriction fi L de l'application lin6aire associ6e h __K soit injective 
(puisque ~ = dim(L) < d'). Si _X' -- =K o X il d6coule alors de (3.2) que LJfP(_X ') = ~eP(_X) 
= H et comme X est une p-base de W e t  que d' < d, on doit avoir d' = d. �9 
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(4.2) Th6or6me. Soit ~ et 9~' deux p-sous-espaces stables tels que ~z'~cJd '. 
On a alors p-dim ~ < p-dim ~ ' .  Si de plus d' = p-dim J U <  oo il existe un processus 
de rOfdrence commun A d ~ et ~ '  et les dimensions instantanOes ( et (' de 2/d et 
Jg' vdrifient ( < (' M yi-p.s. 

D~monstration. I1 suffit 6videmment de montrer le r6sultat lorsque d '< o% et dans 
ce cas il suffit m6me de montrer la seconde partie de l'6nonc& 

Soit ,4 un processus de r6f6rence pour ~f~'. Si X =  (X~)g~e est une famille 
quelconque d'61dments de ~ ,  on a Y ' P ( X ) c ~ '  donc d'apr6s (3.1) .4 est un pro- 
cessus de r6f6rence pour l'espace ~eP(X), dont la p-dimension instantande 
(_x v6rifie (_x < (' M~i-P.S-; donc en particulier p-dim ~P(X)__< d'. I1 n'est pas difficile 
d'en d6duire d'abord que p-dim ~ <d', puis en prenant une p-base de ~,~ que 
~<( '  M~-p.s. �9 

Dans notre situation, l'analogue du ~<th6or6me de la base incompl6te>> peut 
s'6noncer ainsi: 

(4.3) Th6or6me. Soit ~ e t  ~ '  deux p-sous-espaces stables tels que JF~JF'  
et d'=p-dim J d ' <  ~2. Soit A un processus de rdf~rence commun d ~ e t  ~ ' ,  et ( 
et (' les p-dimensions instantanOes de H e t  H'.  Si d" est la borne supdrieure essentielle 

(X )i<=d" telle que W'--  de ( ' - (  pour la mesure M~ il existe une famille X"--  ,,i 
:~P( ~ ,  X"). 

On en d6duit en particulier que ~r = - ~ '  si et seulement si ( =  (' M~-p.s. (r6sultat 
qui d~coule aussi imm6diatement de (3.2) et (4.2)). On pourrait d'ailleurs montrer 

X ~Jr ~oo pour tout i<=d". que ,,i , 

Ddmonstration. Soit X=(Xi)i<d (resp. _X'--- ,i (X)i<=d') une p-base de ~~ (resp. ~ ' ) .  
Soit E l'espace associ6/~ _X' par (13). On a X = K o X '  d'apr6s (2.3) et si ]2 d6signe 
le noyau de la restriction/i E de l'application lin6aire associ6e ~ K, (3.1) montre 
que ( ' - (  est la dimension de 72. I1 est facile de construire un processus matriciel 
d ' x  d' pr6visible born6 K_" tel que la restriction /t E de l'application lin6aire 
associ6e soit de rang ( ' - - (  et injective sur fA. Posons X"=K="oX'. Soit Y le 
vecteur (d+d")-dimensionnel de composantes Yi=X~ si i<d et Yd+i=X"~ si 

i<d"; ona~videmment~%rP(~, X_")= SP(Y_). Maiss iH= ( K  ) onaaussi Y= Ho X ' = 

tandis que la restriction/i E de l'application lindaire associ6e A H est clairement 
injective. (3.2) entraine alors que ~P(X ' )=  ~P(Y), d'ofl le r6sultat. �9 

Dans le cas p > 2  on a une mani6re beaucoup plus simple d'exprimer la p- 
dimension instantan6e de ~ .  Soit X = (X)~__<d un p-syst6me g6n6rateur. D'apr6s 
(9) on lui associe un processus matriciel prdvisible ~ tel que (_X, tX)==~/oA, 
et on a: 

(4.4) Th6or6me. Le rang de la matrice symdtrique M= est M ~-p.s. dgal g~ (. 

Ce rdsultat permet notamment de construire des p-bases et des p-bases ortho- 
gonales (rappelons que p __> 2) de mani6re tr6s simple. Par exemple si d' = p-dim 
il est facile de construire un processus matriciel d ' x  d, soit K, appartenant /t 
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/~Poc(_X) (par exemple, born6) et tel que la matrice K M t K  soit de rang ~: alors 
X_'=K_oX est une p-base de ~r si de plus on choisit K de sorte que KMtK soit 
diagonale on obtient une p-base orthogonale; si enfin on choisit K_ de sorte que 
les valeurs propres de la matrice diagonale KMtK soient rang6es par ordre 
d6croissant, on retrouve les r6sultats de Davis et Varaiya [1]. 

D~monstration. On a [_X, tX] = N o / I  +(_UtU),#, si bien que d'apr6s (11), 

~o~ /=  (_x, ~ 7  ==Nod +(_u'~),~ = [=u + S V(d_Y)~ t_Y)3 o~/ 
N.d 

et une version de ~ est donn6e par 

~ / = N +  y F(dy)('xy) z. 
Na 

Si _xEIR d il vient alors 

'x Mx ='x_Nx + ~ F(d_y)('x y) 2 
IRa 

et les deux termes du second membre sont positifs. Par suite t xMx=O si et seule- 
ment si tx N x = 0 (donc x orthogonal/ t  Lc) et t_xy = 0 F(d_y)-p.s. (donc _x orthogonal 
/t Ld). Par suite tx Y/x = 0 si et seulement s i x  est orthogonal ~t L, ce qui montre 
que le rang de =M est ~. �9 

Revenons au cas g6n4ral p o l l ,  oo[. On pourrait  se demander si on a un 
r6sultat analogue avec la matrice optionnelle _M d6finie en (5). Ce n'est pas vrai 
en g4nhral: soit par exemple Y un mouvement brownien et Z un processus de 
Poisson compens6 ind6pendant de Y; on peut prendre At=t+ ~AZs ,  donc 

s < t  

At = 2 t; on a alors ~ = 2, tandis qu'une version de _M est donnhe par 

(0 0 
qui est identiquement de rang 1. Cependant, on a: 

(4.5) Th6or6me. Le rang de la matrice symOtrique M= est MA-p.s. inf~rieur ou 
Ogal glla p-dimension de 2/f.. 

DOmonstration. Soit _X'= (X'~)i<=e, une p-base de ~ (donc d' <d). Si =M' est associ6e 
fi X'  par [X_',~X']=M'oA, et comme d'apr~s (2.3) on a X=K_oX' off =K est un 
processus matriciel d xd', on a [X_,~X]=(K_M'~K=)oA d'apr6s (6), donc on peut 
prendre M = K~'~K.  Comme __M' est une matrice d' x d', le rang de M ne saurait 
exc6der d'. �9 
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