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Summary. In previous papers, the authors have studied stochastic integrals 
as integrals with respect to a particular type of vector measures called 
stochastic measures. 

The special feature of this paper is that the here considered stochastic 
measures may take their values in L0, and that the generating process admits 
a quite general (not necessarily ordered) set of indexes. 

In this general setting, a Riel3-representation theorem for stochastic 
measures is obtained. 

R~sum~. Dans de pr6c6dents articles, les auteurs ont 6tudi6 l'int6grale 
stochastique en tant qu'int6grale relativement fi un type particulier de 
mesures vectorielles, appel6es mesures stochastiques. 

L'originalit6 de cet article est de consid6rer des mesures stochastiques 
pouvant prendre leurs valeurs dans L0, et engendr6es par des processus 
admettant un ensemble d'indices tr6s g6n6ral (non ndcessairement ordonn6). 

Dans cette situation g6n6rale, un th6or6me de repr6sentation de Riel3 est 
obtenu pour les mesures stochastiques. 

Le but de ce travail est d'6tudier une notion d'int6grale stochastique qui inclut, 
notamment, l'int6grale stochastique S Y dX d'un processus r6el Y par rappor t / t  
un processus X / t  valeurs dans un espace de Banach E. Dans [4] ou [6], cette 
int6grale stochastique est d6fine comme l'int6grale d'une fonction r6elle associ6e 

Y par rappor t / t  une <<mesure stochastique>> ~t valeurs dans un espace L~ avec 
p _>_ 1. Ici, cette <<mesure stochastique>> est ~ valeurs dans un espace L~ avec p > 0: 
ceci condui t / t  utiliser des techniques de d6monstration assez diff6rentes de [4] 
ou [6] puisqu'on consid&e une int6grale par rappor t / t  une <<mesure>> fi valeurs 
dans un espace vectoriel non localement convexe. 

De plus, ici, on consid6re le cas off l'ensemble T (ensemble des valeurs du 
temps dans le cas usuel) n'est pas totalement ordonn6 (cf. [5]). 
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A. Donn6es et notations 

(f2, ~, P) est un espace de probabilit6 complet. 
Tes t  un espace topologique. 
J e s t  une semi-alg6bre de parties de T. 
A chaque 616ment I de J e s t  associ6 une sous-tribu ~ de ~ qui contient tous 
les ensembles de mesure nulle de 

On suppose que, si I et J sont deux 616ments de J tels que I c J, on a ~ ~ 
(pour des exemples d'une telle situation, cf. [5]). 

On dira que A est un <(rectangle pr6visible>> si A est une partie de (Q • T) de 
la forme (H x I) off I e s t  un 616ment de J e t  H est un 616ment de ~ .  La famille 
de ces rectangles pr6visibles sera not6e N. 

On v6rifie facilement qu'elle constitue une semi-alg6bre. L'alg6bre engendr6e 
par cette famille N sera not6e d .  On v6rifie facilement que tout 616merit de d 
admet une partition finie constitu6e d'616ments de.N. 

La tribu engendr6e par ~ ,  ou par d ,  sera not6e ~ '  et sera appel6e la tribu 
des pr6visibles. On dira que Y est un processus r6el pr6visible si Y est une 
application r6elle d6finie sur (t2 • T) mesurable pour la tribu ~ ' .  

E est un espace de Banach (sur N). 
Pour tout r6el p positif (z6ro compris), on posera LFv = L~p(~2, ~, P) (espace 

vectoriel de variables al6atoires/t valeurs dans E muni de la topologie usuelle). 
Quand on dira qu'une partie ~// de LEp est une partie born~e de L~p, ce sera 

toujours au sens des espaces vectoriels topologiques (cf. par exemple [2]). 

B. Mesure stochastique d'ordre p 

B-1. Ddfinition. Soit p>_O. Soit x une fonction ddfinie et simplement additive sur 
d valeurs dans LEp et telle que x ( H  x I) = 1H" X([2 • I) si I e s t  un dldment de j e t  

si H appartient ~ ~ .  On dira que x est une mesure stochastique d'ordre p s i x  se 
prolonge~ la tribu ~ en une fonction ~r-additive pour la topologie usuelle de Ifp. 

Dans ce cas, ce prolongement sera encore not6 x et sera aussi appel6 mesure 
stochastique. 

Dans  la suite du prdsent paragraphe, on se propose de donner des conditions 
suffisantes pour que x soit une mesure stochastique (cf. th6or6me B-4 ci-apr6s), 
puis d'6tudier x. 

Pour cela, on aura besoin du 1creme suivant: 

B-2. Lemme. Soit u une fonction rdelle positive d~finie sur d et qui satisfait aux 
conditions suivantes : 

(i) si A et B appartiennent d d,, v(A) <= u(A w B) <= v(A) + v(B) 

(ii) pour tout e > 0 et pour tout dl~ment A = H • I de ~ ,  il existe un ~ldment J 
de J e t  un compact C de T tels que J ~ C c I e t ,  si B = H • J, v(A \ B) <= e. 

(iii) pour toute suite (F,), > o d'dldments de ~ telle que F ~  et pour toute suite 
(B,),>0 associde d'~ldments de d telle que pour tout n, B,c (F ,  x T), on a 
lira. v(B,) -=- 0. 
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Alors v satisfait d la condition suivante: 
(iv) pour toute suite (A,),~o d'Ol~ments de ~r telle que An$ ~ on a lim-v(An) 

n ~  o~ 
~ 0 .  

Preuve. Soit e>0 .  Soit (An),>o une suite d'616ments de ~r telle que An~.~. On 
construit une suite associ6e (Bn)n, o d'616ments de d de la faqon suivante: 

pour tout n, A n admet une partition finie {A(n, k)} 1 _<k_<m constitu6e d'616ments de 
~ ,  soit A(n,k)=H(n,k)xl(n,k); pour tout n e t  k, soit B(n,k)=H(n,k)xJ(n,k) 
616ment de N tel que B(n, k)cA(n, k), 

~ ~  - n  

v [A(n, k) "-. B(n, k)] < - -  
m 

et tel qu'il existe un compact  C(n, k) de T avec J(n,k)c C(n,k)mI(n, k); enfin, 

soit B, = ~) B(n, k); on a, notamment,  
k = l  

v(An\Bn)< ~ viA(n, k)'..B(n, k)] 
k = l  

=<2-n.e. 

Pour tout n, soit En = ~ Bk. D'une part, on a: 
k<=n 

v(An".E,) < ~ V(Ak \Ek)Ne. 
k = l  

Pour tout 616merit co de (2 et pour tout entier j, soit a(j, co) l 'ensemble des 
entiers k tels que coeH(j, k); ensuite, pour tout entier n e t  tout 616ment co de Q, 
soit 

Dn(co)= N { U co, k)} 
j < n  kEa(j, to) 

enfin, soit Fn= {co: co~t2, D,(co):~0} (pour tout n, F, est un 616merit de ~ ) .  
Pour co fix6, (Dn(co))n,o est une suite de compacts qui d6crolt vers vide, donc 

il existe un entier n tel que Dn(co)=~, ce qui signifie que l 'on a Fn~.  Or, pour 
tout n, E,, est contenu dans F ,x  T (puisque Bn(co) est contenu dans 

0 c(n, k)(co)). 
k = l  

D'aprbs la condition (iii), on a donc v(E,)<e pour n assez grand. Ceci 
implique 

v (An) _-< v (A.  \ En) + v (E.)  

< 2 e  pour n assez grand. 

Puisque ~ est arbitraire, on a lira. v(An)= O. 
n ~ o o  
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B-3. Lemme. Soit x une fonction d~finie et simplement additive sur une alg~bre d ,  
d valeurs dans un espace vectoriel U muni d'une F-norme que l'on notera [l'l[- On 
suppose que x satisfait d la condition suivante: 

( i )  si (A,)n > o est une suite d'~l~ments deux d deux disjoints de d ,  

lira I[x(A,)l[ =0  
n ~ o o  

soit v la fonction d~finie sur d par: 

v(A)= Sup IL~(B)II 
Bs,sd, B c  A 

alors, pour tout ~Idment A de d ,  v(A)< + oo. 

Preuve. Nous renvoyons/t  [12] - Corollaire 4.11. 

B-4. Th6or~me. Soit p > 0. Pour toute variable alOatoire f appartenant/~ L~, on 
pose: 

IJf]lv = IS [ f ( o ) f .  P(dco)] x/p si p >  1 (norme usuelle) 

I l f l lp=~l f (co) lv .V(do)  si 0 < p < l  

Ik/[Ip--- ~ [[f(~o)]/x 1]. P(do~) si p--0 

I1 [Ip est une f -no rme  (cf. [3]) associ6e ~ la topologie usuelle de L~. 

Soit x une fonction d6finie et simplement additive sur d , / t  valeurs dans L~ 
et qui satisfait aux conditions suivantes: 

(i) si / appartient ~t J e t  si H appartient ~t o~, on a 

x(H x I) = 1~. x(H x I). 

(ii) pour tout e > 0 et pour tout 61Oment A = H x I de ~ ,  il existe un 616ment 
J de J e t  un compact C de T tels que J ~ C c I e t  tels que, si D est un 616ment 
de d contenu dans [H x (I \ J ) ] ,  

Ilx(m)[lv<e. 

(iii) pour toute suite (A,),>o d'Ol6ments deux fi deux disjoints de d ,  la suite 
(x(A,,))~>0 converge vers zOro (pour la topologie usuelle de L~). 

Alors, x est une mesure stochastique d'ordre p (cf. B-1 ci-dessus). 
De plus, si la condition (iii) est satisfaite, la condition (ii) est une consOquence 

de l'ensemble des deux conditions suivantes: 

(iv) pour tout 616ment I de J ,  il existe une suite (J,), > o d'616ments de J e t  
une suite associOe (C.).>o de compacts de T telles que, pour tout n, .In c Cn c I et 
telles que J. T 1. 

(v) pour toute suite (A.).>0 d'OlOments de N telle que A.$O, lira x(A.)=O 
(pour la topologie usuelle de L~). "~ ~ 

Enfin, si E est un espace vectoriel de dimension time, la condition (iii) est 
satisfaite s i x  est simplement additive et si x ( d )  est une partie born6e de L~. 
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Preuve. On notera rl" l[ au lieu de H'[Ip. 

1. Consid6rons d 'abord le cas off E = I R :  dans ce cas, les espaces L~=L~ 
(pour p > 0) satisfont aux hypoth4ses du th6orhme 3 de [3] ; soit (A,), > 0 une suite 
d'614ments deux ~t deux disjoints de d ;  s i x  est additive et si x ( d )  est une partie 
born6e de L~, la s6rie de terme g6n4ral x(A,) est (<parfaitement bornhe>> (cf. [3]); 
elle est donc convergente. Ceci montre  la derni6re partie du th4or4me dans le 
cas E =IR. Le cas off E est un espace vectoriel de dimension finie s'en d6duit 
imm6diatement. 

2. Consid6rons maintenant  le cas off E est un espace de Banach quelconque 
et montrons que la condition (ii) est une conshquence de l 'ensemble des trois 
conditions (iii), (iv) et (v). Pour cela, raisonnons par l 'absurde et consid6rons un 

> 0 et un 616ment A = H x I de ~ qui ne satisfassent pas fi (ii). 

Soit (J,),>o une suite d'61dments de j e t  une suite associ6e (C,),>o de 
compacts telles que, pour tout n, J , c  C, c I  et telles que J,T I. Pour tout n, on 
pose d j = I \ y , .  On construit alors la suite (V,),>o d'616ments de d et la suite 
associ6e d'entiers (k(n)),>o par rdcurrence de la fagon suivante: k(0)= 1 puis 

6tant donn4 k(n), soit I/V,+ 1 ~ [H  x d~(,,)] avec VV~+ l ~ d  et IIx(W,+l)l] >e/2  

(rappelons qu'on raisonne par l 'absurde) 

ensuite, soit k(n + 1) tel que r[ x [ w~ + 1 c~ (H x d~(, + 1))] I[ < e/4 

(k(n + 1) existe d'aprOs l 'hypoth6se (v) et le fait que W,+ 1, comme tout 616ment de 
• ,  admet une partition finie constituOe d'OlOments de N) 

enfin, soit V,+ 1 = W~+ 1 \ [H  x J[,(,+ 1)]. 
On a 

fix(v,,+ 1)II ->- rl x ( W .  + ~)II - IIx [ w . +  1 ~ ( H  • J~(.+ 1))] II 

> e / 2 - e / 4  =~/4. 

De plus, les ensembles (V,),>0 sont deux /t deux disjoints, ce qui contredit la 
condition (iii) et ach6ve le raisonnement par l'absurde. 

3. On consid6re toujours le cas off E est un espace de Banach quelconque. 
Soit v la fonction r6elle positive d6finie sur l 'ensemble des parties de f2 x T par: 

v(A) = Suy, E_,p ]lx(B)ll~. 
B ~ I , B  ~ A 

On veut prouver que, en restriction h d ,  v satisfait aux conditions (i), (ii) et (iii) 
du lemme B-2. La condition (i) est 5videmment satisfaite et la condition (ii) du 
lemme B-2 correspond h la condition (ii) de l'6nonc6 du prSsent thSor6me. 

On se propose done maintenant  de prouver que v satisfait ~ la condition B- 
2(iii). Lh encore, nous allons raisonner par  l 'absurde: soit (F,),>o une suite 
d'616ments de ~- telle que F~,~ et soit (B,),>o une suite associ6e d'616ments de ~/  
telle que, pour  tout n, 

B , c ( F ~ x T )  et rlx(B,)ll~2e>O. 
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Le lemme B-3 montre que v(F1 x T ) = a <  + oo. 

Soit DcF1 x T, D e a l  tel que Ilx(D)jlp>a-e/4; 

soit k>  1 tel que Ijx(D). 1Fkllp<~/4; 

soit E e d ,  E c ( / ~ x  T) tel que IIx(E)llp>2e; 

on a, soit ]lx(E'..D)l[p>=e, soit Ilx(Ec~D)llp>=e; 

darts le premier cas, on a I j x (E~ D) l l p> a+e /4 -e /4  ( e - e / 4 ) > a + ~  

dans le deuxibme cas, on a [Ix(D\E)l lp>a+e/2:  dans les deux cas, on 
contredit donc l'hypoth6se v(F1 x T ) = a <  + oo, ce qui ach6ve le raisonnement 
par l'absurde. 

4. On a donc prouv6 que v satisfait aux hypoth6ses du lemme B-2. Par suite, 
si (An)n,0 est une suite d'616ments de d telle que AnSfJ, on a l imx(An)=0. Ceci 

n ~ o o  

et la condition (iii) nous permet d'appliquer le th6or6me 3-3 de [9] (on peut, 
aussi, utiliser [7]). 

Remarque. Notons enfin que la condition <<x(d) partie born6e de L~>> est 
6quivalente/t la condition v(f2 x T) < + oo sauf s ip  = 0  (auquel cas cette derni6re 
condition v(O x T) < + oo est n6cessairement satisfaite). 

B-5. Lemme. Soit U un espace vectoriel muni d'une F-norme que l'on notera I1" IL. 
Soit Y '  une tribu de parties d'un ensemble f2'. Soit m une fonction d~finie sur ~ ' ,  & 
valeurs dans U e t a  - additive pour la topologie de U associde d la F-norme 
considdr~e. Soit u la fonction positive dkfinie sur ~ '  par: 

v(A)= Sup IIm(B)ll. 

La fonction u satisfait alors aux deux conditions suivantes: 

( i )  si A et B appartiennent d ~.~', u ( A ) < u ( A ~ B ) < u ( A ) + v ( B ) .  

(i i)  si (A~),>o est une suite d'dldments de i f '  telle que A,lfJ, l imv(A,)=0. 
rl  ~ o o  

Preuve. Cet 6nonc6 est un cas particulier du th. 5.12 de [12]. 

B-6. Lemme. Soit ~ '  une tribu de parties d'un ensemble f2' engendrde par une 
algkbre d .  Soit u une fonction positive ddfinie sur o ~ '  et satisfaisant aux deux 
conditions suivantes : 

( i )  si A et B appartiennent gt ~ ' ,  u(A)<=o(AuB)<=u(A)+u(B). 

(ii) si (A,)~>o est une sitite d'~lkments de o ~ '  telle que A,$fJ, on a 

lim v (A,) = 0. 
l l ~ O O  

Alors, pour tout ~l~ment C de ~,~', et pour tout e>0,  il existe un dldment B 
de ~ '  qui est rOunion dOnombrable d'dldments de d ,  qui contient C et tel que 
u ( B \  C)<e. 
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Preuve. Soit ~ la classe des 616ments de Y '  qui satisfont aux conclusions du 
lemme. D'une part  ~ contient d .  

Suivant un r6sultat classique, il suffit de montrer  que (g est une classe 
monotone. 

Soit (C,),>0 une suite d'616ments de cg croissant vers C; pour tout n, soit 
B , ~  C, avec v(B,\C,)<e.  2 -~. Soit B =  ~ B~. 

n > 0  

On a v (B \  C)< ~ v(B, XC,)<e donc C appartient ~ off. 
n > O  

Soit (C,),>o une suite d'B16ments de cg d6croissant vers C; pour tout n, soit 
B , =  C, et v(B,\C,)<<_e; soit B =  0 B,. 

n > 0  

On a C o B  et v (B \  C)<=v(B,\C,)+v(C,\C) ce qui peut atre rendu plus 
petit que 2e pour n assez grand. 

B-7. Proposition. Soit x une fonction d4finie et simplement additive sur d ,  gt 
valeurs dans L~ et qui satisfait aux conditions (i), (ii) et (iii) du th4or4me B-4. 
Soit Hun dldment de ~ Soit A un ensemble prdvisible tel que [a = IA" IH x T" 

On a alors x(A)= lu" x(A). 

Preuve. On se donne donc x, H et A comme indiqu6s darts l'6nonc6 de la 
proposition. Pour tout 616ment f de L~, on d6finit la F-norme II" [I comme dans 
le th6or6me B-4 puis la fonction v associ6e comme dans le 3. de la preuve de ce 
th6or6me B-4. Le lemme B-5 montre que v satisfait aux propri6t6s (i) et (iv) du 
lemme B-2. Le lemme B-6 montre alors que, pour tout e>0 ,  il existe une suite 
dBcroissante (B,),>o d'616ments de s~' telle que, si B= ~ B , ,  B c A  et 

n > 0  

v(A \B)<e.  I1 suffit donc de d6montrer que x(B)= ltd. x(B) sachant que B,+B, 
que B c H  x T e t  que, pour tout n, B, appartient ~t~". 

Puisque v satisfait/t la condition (ii) du lemme B-2, pour tout n, il existe une 
partie D, de (2 x T contenue dans B, et r6union finie de rectangles /t bases 
compacts darts T et un 616merit C, de sJ, tels que C, cD,  c B ,  et 
v (B , \  Cn)< 2-"  .e. 

Soit 

C'=(~Ck et C ' = ~ C ' .  
k<=n n > 0  

On a Hx(B)-x(C')ll ~ .  I1 suffit donc de d6montrer que x (C ' ) - - l~ .x (C ' ) .  Quitte 
~t consid6rer une sous-suite, on peut supposer que la suite de variables al6atoires 
(x(C',))n>o converge P.p.s. vers x(C'). 

Pour tout n, soit 

G,={co: 3t, lc;,(t, co)*0} et F,={co: x(C',)(co)*0}. 

D'une pa r t , /~  c G, (propri6t6 B-4(i)); d 'autre part  Gn$ C ~ H (puisque, pour  tout 
co r H, la ~ trace)) de C', (co) sur T e s t  contenue darts un compact  K,  avec K,  $ g). Or 
lv, converge P.p.s. vers 1F, donc F c H  P.p.s., c'est-/t-dire que x(C')=ln.x(C'), 
c.q.f.d. 
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C. Construction de l'int6grale stochastique 

C-1. Introduction 

Soit x une mesure stochastique d'ordre p telle que x ( d )  est une partie born6e de 
L~. Soit Y un processus pr6visible r6el uniform6ment born& Le probl~me est de 
donner un sens au symbole ~Y.dx: pour cela, nous allons consid6rer cette 
int6grale comme l'int6grale, par rapport / t  la <<mesure>> x, de la fonction r6elle Y, 
consid6r6e comme fonction d~finie sur (O x T) et mesurable par rapport fi la 
tribu ~-' des pr6visibles. 

Si p >  1, L~ est un espace de Banach et on peut utiliser [1]. Si 0 < p <  1, L~ 
n'est plus un espace de Banach: n6anmoins, dans le cas consid6r6 ici, on peut 
encore d6finir S Y" dx (notons qu'on pourrait  utiliser [11]). 

C-2. Processus ~/-~tag6. On dira que Y est un processus r~el d-6tag6 si Y est 
une fonction r6elle d6finie sur (f2 x T) telle que: 

Y(co, t )= ~a i"  1a(i)(CO, t) (1) 
iEl 

off {ai}i~i est une famille finie de r6els et off {Au)}~I est une famille finie associ6e 
d'616ments de d .  

On notera g l'espace vectoriel des processus s~c'-6tag6s. 
Si Y appartient/ l  g e t  satisfait/t (1), on posera 

Y. dx = ~, al.x [A(i)]. 
ie I  

On v6rifie imm6diatement que, pour une mesure stochastique d'ordre p 
donn6e, ceci d6finit, sur g, une application lin6aire ~, valeurs dans Lep. 

C-3. Th6or6me et d6finition de ~ Y.  dx. Soit p > O. 
Soit x une mesure stochastique d'ordre p telle que x ( d )  est une partie born~e 

de L~. 
Soit ~ respace vectoriel des processus pr~visibles rdels uniformdment bornds. 
II existe alors une application (unique) ddfinie sur ~ ,  d valeurs dans L~v, qui, d 

Y dldment de ~ ,  associe ~ Y .dx ,  et qui satisfait aux deux conditions suivantes: 

( i )  en restriction d g, ~ Y. dx est d~finie comme indiquke prdc4demment (cf. 
c-2). 

(ii) si (Y~)n>0 est une suite de processus r~els prdvisibles uniformdment born4e 
(en n, t et co) qui converge simplement vers le processus Y, la suite (~ Y,. dx)n > o 
converge (pour la topologie usuelle de L~) vers ~ Y. dx. 

Par ailleurs, si Y est un processus pr~visible uniformkment borne, l'application 
u, qui, & tout klkment A de set (ou de ~ ' ) ,  associe u(A)= ~ 1A" Y ' d x  est une 
mesure stochastique d'ordre p. 

Preuve. 1. Consid6rons les deux propri6t6s suivantes: 

(a) si (Y~), > o est une suite de processus r6els s~-6tag6s qui d6croit simplement 
vers z6ro (pour tout t et tout o9), alors la suite (~ II,,,-dx)~>o converge vers z6ro 
pour la topologie usuelle de L~. 
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(b) si (Y,),>0 est une suite de processus r6els positifs d-dtag6s telle que 
Y,< 1(~• r), alors la suite (~ Y,. dx),>o converge vers z6ro pour la topologie 

n > 0  

usuelle de L~. 

Si on salt prouver ces deux propri6t6s, le tb6or6me 6nonc6 se ddduit 
imm6diatement de [71. On va donc, maintenant, prouver successivement ees 
deux propri6t6s. 

2. Prouvons la propri6t6 (a). 

Notons d'abord que la familie des variables al6atoires ~ Y. dx, quand Y 
parcourt l'ensemble des processus r6els sJ-6tag6s uniform6ment born6s par 1, est 
une partie born6e de L~ (compte-tenu de [10], des propri6t6s de la F-norme 
considdr6e et de l'hypoth6se x ( d )  partie born6e de L~). 

Soit (Y,)n>0 une suite de processus r6els (positifs) ~4-6tag6s qui d6cro~t vers 
z6ro. D'apr6s le paragraphe pr6c6dent, si A(n)=EY,>e], et B(n)=f2",,A(n), 

Y,. lm, ) �9 dx peut atre rendu aussi petit que l'on veut (uniform6ment en n) si on 
prend e assez petit, e >0  (puisque [Y~. lm,)l < e). 

Or, pour e fix6, A(n)$fJ donc v(A,)$O (cf. lemme B-2) donc ~Yn" 1A(,).dx tend 
vers z6ro (cf. [101) ce qui prouve la propri6t6 (a). 

3. Prouvons la propri6t6 (b). 
Soit (I1,), > o une suite de processus r6els positifs d-6tag6s telle que 

Z v,=_<l. 
n > 0  

e = l > 0  (k entier). Pour tout n>0,  soit A(n)=[Y,>el. Soit Comme 

pr6c6demment, on peut choisir e assez petit pour que 

Y,,- I~..A(,). dx 

soit aussi petit que l'on veut uniform6ment en n). I1 reste donc/ t  prouver que, 
pour e > 0 fix6, 

lira i t Y,. la(,)" dx =0.  

Pour cela, on d6finit par rdcurrence les ensembles suivants: 

B(0,0)=(2, B(n, - 1 ) = 9  pour tout entier n avec n>0 ,  

B(0, j) = ~ pour tout entier j avec j => 1 

et pour n > l  e t j > l :  

B (n, j ) =  [B ( n -  1, j -  1)n A (n)] w [-B (n - 1, j)"-. A (n)l, 

C(n, j)= B(n - 1 , j -  1) ~ A(n) = B(n, j) n A(n). 

On a B(n, j )=  ~ pour j > k; de plus, pour tout n fix6, { C(n, j)} 1 _<j__<k constitue 
une partition de A(n). Enfin, pour tout j fix6, {C(n,j)},>o constitue une famille 
d'616ments deux ~ deux disjoints. I1 r6sulte de [101 et de l'hypoth6se B-3(iii) 
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(n6cessairement satisfaite) que 

lim~ Y,. lc( , , i) .dx=O (pour tout j, l<=j<k). 
n ~ o o  

On en d6duit que Jim I Y," 1A(,)" dx = 0 (puisque 

partition de A(n)), ce qui prouve la propri6t6 (b). 

Remarque. Notons qu'on peut parfois ddfinir ~ Y.  dx si Y est un processus pr~visible 
non uniformdment born6. 

M. Metivier et J. Pellaumail 

{ C(n, j)} 1 ~j__<k constitue une 

D. Th6or6me de Riesz 

D-1. L'espaee ~ .  Pour tout ce paragraphe D, en plus des hypothdses indiquOes en 
A, on se donne un espace vectoriel ~ dont chaque ~ldment h est un processus r~el. 
On suppose que, si hi et h2 sont deux dl~ments de ~ ,  la borne infdrieure h 1/x h2 de 
hi et h2 appartient aussi gt 2/g. On munit 2/f de la norme uniforme, c'est-d-dire que: 

Ilhll =Sup-Ih(t,  o~)1 
t~tO 

et on suppose que, muni de cette norme, ~ f  est un espace de Banach. Enfin, on 
suppose que tout dlkment de ~ est mesurable par rapport gtla tribu ~ '  des 
pr~visibles et que, inversement, la tribu ~,~' est engendrke par l'ensemble des 
~l~ments de Yt" (pour des exemples d'une telle situation, cf. [5]). 

D-2. Ddfinition. On dira que m est une E-fonctionnelle lindaire stochastique d' ordre 
p (avec p > 0) s i m  est une application lindaire continue de 2/g dans I~ (Yt ~ ~tant 
muni de la topologie associde gt la norme uniforme et IZ~p ~tant muni de sa topologie 
forte usuelle) qui satisfait d la condition suivante: 

( i )  si h e W ,  F e ~  et 1F'h~2/g, on a m(1F.h)= l r . m ( l p . h  ). 

D-3. Th6or6me. 1 ~ Soit p>O. Soit x une mesure stochastique d valeurs darts Lep, 
d'ordre p e t  born~e (c'est-d-dire que x ( d )  est une partie born~e de LEp). Soit m 
l'application linkaire d~finie sur Yt ~ par 

m(h) = S h. dx. 

Alors, m est une E-fonctionnelle lindaire stochastique d'ordre p. 

2 ~ Rdciproquement, soit m une E-fonctionnelle lindaire stochastique d'ordre p, 
satisfaisant d la condition suivante : 

( i)  pour toute suite (h,)n, o d'~l~ments positifs de ~ tels que 

~, hn< l on a l im.m(h, )=0.  
n > O  n ~ o o  

Alors, il existe une mesure stochastique x (unique) d valeurs dans LEp, d'ordre p, 
bornke et telle que re(h)= ~ h. dx pour tout dl~ment h de Yt ~ De plus, la condition 
( i )  ci-dessus est ndcessairement satisfaite si E est de dimension finite. 
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3 ~ Enfin, si E est de dimension finite et sip > 1, toute partie bornde de respace 
des E-fonctionnelles linOaires stochastiques d'ordre p e s t  relativement compacte 
pour la topologie de la convergence simple, L~ ~tant muni de sa topologie faible. 

Preuve. 1 ~ Le 1 ~ se d6duit imm6diatement de la proposition B-7 et du paragra- 
phe C qui pr6c6de. 

2 ~ Soit m une E-fonctionnelle lin6aire stochastique s'ordre p. On va d'abord 
prouver la propri6t6 suivante: 

(j) soit (h,),>o une suite d'616ments de 9ff telle que hn+0 et telle que, si H , =  {co: 
q t avec h,(t, co)=~0} on a H~J,~, alors m(h,) tend vers z6ro dans L~. 

Pour prouver cette propri6t6 (j), on va raisonner par l'absurde. On peut 
supposer [[hal[ <1  (en d6signant par I[" 11 la norme uniforme sur ~'4~). On suppose 
alors qu'il existe une suite (h,), >o comme indiqu6e dans la condition (j), suite 
telle que, pour tout n, 

rlm(h,)llp>=e>O 

(en d6signant par II'llv la F-norme sur L~ d6finie au d6but du th6or6me B-4). 
Soient f et g les applications croissantes de N dans N construites de la fa9on 

suivante: f ( 1 ) =  1 = g(1) puis f(n) et g(n) 6tant d6termin6s (avec g(n)> f(n)), soit 

f (n+l)>g(n)  tel ]lm(hg(,))-1H,(.+l,Hp<e/2. 

On pose u,=hg(,)-hs(,+l) et v,=m(u,). 
On a ]Iv, lip>e~2. Soit g(n+l)>_f(n+l) tel que 

Ilv,. 1~,.+ 1,1t, < e . 4 - "  

(ee qui ach~ve la construction par r6currence). 

i i On pose w,=  Vk. D'une part, w,=m avec 0 <  Uk<hl. 
k ~ l  k-- k = l  

D'autre part, si J(k) =Hg(k ) ~.Hg(k + 1), 

k - - 1  

Hw," la(k)[lp > IlVk" 1j(k)l[p-- ~ ]IVj" btk)[Ip 
j = l  

k 

> e / 2 - ~  e-4 - j  
j = l  

>~/6 

donc lira-IIw, Hp= + oo. 
n ~ o o  

Mais ceci contredit l'hypoth4se de continuit6 de l'application m, ce qui 
prouve la propri6t6 (j) 6nonc6e ci-dessus. 

3 ~ On se propose maintenant de prouver le 2 ~ du th4orhme. On considbre 
done une E-fonctionnelle linhaire stochastique d'ordre p, soit m. On se propose 
de prouver que m satisfait/t la condition suivante: 
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(j') soit (g.).>o une suite d'616ments de J(f telle que g.$0: alors l i m - m ( g . ) = 0  
dans L~. "+ ~ 

On consid6re done une suite (g.). > o d'616ments de ~ telle que g. $ 0. 
Soit e > 0  et H . =  {o): 3 t avec g.(t, co)>e}. 
On pose h .=g .  v e - e .  On a H.={co:  3t  avec h.(t, co)4=0}. 
Or H . $ ~  et h.+ 0 done la suite (h.). > o satisfait/~ la condition (j) du 2 ~ qui 

pr6c6de, donc 

l im. m(h.)=0. 

Or, on a: 

m ( g . ) = m ( h . ) + m ( g . - g . v e - e )  avec [ [ g . - g . v e - g ] ] < e .  

Ceci et l 'hypoth6se de continuit6 sur m montrent  qu'on peut rendre [[m(g,)]l p 
aussi petit que l 'on veut en choisissant e assez petit puis n assez grand. La 
condition (j') ci-dessus et la condition (i) du 2 ~ de l'6nonc6 du th6or6me 
permettent d'affirmer l'existence d'un prolongement de Daniell (cf. [7]), ce qui 
implique l'existence d'une mesure stochastique x / t  valeurs dans L~, d 'ordre p, 
born6e et telle que re(h)= ~ h. dx pour tout 616ment h de ~ .  

4 ~ Le fait que la condition (i) du 2 ~ de l'6nonc6 est n6cessairement satisfaite 
si E est de dimension finie se d6duit de [3] comme dans le 1 ~ de la preuve du 
th6or~me B-4. 

5 ~ I1 reste/L prouver le 3 ~ du th6or6me; la propri6t6 de compacit6 qui y est 
indiqu6e se d6duit de [2] corollaire 3 du th6or6me 1 et de ce que l'espace des 
mesures de Radon stochastiques est un sous-espace ferm6 de ~(W,, Lv). 

D-4. Th$or~me. On suppose que E = N  et que f2 est un espace compact. Soit 2,U 
l'espace des fonctions rbelles ddfinies et continues sur ~2. On d&igne par ./~ 
l'espace des formes bilindaires ddfinies sur ( ~  x ~f), continues si on munit ~ et 
oU de leurs topologies uniformes et satisfaisant d la condition suivante: 

( i )  si he~,, F e ~  et h . lF=h ,  la mesure de Radon (sur O) re(h,.) ne charge 
pas Y2\F .  

On dira qu'un blbment m de Jig est dominb par Ps i ,  pour tout blbment h de ~ ,  
la mesure de Radon (sur f2) re(h,.) est domin& par P. 

1 ~ Soit x une mesure stochastique d'ordre I d valeurs dans L R. Soit m 
l' application rdelle ddfinie sur (~f x J~ff) par 

m(h ,k )=E[k .Sh .dx]  

alors m appartient d #/get est dominoe par P. 

2 ~ R&iproquement, soit m un ~lbment de d/[ domin~ par P. Alors, il existe une 
mesure stochastique (unique) x d' ordre 1, d valeurs dans L~ et telle que, pour tout 
~lbment (h, k) de (2/g x oug), on ait: 

re(h, k)= E[k . S h . dx]. 
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3 ~ Toute partie bornOe de JC[ est relativement compacte pour la topologie de la 
convergence simple. 

Preuve. Le 1 ~ est une cons6quence immhdiate du th6orhme D-3 qui pr6c6de. 
Soit m un 616ment de Jd. Soit 2U' le dual fort de 54r: m induit une application 

rfi de J f  dans X '  dhfinie par, quel que soit k 616ment de X, (nS(h), k ) =  re(h, k). 
Cette application r~, faiblement continue par hypoth6se, est fortement conti- 

nue (cf. [2] chapitreIV, paragraphe5, proposition7). Elle peut donc 6tre 
consid6rhe comme une application continue de d/f dans LI(Y2,~,,P ). On peut 
alors appliquer le th6or6me D-3 qui pr6c6de. 

Enfin, le 3 ~ se prouve comme le 3 ~ du thdor~me D-3 qui pr6c~de. 

E. Mesure de Radon stochastique 

E-1. Donn~es et notations. Les hypotheses du paragraphe A sont pr~cis6es de la 
fagon suivante: 

T est un espace compact m6trisable 
J e s t  une semi-alg6bre de partie de T dont les int6rieurs constituent une base 

d'ouverts 
(f2, ~,  P) est un espace probabilis& 

A chaque t s T  est associ6e une sous-tribu ~ et, pour chaque I E J ,  on pose o~ 

t~l  

On suppose que la condition suivante est v6rifi6e: 

V I i i ,  3 to~]  tel que ~oCO~. 

Le point to est appel6 point initial de I. Un tel point peut n'6tre pas unique. 
Des exemples de cette situation sont donn6s en [-5]. 

E-2. DOfinition. Un champ alOatoire est une application X de T x f2 dans IR. Ce 
champ est dit adapt~ si Xt est ~-mesurable pour tout t~ T. 

On d6finit ~ e t  ~ '  comme au paragraphe A. On v6rifie facilement la proposi- 
tion suivante : 

E-3. Proposition. Tout champ alOatoire prdvisible est adaptO. Tout champ alOatoire 
X adapt~ gt trajectoires continues (i.e. tel que les applications t ,~X(t ,  co) sont 
continues sur T pour tout co~f2) est prOvisible et la tribu des prdvisibles est 
engendr~e par les champs aldatoires adapt~s gt trajectoires continues. 

E-4. Mesure de Radon stoehastique. On note ~ff respace vectoriel des processus 
adaptds et bornds dont les trajectoires sont continues, muni de la norme 

II'[I = S u p l ' l .  
T x D  

On appellera E-mesure de Radon stochastique d'ordre p, route application 
lindaire continue m de ~ dans I~ possOdant la propridtd suivante: 

(i) si hE~,  F e ~  et l v . h E ~ ,  on a m(lv . h )= lF .m( l v .h ) .  
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E-5.  T h 6 o r 6 m e .  Si x est une mesure stochastique d valeurs dans Le; d'ordre p e t  
bornke (c' est-d-dire que x ( ~ )  est une partie bornke de L~), l' application linkaire m~ 
de ~ dans Lep d~finie par: V h ~ ,  m~(h)=~hdx est une E-mesure de Radon 
stochastique d' ordre p. L' application x,~m~ est une isom~trie alg~brique de I' espace 
vectoriel de routes les mesures stochastiques born~es d'ordre p sur l'espace 
vectoriel de routes les mesures de Radon stochastiques d'ordre p. 

C e  t h 6 o r 6 m e  es t  u n  c o r o l l a i r e  d u  t h 6 o r 6 m e  D - 3  c i -dessus .  
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