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Summary. In previous papers, the authors have studied stochastic integrals
as integrals with respect to a particular type of vector measures called
stochastic measures.

The special feature of this paper is that the here considered stochastic
measures may take their values in L, and that the generating process admits
a quite general (not necessarily ordered) set of indexes.

In this general setting, a RieB-representation theorem for stochastic
measures is obtained.

Résumé. Dans de précédents articles, les auteurs ont étudié¢ lintégrale
stochastique en tant qu’intégrale relativement a un type particulier de
mesures vectorielles, appelées mesures stochastiques.

L’originalit¢ de cet article est de considérer des mesures stochastiques
pouvant prendre leurs valeurs dans L, et engendrées par des processus
admettant un ensemble d’indices trés général (non nécessairement ordonné).

Dans cette situation générale, un théoréme de représentation de Rief} est

obtenu pour les mesures stochastiques.

Le but de ce travail est d’étudier une notion d’intégrale stochastique qui inclut,
notamment, I'intégrale stochastique [ YdX d’un processus réel Y par rapport a
un processus X a valeurs dans un espace de Banach E. Dans [4] ou [6], cette
intégrale stochastique est défine comme l'intégrale d’une fonction réelle associée
4 Y par rapport 4 une «mesure stochastique» a valeurs dans un espace L, avec
p= 1. Ici, cette «mesure stochastique» est & valeurs dans un espace L, avec p>0:
ceci conduit & utiliser des techniques de démonstration assez différentes de [4]
ou [6] puisqu’on considére une intégrale par rapport a une «mesure» a valeurs
dans un espace vectoriel non localement convexe.

De plus, ici, on considére le cas ou I'ensemble T (ensemble des valeurs du
temps dans le cas usuel) n’est pas totalement ordonné (cf. [5]).



102 M. Metivier et J. Pellaumail
A. Données et notations

(Q, #, P) est un espace de probabilité complet.

T est un espace topologique.

¥ est une semi-algébre de parties de T.

A chaque élément I de # est associé une sous-tribu % de & qui contient tous
les ensembles de mesure nulle de %

On suppose que, si I et J sont deux éléments de ¢ tels que IcJ, ona 4> %
(pour des exemples d'une telle situation, cf. [5]).

On dira que A est un «rectangle prévisible» si 4 est une partie de (Q x T) de
la forme (H x I) ou I est un élément de # et H est un élément de %. La famille
de ces rectangles prévisibles sera notée Z.

On vérifie facilement qu’elle constitue une semi-algebre. L’algébre engendrée
par cette famille # sera notée 7. On vérifie facilement que tout élément de o/
admet une partition finie constituée d’éléments de- %.

La tribu engendrée par %, ou par 7, sera notée &' et sera appelée la tribu
des prévisibles. On dira que Y est un processus réel prévisible si Y est une
application réelle définie sur (Q x T) mesurable pour la tribu &

E est un espace de Banach (sur R).

Pour tout réel p positif (zéro compris), on posera L% =I%(Q, %, P) (espace
vectoriel de variables aléatoires & valeurs dans E muni de la topologie usuelle).

Quand on dira qu'une partic % de L est une partic bornée de L%, ce sera
toujours au sens des espaces vectoriels topologiques (cf. par exemple [2]).

B. Mesure stochastique d’ordre p

B-1. Définition. Soit p=0. Soit x une fonction définie et simplement additive sur
o, a valeurs dans L, et telle que x(H x I)=1p-x(Q x I) si I est un élément de ¢ et
si H appartient a ;. On dira que x est une mesure stochastique d’ordre p si x se
prolonge d la tribu &' en une fonction o-additive pour la topologie usuelle de L%,

Dans ce cas, ce prolongement sera encore noté x et sera aussi appelé mesure
stochastique. '

‘Dans la suite du présent paragraphe, on se propose de donner des conditions
suffisantes pour que x soit une mesure stochastique (cf. théoréme B-4 ci-aprés),
puis d’étudier x.

Pour cela, on aura besoin du lemme suivant:

B-2. Lemme. Soit v une fonction réelle positive définie sur of et qui satisfait aux
conditions suivantes:
(i) si A et B appartiennent d <, v(A)=<v(A v B)Zv(A)+v(B)

(i) pour tout >0 et pour tout élément A=H xI de R, il existe un élément J
de ¢ et un compact C de T tels que J=Ccl et, si B=H xJ, o(A~B)<Zs.

(if]) pour toute suite (E,),. o d'élémenis de F telle que E,|0 et pour toute suite

(B,),~0 associée d’éléments de of telle que pour tout n, B,c(F,xT), on a
lim - v(B,)=0.

n— o
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Alors v satisfait a la condition suivante:
(iv) pour toute suite (A,),.o déléments de of telle que A,|¥ on a lim-v(4,)

H— o0
=0.

Preuve. Soit £>0. Soit (4,),. o une suite d’éléments de .o/ telle que 4,0 On
construit une suite associée (B,),. o d’éléments de o7 de la fagon suivante:

pour tout n, 4, admet une partition finie {A4(#, k)}, <, <,, constituée d’éléments de
R, soit A(n, k)=H(n, k) x I(n, k); pour tout n et k, soit B(n, k)=H(n, k) x J(n, k)
élément de # tel que B(n, k)= A(n, k),

—-n

-2

v[A(n, k)~B(n, k)] <

et tel qu’il existe un compact C(n, k) de T avec J(n, k)= C(n, k)= I(n, k); enfin,

soit B,= | ) B(n, k); on a, notamment,
k=1

v(A,~B,) = i v[A(n, k)~B(n, k)]

k=1
=27 "-e.

Pour tout n, soit E,= ﬂ B,. D’une part, on a:
k=n

U(An\En)é Z U(Ak\Ek)ég-

k=1

Pour tout élément o de @ et pour tout entier j, soit a(j, w) I'ensemble des
entiers k tels que weH(j, k); ensuite, pour tout entier n et tout €lément w de Q,
soit

D,w=(){ |) CG.k}

j=n kea(j,w)

enfin, soit F,={w: we, D,(w)+0} (pour tout n, F, est un élément de F).

Pour w fixé, (D,(w)), . o est une suite de compacts qui décroit vers vide, donc
il existe un entier n tel que D,(w)=%, ce qui signifie que I'on a F,|@. Or, pour
tout n, E, est contenu dans F,xT (puisque B,{w) est contenu dans

R

U) cn, k) ().
k=1

Draprés la condition (iii), on a donc v(E,)<¢ pour n assez grand. Ceci
implique

v(Ay) Zv(4,~E,) +v(E,)

<2¢ pour n assez grand.

Puisque ¢ est arbitraire, on a lim - v(4,)=0.

n— 0
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B-3. Lemme. Soit x une fonction définie et simplement additive sur une algébre <,
a valeurs dans un espace vectoriel U muni d'une F-norme que l'on notera |*|. On
suppose que x satisfait d la condition suivante:

(i) si (Ao est une suite d’éléments deux d deux disjoints de o,

lim || x(4,)[| =0

n—

soit v la fonction définie sur o par:
v(d)= Sup [v(B)|
Best,B< A

alors, pour tout élément A de o, v(A)< + 0.
Preuve. Nous renvoyons 4 [12] — Corollaire 4.11.

B-4. Théoréme. Soit p=0. Pour toute variable aléatoire f appartenant a LF, on
pose:

I £, =Lf1f(w)?- P(dew)]*’" si p=1 (norme usuelle)
1/ 1,=§1f(@)P- P(dew) si0<p<l1
1fl,=J[f(@)|A1]-Pdw) sip=0

| I, est une F-norme (cf. [3]) associ€e & la topologie usuelle de L.

Soit x une fonction définie et simplement additive sur <7, & valeurs dans L%
et qui satisfait aux conditions suivantes:

(i) si I appartient & # et si H appartient & &, on a
x(Hx D=1y -x(H x I).

(i) pour tout ¢>0 et pour tout élément A=H x I de £, il existe un élément
J de ¢ et un compact C de T tels que J<= Cc [ et tels que, si D est un élément
de 7 contenu dans [H x (I ~J)],

lx(D)l,=e.

(iii) pour toute suite (4,),.0 d’éléments deux a deux disjoints de ., la suite
(x(A4,))s~ 0 converge vers zéro (pour la topologie usuelle de L%).

Alors, x est une mesure stochastique d’ordre p (cf. B-1 ci-dessus).

De plus, si la condition (iii) est satisfaite, la condition (ii) est une conséquence
de I'ensemble des deux conditions suivantes:

(iv) pour tout élément I de ¢, il existe une suite (J,),. o, d’¢léments de # et
une suite associée (C,),. o de compacts de T telles que, pour tout n, J,c C,cI et
telles que J,11.

(v) pour toute suite (A4,),.o d’éléments de # telle que 4,|@, lim x(4,)=0
(pour la topologie usuelle de LF). no®

Enfin, si E est un espace vectoriel de dimension finie, la condition (iii) est
satisfaite si x est simplement additive et si x(.2) est une partie bornée de L.
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Preuve. On notera {|-|| au lieu de |||},

1. Considérons d’abord le cas ol E=IR: dans ce cas, les espaces L5 =IF
(pour p=0) satisfont aux hypothéses du théoréme 3 de [3]; soit (4,), o une suite
d’éléments deux a deux disjoints de & si x est additive et si x(./) est une partie
bornée de IR, la série de terme général x(4,) est «parfaitement bornée» (cf. [3]);
elle est donc convergente. Ceci montre la derniére partic du théoréme dans le
cas E=IR. Le cas ou E est un espace vectoriel de dimension finie s'en déduit
immeédiatement.

2. Considérons maintenant le cas ou E est un espace de Banach quelconque
et montrons que la condition (ii) est une conséquence de I'ensemble des trois
conditions (iii), (iv) et (v). Pour cela, raisonnons par I'absurde et considérons un
£¢>0 et un élément 4=H x I de # qui ne satisfassent pas a (ii).

Soit (J,),-o une suite d’éléments de # et une suite associée (C,),.o de
compacts telles que, pour tout n, J,= C,=I et telles que J,TI. Pour tout n, on
pose J.=1~.J,. On construit alors la suite (V}),., d’¢léments de & et la suite
associée d’entiers (k(n)),. o par récurrence de la fagon suivante: k(0)=1 puis

étant donné k(n), soit W, ; < [H x Jy,y] avec W, e et |x(W, ;)| =¢/2
(rappelons qu’on raisonne par I'absurde)
ensuite, soit k(n+1) tel que |x[W, . n(H X Jypme )1 /4

(k(n+ 1) existe d’aprés I'hypothése (v) et le fait que W, |, comme tout élément de
o7, admet une partition finie constituée d’é¢léments de %)

enfin, soit V, . =W, ~[H X Jui 1]
On a

(Vo DI Z (Wt D = I [ W1 0 (H X g )11l
=¢/2—¢/d=¢/4.

" De plus, les ensembles (V,),., sont deux a deux disjoints, ce qui contredit la
condition (iii) et achéve le raisonnement par I'absurde.

3. On considére toujours le cas o E est un espace de Banach quelconque.
Soit v la fonction réelle positive définie sur I’ensemble des parties de Q x T par:

v(A)= Sup |x(B)|,.
(4) BEM,BPCA“ B,
On veut prouver que, en restriction a .o/, v satisfait aux conditions (i), (i) et (iii)
du lemme B-2. La condition (i) est évidemment satisfaite et la condition (ii) du
lemme B-2 correspond a la condition (ii) de I'énoncé du présent théoréme.

On se propose donc maintenant de prouver que v satisfait 4 la condition B-
2(iii). La encore, nous allons raisonner par I'absurde: soit (F),., une suite
d’éléments de F telle que F,| @ et soit (B,),. o une suite associée d’éléments de &/
telle que, pour tout n,

B,c(F,xT) et [x(B)|=2e>0.
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Le lemme B-3 montre que v(F; X T)=a< + oo.

Soit DK, x T, Def tel que ||x(D)|,=Za—e/4;
soit k>1 tel que [|x(D)-1¢[|,<&/4;

soit Ecsf, Ec(F x T) tel que ||x(E)|,=2¢;
on a, soit [|[x(E~D}||,=¢, soit |x(EnD}|,Ze¢;

dans le premier cas, on a |x(EUD)|,Za+e/4—e/4 (8—3/4)ga+§

dans le deuxiéme cas, on a [x(D~E)|,=Za+¢/2: dans les deux cas, on
contredit donc Ihypothése v(F, x T)=a< + o0, ce qui achéve le raisonnement
par Pabsurde.

4. On a donc prouvé que v satisfait aux hypothéses du lemme B-2. Par suite,
si (4,),- 0 est une suite d’éléments de .of telle que A,]@, on a lim x(4,)=0. Ceci

R— O

et la condition (iii) nous permet d’appliquer le théoréme 3-3 de [9] (on peut,
aussi, utiliser [7]).

Remarque. Notons enfin que la condition «x(&/) partic bornée de Li» est
équivalente a la condition v(Q x T) < + oo sauf si p=0 (auquel cas cette derniére
condition v(Q2 x T)< + oo est nécessairement satisfaite).

B-5. Lemme. Soit U un espace vectoriel muni d'une F-norme que I'on notera |-|.
Soit F' une tribu de parties d'un ensemble ', Soit m une fonction définie sur F', a
valeurs dans U et ¢ — additive pour la topologie de U associée d la F-norme
considérée. Soit v la fonction positive définie sur F' par:

v(d)=_Sup |m(B)|.
—
Bc A,BeF’
La fonction v satisfait alors aux deux conditions suivantes:
(i) si A et B appartiennent a F', v(4A)<v(AvB)<v(A4)+v(B).
(ii) si(A,)ns 0 est une suite d'éléments de F' telle que A, limv(4,)=0.

h— 0

Preuve. Cet énoncé est un cas particulier du th. 5.12 de [12].

B-6. Lemme. Soit &' une tribu de parties d'un ensemble Q' engendrée par une
algébre of. Soit v une fonction positive définie sur F' et satisfaisant aux deux
conditions suivantes:

(i) si A et B appartiennent d F', v(A)Sv(AUB)<v(A)+o(B).

(ii) si(A,),.0 est une suite d'éléments de F’ telle que A,|W, on a

limv(A4,)=0.

n— 0

Alors, pour tout élément C de F', et pour tout £¢>0, il existe un élément B
de F' qui est réunion dénombrable d'éléments de o/, qui contient C et tel que
v(B~C)=Ze.



Mesures stochastiques a valeurs dans des espaces L 107

Preuve. Soit € la classe des éléments de &’ qui satisfont aux conclusions du
lemme. D’une part ¥ contient 7.

Suivant un résultat classique, il suffit de montrer que % est une classe
monotone.

Soit (C,),.o une suite d’¢léments de ¥ croissant vers C; pour tout n, soit
B,> C, avec v(B,~C,)<¢. 27" Soit B= | ) B,.

n>0

On a v(BNC)< ) v(B,~C,)<¢ donc C appartient & %.

n>0
Soit (C,), o une suite d’éléments de ¥ décroissant vers C; pour tout n, soit

B,>C, et v(B,~ C,)<¢; soit B= () B,.
n>0

On a CcBet o(BNC)Zv(B,~C,)+v(C,~C) ce qui peut étre rendu plus
petit que 2¢ pour n assez grand.

B-7. Proposition. Soit x une fonction définie et simplement additive sur of, d
valeurs dans L et qui satisfait aux conditions (i), (ii) et (iii) du théoréme B-4.
Soit H un élément de F. Soit A un ensemble prévisible tel que 1,=1,-1g. .

On a alors x(A4)=1g - x(A).

Preuve. On se donne donc x, H et 4 comme indiqués dans Iénoncé de la
proposition. Pour tout élément f de L%, on définit la F-norme ||*| comme dans
le théoréme B-4 puis la fonction v associée comme dans le 3. de la preuve de ce
théoréme B-4. Le lemme B-5 montre que v satisfait aux propriétés (i) et (iv) du
lemme B-2. Le lemme B-6 montre alors que, pour tout ¢>0,.il existe une suite
décroissante (B,),.o d’¢léments de .o/ telle que, si B=()B, BcA et

n>0
v(A~B)<Ze. 1l suffit donc de démontrer que x(B)= 15 - x(B) sachant que B,| B,
que Bo H x T et que, pour tout n, B, appartient &.27".

Puisque v satisfait a la condition (i1) du lemme B-2, pour tout #, il existe une
partie D, de @ x T contenue dans B, et réunion finie de rectangles a bases
compacts dans T et un élément C, de &/, tels que C,=D,cB, et
v(B,~C)<27" ¢

Soit

G=(1C et C=[)C,.
k=n n>0
On a ||x{B)—x(C")| =& 1l suffit donc de démontrer que x(C')= 1y - x{C’). Quitte
a considérer une sous-suite, on peut supposer que la suite de variables aléatoires
(x(C})),~ o converge P.p.s. vers x(C).
Pour tout n, soit

G,={w: 31, 1¢,(t, 0)£0} et F,={w: x(C)(w)+0}.

D’une part, F, =G, (propriété B-4(i)); d’autre part G,| C < H (puisque, pour tout
w¢ H, la «trace» de C,(w) sur T est contenue dans un compact K, avec K, | ). Or
1z, converge P.ps. vers 1, donc F=H P.ps, c’est-d-dire que x(C')=1,-x(C),
c.q.fd.
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C. Construction de I’intégrale stochastique
C-1. Introduction

Soit x une mesure stochastique d’ordre p telle que x(/) est une partie bornée de
L%, Soit Y un processus prévisible réel uniformément borné. Le probléme est de
donner un sens au symbole [Y-dx: pour cela, nous allons considérer cette
intégrale comme l'intégrale, par rapport & la «mesure» x, de la fonction réelle Y,
considérée comme fonction définie sur (2 x T) et mesurable par rapport a la
tribu &' des prévisibles.

Si p=1, LY est un espace de Banach et on peut utiliser [1]. Si 0<p<1, If
n’est plus un espace de Banach: néanmoins, dans le cas considéré ici, on peut
encore définir | Y -dx (notons qu’on pourrait utiliser [11]).

C-2. Processus </-étagé. On dira que Y est un processus réel .o/-&tagé si Y est
une fonction réelle définie sur (2 x T) telle que:

Y(o,0)=) a; 144 (@, 1) (1)
iel
ou {a;};.; est une famille finie de réels et ou {4}, est une famille finie associée
d’éléments de ..
On notera & I'espace vectoriel des processus .o7"-étagés.
Si Y appartient & & et satisfait & (1), on posera

§Y-dx=) a;-x[A@)].
iel
On vérifie immédiatement que, pour une mesure stochastique d’ordre p
donnée, ceci définit, sur &, une application linéaire & valeurs dans L.

C-3. Théoréme et définition de | Y - dx. Soit p=0.

Soit x une mesure stochastique d’ordre p telle que x(f) est une partie bornée
de L%,

Soit P lespace vectoriel des processus prévisibles réels uniformément bornés.

Il existe alors une application (unique) définie sur P, a valeurs dans L%, qui, d
Y élément de P, associe [ Y -dx, et qui satisfait aux deux conditions suivantes:

(i) en restriction d &, [ Y-dx est définie comme indiquée précédemment (cf.
C-2).

(ii) si (Y,),. o est une suite de processus réels prévisibles uniformément bornée
(en m, t et ) qui converge simplement vers le processus Y, la suite ([ Y,-dx),. o
converge (pour la topologie usuelle de 1) vers [ Y-dx.

Par ailleurs, si Y est un processus prévisible uniformément borné, I'application
u, qui, @ tout élément A de of (ou de F'), associe u(A)= le- Y-dx est une
mesure stochastique d ordre p.

Preuve. 1. Considérons les deux propriétés suivantes:

(a) si (Y,),. o est une suite de processus réels «/-étagés qui décroit simplement
vers zéro (pour tout t et tout w), alors la suite ({Y,-dx),. o converge vers zéro
pour la topologie usuelle de 2.
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(b) si (¥,),.o est une suite de processus réels positifs .o7-étagés telle que

Y Y, <1« alors la suite ([ Y,-dx),, o converge vers zéro pour la topologie
n>0
usuelle de L.

Si on sait prouver ces deux propriétés, le théoréme énoncé se déduit
immédiatement de [7]. On va donc, maintenant, prouver successivement ces
deux propriétés.

2. Prouvons la propriété (a).

Notons d’abord que la familie des variables aléatoires [Y-dx, quand Y
parcourt I'ensemble des processus réels o7 -étagés uniformément bornés par 1, est
une partie bornée de LE (compte-tenu de [10], des propriétés de la F-norme
considérée et de Ihypothese x(-o7) partie bornée de L).

Soit (Y,),. o une suite de processus réels (positifs) «7/-étagés qui décroit vers
zéro. D’aprés le paragraphe précédent, si A(n)=[Y,>¢], et B(n)=Q2~ A(n),
jK, -1pm - dx peut étre rendu aussi petit que I'on veut (uniformément en n) si on
prend ¢ assez petit, £>0 (puisque |Y,- 15, Z¢).

Or, pour & fixé, A(n)| @ donc v(4,)] 0 (cf. lemme B-2) donc | Y,-1,,-dx tend
vers zéro (cf. [10]) ce qui prouve la propriété (a).

3. Prouvons la propriété (b).
Soit (Y,),. o une suite de processus réels positifs o7-étagés telle que

2 Y

n>0

1.

IIA

. 1 . .
Soit & :E> 0 (k entier). Pour tout n>0, soit A(n)=[Y,>&]. Comme

précédemment, on peut choisir ¢ assez petit pour que

j‘ l.Q\A(n)

soit aussi petit que I'on veut (uniformément en n). Il reste donc a prouver que,
pour &> 0 fixé,

llm j‘ Yn . lA(n) . dx=0

H— 0

Pour cela, on définit par récurrence les ensembles suivants:

B(0,0)=2, B(n,—1)=@% pour tout entier n avec n=0,

B(0, )=0 pour tout entier j avec j=1
etpourn=zletjz=1:

B(n, )=[B(n—1, j—1)nAm]u[B(n—1, )~ Am],

Cn, j)=Bmn—1,j—1)n A(n)=B(n, j)n A(n).

On a B(n, j)=f pour j>k; de plus, pour tout n fixé, {C(n, j)} <<, constitue
une partition de A(n). Enfin, pour tout j fixé, {C(n, j)},. o constitue une famille
d’éléments deux a deux disjoints. Il résulte de [10] et de I'hypothése B-3(iii)
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(nécessairement satisfaite) que

lim [ Y, 1¢@ 5 dx=0  (pour tout j, 1<j<k).

On en déduit que lim [Y, 1,4, -dx=0 (puisque {C(n, D}i1gj<x constitue une
partition de A(n)), ce qui prouve la propriété (b).

Remarque. Notons qu'on peut parfois définir | Y -dx si Y est un processus prévisible
non uniformément borné.

D. Théoréme de Riesz

D-1. Lespace S#. Pour tout ce paragraphe D, en plus des hypothéses indiquées en
A, on se donne un espace vectoriel # dont chaque élément h est un processus réel.
On suppose que, si hy et h, sont deux éléments de #, la borne inférieure hy A h, de
hy et h, appartient aussi d H#. On munit # de la norme uniforme, c’est-a-dire que:

[A]l =Sup - |h(t, w)|
t, 0

et on suppose que, muni de cette norme, H est un espace de Banach. Enfin, on
suppose que tout élément de H est mesurable par rapport 4 la tribu F' des
prévisibles et que, inversement, la tribu F' est engendrée par lensemble des
éléments de # (pour des exemples d'une telle situation, cf. [5]).

D-2. Définition. On dira que m est une E-fonctionnelle linéaire stochastique d ordre
p (avec p=0) si m est une application linéaire continue de A dans LY, (A étant
muni de la topologie associée a la norme uniforme et LY, étant muni de sa topologie
forte usuelle) qui satisfait d la condition suivante:

(i) sihe#, FeF et 1p-he#, onam(lp-h)=1p-m(1z-h).
D-3. Théoréme. 1°. Soit p=0. Soit x une mesure stochastique d valeurs dans L,

dordre p et bornée (Cest-d-dire que x(of) est une partie bornée de Lf). Soit m
Papplication linéaire définie sur H# par

m(h)y=[h-dx.

Alors, m est une E-fonctionnelle linéaire stochastique d’ordre p.

2°. Réciproquement, soit m une E-fonctionnelle linéaire stochastique d’ordre p,
satisfaisant a la condition suivante:

(i) pour toute suite (h,),. o d éléments positifs de H# tels que

Y h<1 ona lim-m(h,)=0.

n>0 R~ 00

Alors, il existe une mesure stochastique x (unique) a valeurs dans LE, dordre p,
bornée et telle que m(h)= [ h-dx pour tout élément h de #. De plus, la condition
(i) ci~dessus est nécessairement satisfaite si E est de dimension finite.
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3°. Enfin, si E est de dimension finite et si p> 1, toute partie bornée de l'espace
des E-fonctionnelles linéaires stochastiques d’ordre p est relativement compacte
pour la topologie de la convergence simple, I, étant muni de sa topologie faible.

Preuve. 1°. Le 1° se déduit immédiatement de la proposition B-7 et du paragra-
phe C qui précede.

2°. Soit m une E-fonctionnelle linéaire stochastique s’ordre p. On va d’abord
prouver la propriété suivante:
(G) soit (h,),. o une suite d’¢éléments de # telle que £, |0 et telle que, si H,={w:
3¢ avec h,(t, w)+0} on a H, |, alors m(h,) tend vers zéro dans L.

Pour prouver cette propriété (j), on va raisonner par labsurde. On peut
supposer ||| <1 (en désignant par ||| la norme uniforme sur 5#°). On suppose
alors qu’il existe une suite (h,), . o comme indiquée dans la condition (j), suite
telle que, pour tout n,
[m(h,)|,=Ze>0
(en désignant par ||+, la F-norme sur L% définic au début du théoréme B-4).
Soient f et g les applications croissantes de N dans N construites de la fagon
suivante: f(1)=1=g(1) puis f(n) et g(n) étant déterminés (avec g(n) = f(n)), soit

f(l’l+ 1)Z_g(i’l) tel ”m(hg(n))' 1Hf(n+1)“p§8/2'

On pose u, =y —hpnr 1) €L v, =m(u,).
On a |v,],Z¢/2. Soit g(n+1)= f(n+1) tel que

”Un' ng(n+1)Hp§6'4_n

{ce qui achéve la construction par récurrence).

n n n
On pose w,= Y v,. D’une part, w,=m (Z uk) avec 0= Y u, <h,.
k=1 k=1 k=1
Drautre part, si J(k)=H,q)~Hyp 4 1),

k—1
Hwn'l.l(k)”pg||Uk'11(k)”p_ Z v lJ(k)Hp
j=1

k
2¢g/2—) e-477
>e6

donc lim-||w,|,= + .
n— o0

Mais ceci contredit hypothése de continuité de P'application m, ce qui
prouve la propriété (j) énoncée ci-dessus.

3°. On se propose maintenant de prouver le 2° du théoréme. On considére
donc une E-fonctionnelle linéaire stochastique d’ordre p, soit m. On se propose
de prouver que m satisfait a la condition suivante:
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(i) soit (g,),50 une suite d’éléments de # telle que g,|0: alors lim - m(g,)=0
dans L&, n 00

On considére donc une suite (g,),. , d’éléments de J# telle que g,| 0.

Soit e>0 et H,={w: 3t avec g,(t, w)=¢}.

On pose h,=g,ve—e On a H,={w: 3t avec h,(t, ®)+0}.

Or H,|¥ et h,|0 donc la suite (h,),., satisfait & la condition (j) du 2° qui
précéde, donc

lim - m(h,) =0.

n— oo

Or, on a:
m(gn):m(hn)'i_m(gn"_gnvg_g) avec ||gn—gnV8—8||§8.

Ceci et 'hypothese de continuité sur m montrent quon peut rendre |m(g,)|,
aussi petit que 'on veut en choisissant & assez petit puis n assez grand. La
condition (j/) ci-dessus et la condition (i) du 2°de I’énoncé du théoréme
permettent d’affirmer l'existence d’un prolongement de Daniell (cf. [7]), ce qui
implique I'existence d’une mesure stochastique x 4 valeurs dans I, d’ordre p,
bornée et telle que m(h)={h-dx pour tout élément h de H#.

4°, Le fait que la condition (i) du 2° de I'énoncé est nécessairement satisfaite
si E est de dimension finie se déduit de [3] comme dans le 1° de la preuve du
théoreéme B-4.

5°. Il reste a prouver le 3° du théoréme; la propriété de compacité qui y est
indiquée se déduit de [2] corollaire 3 du théoréme 1 et de ce que l'espace des
mesures de Radon stochastiques est un sous-espace fermé de £ (#, L,).

D-4. Théoréme. On suppose que E=IR et que Q est un espace compact. Soit A~
Pespace des fonctions réelles définies et continues sur Q. On désigne par M
Pespace des formes bilinéaires définies sur (A x A"), continues si on munit # et
A" de leurs topologies uniformes et satisfaisant d la condition suivante:

(i) si he#, FeF et h-1p=h, la mesure de Radon (sur Q) m(h, ) ne charge
pas Q~F.

On dira qu'un élément m de M est dominé par P si, pour tout élément h de #,
la mesure de Radon (sur Q) m{h, -) est dominée par P.

1°. Soit x une mesure stochastique dordre 1 @ valeurs dans IR. Soit m
Papplication réelle définie sur (# x A’} par

m(h,k)=E[k - [I-dx]

alors m appartient a # et est dominée par P.

2°. Réciproquement, soit m un élément de 4 dominé par P. Alors, il existe une
mesture stochastigue (unique) x d'ordre 1, d valeurs dans IX et telle que, pour tout
élément (h,k) de (# x K, on ait:

m(h,k)=E[k- [h-dx].
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3°. Toute partie bornée de M est relativement compacte pour la topologie de la
convergence simple.

Preuve. Le 1° est une conséquence immédiate du théoréme D-3 qui précéde.
Soit m un élément de .#. Soit 7" le dual fort de #": m induit une application
i de # dans A définic par, quel que soit k élément de 4, {m(h), k> =m(h, k).
Cette application m, faiblement continue par hypothése, est fortement conti-
nue (cf. [2] chapitrelV, paragraphe5, proposition7). Elle peut donc étre
considérée comme une application continue de s dans L, (Q, %, P). On peut
alors appliquer le théoréme D-3 qui précéde.
Enfin, le 3° se prouve comme le 3° du théoréme D-3 qui précéde.

E. Mesure de Radon stochastique

E-1. Données et notations. Les hypothéses du paragraphe A sont précisées de la
fagon suivante:

T est un espace compact métrisable

J est une semi-algébre de partie de T dont les intérieurs constituent une base
d’ouverts

(Q, %, P) est un espace probabilisé.
A chaque teT est associée une sous-tribu % et, pour chaque Ie ¢, on pose %
~NZ.

tel
On suppose que la condition suivante est vérifiée:

Vie g, 3toel tel que F 4.
Le point ¢, est appelé point initial de I. Un tel point peut n’étre pas unique.
Des exemples de cette situation sont donnés en [5].

E-2. Définition. Un champ aléatoire est une application X de T x Q dans R. Ce
champ est dit adapté si X, est F-mesurable pour tout teT.

On définit A et F' comme au paragraphe A. On vérifie facilement la proposi-
tion suivante:

E-3. Proposition. Tout champ aléatoire prévisible est adapté. Tout champ aléatoire
X adapté a trajectoires continues (i.e. tel que les applications twX(t,w) sont
continues sur T pour tout weQ) est prévisible et la tribu des prévisibles est
engendrée par les champs aléatoires adaptés d trajectoires continues.

E-4. Mesure de Radon stochastique. On note # l'espace vectoriel des processus
adaptés et bornés dont les trajectoires sont continues, muni de la norme

]| =Sup]|-|.
Tx0

On appellera E-mesure de Radon stochastique dordre p, toute application
linéaire continue m de A dans L., possédant la propriété suivante:

(i) si hest, FeF et 1z-hest, on am{ly-h)=1p-m(1g-h).
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E-5. Théoréme. Si x est une mesure stochastique d valeurs dans LY, dordre p et
bornée (Cest-d-dire que x(H#') est une partie bornée de 1), Papplication linéaire m,
de # dans L% définie par: Vhe #, m(h)=[hdx est une E-mesure de Radon
stochastique d’ordre p. Lapplication x~~m, est une isométrie algébrique de 'espace
vectoriel de toutes les mesures stochastiques bornées dordre p sur Pespace
vectoriel de toutes les mesures de Radon stochastiques d’ordre p.

Ce théoréme est un corollaire du théoréme D-3 ci-dessus.
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