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Resume. I1 s'agit de majorer l'6cart entre deux mesures al6atoires (la loi 
empirique d'un n 6chantillon et la vraie loi, un processus ponctuel et son 
compensateur pr6visible, une mesure de Poisson et son intensit6 ...), ceci en 
vue d'applications statistiques. L'outil principal est l ' information de 
Kullback des mesures born6es, qu'on 6tudie dans la premi6re partie. On 
donne enfin des applications dans les quatri+me et cinqui6me parties. La 
cinqui6me partie 6tant plus sp6cialement consacr6e aux applications 
statistiques. 

I. Introduction 

1.1. Si E est muni d'une tribu g (on choisira toujours pour ~ la tribu 
bor61ienne NE, lorsque E est topologique), on note agP(E), ~r ~(E) respecti- 
vement l'ensemble des variables al6atoires positives born6es et d'inverses 
born~es, l'ensemble des mesures positives born6es et l'ensemble des probabilit6s 
sur E. En particulier si E est polonais (m6trique s6parable, complet), on munit 
o~PZ(E) et N(E) de la topologie de la convergence 6troite, on note [l" l[ la norme 
de la variation totale sur ,#(E) d6finie par 

f ISfd#k } 
II # II = sup ~ s u p ~ )  I ; f :  E --+ IR continue born6e 

xEE 

et on d6signe par ~(E)  le sous-ensemble des fonctions continues de o~'(E). On 
omettra la mention de E quand il n'y aura pas d'ambiguit6. Enfin, une mesure 
al6atoire sur (E,g) sera pour nous une mesure de transition positive et a-finie 
de (~2, ~ )  dans (E, ~). 

1.2. Un grand nombre de probl6mes statistiques peuvent atre d6crits comme 
suit: on observe un processus X = ( f 2 , g ,  IP , (Xt ) t j  ) / t  valeurs dans (E,N) adapt6 
/t une filtration F = ( ~ t t ) t j ,  Y = N  ou ~ ' = I R  + . D a n s  le cas discret l'informa- 
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tion qu'apportent les n premi6res observations sur le ph6nom6ne physique 
d6crit par le processus X=(X, ) , e  0 est contenue dans la r6partition empirique 
associ6e aux fonctions al6atoires X~, X2,. . .  , X, 

k = l  

(exj 6tant la masse de Dirac en X j). 

Une question naturelle se pose en statistique s6quentielle off l'on suit le 
phdnom6ne au cours du temps: que peut-on dire de ((mieux)) sur la loi de X, 
connaissant ~ _  ~ ? C'est-&-dire sur la famille de variables al6atoires 
{P(X,~A]~_I), A~#}. Supposons qu'il existe des versions r6guli&es 
{2,_1(co,')},>__ 1 des probabilit6s conditionnelles P(X,~ ' I~ ,_O et notons O, 

-- ~ 2 k_ ~(~o, .). Les exemples les plus simples sont les suivants. 
k = l  

Exemple 1. R@artitions empiriques. 
Soit (X,),~ 1 une suite de fonctions al6atoires ind6pendantes de m6me loi. 

O,=n#. 

Exemple 2. Cha~nes de Markov. 
Soit X={~?,o~,IP,(IP~)x~E, (X,),~N} une chaine de Markov, adapt6e /i IF, 

dont on note zc, la transition /~ l'instant n (i.e. rc,(X,,A)=IP(X,+a~AI~ ) pour 
n n - 1  

AeC). S i r / ,=  Z exk+l alors g/,(.)= Z ~zk(Xk,')" 
k = O  k = O  

Pour r deux exemples il est d'usage d'utiliser ~/n pour faire de l'inf6rence 
statistique sur f/,. Ceci constitue le point de d6part de l'id~e de 
((compensation~, que Aalen [1] a utilis6e pour introduire les martingales en 
statistique des processus. On remarque que, pour tout A~#, le processus 

A (m,) ,~ 0 d6fini par MA=tl,(A)-O,(A) si n > l  et par MA=0 est une 0F, IP) 
martingale centr6e. Par cons6quent ~,(A) est un estimateur sans biais de 0n(A). 
On peut remarquer aussi que, pour toute fonction ue@(E), l'esp&ance 
conditionelle 

IE [u (Xk+ ~)] ~ J  = ~ 2k(dx ) u(x)= exp [-Log ~ 2k(dX ) u(x)J 

< exp(~ 2k(dX ) U(X)-- 1), 

car pour tout x>0 ,  L o g x < x - 1 .  I1 en r6sulte que le processus (S,),> o d6fini 
par 

s.= (Iu(X~)exp(S(1-~)dO.) si ,~>1 et S o = l  
i = 1  

est une (IF, N) surmartingale positive; de sorte que 

(*) IE [exp (j" Log u (x) dr/n (x) + ~ (1 - u(x)) dO,(x))] < 1. 

Cette in6galit6 apparait fr6quemment comme on peut le voir sur les exemples 
suivants; 
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Exemple 3. Processus ponctuels marquOs. 
On suppose donn6es une suite de N-temps d'arr6t finis (T,),e 1 v6rifiant T o 

=0  et lira T,= +oe  et une suite (X,),~I de fonctions mesurables de (f2,ffrn) 
n~oo 

darts (E, g). On d6finit pour chaque t, la mesure al6atoire t/t= ~ ex. ll~r.~t~, IF" 
n > l  

=(~")t_>0 6rant la filtration naturelle de (qt)tao et (qt)t>=o le compensateur 
pr6visible de (qt)t>_0. Le processus 

Mr=  l~ u(x,)exp j (1-u(x) )q t (dx)  
Tn <_t E 

est pour tout u~'~(E) une surmartingale. En tout t les mesures (~,qt) v6rifient 
donc (*): 

IE [exp ~ Log u(x)rh(dx)+ ~ (1 - u(x)) qt(dx)] < 1. 
E E 

Exemple 4. Mesures al~atoires de Poisson ou de Cox. 
On suppose encore pour cet exemple que (E, E) = (IRe, ~ ) .  Soit )~ une 

mesure de Radon positive a-finie sur E et r/ une mesure al6atoire de Poisson 
d'intensit6 2. Si 2 est born6e, on a, pour tout ue@(E) 

(,) IF. [exp (~ Log u d r / +  ~ (1 - u) d2) ]  = 1. 
E E 

Si 2 n'est pas born6e, soient 2 (r~ et v/(r) respectivement les traces de 2 et ~/sur la 
boule Br de centre 0 et de rayon r ( r>0)  alors la propri6t6 (,) est encore v6rifi6e 
pour les couples de mesures t/~n et q(n=2(r). Elle s'6tend sans aucune difficult6 
aux mesures de Cox. Compte tenu de ce qui pr6c6de, il est donc raisonnable de 
poser la d6finition suivante: 

D~finition. Soient t/ et 4 deux mesures al6atoires positives born6es sur (E, E). 
On dit que t/ est compens6e par q si, pour toute fonction ue'~(E), on a la 
propri6t6 suivante: 

(,) IE [exp (5 Log u dq + ~ (1 - u) d4)] < 1. 

Le mot d6finition a 6t6 mis entre << >> car il s'agit d'une d6finition formelle, a 
priori sans grand int6rat (q=t/, convient!). Elle donne cependant, comme on 
vient de le voir, un cadre qui s'adapte ~ beaucoup d'exemples, off 4 est unique 
moyennant une hypoth6se suppl6mentaire (le plus souvent compensatrice 
pr6visible ...). 

Comme on veut utiliser t 1 pour faire de l'inf6rence statistique sur 4, il est 
naturel de rechercher dans un premier temps quel type d'information nous 
apporte ~/ sur 4. Cela nous conduira ~t 6tendre l 'information de Kullback pour 
les probabilit6s aux mesures positives borndes. Les th6or6mes de grandes 
d6viations sur l'6cart entre t 1 et 4, trait6s dans la deuxi6me partie de l'article, 
seront bas6s sur cette information. La troisi6me partie est une application 
directe des r6sultats de la deuxi6me pattie aux exemples ci-dessus. 
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II. Information de Kullback 

II.1. Si iP et Q sont deux probabilit6s sur (E,g), l'information de Kullback de 
iP sur ll) est d6finie dans [3] par 

IQ(iP) = sup {~ Log u d i P -  Log S u dlI)} 
u~0// 

et I~(iP) 

est fini si et seulement si IP est absolument continue par rapport ~ I1~ et 
diP 1 

L o g ~ e L ~  (iP)" on a alors la relation I~(iP)= J L o g - - d i p ~  dll~ " 

On g~n6ralise cette information aux mesures positives born6es sur (E,g) en 
suivant des id6es de [3]. Si e et fi appartiennent/~ Jg(E) l'information de e sur 
fi est encore not6e Is(e ) et est ici d~finie par: 

Is(e ) = sup [~ Log u de + ~ (1 - u) dfi]. 
uEq/ 

de 1 e II.1.2. Lemmel .  Is(e ) est finie si et seulement si e~f i  et LogTfi~L ( ) .  On a 
alors 

I s (e) = fi (E) - e (E) + 5 Log d@ d e. 

I=f i (E)-e(E)+ SLog et a=dfi. 
~ d e  de 

de 
DOmonstration. a) Si a ~ f i  et L o g ~ L  (e), alors Is(e)<I. En effet: 

~Logude=~LogUde+~Logade<~(u-1 )de+SLogade;  

S L o g u d e + S ( 1 - u )  d f i < f l ( E ) - e ( E ) + ~ L o g a d e <  + oo. 

d~ 1 b) Si Is(e)< oo alors e~ f i  et L o g s ~ L  (e). up 

[1] e~f i :  consid6rons en effet u=(b+I)11A+llA~ 

~ L o g u d e + ~ ( 1 - u )  d f i = e ( A ) L o g ( b + l ) - b f i ( A ) < I s ( e  ). 

D'o6, si f i (A)=0'  Log(b+l)e(A)<Is(e ), quel que soit b > 0  et e(A)=0.  

[2] Loga~Ll(e):  posonsan=(av ! )An .  

1 
La fonction x~---~x(Logx)- est born6e par , d'ofl: 

e 

lira sups a,(Log a,)-  d fi= S a(Log a) d fi= ~ (Log a)- de< + oo. 
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D'autre part: 

~ (Log a.) + de<IB(e)+~(a . -  1)d/3+~(Log a.)- de. 

lim sup 5 (Log a.) + de < I e (~) + e(E) - fi (E) + 5 (Log a) de. 
n+oo 

(Loga.) + =Log(aAn)  + croit vers (Loga) +. 

On a: 

et 

~(Loga)+ d e <  o% ~(Loga) de<oo  

I = ~ (Log a) de +/3 (E) -  e (E) < I~ (e). 

Les parties a) et b) prouvent le lemme 1. 

II.1.3. Lemme 2. IB(e)=0 si et seulement si e=/3. 

de 
D~monsrration. Si Ie(e)=0 et a=~f i  alors: j ' ( 1 - a - a L o g a ) d e = O .  D'ofi a =  1,/3 
p.s. et c~ =/3. 

II.2. A partir de maintenant E est polonais et g est sa tribu Bor61ienne. On 
montre alors comme dans [3] que I~(e)=sup~Logude+~(1-u)d/3 (~ est le 

u6OR 

sous-ensemble des applications continues de ~??). I1 r6sulte alors de la continuit6 
de (0t,/3)--+ ~ Log u de + ~ (1 - u) d/3 pour toute u de '~ que l'application 
(e,/3)--+Ie(e) est semi-continue inf6rieurement. 

II.3. Comparaison de Ie(e) et ]le-/3H 
Soit [1" I] la norme de variation totale sur Jdg(E). Soit b > 0  et u~@ d6fini par 

u=(b+I)~IA+I1AC pour A~g. Notons I=I~(e),  on a: 

e(A) Log(b + 1 ) -  b/3(A) < I, 

e(A)_/3(A)<I+/3(A)(b-Log(b+l)) <I+ 11/31[ ( b -  Log(b + 1)) 
Log(b+ 1) Log(b+ 1) 

Posons 

Alors: 

[ =  I et f (b ) -  [+b-L~  
li/311 L o g ( b + l )  

H~-/31[ + 11~11- H/31L <2sup(e(A)-fi(A))<2 tl/311 inf (f(b)). 
A ~  b>O 

Soit (b+l)Log(b+l)-b=g(b), f(b) est minimum pour [=g(b). Comme la 
fonction x~-+(x+l)Log(x+l)-x=g(x) croit de z6ro ~t l'infini, il existe 6>0,  
tel que [=g(6)  d'ofl: 

11~-/3hl + L/~H- 11/311 < 2  11/3LI g-  ~ , 

[Lle-/3H + I1<1- It/311 
p g[ 2niN ] 
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II.4. Information d'un borOlien de rig(E) 

II.4.1.: On note ~(Jg(E))  la tribu bor61ienne de ~ (E ) .  Pour Fe~(d//Z(E)), 
l ' information de F est, par d6finition, le nombre I (F)=  inf Ia(c 0. I1 r6sulte de 

(or, fl)eF 

la propri6t6 de semi-continuit6 inf6rieure de (~,fl)~--~Ip(~) et du lemme2 de 
ILl.3. que, si F est compact, I(F) est nulle si et seulement si F ne rencontre pas 
la diagonale @={(~,~)la~J/C(E)}. Nous utiliserons aussi les remarques 
suivantes. 

Soit be]0,  1[; alors, si I (F )<  ~ ,  pour tout u ~ ,  1'ensemble 

a~= {(~,fi)l ~ Logud~ + ~ (1 -u)df i> I(C)(1 -b)}  

est ouvert et la famille ( G ) , ~  recouvre F. Comme F est compact, il existe une 
sous-famille finie {a~,, . . . .  ,a~,~} qui recouvre F. Les nombre I(F) et p ne chan- 
gent pas par une transformation f bijective bimesurable de (E, g) dans (G, fr 
En effet, si f (a )  et f(fi) dhsignent les mesures images de c~ e t / / p a r  f on a: 

p 

lf@(f(c~))=I~(~), I(f(r))=I(F) et f (F )~  ~ G,of-1 
i=1 

(si f n'est pas continue % o I - '  n'est pas forc6ment un ouvert, mais cela sera 
sans importance). 

Soit enfin t>O, alors l'ensemble tF={(tc~,t~); (~,fi)~F} est tel que I(tF) 
= t I(F) et est recouvert par la famille d'ouvert 

{(cr fl) lS Log u z dc~ + ~ (1 - ui) dfl > t I(F) (1 - b)}i= 1 . . . . .  v "  

II.4.2. Information d'un compact convexe. Si q/ est muni de la topologie de la 
convergence uniforme, alors, pour tout compact convexe K de q/ et pour tout 
compact F de Md2(E) ne rencontrant pas la diagonale on notera: 

N~,p(u)= ~ Log u dc~ + ~ (1 - u) dfl 

I(K,F)= inf supN~,~(u), Y(K,F)=sup inf N~,~(u) 
(o~,fl)EF uEK u~K (~,fl)EF 

Proposition. Pour tout convexe compact F de ~2(E) :  

1) J(K,F)=I(K,F). 
2) I(F)= sup J(K, F) = sup I(K, F). 

D~monstration. Rappelons le th6or6me du minimax. Soit K un convexe 
compact, ~ un ensemble convexe de fonctions de K-~]R tel que toute fonc- 
tion f de J prenne une valeur positive et soit semi-continue sup6rieurement. 
Alors il existe xo~K, tel que pour tout f ~ , f ( X o )  soit positive. 

1) D6montrons que l'ensemble ~ =  {~,fl)}(~,p)~r satisfait aux conditions du 
th6or6me du minimax. Puisque F est convexe et (~,fl)~-~C~,p est bilin6aire en 
(~, fl), ~ est un ensemble de fonctions convexes. La concavit6 de la fonction 
logarithme permet d'affirmer que, pour chaque (o~,fl)~J~2(E), Ut--~,~(U) est 
concave. Si ~ est muni de la topologie de la convergence uniforme l'applica- 
tion uF--~,p(u) est continue. Soit alors b > 0 ;  par d6finition de I(K,F), pour 
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chaque (e, fi)~F, il existe u 6 K  tel que ff~,~(u)>__I(K,F)-b. On peut  donc 
appliquer le thhorhme du minimax et il existe uoeK tel que, pour  tout  (c~, fi)~F, 
(~ ,~(Uo)>I(K,F) -b:  J ( K , F ) > I ( K , F ) - b .  L'in4galit6 inverse 6tant toujours  
r6alis6e, on a J(K, F) = I(K, F). 

2) I1 suffit de dhmontrer  que sup d(K, F ) =  I(F). 
K e q /  

D'aprhs II.4.1 pour  tout  b > 0 ,  il existe u 1 ....  ,u v dans q-/tels que: 

sup inf (~,~(u~)>I(F)-b.  
1 <=i<-_p (a, fl)eF 

Si K est l 'enveloppe convexe de {u l , . . . ,  up} 

i(r)>=i(K,r)=sup inf %,,(~)>I(r)-b. 
u~K (c~,fl)eF 

II.4.3. Information des compacts 

Lemme.  Soit (Ft)t~+ une famille ddcroissante de compacts. Pour 

F = (~ F~, lim I(F~) = I(F). 
t > O  t~OO 

D~monstration. 1) Si F est vide, il existe t o tel que pour  t__> t o, F t est vide. 
2) Si F n'est pas vide, la fonct ion t ~ I(Ft) est croissante et I(Ft)=< I(F). 
Soit (t~),> o une suite de IR+ croissant vers l'infini, les (F~,) 6tant compacts  et 

la fonction (~,fl)~--~I,(~) 6tant semi-continue inf6rieurement, pour  tout  neN0 il 
existe (a,, ft,) tel que I p , ( ~ ) =  I(Ft~ ). Soit (~, fl) une valeur d 'adh6rence de la suite 
(~., ft.), (~, fl)e F et 

I(F) < I~(~) < lira infI~.(cq) = lira inf I(F~.) 
n ~ o o  n ~ o o  

puisque I e s t  semi-continue inf6rieurement. D'ofl: I (F)= lim I(Ft). 

III. Grandes deviations pour des mesures aleatoires 

Soit ~/et F/deux mesures al6atoires v6rifiant la relat ion (*) de 1.1. 

III.1. Comparaison ~ldmentaire de rl et F1 
Soit g: x~--*(x + 1 ) L o g ( x +  1 ) - x .  

III.l.1. Lemme.  Pour tout a > 0  et AEE: 

1) IP(r/(A)>a(1 +b) ;  O(A)<-_a)<e -~g~b) pour  b > 0 ,  
2) IP(r/(A)__<(1-b)a; O(A)>a)<e -~g(-b) pour  be]0 ,  1[. 

Ddmonstration. Soit A e &  En prenant ,  dans (*), u=eC]IA+I1A o pour  
constante c > 0  str ictement positive, on obtient :  

lE(exp c r/(A) + (1 - e c) ~ (A)) < 1, 

]E [-]1 {q(A)>11 + b)a ;  r~(A)~ a} exp (c(1 + b) a + (1 - e c) a)] < 1, 

une 
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et 
IP {t/(A) > a(1 +b); O(A)<a} < e x p -  (a {c(1 + b ) +  1 - e~}). 

Ceci est vrai pour tout c > 0  et comme sup{c(1 + b ) +  1-er  
c > 0  

IP {t/(A) > u(1 +b); q(A)<a} ~ e  -ag(b). 

Un calcul analogue en prenant c < 0 permet d'obtenir le r6sultat (2). 

III.1.2. Proposition. 1) Pour tout a~]0, 1[ et F compact de ~t/2, il existe un entier 
p ne d@endant que de a e t  F tel que, pour tout 

t>0 :  lPE(t/,f/)etF] < p e  -tI(r)u-~. 

2) Si de plus F est convexe alors, pour tout 

t > 0 :  IP[(t/,O)6t F] <=e -tI(r). 

DOmonstration. De la relation (,) on tire que pour tout F de Jd{ 2 et tout usq_/: 

IF, [ ~ , ,  q)~tr} exp (~ Log u drl + ~ (1 - u) dO)] < 1. 

D'ofi: 

IP{(t/ ,q)etr} < e x p { - t s u p  inf (~Logude+~(1-u )d f l ) } .  
ue6U (~, fl)~/" 

Deux cas se pr6sentent alors: si F est convexe compact, d'apr6s la proposition 
II.4.2.: 

sup i n f ( ~ L o g u d e + ~ ( 1 - u ) d f i ) = I ( F )  et 2) est d6montr6. Si F n'est pas 
u e ~  (o:,fl) 

convexe, soit ae]0, 1[- quelconque et soit g~,, . . . ,a~)  un sous-recouvrement de 
F par des ouverts de la forme 

o'."= {(e,,8)lj'Logudo~+j'(1 - u ) d f l >  l(V)(1 - a ) }  : lPE(t/,O)et o'~,] <=e -tI(r)(1 a) 

p 

et donc IP{(t/,O)~tF} < ~ e x p { - t I ( F ) ( 1 - a ) }  <pe  -tx(r)(1 ") 
(1).  i = 1  

D'ofl l'assertion 

III.2.1. En g~n~ral l'hypoth~se de compacit~ est trop forte pour obtenir des 
th6or~mes de grandes d6viations int6ressants. Par exemple, {(cr 
-~ fd f l ]>a}  est, pour une fonction continue born6e, ferm6 mais n'est pas 
compact en g6n6ral. C'est pourquoi on a besoin d'un th6or6me portant sur les 
ferm6s. Soit (t/t,ot)t~r, avec T=IR+ off T = N ,  une famille de mesures al6atoires, 
telles que pour tout t~T, qt compense t/c 

Th/~or~me. Soit A un compact de Jg. On suppose que, pour tout t > 0  et tout 

co~f2, flt(c~ Alors, pour tout a~lR +, il existe un compact convexe A, de J/[ tel 
t 

que 

l i m s u p - l L ~  < . ~  t - a .  
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D4monstration. La  fonct ion gv- ,  II/~11 6rant cont inue sur J/(E) elle est born6e sur 
le compac t  A; soit m sa borne  sup6rieure. Soit a > 0 quelconque,  b~= e (~+~, 

c, I / l og  b i �9 - g~)/)  et d tel que mg(d)>a. 

Les suites c~ et c i ( l+b~) tendent  vers z6ro lorsque i tend vers l'infini. 
L 'ensemble  A &ant  compac t  et E 6rant polonais ,  A est tendu. Doric il existe 
une suite Ki de compac t s  de E telle que O,(K~)<=c~t. L'ensemble  A a 
= { # ~ [ / ~ ( E )  < m(1 + d), #(K~) < ci(1 + bi) } est compac t  convexe et 

Ip [t/'r <e mtg(d)-}-~e-Citg(b,) 
L t  J - -  i = 1  

e _ a t  
~ e - a ~ - ]  - e (a+i)t 

- -  i = 1  1 - - e  - a t "  

D'ofl  le r&ultat .  

Corollaire.  Sous les hypoth&es pr&Odentes, pour tout ferm4 cb de J~Z(E) qui ne 
rencontre pas la diagonale 

lim sup~ L~ lP [ (~[' ~ ) ~ ]  < - I(~) c~ (J` x + o~ 

avec: I(~b ~ (dr /x A))>0.  

Ddmonstration. I1 suffit d'6crire que ~b c(~b m A, x A)w(Aa x A) ~ et de r emarque r  
que q~ =~bm(A~ x A) est compac t :  

D'ofl : 

l i m s u p  t L o g l P  , ~ < s u p  { - a ,  - I ( q~ )} .  

I1 suffit alors de mon t r e r  que I ( ~  c~(JN x A))>O car I ( r  C~(oJr A))<I(~) impli- 
que sup( - a, - I ( ~ ) )  __< sup ( - u, - I ( ~  c~ (.W x A)). 

Si I ( q ) c ~ ( ~  x A))= ~ ,  quel que soit a > O ,  on a: 

lira s u p -  L o g l P  ~ < - a ;  
t ~ + m  t ~ 

d'ofi le r6sultat  du corollaire. 
Si I ( ~ ( j / / x A ) ) < o %  il existe u n m  tel que l 'ensemble ~m={~;  ~fi~A 

I~(e )<  m} ne soit pas vide. Mais  alors 

I(,/, c~ (//r x A)) = I(,/, c~ (~27 x A)) = I(,/, m (%.. x 4)); 

il suffit donc de voir  que I ( ~ c ~ ( ~ x A ) ) > O .  Pour  cela mon t rons  que, pour  
tout  m, %, est re la t ivement  compact .  Puisque A est re la t ivement  compac t  darts 



50 F. Por ta l  et A. Toua t i  

~/'(E) avec E polonais, il existe une suite de compact (K 3 de E tel que 

sup fl(K~) <= e- ' .  

Soit 

u~=e ~ ~K; + 1K,; y Log u~ de + y (1 - u 3 dfl = ic~ (K~) + (1 - e~,,-,t~ (Kq "~,, 

pour c~ee,,, e(K~) __< rn + ( e - i _  1) fl(K~i), pour un certain fleA. 
D'ofl: 

a(K~) <~ [m + ( e ' -  1)d] ~ - o o  ' 0. 

Prenant u = e ~ ,  on obtient de mOme: a(E)<__m+(e-1)supfl(E). Et e~ est 
relativement compact: le corollaire est d6montr6. ~A 

IV. Quelques applications 

IV1. 

IV.l.1. R@artitions empiriques. 

Th6or~me. Soit X ~ ... .  ,X , ,  n observations ind@endantes d'une fonction aldatoire 
1 " 

X de loi # dl valeurs dans un espace polonais (E,g). Soit fi~=~ ~ex~ la 
r~k = l  

r@artition empirique associOe d X. Pour tout fermd q)e~(E) ne contenant pas #: 

lim sup -1 Log lP[fi.e ~]  <0.  
n~oo /'L 

D&nonstration. C'est une application directe du paragraphe III.2.1. en remar- 
quant que la mesure nil. est compens6e par n#. Ce rOsultat figure dans [9] et 
r6sulte aussi de [3]. 

IV.1.2. Cas ind@endant control& On donne un ensemble mesurable (A,sr 
d'actions (ou d'exp6riences) et une fonction mesurable a--+#~ de A dans N(E). 
L'espace des 6preuves 6tant (f2, Y), on d6finit une suite d'exp6riences (A.)n> o, 
fonctions mesurables de (fa, ~ )  dans (A, ag) et une suite d'observations (Xn).=>o 
fonctions al6atoires de (f2, J~) dans (E, g). Une strat6gie 6 = (b,).~ Nest d6finie en 
donnant 6 o e d  constante et, pour tout n>  1, une probabilit6 de transition 6. de 
(E",N") dans (A,d) .  On prend (O, ~ ) =  (A x E, d x 4 ~ )  N, on note la n ~ 
coordonn6e (A n_ 1, X,). On d6finit alors pour chaque strat6gie b une probabilit6 
IP a sur (~2, ~,~) par 

IP a [A.eda, Xn+ 1 edyl X1 .. . .  , X.;  A o . . . .  , A._ 1] = (}n(X1,  " ' ' ,  X n ,  da) #(a, dy). 

Consid6rons alors, pour n > 1, les mesures a16atoires % = e  A 1 x ex, et #~=eA 1 
X#a,,_ . Pour toute stratOgie 3 et pour toute variable al6a~oire uedd(A x E ) o n  

a :  
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IE ~ [exp {~ Log u(a, x) dG(a, x) 

+ J (1 - u(a, x))ld~(a, x)}lX1 .. . .  , X~_ 1 ; Ao, . . . ,  A~_ 1] 

= j  3~ ~(X 1 ... .  ,X ,_  ~,da)~u(a,x)#(a, dx)exp ~ (1-u(a,x))#(a,  dx)< l .  
E 

Donc G =  ~ G e t  0=  ~ #k v&ifient la relation (*). On suppose la famille 
k = l  k = l  

{#,},~ tendue. Si .~ est mhtrique compact, (G x/~,) ,~ est alors une famille 
tendue. Sinon on utilise les mesures alhatoires 

~ 0  o_  et t/, - PA~_ r/n -- ex, ~ 
k = l  k = l  

Th6or6me. Dans le cadre ci-dessus d'observations ind@endantes (Xk)k> 1 condi- 
tionnellement dz un choix d'expdriences ddcrit par la suite {A~},=> o ci valeurs dans 
l'espace (A,s~'); supposons que la famille {#~}~,A des lois des observations est 
tendue: 

a) Si A est m&rique compact, pour tout fermd 45 de ~2(A x E) tel qu'il 
n'existe aucune probabilitd 3 sur (A,~d) telle que (8 x/x, 3 x #)~45: 

1 a[(n '_~ 1 ~  ) ] lim s u p -  Log sup lP x - eA~ - X/~A~_~ ~45 <0.  
n ~ + o o  n 5 k 1 ~'Ak 1 F~Xk~ n k = l  1 

b) Si A est un ensemble mesurable quelconque, pour rout fermd 45 ne rencon- 
trant pas la diagonale: 

lim sup 1L~ s , ~  +oo n upIPO [(nl k ~'. ex~, ~ =  ~ 1 ,1 kY' #A~- ') ~ 45] < 0 ' =  ~ 1 

D~monstration. La partie b) est une application directe du paragraphe III. Pour 

a) remarquons que t / ' e{eEN(AxE) ;  c~=cdl)x#}=H, et que l'ensemble H est 
fermi. Donc: n 

limsup 1 L ~  n uplP ~ [ ( ~ , ~ ) e 4 5 ] N - I ( 4 5 c ~ ( N ( A x E ) x H ) ) .  

Mais 45 c~ (~(A x E)x H) ne rencontre pas la diagonale de ~2(A x E), s'il n'exis- 
te aucune probabilit6 3 sur (A ,d )  telle que (3 x/~,3 x/~)~45. 

Remarque. Considhrons la strathgie qui consiste/i toujours choisir l'action avec 
la loi 3 (indhpendante des exphriences ant&ieures). Alors la suite (A,_ 1, X,),> 1 
est ind4pendante de loi 3 x ~ e t  la suite (An_I,IIA,_,),> 1 aussi. On pouvait doric 
d4duire du cas indhpendant sans contr61e que, pour cette strat6gie, le th6or6me 
ne peut &re vrai, si 45 contient 3 x p. 

IV.2. Chafnes de Markov 

IV.2.1. Chafnes de Markov non homogOnes. Soit (f2, y(IPx)x~ E, (X,) ,~) une 
chaine de Markov non homoghne ~ valeurs dans (E,g) telle que IP~ (X o=x)  
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=1. Soit /7, la transition /~ l'instant n. Pour u variable albatoire born6e, 
strictement positive sur (E 2, ~2) et ~ , =  o-(X o . . . . .  X,) on a: 

]Ex[U(Xn, Xn+ 1)l ~n]  ~--- ~ ffln(Xn, My) U(Xn, y)=/Tn U(Xn) 

et pour u ~ ( E  x E) on obtient: 

/Ex [exp (L~ u(Xn, Xn+ 1)+ Y (1 - u(Xn, y))FIn(X n dy))l ~ ]  

= exp{1 -Flnu(Xn)+Log17nu(X,)  } < 1. 

Posons 6n=ex,,x,+ ~ (la mesure de Dirac en (Xn, Xn+ 1) et 3 ,=  ex, x FIn(Xn,'). Si 
n-1  n - i  

qn= Z ~Sk alors r/n est compensOe par 0 ,=  Z C~k et on peut appliquer les 
k-O k=O 

r6sultats du paragraphe III.1.2. Si de plus, on suppose que la famille 
(/T,(x,'))x~E,,~ tendue, on peut appliquer les r6sultats du paragraphe III.2.1. 
aux mesures al6atoires 

n--1 n--1 
~ 0  o et ~ n -  ~ /7k(Xk,')" tTn= 2 gXk+l 

k--0 k=0 

Th~or~me. Soit (Y2, ~,(lPx)x~E, (X,)n~) une chaine de Markov non homog~ne sur 
un espace polonais (E, g) dont la transition d l'instant nest  not& FI n. 

a) Pour tout compact F de ~2(E x E) ne rencontrant pas la diagonale et pour 
tout a~]0,1[  on a: 

suplPx I-  2 exk xk+,, n ~ ~x~X/Tk(Xk, ") sF  < p ( a , F ) e x p { - n ( 1 - a ) l ( C ) }  
xeE \ n k = 0  ' k=0 

off p(a,F) est un entier ind@endant de n. Si de plus, F est convexe, on a: 

suplPx / -  ~,ex~x~ 1,~ ~ ,ex~Xl lk(Xk, ' )  eF <_e -nt(r). 
xeE \n k=O ' ,~ k= 0 "- 

b) Si la famille (Fl.(x, ")n~N,~e) est tendue, pour tout fermd 4) de ~2(E) ne 
rencontrant pas la diagonale: 

1 [ - / 1  n - I  i n - *  ~ ] 
lim sup-  Log sup lPx [ , ~ o ~  n ~ ~n p=02 g'xp+,, ~p~=o-l~p(Xp, " ) =  ] ]  E(1) <0. 

IV.2.2. Chafnes de Markov homogknes. Si la chaine pr6c6dente est homog~ne, 
on note / /  la transition ~t chaque instant; pour 7E~(E), on note ~-F/ la 
probabilit6 d6finie par ~ . /7 (A )=~(dx ) I I ( x ,A )  et c~x/7 la probabilit6 sur E 2 

d6finie par c~ x FI(A x A')= ~ ~(dx) ~ A(X) FI(x, y')). 

On dispose d'un rbsultat sur les grandes d6viations mieux adapt6 aux 
chaines de Markov que le r6sultat g6n6ral III.2.1. On dit que ~ est une mesure 
invariante par 17, si ~-/7 = ~. 

Th6or~me. Soit (f2, ~(]P~)~E, (Xn)n~) une chafne de Markov homog~ne de transi- 
tion/7, felldrienne, sur un espace E compact. Si cbest un fermk de #2(E • E) tel 
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qu'il n'existe aucune probabilit~ # invariante par H telle que (# x H, # x H)Gq) 
alors: 

lim sup ! Log ~ p  1P~ [ ( ~ , ~ )  G(b] < 0, 

DOmonstration. Si c~ est une probabilit6 sur E x E, on note O~ (1) et g(2) respective- 
ment la premi6re et la seconde marginale. Soit 

et 
H =  {c~GJ///(E x E); c(:)(E) = 1, c~=cd 1) x/7} 

on a alors tlneA n pour tout n > 0  et v/nGH. D'autre part la fonction ~ 1 1 7  (:) 
/7 n 

-cd2)l[ 6tant semi-continue inf6rieurement de ~(E)  dans IR, A n e t  A sont 
ferm6s. 

Le fait q u e / / s o i t  fellerienne permet d'affirmer que H est ferm6. On a donc 
pour tout m__< n: 

Le th6or6me IV.2.1. implique alors: Vm> 1 

�9 1 r] .  r / .  < 
hmsup LogsupIP~[ ( - - , - - tG@]=-I ( (bc~(AmxH))  

n ~ + o o  l/l x e E  L\V/  F/ ] J 

et le lemme II.4.3. permet d'affirmer que: 

lim sup I(~b c~ (A m x H)) = I(4~ c~ (A x H)). 

Or une condition pour que I(@c~(A x H)) soit strictement positif est que ~bc~(A 
x H) ne rencontre pas la diagonale 9 .  

Or 
(/' n (A x H) c ~ =  {(c~, c01cd:)-- ct(2)c~-- ~(1) x H, ct(i)(E) -- 1} 

donc s'il n'existe pas de probabilit6 invariante par / / t e l  que (# x 17, # x/7)~(b, 
I((b c~ (A x H) > 0 et le th6or6me est d6montr6. Ce th6or6me a 6t6 obtenu par N. 
Maigret I-9] et est voisin de celui de Donsker et Varadhan [3]. 

IV.2.3. Cha~nes de Markov contr6l~es. On donne maintenant un ensemble 
(A,sr mesurable d'actions (on d'exp6riences) et une fonction mesurable aw-,#a 
de d dans N(E). L'espace des 6preuves &ant (f2,Y), on d6finit (A,)~>=0 et c5 
= (~ , ) , ~  comme en IV.1.2. Pour chaque n on donne une transition 17, de (E 
x A, d o x d )  dans (E, #) et on suppose que, pour n > 0: 

- I e 2 ( X o  1 

- lPf[AnGda, X,+lGdy[X: . . . . .  Xn, Ao . . . . .  An_ 1] 
= c5 {(X a . . . . .  X,); da} II , (X, ,  a, dy). 
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On s'int&essera plus sp6cialement aux strat6gies al6atoires markoviennes sta- 
tionnaires. S i s  est une transition de E darts d ,  on peut lui associer une 
strat6gie s' d6finie par s '=(s (X , , . ) )n~ .  Si la t rans i t ion/ /n  introduite plus haut 
est homog6ne et d6sign6e par /7 ,  on notera/7(x,s(x) ,  C)=~lI (x ,y ;  C)s(x, da) et 
1I s la transition (x, C)~--,II(x, s(x); C). Alors pour la strat6gie s', (X,) est une 
chaine de Markov homog6ne de transition H S. 

n--1 
Consid6rons maintenant la mesure al6atoire t / ,= ~eXk,A~,Xk+. Elle est 

n - 1  k=0 n - 1  

compens6e par g/n= ~, eXk,A X /7(Xk,Ak;" ). De marne la mesure t/~ ~ ex~., 
k=O k=O 

n--1 
est compens6e par ~o t/. = Z F/k(Xk,Ak,')" 

k=O 

Th6or~me. Soit une chaine de Markov contr61de, fi valeurs dans un espace 
mStrique compact (E, g). 

a) Si A est m~trique compact, pour tout fermd 1-1 de ~: (A  x E x E) qui ne 
rencontre pas la diagonale: 

1 o ,  
l i m s u p l L ~  2 e(X~,A~,X~+~)7. ~ e(X~,A~)XIIk(Xg,Ak; ") C <0. 

n ~  n 6 xsE L \ n k =  0 t tk= 0 

b) Si d est un ensemble mesurable quelconque, pour tout fermO �9 qui ne 
rencontre pas la diagonale: 

r / l n - 1  n 1 ) ] 
l imsuplL~ n z ~eE I-\nk=0/-- 2 8xk+l,  k=2=o/Tk(Xk'Ak'~~ Et~ < 0 .  

IV.2.4. Cha~nes de Markov contr61~es homogOnes. On suppose maintenant la 
chaine homog6ne de transition H. Si c~ est une probabilit6 sur (E x A x E, # 
x d x g )  on note c~ (1) et e(3) les premi6re et troisi6me marginales e(1,2) la 

marginale sur E x d .  Puisque E est polonais, on peut trouver une transition s 
de E dans d tel que e(a,2)=e x s. Si l'on note encore 

alors 

Soit A = {c~; cdl)=c~(3)}, 

n - 1  

~n = 28Xk ,Ak ,Xk+l ,  
k=O 

n - 1  

FI.= ~ eX~,A~• FI(Xk, Ak;') �9 
k=O 

et 
H =  { ~ ( E  • A x E); ~ = ~ ( 1 , 2 )  X H } ,  
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On remarque alors que - - e a ,  et r/"eH pour tout n>0. Un raisonnement 
tl g/ 

analogue 5. celui fair pour les chaines de Markov homog6nes non contr616es 
permet d'6noncer la proposition suivante analogue ~un  r6sultat de [11]. 

Proposition. Soit une chaine de Markov contrdl&, homogOne, dont l'espace d'~tat 
et l'espace d'actions sont mdtriques compacts. On suppose que sa transition H est 
felldrienne c'est-3-dire possOde la propri~tO suivante : ((pour tout uOl;b(E x A x E) 
la fonction v: (x,y)~+ ~u(x,a,y)II(x ,a;dy)  est continuem Alors pour tout ferm~ q) 
tel qu'il n'existe pas de transition s de E dans s~ et de probabilitO kt invariante 
par 17[ ~ telles que les probabilit& ~ x s x II, # x s x 17) soient dans ~b: 

1 
sup . , ,  ~45 <0. lim sup-  Log sup 

n ~  + eo n 6 x e E  L 

IV.3. Processus ponctuels marqu& 

IV.3.1. On consid6re dans ce paragraphe q un processus ponctuel marqu6 dont 
le compensateur pr6visible est ~. Les notations et d6finitions sont celles de 
l'exemple 1.2.3. On note ~/m et F/(') les restrictions de t/ et 0 a Era=] 0, t[ x E, h t 

la fonction de E m dans E (1~ qui / t  (s,x)eE m fait correspondre (S ,x)eE( ' ) .  On 

.fO('~ } \ ~  ] 

suppose de plus que l'ensemble Jy-(co); t>0, coe~? est relativement compact 
% 

dans Jr mlors l'ensemble / ~ ( c o ) ;  (t,~o)elR*xf~ t est relativement 
t - -  J 

compact dans J/(E(1)). On est donc dans le cadre du paragraphe III.2.1. D'ofi 
le thdor6me suivante 

Th6orbme. Soit ~ un processus ponctuel marqud dont le compensateur prOvisible F1 

.f U~ } est continu. On suppose que l'ensemble des mesures iT(co); (t, co)elR+ xf2 est 

relativement compact dans J/[(E(t)), alors pour tout ferm~ ~b de dd2(E ~)) qui ne 
rencontre pas la diagonale il existe trois constantes a< oo, b >0 et t o >0 telles 
que, pour tout t > t o : 

IP[\- t ht(O(t))]eq~] I 

En particulier : 
i) si cb 1 est un fermO de J~2(E), on a pour tout t > t o 

l P [ ( q - [ , ~ ) ~ b l ] < a e  -bt. 

ii) Si f est continue born& de E ~ dans IR, on a, pour tout t > to: 

IP[ i ! f  ( t , x ) d r l ( s , x ) - i !  f ( f  ,x)dO(s,x)  >at]  <ae -bt. 

On donne darts la suite des applications de ce thdor6me. 
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IV.3.2. Processus de sauts. On donne une transition H de (E, N) dans (E, E), une 
fonction q: (E,g)v--~(]0, + oo[, ~1o.§ ,~L) et une famille de probabilit6s (lPx)x~ ~ sur 
(f2,@). On suppose que, pour tout x~E: 

IPx(Xo = x) = 1, IP~(Tn ~ o9) = 1, 

IP~ [Tn + 1 - Tn > t, X~+ i e d x l ~ r J  = e-q~X~t17(X~, dx). 

Soit Yt= ~, X~ ~tr~_<t< r,,+ ~. Le processus (f2, ~, (IP~)~E, (Yt)t_> o) est un processus 
n~N 

de sauts. On lui associe la mesure ponctuelle 

~1= ~ax~_~,x~,r. Si (cf. exemple 3 de 1.1) ~ t = ~ " v ~  o le compensateur 
n > l  

pr~visible du processus ponctuel marqu6 t/est 

t 

~lt(dx, dy) = ~ q (x) av~_ (dx) /7(x, dy) ds. 
0 

On dispose, comme pour les chaines de Markov, d'un rasultat sur les grandes 
daviations mieux adapt6 aux processus de sauts que ceux du paragraphe III. Si 
c~ est une mesure born~e sur E x  E, on notera e(t~ et e(2~ respectivement la 
premi&e et seconde marginales, 

A = { e e ~ ( E x E ) ;  ~(1)=0~(2)}, A t =  ~ ; l l ~ ( 1 ) - ~ ( 2 ) l l ~ t  

et H = {ee JC/(E x E); ~ p pro babilit6 sur E, avec e(1)= q/~ et (q#)x/7 = e}. 
On note 

(Nf) (x)  = E~f(xt), a = q(/7 - I) 

CX3 

le g6n&ateur infinit6simal du processus u~= ~ e tptdt. Si (q#) est invariante par 
0 

/7, alors # a = 0  et donc #u I =#.  Or # u ~ ( f ) - # ( f )  est 6gale 5. 

oo oo 

#(dx) ~ e-~{P~f(x)- f (x)}  dt = ~ e ~[(# P t ( f ) -  #(f) ]  = 0. 
E 0 0 

Comme t~--~#Ptf est continue 5. droite # P t f = # ( f )  pour tout t>0 ,  et # est 

invariante par Pt. En remarquant que ~eA t et ~EA, un raisonnement analogue 

5. celui fait pour les cha]nes de Markov permet d'6noncer la proposition 
suivante prouv6e dans [-12]. 

Proposition. Onsupposel'ensemble{~(oo)(co, t )ef2xlR+}relat ivementcompact ,  

q continue e t /7  fellOrienne. Alors, pour tout ensemble fermd q5 de oN2(E x E) tel 
qu'il n'existe pas de probabilitd I~, pour laquelle (ql 2) est invariante par II et ((q#) 
x/7,  (q#) x /7 )~0  on a: 

lim sup-1 Log sup IPx [ (~!, ~ )  e ~ ]  <0. 
t ~  + 0o t x e E  
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V. Applications statistiques 

Ce paragraphe donne diff6rents types d'applications statistiques des r6sultats 
ant6rieurs. Les d6monstrations figurent dans [12] et [14]. 

V.1. Cas des variables al~atoires ind@endantes 

1) Soit X = ( X , ) ~  N une suite de variables al6atoires fi valeurs dans un espace 
polonais (E,d~), ind6pendantes et de loi tl- Le probl~me est d'obtenir des 

1 " 
majorations de ~<distances)~ entre /~ et la loi empirique f i ,=~  ~ ex,. On a l e  
th6or~me suivant: "~= 

Th~or~me (cf [14]). Soit T u n e  fonction de ~(E) dans IR continue en #, alors, 
pour tout a > 0 ,  

lira sup 1 Log P[I T(#) - Y(fi,)[ > a] < 0. 
n~oo n 

2) Exemples. On prend (E,g)=(IR, N~) et on confond une probabilit6 # et sa 
fonction de r6partition F. Pour 0 <p  < 1 

Tp(F) = �89 {x; F(x) < p} + inf {x; F(x) > p}) 

Tp(F) est le quantile d'ordre p de F. 
Si {x;F(x)=p} est vide ou r6duit ~ un point, Tp est continue en F et le 

th6or6me s'applique. 

V.2. Processus de sauts markoviens 
Le but de ce paragraphe est d'6tablir un th6or6me de consistance exponentielle 
et d'6tudier un test s6quentiel pour des processus de sauts markoviens. 

a) Cadre statistique. On donne un espace m6trique O (espace des param6tres) 
un espace polonais E muni de sa tribu bor61ienne ~ (espace des 6tats) et une 
famille de transitions (index~e par O), (H(O;','))o~o de (E,g) dans (E,~). On 
donne enfin une famille de fonctions mesurables strictement positives de (E, C) 
dans (IR+,Na+), (q(O,.))o~ o. On suppose qu'il existe une transition H de (E,g) 
dans (E,N) telle que, pour tout (O,x)~O x E, la mesure H(O;x,.) soit absolu- 
ment continue par rapport  ~t la mesure U(x,-) avec: 

dII(O; x, .) 
=p(O,x,.). 

dH(x, ") 

Sur l'espace canonique (f2, J~)=(IR+ x E,N~+ x C) ~, on note (T, ,X,)  la (n+ 1) ~me 
coordonn6e, 

(~n=a((Tp,Xp); p<n), Yt = 2 Xn]i{TnNt<Tn+l}' 
n~O 

~=cr(Y~; sGt)  et lF=(~t)t>__ o. 

Pour x~E et 0~O on d4finit les probabilit6s IP x et IPx, o sur (s i f )  par 
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1P~,o(Xo= x, To=O)= IPx(Xo= x, T o = 0 ) = l ,  

IPx, o [ T, + ~ - T, > t, X ,  + 1 E dx[ff ,] = [exp ( -  q (0, X,) t)] H(O; X,,, dx), 

IP~[T,+ 1 - T,>t,  X,+ x~dx]~,] = [ e x p ( -  t)] H(X, ,dx) .  

On suppose que T,--+~, IP~, o et 1P~ p.s. lorsque n ~ .  Sur (O,J,,lPx,0) pourvu 
de la filtration IF la mesure al6atoire 

Y]t = E g X . - ~ . X . "  ~(Tn<=t) 
n > l  

a pour  compensatr ice 
t 

q~ dy) = ~ q(O, x) II(0; x, dy) ~r,(dx) ds 
0 

et, sur (s ~ lPx), la compensatr ice de 

qt est qt(dx, dy)= i II(x, dy) ers(dx ) ds. 
o 

Posant r(O, x, y) = q(O, x)p(O, x, y), on suppose que 

sup y (1-1/r(O,,x,y))g11(x, dy) est fini. 
x 

Alors ([6], [8]), pour  tout t > 0 ,  la restriction de lP0, ~ /~ (s est absolu- 
ment  continue par rapport /~ la restriction de IPx/t (s ~t) et 

- -  t ~- LogEkd iPx  [ ] Vo(t ) 

= ~ Log r(O, x, y) rlt(dx , dy) + [. (1 - r(O, x, y)) Or(dr, dy). 
E 2 E 2 

L'est imateur du max imum de vraisemblance 6~ de 0 ~t l ' instant t satisfait (s'il 
existe), ~ , ( t )=sup  Vo(t ). 

0 

b) Th~or~me (cf. [12]). Consistance exponentielle de l' estimateur du maximum de 
vraisemblance. 

Hypoth@ses. 1) E et 0 sont compacts. 
2) Les fonetions (O,x,y)~--~p(O,x,y) et (O,x)~q(O,x) sont continues. 
3) Pour tout 0~0 ,  la transition 11(0; ' , ' )  est fellOrienne et, pour route mesure 

de probabilitO #o invariante par 11(0;., .), on a, pour tout cb4:0 

[(q(0, ")#o) x 11(0, ")] {(x, y); r(O,x,y)4:r(cb; x, y)} >0 .  

Alors, pour tout voisinage U o de O: 

lira s u p - L o g  suplP~ o[Ot~U~] <0.  
t ~ o ~  t x E E  ' 
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c) Test sdquentiel. On veut 6tudier le test s6quentiel du maximum de vraisem- 
blance pour tester l'hypothese H o' <<0 = 0o~ contre l'hypoth6se H~: <(0 = 07). La 
proc6dure est la suivante. Soit b > 0; posons 

Le temps d'arr6t gb 
arrete l'exp6rience/t 

si 

si 

{b=inf{t >0;  V0o(t ) -  V0~(t)~ ] - b ,  +b[}. 

est presque sfirement fini (sous les deux hypotheses). On 
l'instant {bet 

V0o({b)- Vo,(~b)>b, on d6cide 0=0  o 

V0o(~.b)- Vo~(~b)> - b ,  on d6cide 0=0~. 

Les deux principaux criteres de <<qualit6>> d'un tel test sont d'une part un crit6re 
<<6conomique>> (grandeur de gb), d'autre part le crit6re classique d'estimation 
des probabilitds d'erreur. 

Thbor~me (cf. [12]). On fait les hypotheses suivantes: 
1) E est m~trique compact. 
2) Les fonctions x~-+q(Oi,x ) et (x,y)~-+P(Oi; x,y) sont continues pour i = 0  et i 

=1. De plus, pour tout x: 

q(Oo, x)/7(00; x, ") 4: q(O 1 , x)/7(01); x, "). 

3) x~--~II(Oi; x, ") est continue de E dans ~(E) pour i = 0  et i= 1. Alors, pour i 
=Oou i=1  

1 
a) lim s u p -  Log sup IP 0 x(~b > t) < 0 

t ~ o O  t x z' 

(d&roissance exponentielle de la fonction de r@artition de ?,b). 
b) On peut trouver deux constantes A > 0  et h > 0  telles que, pour xeE,  

IPoo,~ [Voo(~b)- V<(~b)< -b]=lPoo.~[choisir 01]<Ae-hb; 

IPo>x[ Voo(~b)- g0~(~b) > b] = IPo~,~[choisir 0o] ~ A e -hb. 

V.3. Mesures al~atoires de Poisson 
Cadre statistique. On observe une m~sure albatoire (r/(.,.)) de Poisson et on 
veut estimer son intensit6. On donne un espace m6trique O (espace des 
param6tres) et une famille {2o}o~ o de mesures de Radon positives sur IR a. On 
note JIp(IR a) l'ensemble des mesures ponctuelles sur IR a et, pour tout 0e O, on 
note IP 0 la loi sur (j/p(iRa), ~(jgp(iRe))) de la mesure de Poisson d'intensit6 20. 
On suppose que, pour tout O, 4 o est absolument continue par rapport ~ une 

d20 
mesure de Radon 2 positive, avec ~ = f ( . ,  0). On note alors IP la loi de la 

mesure de Poisson d'intensit6 2, IP0 (~) et IW ) d6signant les restrictions de IP 0 et 
IP h .///d;(B~), off B~= {x/llxll <=r}. 

Alors 

dll~~ e 
d - ~  (/1) = xp [-~, Logf(x ,  0) #(dx)+ dr (1 - f (x ,  0)) 2(dx)]. 
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On note 

Lr(0)= ~ Logf(x, O)rl(co, dx)+ ~ (1 - f (x ,  O))2(dx). 
Br B. 

Un estimateur du maximum de vraisemblance 6~, bas6 sur les observations qui 
tombent dans Br, satisfait L,(~)= sup L~(O). 

0EO 

Th~or~me (cf. [14]). Consistance exponentielle de t~ s i r  ~ oo. 

HypothOses. 1) L' application (y, (p)~--~ f(y,  q~) est continue pour IR a x O. 
2) O est mdtrique compact. 
3) Pour tout cp60, l' application y~--~ f (y, (p) est p-homogOne. 
4) Pour tout opt-O, 2[ f ( ' ,O) :#  f ( "  ,(p)]>O. 
Alors, pour tout voisinage U o de O: 

1 
lim sup ~ Log IP [6rr Uo] < O. 
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