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La variation d'ordre p des semi-martingales 
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D6partement de Math6matiques, Universit6 d'Orl6ans, F-45045 Orl6ans Cedex, France 

Soient X une semi-martingale, p u n  nombre r6el positif, S = (ti) une subdivision 
de l'intervalle [0, t], ~ IXt,+~-Xtil p la somme variationnelle correspondante. 
Le but de ce travail est double: 6tudier la finitude de la borne sup6rieure de ces 
sommes variationnelles lorsque S varie dans l'ensemble des subdivisions de 
[0, t]; en tirer des cons6quences quant ~t la convergence en probabilit6, en 
moyenne et presque sfire de ces sommes lorsque le pas des subdivisions S 
tend vers z6ro, sans qu'elles soient n6cessairement emboit6es. Les mdthodes 
font appel aux indgalit6s de Burkholder fi la place des techniques de fonctions 
caract6ristiques employdes jusqu'fi pr&ent pour traiter ces probl6mes lorsque 
X est un processus fi accroissements ind6pendants stationnaires. 

1. Introduction 

Soient (O, ~ ,  P) un espace probabilis6 complet et t u n  r6el strictement positif. Les 
processus r6els que nous rencontrerons seront d6finis sur [0, Go[,/t trajectoires 
continues A droite et pourvues de limites fi gauche. Si X est un tel processus et si 
p > O, nous notons 

A X s = X s - X  ~_ pour s>O, 

sp(x, t)= F, IAX~I p. 
O < s < t  

Si maintenant S=(O=to,..., rm=t ) est une subdivision de [0, t] dont le 
pas re(S)= sup Iti+ 1 -tel est destin6/t tendre vers z6ro, nous notons 

VgX, S ) = ~  IX~,+ ~-X~,I', 
i 

et la borne sup6rieure des sommes Vp(X, S) pour toutes les subdivisions S de 
[0, t] sera appelde variation forte d'ordre pet not6e Wp(X, t). 

Lorsque X est un processus ~t accroissements ind6pendants (P.A.I) et sta- 
tionnaires, la finitude de Wp(X, t) et la convergence des sommes variationnelles 
Vp(X, S) lorsque z(S) tend vers z6ro ont fait l'objet de nombreuses 6tudes il y a 



296 D: Lepingle 

quelques ann6es. Bretagnolle [3] et Monroe [-18] ont ind6pendamment Fun de 
l'autre g6n6ralis6 d'anciens r6sultats de Blumenthal et Getoor ([-1] et [-2]). La 
m6thode de Monroe est plus simple, mais le r6sultat de Bretagnolle un peu plus 
fort: si X est un RA.I. stationnaire de mesure de L6vy L, d6pourvu de partie 
brownienne, la condition n6cessaire et suffisante pour que Wp(X, t) soit fini p.s., 
lorsque 1 < p < 2, est 

lxl p L(dx) < o0 ; 
lxl-<l 

sinon, Wp(X, t) est infini p.s. Sous la mame condition (y compris cette lois pour 
p=2),  Millar ([16] et [17]) montre que Vp(X,S) converge en probabilit6 vers 
Sp(X, t) lorsque re(S) tend vers z6ro. I1 d6montre 6galement la convergence p.s. 
pour toute suite (S,) de partitions emboit6es de [-0, t], lorsque X est sym6trique, et 
Kallenberg [11] a prouv6 un peu plus tard qu'on peut se passer de l'hypoth6se de 
sym~trie, comme Cogburn et Tucker [-7] l'avaient fait pour p = 2. 

Nous savons depuis L6vy que pour un mouvement brownien Z, W2(Z, t) est 
infini p.s .C.  Dol6ans a cependant montr6 [9] que pour route martingale M, 
V2(M, S) converge en probabilit6, tandis que Monroe [20] a r6cemment construit 
une martingale M de carr6 int6grable et une suite (S,) de subdivisions emboit6es de 
[0, t] telles que la limite sup6rieure de V2(M, S,) soit p.s. infinie. 

L'objet de ce travail est d'6tudier pour toutes les valeurs de p > 0  la finitude 
de Wp(X, t) et les diverses convergences de Vp(X, S) lorsque X est une semi- 
martingale. Le cadre des semi-martingales a 6t6 choisi parce qu'il est assez large 
pour contenir les martingales, les P.A.I. stationnaires, et les processus qui sont 
obtenus/t partir des pr6c6dents par des transformations simples. Nous allons voir 
que presque tout ce qui a 6t6 montr6 ant6rieurement pour les P.A.I. reste vrai 
pour les semi-martingales. Pas tout, car le contre-exemple de Monroe n'est pas/t 
accroissements ind6pendants, et ne pourrait pas l'~tre; de m~me, il est tr~s incertain 
que le r6sultat de Bretagnolle ait son pendant exact pour les semi-martingales. 

Alors que les d6monstrations pr6c6dentes pour les P.A.I. stationnaires 
reposaient sur l'6tude du comportement de t -1 [Xtl p lorsque t tend vers z6ro en 
liaison avec la fonction caract6ristique du processus, les n6tres ont comme outil 
principal les in6galit6s de Burkholder, avec de plus le th6or6me de plongement 
des martingales dans le mouvement brownien. 

Apr6s avoir d6fini dans le paragraphe 2 la notion de semi-martingale et 
rappel6 le lien entre martingale et mouvement brownien, nous dressons dans le 
paragraphe 3 und liste d'in6galit6s qui nous serviront continuellement, et nous en 
profitons pour r6gler tout de suite le probl6me de la convergence des sommes 
variationnelles pour 0 <p  < 1. Le paragraphe 4 est consacr6/~ l'6tude de la variation 
forte; nous montrons qu'elle est finie pour p > 2  et donnons des conditions 
suffisantes pour qu'ellele soit pour 0 < p < 2. Dans le paragraphe 5, nous 6tudions 
comme en [13] des in6galit6s de martingales vectorielles qui seront utiles dans le 
cas 1 <p  <2. Les paragraphes 6, 7 et 8 6tudient respectivement les convergences 
en probabilit6, en moyenne et presque sfire de Vp(X, S) lorsque ~(S) tend vers 
z6ro; pour cette derni6re convergence, nous am61iorons pour 1 < p < 2 les r6sultats 
ant6rieurs sur les P.A.I., qui supposaient toujours l 'emboitement des subdivisions 
S, et pour p > 2 nous donnons une r6ponse positive pour toutes les semi-martin- 



La variation d'ordre p des semi-martingales 297 

gales. Enfin le paragraphe 9 s'int6resse fl la variation conditionnelle d'ordre p > 1, 
comme C. Dobans  l'a fait pour p = 2 [8]. 

Ce travail d6veloppe la note [12], qui se restreignait au cas p > 2 et aux martin- 
gales locales. I1 a grandement b6n6fici6 durant route sa pr6paration des nombreuses 
conversations de son auteur avec A. Bonami. 

2. Rappels sur les semi-martingales 

(a) Nous rappelons tout d'abord un certain nombre de d6finitions et de r6sultats 
qui figurent dans [10] et [15]. 

Donnons-nous une suite croissante (~ ,  0 <  t <  oo) de sous-tribus compl6tes 
de ~ ,  continue ~t droite et telle que ~o contienne tousles ensembles n6gligeables 
de ~ .  Une semi-martingale X est la somme d'une martingale locale M par rapport 
fl (~)  et d'un processus A adapt6/t (~ )  dont les trajectoires sont p.s. des fonctions 
fi variation finie sur tout intervalle [0, t] : ~ (A, t) < oo p.s. On peut 6videmment 
choisir M e t  A tels que M o = 0; nous le ferons syst6matiquement, et saufindication 
contraire, toutes les martingales locales que nous rencontrerons seront nulles en 
z6ro. 

Darts ce cas, si M est une martingale locale, il existe une suite croissante (To) de 
temps d'arr& tendant vers l'infini tels que pour tout n, 

M r" = U" + V", 

oti U" est une martingale de carr6 intdgrable, et V" une martingale fl variation 
int6grable. C'est la d6composition de Gundy des martingales, adapt& au cas 
continu ([10], p. 94). Si maintenant M est une martingale de carr6 int6grable et si 
(Sin) repr6sente une suite de temps d'arr& > 0 6puisant les sauts de M, il existe une 
martingale continue de carr6 int6grable not6e M c et appel6e partie continue de M 
telle que 

M = M c + ~ M (~), 
m 

off M (m) est la martingale compens6e du processus AMs," l{t>=s,, } (elle a un seul 
saut d'amplitude A Msm pour t = S,,), et off la somme est prise dans l'espace des 
martingales de carr6 int6grable muni de la norme (E[(M~)2])l/% Posons alors 

[M, m]t= <M ~, M~>t + Sz(M, t); 

par r6duction et recollement, nous pouvons encore d6finir pour toute semi- 
martingale les processus X ~ et IX, X], qui v6rifient 6galement 

Ix, x] ,= <x ~, x~),+s2(x, t). 

Nous poserons pour  simplifier 

<xo: <x< xo ,  
IX] -- IX, x]. 

Remarquons que pour toute semi-martingale X, [X]~ et S2(X , t) sont p.s. finis. 
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(b) Soit X un P.A.I. nul en zdro qui soit en m~me temps une semi-martingale 
par rapport ~t sa famille de tribus naturelles dfiment compl6t6es (par ddfinition, 
tousles  P.A.I. que nous rencontrerons seront de ce type). Nous avons alors la 
d6composition suivante 

X=_a+X 1 + X  2 + X  3 + X  4, 

off 

a est une fonction non al6atoire, ~t variation localement finie afin que X soit 
bien une semi-martingale; 

X 1 est un P.A.I. gaussian centr6 ~ trajectoires continues (en fait X 1 = XC); 
X 2 est un P.A.I. continu en probabilit6 et en marne temps une martingale 

localement de carr6 int6grable sans partie continue, s'6crivant 

X 2 =  ~ x[Nt(dx)-Lt(dx)] ,  
Ixl_-<a 

off Nt(B), si B e s t  un bor61ien de [ - 1 ,  + 1] v6rifiant 0~/3, est un processus de 
Poisson qui repr6sente le hombre de sauts de X 2 intervenant avant l'instant t et 
dont l'amplitude est situ6e dans B, et off Lt(B ) = E[Nt(B)] avec pour tous t, e>  0, 

Lt(r  et [, x 2Lt(dx ) < ~ ;  
lxl_-<: 

X 3 est un P.A.I./t discontinuitds fixes s'6crivant 

Xt 3= 2 Dk, 
tk <=t 

off (tk) est une suite de r6els > 0 et (Dk) une suite de variables al6atoires ind6pendan- 
tes centr6es born6es par 1 ; 

X 4 est la somme des sauts de X d'amplitude strictement sup6rieure/~ 1 en 
valeur absolue. 

(c) Terminons ce paragraphe par un rdsultat tr6s utile pour le comportement 
des trajectoires des semi-martingales; si M est une martingale, des travaux 
ant6rieurs de Skorokhod et Dubins ont conduit Monroe [-19] fi construire un 
mouvement brownien Z et une famille croissante de temps d'arr6t finis (T~, t > 0) 
tels que le processus (ZT~, t>0)  ait les m6mes r6partitions finies que M; si M est 
continue, le processus (Tt, t > 0) peut 6tre choisi continu. 

3. Les in6galit6s de base 

(a) Rappelons les in6galit6s ordinaires 

[a+b[V<=2P-l(laf+lbf) si p > l ,  

]alV-lblP<=plalV-lllal-lbl] si p ~ l ,  

La + bl p < [a[ p + Ibf si 0 < p < 1, 

(~  lailV)l/v<( 2 [ailq) 1/q si 0<q=<p< oo. 
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Nous d6duisons de la derni6re in6galit6 que 

(v~(x, s)) ~/~ <__ (v~(x, s)) ~/~, 
(wp(x, 0 1 %  (w~(x, t)l'/q, 
(Sp(X, t)) 1/v < (Sq(X, t)) I/q. 

(b) Posons, lorsque X est une semi-martingale et t u n  rdel > 0 

liN_m Vv(X, S) = lira inf { Vv(X , S); S s Zo}, 
6-,0 

off X~ est l'ensemble des subdivisions de [0, t] de pas infdrieur/t ~, et de m~me 

lira Vp(X, S)= ~im sup {Vp(X, S); SEZa}. 

La continuit6 ~t droite et l'existence de limites/t gauche pour X montrent que 

Sp(X, t)< lira Vp(X, S) pour tout p > 0. 

Nous montrerons plus loin que pour p >  1, lira Vp(X, S) est fini si et seulement si 
S;(X, t) l'est. 

Si S est une subdivision quelconque de [0, t], il n'existe qu'au plus t 3 -1 
intervalles [t i_l ,  tl] de longueur plus grande que 5; nous en d6duisons, en posant 

Xt* =sup {IXsl; s<=t}, 

que pour tout 5 > O, 

Wv(X , t )<sup  {Vp(X, S); SmS6}+ 2Pt6-~IX*I p. 

Comme M~* < oo p.s. pour toute martingale locale et de m~me 

A* <= lAo] + Wi (A, t) < oo 

p.s., nous en d6duisons que X* < ~ p.s., ce qui entraine que Wp(X, t) est fini p.s. 
dSs que lim Vp(X, S) l'est. 

(c) Voici maintenant les in6galit6s de Burkholder-Davis-Gundy (B.D.G.) qui 
nous seront d'une aide pr6cieuse. Appelons fonaion d croissance moddrde sur IR+ 
toute fonction (b convexe positive, nulle en z6ro, v6rifiant pour une constante c 
d6pendant de �9 l'in6galit6 ~(22)__<c~(2) pour tout 2>0.  I1 existe alors deux 
constantes q et c 2 ne d6pendant que de c telles que pour toute martingale locale M, 

C 1 E[-i~ o M .~'] 5 E [ ~  o ( [ M ]  oo)1/23 ~ c 2 g [ ~  o M ' J ,  

off M* =sup  {IMtl; t_>0}. Lorsque 1 < p < 2  et Me=0,  l'in6galit6 

( [M]y /2  = (S a (M, t)) p/2 < S,(M, t) 

nous permet d'obtenir, en prenant ~(x) = [xl p, 

E [IM~I pj < E [-(M*) p] <= c E [Sv(M, t)], 

(toutes les constantes s'appelent d6sormais c). Si nous appliquons cette derni6re 
in6galit6 aux martingales 

M ~ = E [ M , - M , _ , ] . ~ ]  i=1,  ..., m, 
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off S = (t o est une subdivision de [0, t] et M une martingale sans partie continue, 
nous en d4duisons, pour une constante c ne d4pendant que de p, 

E[V,(M, S)] <_ c E[Sp(M, t)]. 

(d) I1 est clair, par continuit6/t droite de X, que toute somme Vv(X, S) est 
approchable arbitrairement pr6s par une somme Vv(X, S'), off les termes de S' 
sont du type k 2 - " t ( n > O ,  k<2"). Soit 9 ,  l'ensemble des subdivisions de cette 
forme, off nest  fix4, et ~ = U 9 , .  Si 

n > 0  

Wp~(X, t)= sup {Vp(X, S); Se~,};  

alors 

Wp(X, t)--sup {Vp(X, S); S@~} -~.2im W;(X, t). 

Lorsque 0 < p =< 1, l'in6galit6 rue en (a) permet d'obtenir 
2 n 

w;(x, t)= Z 
k = l  

Nous pouvons d4s maintenant conclure sur les probl6mes de convergence dans 
c e  c a s .  

Proposition 1. Si 0 < p < l ,  les sommes Vp(X,S) convergent p.s. vers Wp(X,t).  La 
convergence a lieu dans tout espace L ~ (0 < r <  or) tel que Wp(X, t) y appartienne. 

Nous verrons dans le paragraphe suivant des conditions suffisantes pour que 
Wp (X, t) soit fini. 

4. La variation forte 

Rappelons que si Zes t  un mouvement brownien sur IR+, son module de continuit6 

est . Cela entraine que pour tout temps al4atoire fini T et tout Z<-2, 

il existe p.s. 6 et K (d6pendant de co dans ~2) tels que IZt2- Ztl] < Kit 2 - t  1 ]4 d4s que 
0 ~ t t ~ t 2 =< T, ht 2 - tit __< 6. Nous allons en tirer quelques cons6quences pour la 
variation forte des semi-martingales. 

Th~or~me 1. Soit X une semi-martingale. Sa variation forte  Wp(X, t) est f inie p.s. 

(a) pour p > 2: sur tout 
(b) pour 1 <p_-<2: sur l'ensemble ( U {Sq(X, t)< oo})n{(XC}~=0} 

q<p 
(c) pour p=- 1: sur l'ensemble {SI(X, t)< oo}n{(XC)t=0} 
(d) pour 0 < p < l "  sur l'ensemble {Sp (X , t )<oo}cn{ (XC} t=O}  si X est une 

martingale locale ~ temps de sauts prdvisibles. 

Si X est un P.A.I.  sans partie continue, on peut remplacer 

(b) et (d) par 
(b') pour 1 < p < 2: sur tout f2 si Sp(X, t) < co p.s. 
(d') pour 0 < p < 1 :  sur tout C2 si S p ( X , t ) < o o  p.s., X z e s t  sym~trique e t a  gt p- 

variation finie sur [0, t]. 
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Preuve. (a) Soient p>2 et 2<�89 tels que 2 p >  l. D'apr6s le rappel que nous venons 
de faire, pour  tout  temps T fini, pour  un certain ~ et un certain K, 

sup {1/~(Z, S); S~Zo} ~ K P  (~ ;~p-1 T, 

off Xo est encore l 'ensemble des subdivisions de [-0, T]  de pas inf6rieur ~ 5. I1 en 
rdsulte que Wp(Z, T ) <  oe p.s. D'apr~s le rdsultat rappel6 en 2(c), si M est une 
martingale,  

P (Wp(M, t) > 2) = liln P(Wp" (M, t) > 2) < P(Wp (Z, Tt) > 2) 

pour  tout  2 > 0, et cette expression tend vers z6ro quand 2 tend vers l'infini. Si M 
est une martingale locale, on utilise un~e suite croissante (T,) de temps d'arr~t 
r6duisant M telle que P(T, < t) tende vers z6ro quand n tend vers l'infini. De 

P (Wp(M, t)~: Wp(M, tA T,))<P(T,<t), 

il r6sulte que Wp(M, t) est encore fini p.s. Enfin, si X est une semi-martingale avec 
X = M + A ,  

Wp(X, Q<2P-I(Wp(M, t)+ Wp(A, t ))< oo p.s. 

(b) Soient 1 < q < p < 2 .  Posons 

T = i n f  {s: (XC)s > 0} 

et soit (T,) une suite de temps d'arr~t croissant vers l'infini tels que (voir 2 (a)) 

xTA rn= Un +A', 

off U ~ est une martingale de carr6 intSgrable sans partie continue et A" un processus 
adapt6/~ variat ion finie p.s. sur [0, tJ, ce qui entra~ne VVp(A', t )<  oo p.s. Posons 
encore, pour  tout  m >  0, 

S .... = in f{s :  Sq(U n,s)>m}. 
De 

sq(u", t A S.,m)<m+ IA ~ \ s ~  ~, 

nous d6duisons, sachant que U" est de carr6 int6grable, que 

E[Sq(U n, t A S,, rn)] < O9. 

Posons, pour  all6ger l'6criture, N=(U') s",~ et 6tudions Wp(N,t). Si cette fois 
(Zr~, s > 0) a m~mes rdparti t ions finies que N, nous v6rifions ais6ment cn posant  

2 =  ~ q  que Wp(N, t) est fini p.s. si W~p(T, t) est fini p.s. Comme 2 p <  1. 
2p 

2 n 

W;Yp( T, 0 = Z (Tkz-n,-- T(k-,): -t) ;'p' 
k = l  

Nous  savons que pour  le mouvement  brownien Z, [ Z J t = t .  Appl iquant  alors 
l'inOgalit6 B.D.G. avec (b(x)=lxr q et l'in6galit6 de Doob,  nous obtenons pour  
O<=u<v<t 

E [(T~ -- T,);~P 3 N c E[I Zr~ - ZT~ I ~] 
=c e[[N~- N,[q]. 
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Appl iquant  main tenant / t  N l 'autre c6t6 de l'in6galit6 B.D.G., nous aboutissons ~t 

E [W~p(T, t)] = lim E [W~p (T, 0] < c E [Sq(N, t)] < oo. 
/ 1 ~ o 9  

I1 reste h localiser le r6sultat. 

U {s,, ,, > t} = {sq (u", t) < oo } = {sq (x ,  t/x T/x T,) < oo } 
m 

{Sq(X, t )<  ~ }  c~ {(XC)t=0} c Q) ({T,> t}~{Sq(X, t A TAT,)< oo}). 
n 

En tout  point  de l 'ensemble du premier membre  (p.s.), on peut t rouver  n e t  m 
tels que T A T~/x S,, m > t, et par  cons6quent Wp (X, t) < ~ .  

(c) Soit p = 1. Posons  encore 

T= in f{ s :  (XC)s>0}  

et soit (T~) une suite de temps d'arrSt croissant vers l'infini r6duisant la martingale 
locale M T, si X = M + A. Int roduisons  encore 

S,, m = inf {s: S 1 (MT% s) > m}, 

ce qui nous donne  

E[SI(M , TA T~/xS,,mA t)] < oo. 

Nous  disposons cette lois de l'in6galit6 ([153, p. 13) 

E [ W 1 (N, t)] < 2 E [$1 (N, t)] 

pour  toute martingale N sans partie continue. Le r6sultat en d6coule comme en 
(b), si l 'on remarque  en outre que 

{Wa(X,t)<oo}={Wl(M,t)<oo } p.s., 

{SI (X , t )<oo}={SI(M, t )<~ } p.s. 

(d) Soit 0 < p <  1. Si M est une martingale locale dont  les sauts sont 6puis6s 
par  une suite de temps d'arrat  pr6visibles, et si 

T = i n f { s :  ( M e ) s > 0 } ,  

alors M r e s t  exactement  la somme de ses sauts, et dans ces conditions 

Wp(M, t A r)-~Sp(M, t A r ) .  

(b') Soit 1 < p < 2 .  Si X est un P.A.I. tel que 

X = a q - X  2 q-X 3 q-X 4, 

nous avons suppos6 que W,(a, t )<  oo, donc 

S,,(a, t) < W,,(a, t) < oo, 

et de mSme Wp(X 4", t )<co  p.s., car il n'y a dans l 'intervalle [0, t] qu 'un nombre  
fini de sauts d 'ampli tude sup6rieure ~t 1. La nature de la d6composi t ion de X 
montre  aussi que 

Sp (X 2 + X 3 + X4, t) = Sp ( x  2, t) + Sp(X 3, t) + Sp(X4, t). 
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L'hypoth6se Sp (X, t) < o0 p.s. entraine donc 

Sp(XZ, t)< oo p.s.,  

Sp(X3, t)<oe p.s. 

Dans chacun de ces deux cas, l'utilisation de la transformation de Laplace (voir 
[16] p. 61 pour X 2) montre qu'en fait 

E[Sp(X 2, t)] < ~ ,  

E[Sv(X 3, t)] < 0o. 

Mais le thdor6me II de [3], p. 64, permet d'obtenir, pour y = X 2 + X  3, 

2 ~ 

E[Wp(Y , t ) ]<c  ~ E[IYk2_nt--Y(k_i)2 ~tl p] 
k=l 

<__cE[S,(Y, t)] 

en appliquant en dernier lieu l'in6galit6 B.D.G. D'ofi la conclusion, puisque 
Wv(X 2 + X  3, t) est int6grable, Wp(a, t) et Wv(X 4, t) finis p.s. 

(d') Soit 0 < p  < 1. Par hypoth&e, 

X I = 0  

w~(a, t) < 

x?= S ~ N~(dx). 
Ixl~l 

Le processus X est alors la somme de ses sauts, et 

Wp (X, t) = Sp (X, t). 

Lorsque X est une martingale, la finitude de sa variation forte nous conduit 
une in~galit6 faible. Posons 

Wp (X) = ]ira G (X, t), 

s / x )  = ~im s / x ,  t). 

Lemme 1. (a) Si p > 2, il existe une constante A telle que pour toute martingale M, 

P(Wp(M)>)cP)<=A2 -2 E[(M~) 2] pour tout 2>0 .  

(b) Si 1 <q<p=<2,  iI existe une constante A telle que pour route martingale M 
sans partie continue, 

P(Wp(M)> 2P)<=A2-q E[Sq(M)] pour tout 2>0 .  

Preuve. (a) On peut montrer ce r&ultat/t  l'aide du th6or6me l(a) et de la m6thode 
indiqu6e en [16], p. 72, ce qui permet d'obtenir la condition de finitude C z du 
th6or~me 2 de [4]. Nous allons suivre une ddmonstration voisine. 
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Si l'6nonc6 de (a) 6tait faux, il existerait une suite de martingales (O k, (o~k), 
pk, M k) telle que 

Pk(!eVp(Mk) > 1)= oo, 
k 

Z 2] < oo. 
k 

Sur l'espace O' = [ I  ~2~, muni de la probabilit6 P' = @ U ,  consid6rons pour tout 
k k 

co' = (col, c%,...) et tout ~>0 

k - 1  

M;(CO') = ~ M~ (coi) k + M~ (k_t)(cok) lorsque k-l__<r<k,  
i=1  

1 
off g(u)=-  pour 0 < u < 1. D6finissons de m~me la famille de tribus (~ ' )  sur f2' par 

U 

| ~(k -t) | @ ~oo; lorsque k -  1 < t < k. 
\ j = k + I  / 

La condition ~ Ek~(M~) 2] <oo assure que M' est une martingale de carr6 P'- 
k 

inthgrable adapt6e/t (N'). Posons 

Ak= {sup {Vv(M', S); S~-~k} > 1}, 

off ~ est l'ensemble des subdivisions finies de [k - i, kJ. Les 6v6nements A k sont 
ind6pendants et 

Z P'(Ak)= ~, Pk(Wp(Mk) > 1)= oo; 
k k 

le lemme de Borel-Cantelli permet d'affirmer que pour presque tout co' e f t ,  pour 
tout rOel K > 0, il existe une subdivision finie S de [0, oo [ pour laquelle Vp(M', S) (co') 
soit plus grand que K. Cela entraine Wp(M') = Go. En posant M~ = M}~t), off 

t 
f(t)=l_ t si 0 < t < l  

=oo si t > l ,  

nous obtenons une martingale M telle que Wp(M, 1)= o% ce qui est contraire au 
r6sultat du th6or6me pr6c6dent. 

(b) La d6monstration est analogue pour 1 < q < p < 2 .  Nous imposons cette 
lois aux martingales M k de v6rifier 

(Mk) ~=0 pour tout k, 

Z EfSq( Mk)] < oo. 
k 

Ces deux conditions assurent que la martingale M' construite est born6e dans/5 
(in6galit6 B.D.G.), donc uniform6ment int6grable. 

Comme il arrive fr6quemment, de cette in6galit0 faible on peut d6duire une 
in6galit6 int6grale pour les fonctions/~ croissance mod6r~e. 
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Proposition 2. Soit q~ une fonction d croissance rood&de. 

(a) Si p >  2, i[ existe une consmnte c telle que 

e [ ~  o (W.(M))~/q ___< c E [ ~  o M * ]  

pour route martingale M. 

(b) Si 1 < q < p < 2 ,  ou si 1 = q = p ,  il existe une constante c telle que 

~'[ e o ( G ( M ) ) . q  < c e[r ~ (s . (M)::  q 

pour toute martingale M sans partie continue. 

Preuve. (a) Selon une m@hode maintenant classique en th6orie des martingales, 
la d~monstration se d6compose en deux: recherche d'une in6galit6 de distribution 
pour des martingales ~ sauts <<pr6visiblement bornds>>, puis ddcomposition de 
Davis de Ia martingale M. 

Soit donc L une martingale uniform6ment int6grable pour laquelle existe un 
processus croissant adapt~ D v~rifiant 

]A L,I ~ D~_ pour tout t > 0. 

Si 3>0,  f l> 1 +3, 2>0,  posons 

T=inf{ t :  Wp(L, t)> fl~ 2P}, 

S = inf {t: Wv(L, t) > 2P}, 

R= in f{ t :  D, v L* > 3,r 

N, -- L(, +s) ̂  ~ - Ls ^ R" 

Le processus N est une martingale uniform6ment int6grable adapt6e fi (~ft)= (d~t+ s). 
I1 en r6sulte 

( w. (L, R)) ~/. __< (% (L, R A S)) 1/~ + (W. (N)) ~/", 
P ( T <  ~ ,  R =  oo)N P ( W p ( N ) > ( f l - 3 -  1)p 2p) 

A 
< _ 1)2 j~2 E[(Noo)2] �9 

Sur {X= oo}, N~ =0, et sur {S< oo}, N~_<9 b2,~ ;. Par cons4quent, 

9cS 2 
P ( T <  co, R = oo)<=(,, _ 1) 2 A P(S < ~ ) .  

De cette in6galit~ de distribution ddcoule l'in6galitd int6grale ([51, p. 26) 

E[qr~ o (W;(L))I/p] < c  E[  ~ o Do] +c  E[q~ o L*] 

pour toute fonction q~ g croissance mod&ee. I1 reste/t effectuer la d6composition 
de Davis ([5J p. 33 ou L14] p. 145) pour toute martingale M uniform6ment 
int~grable. Introduisons 

St=sup {IAM~I; s<t}, 

S~t  
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K 2 projection duale pr6visible de K 1, 

K = K 1 - K 2, 

L = M - K .  

Nous verifions que [A L,I < 4 S,_ identiquement, donc 

E[q~ o (Wp(L)) 1/p] < c E [ ~  o M*] + c E [~  o L*]. 

En ce qui concerne K, 

K* ~ ( Wp(K)) ~/" < W~ (K) < W~ (K ~) + ~ (K~), 
Wl(K1)=<4 M * , 

E [ ~  o Wx(K:)] < c E [ ~  o Wl(K1)]. 

Pour avoir cette derni6re inegalite, on remarque que si e{ est la projection duale 
previsible du processus fl variation integrable A, alors le processus l/Vl(/l , t) est 
major6 par la projection duale previsible Iga(A,t ) du processus WI(A , t  ). Du 
r6sultat de Neveu-Garsia ([21] p. 204), on sait d6duire que E[~bo ~I(A, t)[__< 
cE[Cbo WI(A ,t)] (voir [151 p. 102), d'ofi E[~o  W~(d)]<cE[cbo WI(A)]. La 
conclusion g6nerale provient du regroupement des diverses in6galit6s ci-dessus. 

(b) Si 1 < q <p  <2, la demonstration est tout fl fait semblable fl la prec6dente, 
en rempla~ant L* par (Sq(L)) 1/q. On obtient alors 

2 ~  q 
P ( T <  0% R = oo) <= ( f l -  b - 1) q A P(S < oo) 

et les autres modifications sont evidentes. Meme demonstration pour p = q =  1, 
l'indgalit6 

E(W, (M)3 < 2 E IS 1 (M)3 

nous fournissant l'in6galit6 faible dont nous avons besoin (A = 2). 
Voici maintenant quelques r6sultats n6gatifs sur la variation forte, qui 

expliquent certaines des restrictions envisag6es ci-dessus. 

Proposition 3. (a) Soit p = 2. I1 existe un P.A.I. centrd X,  sans pattie continue, de 
carrd intdgrable et d discontinuit& fixes tel que WE(X , t) = oO p.s. 

(b) Si O<p<2 ,  pour toute semi-martingale X ,  Wp(X, t)= oo p.s. sur 

{ ( x %  > 0} u { s v ( x ,  t) = co }. 

(c) Soit 0 <p  < 1. II existe une martingale M telle que Mc=O 

E[Sp(M, t)] < c~ et Wp(M, t)= oo p.s. 

Preuve. (a) Si pour tout P.A.I. centr6 sans partie continue, de carr6 integrable, fl 
discontinuit6s fixes, nous avions We(X, t)< c~ sur un ensemble de probabilite' 
strictement positive, la demonstration du lemme 1 (a) montrerait l'existence d'une 
constante A telle que 

P(W2(X,  t) > 2 2) -< A 2 -2 E [(X,)2]. 
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Mais nous savons depuis P. L6vy que pour  un mouvement  brownien Z, 

W2(Z, t )=  oo p.s. 

donc  W~(Z, t) tend vers l'infini p.s. lorsque n tend vers l'infini. Si nous consid6rons 

X~=Z(k-1)2 ~t pour  ( k - 1 ) 2 - " t < s < k 2 - n t ,  

X~ = Z,, 

nous avons 

w;(z ,  t)= w2(x", t) 

et l'indgalit6 faible ci-dessus n'est pas vdrifi6e par tous les  X". 
(b) Soit 0 < p < 2 .  I1 est clair que Wp(X, t )=  oo sur {Sp(X, t )=  oo}. Mont rons  

donc que Wp(X, t )=oo  p.s. sur {(XC)t>O}c~{Sp(X,t)<c~}. En ce qui concerne 
X c, quitte ~t plonger l 'espace *2 de d6part  dans un espace produit ,  on salt qu'il 
existe un movement  brownien Z tel que pour  tout  s > 0 ,  

X~ = Z<x~>~. 

Nous  en d6duisons que We(X ~, t )=  oo p.s. sur {<X~}t>O}. Mais, sur 

{se(x, 0 = s p ( x -  x c, t )< oo }, 

d'apr~s le th6or6me 1 (b), W 2 ( X -  X ~, t )<  oo p.s., et par  consdquent  

I4~(X, t) > W2(X, t) = c~ p.s. sur {(XC}t > O} c~ {Se(X , t) < ~} .  

(c) Soit M t = N t -  tun  processus de Poisson centr6, et soit 0 < p  < 1. I1 est clair 
que We(N, t) est fini p.s., mais & cause du terme de centrage We(M, t) = oo p.s. 

5. In6galit6s de martingales vectorielles 

Si M est une martingale sans partie continue et si 1 < p < 2, ~t ddfaut d'indgalitds 
int6grales entre We(M ) et Se(M), nous allons en obtenir, pour  chaque subdivision 
S, entre Vp(M, S) et Se(M , t). Pour  cela, nous allons utiliser des martingales /t 
valeurs dans 1 e, comme dans le paragraphe  5 de [13]. 

Considdrons une suite (M ~, i > 1) de martingales adapt6es/ t  (~,) uniform6ment  
intdgrables, et supposons que pour  tout  i>  1, la partie continue de M ~ soit nulle. 
Ddfinissons alors pour  1 < p < 2 les opdrateurs 

( ~=1 . \l/p 
M** = [(M')*F) 

i 

S ( M ) =  ~, IAM~I p\l/e 
i O<s 

M,** = ( ~  " x:/P = [ ( M ' ) * ] , )  , 

i \ i / p  

Proposition 4. Pour toute fonction ~ d croissance modOrde, il existe une constante c 
telIe que 

E [ ~  o M**3 <cE[q) o S(M)]. 

Preuve. Le fil de la d6monstra t ion est analogue /t celui du th~or6me4 de [13]. 
Comme pour  la proposi t ion  2(a) ci-dessus, on commence  par consid6rer une 
suite (/J) de martingales sans partie cont inue telle qu'il existe un processus croissant 
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adapt6 D v6rifiant 

(~  [AI~tlP)l/P<=Dt_ pour tout t>0.  
i 

Nous introduisons encore 

r = i n f  {t: L't* > fi ).}, 

S= in f{ t :  L** >)~}, 

R = i n f  {t: Dtv S(L, t )> 6).}, 

Nous utilisons ensuite l'in6galit6 B.D.G. 

E [((N')*)q < e E [Sp(N')],  

d'ofl l'in6galit6 de distribution 
2a p 

e(L**>fi2, Doov S(L)<a,a,)<(f i_a - 1)" c P(L** > 2). 

Nous d6composons ensuite la martingale vectorielle (M i) en une martingale (/J) 
du type pr6c6dent et une martingale (K i) selon la m6thode de Davis d6jfl indiqu6e. 

Revenons maintenant fl la variation d'une martingale r6elle M sur [0, t], en 
supposant la subdivision S quelconque mais fix~e. 

Proposition 5. Si M est une martingale sans pattie continue et si 6b est d croissance 
moddr&, alors, pour 1 < p < 2, 

E[ ~ o (V~(M, S)) 1/'1 < c E[  ~ o (S , (M,  t ) )w]  

off la constante c ne d@end ni de M, ni de t, ni de S. 

Preuve. Si S = (0 = t o . . . .  , t m = t), posons 

M~=E(Mt - M t , _ I [ ~  ] pour l < i<m,  

M~=0 pour i>m; 

nous pouvons appliquer la proposition pr~c6dente aux martingales M ~, sans 
partie continue, qui ont pour sauts ceux de M aux instants compris entre t~_, et t u 

Remarque. Un r6sultat plus puissant a d~jfl 6t6 d6montr6 (proposition 2) pour 
p = 1. Pour p = 2, un argument calqu6 sur les d6monstrations pr6c6dentes montre- 
rait que pour toute martingale M, 

E [ ~  o (V~(M, s)) ~/~] ___ c E[~ o ([M],)~/~]. 

6. La convergence en probabilit~ 

Nous pouvons maintenant commencer l'~tude des diverses convergences pour 
p > l  lorsque ~(S) tend vers z@o. L'id~e g~n~rale est d'approcher toute semi- 
martingale, apr~s arrat en un temps convenable, par une semi-martingale fl trajec- 
toires assez r6guli~res au moyen d'in6galit6s simples dans le cas de la convergence 
en probabilit6, plus ~labor~es pour la convergence p.s. 
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Lemme 2. Soit X une semi-martingale telle que 

s i p >2 ,  S~(X , t )<  oo p.s. 
si l < p < 2 ,  W~(X, t )< oo p.s. 

Alors Vp(X, S) converge p.s. vers Sp(X, t). 

Preuve. I1 suffit de v4rifier que 

lira Vp(X, S)<So(X,  t) p.s. 

Posons pour tout O<s<_t 

Os=Xs - Z 
U~S 

La convergence p.s. vers z6ro de Vp(Q, S) est assur6e par la continuit6 des trajec- 
toires de Q et les in4galit4s 

(i) p > 2  

~ S~l/q<su (Vv((2, )) = ,P IQt,+ ~ - Q ~ , I  (p-q)/q [(Wq(X, t )) l /q q - S I ( X  , t)] 

pour  2 < q < p ;  

(ii) 1 < p < 2  

Vv( Q, S)< sup IQ,~ + ~ - Q~,IP- ~ [W~ (X, t) + Sl (X , t)]. 
i 

Pour tout e > O, pour presque tout co, il existe une suite sl, ..., s, dans [0,  t] telle que 

SI(X  , t ) -  ~ IAXsj t <& 
j=l 

Pour tout e' > 0, toute subdivision S de pas assez petit s4pare les (s j) et v6rifie 

IX~,+~-X~, I~- IAX~j I~<~ ' lorsque t i<si<t i+ 1. 

Pour les autres intervalles de S, 

fXt,+ ~ - Xt~l p -  IQt,. ~ - QtJP < p rXt, + ~ - Xt,r p-1 ( s ,  (x ,  ti + t ) -  S, ( X,  t~)) 

d'ofl 

Vp(X, S ) -  Vp(Q, S ) -  Se(X , t) <=ne' + ~ p 2 p- ~ (X*) p- ~ 

et par cons6quent 

lim Vp(X, S) < St(X,  t) p.s. 

Th6or~me 2. Soit X une semi-martingale 

(a) Pour p > 2, Vp(X, S) converge en probabiIitd vers Sp(X, t). 
(b) Pour p=2 ,  Vp(X, S) converge en probabilitd vers [X]t. 
(c) Pour 1 < p < 2 ,  !/p(X, S) converge en probabilit6 vers Sp(X, t) sur l'ensemble 

{G(x, t ) <  = 0}. 

Preuve. On trouve une d6monstration complete du cas p = 2  dans [15], p. 113. 
Restent h voir (a) et (c). 
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(a) D'apr6s 2 (a), pour tout 8 > 0, il existe un temps d'arr~t T tel que P(T< t)< e 
et 

X r =  U+V, 

off U est une martingale de carr6 int6grable et 1/un processus ~t variation finie 
sur [0, t]. Par d6composition orthogonale, 

U = U c + ~ U (~), 
m 

EE(q) 2] = ~ E(~c) 23 + E E [(~(m))23" 
m 

Pour tout d >  0, on peut trouver m o tel que si 

R= ~ U (m), 
m>mo 

alors E[(Rt) 2] < d et Y= X r - R  v6rifie S~(Y, t)< oo p.s. Dans ces conditions 

I(W(X T, S)) 1Iv - (W(Y,, S))'/P I < (Vp(R, S)) lip < (Va(R , S)) 1/2, 

I(sp(xL t)) l /p-  (sgr, 0)~/~1 __< (S gR, O) 1/~ <= (S~(R, O) 1/~, 

Comme 

ElY,(R, S)] = E[S2(R, t)3 = E[ (Rf ]  < ~', 

le premier et le troisi6me terme sont major& par 9e'2 -2, tandis que le lemme 
2 appliqu6 ~t Y montre que le second terme tend vers z6ro lorsque rc(S) tend vers 
z6ro. 

(b) Reprenons les notations de la d6monstration du th6or6me 1 (b), avec cette 
fois p = q. Si (S~) est une suite de temps d'arr~t 6puisant les sauts de la martingale de 
carr6 int6grable N, pour tout d >  0, on peut trouver un entier k 0 tel que 

E[ Z IdN~J]<~' 
k >  k o 

et on pose alors 

R= ~ N (k), 
k> ko 

Y = X  T A T ' ^ S  . . . .  R .  

I1 vient 

P(I(Vp(X, S)) ~/p - (Sp(X, t)) l/p] > 2, T/x T. /x S.. ,. >= t) 

< P (  Vp(R, S)> (~-) ' )+P(I(V/Y, s))~/~-(sp(Y, t))i/Pl >)'3) 
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Le premier  terme est major6 par 

< Cg/. 

le second tend vers z6ro car W~(Y, t) < oo p.s. et nous pouvons appliquer le lemme 2, 

le troisi6me est major~ par  (~) v e'. I1 suffit pour  terminer de remarquer  que pour  

tout  e>O, il existe n et m tels que 

P((X~>t = O, Sv(X, t) < o% T/~ T,/x S,, m < t) < e. 

7. La convergence en moyenne 

Le th6or~me pr6c6dent nous permet  d'6tablir la convergence en moyenne  d6s que 
nous obtenons l'int~grabilit6 uniforme de la famille {Vv(X , S)}. 

Th6or~me 3. Soit X = M + A une semi-martingale et soit r > 1. 

(a) Pour p > 2 ,  si M* et WI(A, t) sont darts E, alors (Vp(X, S)) rip converge dans 
12 vers (Sp(X, t)) r/;. 

(b) Pour p = 2 ,  si M* et VVI(A, t) sont dans E, alors (V2(X , S)) ~/2 converge dans 
I2 vers ([X]y/2.  

(c) Pour t < p < 2 ,  si XC=0 et si (Sp(M)) lip et WI(A,t)  sont dans 12, alors 
(Vv(X, S)) "/p converge dans I2 vers (Sv(X, t)) ~/p. 

Preuve. (a) Les in6galit~s 

E[(W,(M,  t)) ~/"] < c E [(M*) r] (proposit ion 2), 

(Wp(A, t))"__< w~(a, t), 

( Wv(X ' t))r/p < 2 ~ t [(Wp (M, t)) ~/p + (Wp (A, t))"/Pl 

mont ren t  que 

E [ ( % ( x ,  t)) ~/v] < oo 

et par  cons6quent  {(Vv(X , S)) ~/p} est uniformdment  int6grable. 

(b) S ip  = 2, l'in6galit~ B.D.G.appl iqu6e/ / la  martingale discr6te (Mt,,O < i <  m) 
mont re  que 

E[,~ o (V2(M, s)) "2]  < c E [ r  o M*], 

off c ne d6pend pas de S. L 'hypoth6se faite sur M t et le lemme 5.1 de [6] mont ren t  
l 'existence d 'une fonction ~b fi croissance mod6r6e v6rifiant 

lira ~,(2) 

~ [ ~  o (M?) ']  < oo. 
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Nous en d6duisons, en posant ~b(x)= O(xr), que {(V2(M, S)) "/2} est uniform6ment 
int6grable, et de 

(v2 (x, s))'/~ < 2'-1 [(v2 (M, S))'/~ + (W~ (A, t))'] 

nous tirons que {(V2(X, S)) */2} l'est aussi. 

(c) Si 1 <p  < 2, la proposition 5 montre que {(Vp(M, S)) ~/v} est uniform6ment 
int6grable si(Sv(M, t)) */p est dans/2 et Me=0, d'ofl une conclusion identique pour 
{(v~(x, s))'~, }_ 

8. La convergence presque sfire 

Les in~galit6s faibles portant sur un op6rateur maximal jouent souvent un r61e 
central dans la d6monstration de la convergence p.s. des suites d'op6rateurs. On 
comprend dans ces conditions l'int6r~t des in6galit6s du lemme 1. 

Th+or~me 4. Les sommes Vv(X , S) convergent p.s. vers Sv(X, t) 
(a) pour p > 2, sur tout ~2; 
(b) pour 1 < p < 2 ,  sur ( U {sq(x, t)< oo})c~{(xc)t= 0}; 

q<p 

(b') pour 1 < p < 2 ,  sur tout ~2 si X est un P.A.I. sans partie continue tel que 
Sp(X, t) < oo p.s. 

Preuve. (a) Comme pour le th6or6me 2(a), on peut supposer qu'avant l'instant T, 
X est la somme d'une semi-martingale Y v6rifiant S 1 (Y, t)< oo p.s. et d'une martin- 
gale R v6rifiant E[(Rt) 2] <e'. Posons 

L = lira (Vp(X r, S)) lip -li_m_m (Vp(X T, S)) lip. 

En appliquant A nouveau le lemme 2/~ Y, 

L < lim I(Vp(Y, S)) ~/, + (Vp (R, S)) 1/pl - li_N_m I(Vp (Y, S)) ~/p - (Vp(R, S))l/v i 

< 2 lim (Vv(R, S)) lip 

< 2 (Wp(R, t)) ~/p. 

Mais d'apr~s le lemme 1, 

P(L>2)O<P(Wp(R, t)>)~V)<A2 -2 ~' pour tout 2>0. 

I1 en r6sulte, comme e' est arbitraire, que L = 0  p.s., et par cons6quent Vp(X r, S) 
converge vers une limite qui d'apr6s le th6or6me 2 ne peut 8tre que Sp(X r, t). 
Puisque P ( T <  t) < ~, la convergence de Vp(X, S) est 6tablie sur tout f2 p.s. 

(b) Si 1 <q < p < 2 ,  on utilise ~t nouveau les temps d'arr~t T, T,, S,, m de la 
d6monstration du th6or~me l(b). Pour tout e '>0, on d6compose ensuite la 
martingale N en une martingale R v6rifiant 

E[Sq(R, t)] <e' 

et une martingale N - R ,  somme compens6e d'un nombre fini de sauts, donc/ t  
variation finie sur [0, t]. Si l'on pose encore 

y = x T A T n ^ S  . . . .  R, 
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les lemmes 1 et 2 utilis6s comme en (a) montrent que Vp(X, S) converge p.s. vers 
Sp(X, t) sur {TA T, /x S,,,~> t}. 

(b') Soit X un P.A.I. sans partie continue v6rifiant Sp(X, t )< oo p.s. Comme 
pour le th6or6me l(b'), nous en tirons 

Wl(X4, t) < oo p.s., 

E[sp(x 2, 03 < ~ ,  

E[Sp(XL 03 < oo. 

Pour tout e > O, nous choisissons r/et k o tels que 

J Ixt'LMx)<~, 
Ixl<n 

E [  Z IDk[P] < a  
k> ko 
t k ~ t  

Posant alors pour tout s=> 0 

Rs= ~ x[N~(dx)-Ls(dx)]+ ~, Dk, 
]x I < t/ k >  k o 

t k < S  

nous obtenons 

E [Sp(R, t)] < 2e, 

Wl(X-R, t )<oo  p.s. 

Ainsi que nous l'avons d6jfi remarqu6 dans la d6monstration du th6or~me l(b'), 

E [ Wp (R, t)] < c E [Sp (R, t)] N 2 c e, 

et nous pouvons alors terminer comme en (a) et (b). 
I1 est possible de pr6ciser un peu plus le comportement des sommes Vp(X, S) 

pour l < p < 2 .  

Proposition 6. Si 1 < p < 2 ,  pour toute semi-martingale X, 

{lira Vp(X, S)< oo) = {S,(X, t )< oo} p.s. 

Preuve. L'in6galit6 

Sp(X, t )<l im Vp(X, S) p.s. 

permet de conclure dans un sens. 
Si X a ses trajectoires continues, on peut choisir pour tout m> 1 des instants 

(ti) tels que 
1 

x .  - x~ ,_~  = m ( x ,  - X 0 ) ,  

et par consdquent 

inf { Vp(X, S)} =0,  

ce qui entraine lim Vp(X, S)=0. 
Si maintenant, pour X quelconque, nous reprenons les temps  d'arr& T, 

T,, S,, ,, (avec p = q) et la martingale N, l'in6galit6 

E [lim Vp (N, S)] =< c E [-Sp (N, t)], 
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qui est une cons6quence directe de l'in6galit6 B.D.G., montre que 

li_Nm Vp(X,S)< oe p.s. s u r  {T A TnASn, m>=t}, 
d'ou 

lim Vp(X-XC, S ) < ~  p.s. sur {Sp(X , t )<~} ,  

et comme X c a ses trajectoires continues, 

li__m_m V p ( X , S ) < ~  p.s. sur { S p ( X , t ) < ~ } .  

En comparant ce r6sultat tt celui de la proposition 3 (b), nous voyons que pour 
tout l < p = 2 ,  le comportement des sommes Vp(X,S) est tr6s irr6gulier sur 
{<x%>o}. 

9. La  variat ion condit ionnel le  

Si Sp(X, t) est int6grable, on peut d6finir pour 0_<s<t sa projection duale pr6- 
visible Cp(X, s). 

Propos i t i on  7. Si X = M + A est une semi-martingale, les sommes 

i 

convergent darts a(/2, L ~) vers Cv(X , t) 
(a) pour p > 2, si M t et W 1 (A, t) sont clans L v 
(b) pour 1 < p < 2, si XC= O, Sp (M, t) est darts 12 et W~ (A, t) est dans L v. 

Preuve. La d6monstration reprend celle de C. Dol6ans [8] pour p=2.  Soit Y 
une variable al6atoire positive born4e. Considerons la martingale non nulle en 
z6ro 

Ys=E [ Y l ~ ] .  s__>0. 

Pour tout i = 0, ..., m -  1, 

E[YE[IX,,+,-X,y l ~ , l ]  = E [ Y , , IX , ,  + - X , , l ~ l ,  

[ v~, (s.  (x,  t, + 1) - sp (x, t~)] = ~ [ ~, (cp (x, t~ + 1) - c .  (x, tO]. 

Mais lorsque n(S) tend vers z6ro, E [~ ,  Y~,(Cp(X, t~+l)-Cp(X , t,))] tend vers 
i 

la premiere de ces 6galit6s 6tant due/t la pr~visibilit6 de Cp (X, t). I1 reste g montrer 
que 

[ 2  Y,,(I x,, + , - x , y - ( s . ( x ,  ti+l)-sp(x, t3))] 
i 

tend vers z6ro. Chacune de ces sommes est major6e par Ih YIIo~ Vp(X, S) et minor6e 
par -][ Y Iloo Sv(X, t), elles sont donc uniform6ment int6grables d'apras la d6mon- 
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stration du th6or6me 3 et les hypoth6ses d'int6grabilit6 que nous avons faites. 
En reprenant ensuite les d6monstrations du paragraphe 6, on montre qu'elles 
convergent en probabilit6 vers z6ro, d'ofl le r6sultat. 

Notons enfin que si X est une martingale, les processus Sp(X, t)et Cp(X, t) 
v&ifient des in6galit6s int~grales. 

Proposition 8. Soit M une martingale telle que E [Sp(M, t)] < oo. Pour toute fonction 
?l croissance moddrde, il existe des constantes c telles que 

(1) E [ ~ o  Cv(M, t)] <=cE [q~oSp(M, t)], 

(2) EE~oSp(M , t ) ]<cE[~o (M * )  p] pout" p>2 ,  

(3) E[~oCo(M, t ) ]<cE[eboIM,  Iq pour p>2 ,  

(4) E[q~o(Mt*)P]<=cE[q~oSp(M,t)] pour l < p < 2  si Me=0.  

Pour route fonction eb nulle en zOro, croissante et concave, il existe des constantes c 
telles que 

(5) e[~oS.(M,  t)] <cE[,~o cp(m, t)], 
(6) E[Cbo(M*)P]<cE[~bocp(M,t)] pour l < p < 2  si Me=0.  

Preuve. Les in6galit6s (1) et (5) sont habituelles entre un processus croissant 
adapt6 et sa projection duale prdvisible. Les indgalitds (2) et (4) sont tir6es des 
in6galit6s B.D.G., et pour obtenir les in6galit~s (3) et (6), il suffit de reprendre en 
temps continu les d6monstrations des propositions 3 et 4 de [13]. 
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