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Let (#t) be a continuous convolution semigroup of probability measures on a 
locally compact group. Through randomization of the time parameter t, new 
semigroups (2) are generated which are called subordinate to (#t) via a sub- 
ordination semigroup (F~) on R+. By extending the results of S. Bochner [1] and 
H. Carnal [2] it can be shown that Gaul3ian and elementary Poisson semigroups 
are not subordinate to other semigroups (except in a trivial way) and that a sub- 
ordinate semigroup (2~) is Poisson iff (#t) or (Fs) is Poisson. 

Sei (#~, t > 0, #0 = 6e) eine stetige Halbgruppe von Wahrscheinlichkeitsmal3en 
auf einer lokalkompakten Gruppe N, weiter sei (F~, s>0,  F 0 =6o) eine Sub- 
ordinationshalbgruppe, i.e. eine stetige Halbgruppe von Wahrscheinlichkeits- 
mal3en auf dem R 1, so dab jedes Mal3 F~ auf [0, ~ )  konzentriert ist. (#t) resp. (F~) 
sind durch ihre erzeugenden Distributionen A resp. B eindeutig bestimmt, B hat 
dabei folgende Gestalt: Es gibt ein nicht negatives Radonmal3 N auf R + =(0, o0) 
und eine Konstante c >0, so dab fiir alle stetig differenzierbaren f e  CI(R +) gilt: 

B(f)=cf'(O)+ ~ (f(x)-/(O)) dN(x). Dabei ist i v t/(1 +t) dU(t)< oe. Die Zu- 
o+ o+ 

ordnung B ~ (c, N) ist eindeutig. B, resp. (c, N) wird Subordinator genannt. 
Nun definiert man eine neue stetige Halbgruppe von Wahrscheinlichkeitsmal3en 

( ) auf N, n~imlich 2s= ~ #tdFss(t) , die durch Randomisierung des ,,Zeitpara- 
\ o+ 

meters" t entsteht. Die erzeugende Distribution C von (2s) hat die Gestalt 

C = cA + ~ (#t-  (~e) dN(O. (2~) heil3t die untergeordnete Halbgruppe. 
o+ 

In [1] Theorem 4.3.2, 4.3.4 bzw. [2] w 4.5 wurde eine interessante Eigenschaft 
der Gaul3verteilungen auf lokalkompakten Abelschen bzw. auf kompakten 
Gruppen bewiesen: Wenn eine untergeordnete Halbgruppe (2s) GauBhalbgruppe 
ist, dann ist das Mal3 N im Subordinator trivial, i.e. 2~ = #c~. 

* Diese Arbeit entstand im Rahmen eines vonder  Deutschen Forschungsgemeinschaft finanzierten 
Forschungsprogrammes 
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Dieselbe Eigenschaft besitzen Gaul3halbgruppen auf einer beliebigen lokal- 
kompakten Gruppe und auch die elementaren Poissonhalbgruppen. Zum 
Beweis miissen dagegen g~inzlich andere Hilfsmittel wie im Falle Abelscher oder 
kompakter Gruppen herangezogen werden, da ja im allgemeinen Fall nicht auf 
Methoden der Darstellungstheorie zuriickgegriffen werden kann: Es zeigt sich, 
dab die oben genannte Eigenschaft der Gaul3- resp. der elementaren Poisson- 
halbgruppen eine Eigenschaft der erzeugenden Distributionen ist. Eine genaue 
Bestimmung des primitiven, Gaul3schen symmetrischen Anteils bzw. des L6vy- 
MaBes der Distributionen A resp. C liefert die Behauptung. 

Zun~ichst werden in der Einleitung die wichtigsten Eigenschaften der erzeu- 
genden Distributionen auf lokalkompakten Gruppen als Hitfssiitze zusammen- 
gestellt. Dann wird in I. der Begriff der Subordination eingefiihrt und es wird die 
genaue Gestalt der erzeugenden Distributionen yon untergeordneten Halbgruppen 
yon Wahrscheinlichkeitsmagen angegeben (Korollar 1.3). In II. wird die an- 
gektindigte Eigenschaft der Gaul3- und PoissonmaBe bewiesen, schlieNich wird 
in III. die Subordination yon Poissonmagen betrachtet: Eine untergeordnete 
Halbgruppe ist genau dann Poissonsch, wenn die Ausgangshalbgruppe oder die 
Subordinationshalbgruppe Poissonsch ist. 

O. Einleitung 

Die im folgenden zusammengefal3ten Eigenschaften erzeugender Distributionen 
sind zum gr613ten Teil bekannt. Es werden die Bezeichnungen yon Siebert [12] 
verwendet. Begriffe, die bier nicht n~iher erkl~irt werden, z.B. ,,L6vy-Abbildung", 
findet der Leser in [12] oder [4]. 

bezeichnet stets eine lokalkompakte Gruppe, 
~ ( N ) = ~  bezeichnet den Raum der unendlich oft differenzierbaren Funk- 

tionen mit kompaktem Tr~iger im Sinne yon Bruhat (s. [4, 12]). Zu jeder stetigen 
Halbgruppe (#t,t>0,#o=6e) gibt es gen~tu eine Distribution A ~ ' ,  so dab 

A(f) = d~t #t(f) t= o" Umgekehrt wird die Mal3halbgruppe (#t) durch A eindeutig 

bestimmt (s. [4, 12]). Mit ~l~(~) soll der konvexe positive Kegel der erzeugenden 
Distributionen bezeichnet werden. Siebert gab eine einfache Beschreibung der 
Elemente yon ~/~(~): Die Elemente Ae~B(N) sind genau die (reellen) linearen 
Funktionale auf ~, die fast positiv (i.e. aus f e ~ + ,  f(e)=0,  folgt A(f)>O) und 
normiert sind (i.e. fiir jede Umgebung U yon e und jedes u ~ ~ +, 0__< u_-< 1, u -  1 in U, 
gilt sup {A(f):fs 7~, 0 <= u <=f< 1} = 0). Innerhalb des Kegels ~ ( ~ )  sind die sym- 
metrischen Gaul3schen Distributionen sowie die primitiven Distributionen 
ausgezeichnet, 113 sei der Kegel der symmetrischen GauBschen Distributionen 
IP der Kegel der primitiven Distributionen und IL sei (bei fester L6vy-Abbildung F) 
der Kegel der erzeugenden Distributionen ohne Gaul3schen und primitiven 
Anteil: Jede Distribution A ~[B(N) l~il3t sich (bei festem F) eindeutig in der Form 
A(f )=P( f )+G(f )+ ~ (f(x)-f(e)-Ff(x))dtT(x) mit PelP, G~II3 darstellen, 

"-. {e} 

dannist der dritte Term in IL. 17 heigt das L6vy-Mal3 yon A. A ist (bei festem F) 
durch die Angabe von (P, G, 17) eindeutig bestimmt. 
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Umgekehrt erh~ilt man die drei Bestimmungsstticke (P, G, ~7) auf folgende 
Weise aus A: 

Sei D o = { feD,  f - 0  in einer Umgebung yon e}, D 1 = { f e ~  +, 0 < f <  1, f =  1 
in einer Umgebung von e}. D a ist in natiirlicher Weise absteigend filtrierend 
geordnet. 

Hilfssatz 0.1. a) Es ist A ( f )  = ~ f (x) dt7(x) fiir alle f e D  o. Umgekehrt ist ~7 durch 
"-. {e} 

die Einschrgmkung auf D o bereits eindeutig bestimmt. 
b) Fiirjedes f e d  + mit f ( e ) = 0  ist P ( f ) = 0 ,  F f ( . ) = 0  und 

G(f)  = lira {A(fep): (p e D 1 "~ 11~}. 
q 

a) folgt aus der Definition des L6vy-Mal3es (s. [4, 12]). Sei f e d  +, f ( e )=0 ,  
dann ist, wie aus der Definition primitiver Distributionen, bzw. aus ihrer Dar- 
stellung als Ableitung erster Ordnung l~ings einer einparametrigen Untergruppe, 
folgt: P( f ) = P( f cp )=O fiir alle q e D  1. Da ffir jedes xe f f  die Abbildung 
g---,Fg(x) = Tx(g ) eine primitive Distribution ist, folgt auch F f ( x ) = 0 =  F(fq)(x).  
Daher ist A(f~o) = G(f~o) + ~ f (x )  (p(x) dq(x)= G(f)  + ~ f (x )  q(x) d~7(x), da G 

aJ \ {e} ~' -~ {e} 

eine Distribution von lokalem Charakter ist (s. [4]). ~1 ist ein nicht negatives 
RadonmaB, der Integrand strebt mit q e D  ~ "~l[~e ~ monoton fallend gegen 0, 
daraus folgt, dab A ( f  cp) ~ G(f). 

Hilfssatz0.Z Eine Gauflsche Distribution Gell3 ist durch die Einschriinkung auf 
D o --- { f e  ~ +, f (e) = 0} eindeutig bestimmt. 

Da die erzeugte Halbgruppe in der Zusammenhangskomponente der Einheit 
konzentriert ist, daft man annehmen, dab ff zusammenh~ingend und somit ins- 
besondere Lie-projektiv ist. Da G dutch die Projektionen auf Lie-Gruppen 
eindeutig bestimmt ist, geniigt es, die Aussage fiir den Fall einer Lie-Gruppe (r 
zu beweisen. 

Sei X 1 . . . .  , X, eine Basis der Lie-Algebra von if, dann gibt es eine eindeutig 
bestimmte positiv semidefinite Matrix (ai, j), so dab G(f )=  ~ ai, j X i X j ( f )  (wobei 
die Elemente der Lie-Algebra als Ableitungen erster Ordnung l~ings der Kurven 
t--. exp(tX) aufgefal3t werden). Offensichtlich ist G bereits durch die Einschr~inkung 
auf D o eindeutig bestimmt, daraus folgt die Behauptung. 

Hilfssatz 0.3. Sei nun f E :~ und sei das L~v y-M aJ3 q so beschaffen, daft ~ F g(x) d~l( x) 
fiir alle g ~ ~ existiert. Dann existiert auch der Grenzwert ~ \ le~ 

lim{A(/cp): qeD1; q "~{e}} = P ( / ) +  G(f )+  ~ Ff(x)  dll(x ). 
\ {e} 

Die erzeugende Distribution A hat dann die Gestalt 

A = P ~ + G + L ,  mit P l ( f )=P ( f )+  ~ Ff(x)d~l(x), PleIP, 
\ {e} 

L ( f ) =  ~ ( f ( x ) - f (e ) )dq(x ) .  
~ \ { e }  

Der Beweis wird wie der Beweis des Hilfssatzes 0.2 geffihrt. 
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Definition 0.4. Sei Ae~(fr  dann definiert man den Tr/iger von A als Tr(A)= 
~r \ {x: Es gibt eine Umgebung U~, so dab A ( f ) = 0  ftir alle f m i t  Tr(f)___ U~}. 

Offensichtlich gilt: Sei A #0,  dann ist Tr(A)= {e} u Tr07), wobei ~7 das L6vy- 
Mag von A bezeichnet. 

Hilfssatz 0.5. Seien A, B ~ f~B(N), A + B # O, dann ist Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B). Sei 
c > O, dann ist Tr(cA) = Tr(A). 

Die im Ursprung konzentrierten Distributionen (s. [4, 12]), i.e. die Distributionen 
aus IP + ~i sind genau die Distributionen in f~l~(N) mit Tr(A) = {e}. 

Der Beweis ist offensichtlich, bzw. folgt aus [4, 12]. 

Definition O.6. Neben den schon eingefiihrten Teilkegeln IP, II], I P + G  werden 
folgende Teilmengen yon ~3(~q) betrachtet: IP�9 bezeichnet den Kegel der Poisson- 
generatoren, i.e. I P O = { a ( # - C ] e )  , a>0,/~EMI((~)}, Ig]P die Teilmenge der ele- 
mentaren Poissongeneratoren, IF.IP = {a(6~-- 6e), a > 0}. SchlieBlich sei IL o die 
Menge aller erzeugenden Distributionen der Gestalt f ~  ~ ( f (x)- f (e))dl~(x) ,  

-. {e} 

wobei das L6vy-Mag 17 so beschaffen ist, dab far jede L~vy-Abbildung F und fiir 
jedes f e  ~) das Integral ~Ff(x)dq(x)  existiert. 

IL o ist wieder ein konvexer Kegel und es gilt die folgende Inklusion: 
IE IP __ IPO __ IL 0 sowie (G + IP) n IL o = {0}. 

Zu jeder Menge A c ~ ( f r  werde mit A ~ die Menge {A +IP} bezeichnet. 
Eine Teilmenge K _~ ~(N)  besitzt die Eigenschaft 

(Z) wenn aus F 1, F 2 ~ ( ( r  und FI+FaeK folgt, dab F 1, F2sK ~ 

K besitzt die Eigenschaft 

(Zl) wenn folgt, dab F 1 und F z darstellbar sind als FI=F~+T, F z = F s  r e l P  
und FI=t l (F 1 +F2), Fs =ta(F 1 +F2), t~>0. 

Offensichtlich folgt (Z) aus (Z1), wenn tK  ~_ K far alle t > 0. 

Hilfssatz0.7. Die Mengen 113, IP +II3, IP�9 IL o besitzten (Z), IEIP (und trivialer- 
weise IP) besitzten (Z 0. 

Man wendet die Tr/igerrelation (Hilfssatz 0.5) an: Seien F1, F2eG, dann ist 
Tr (F~) _~ Tr(F 1 + F2) = {e}, also sind auch die F/in e konzentriert, somit F/s 113 + IP. 

Ganz analog wird der Fall ti] + IP behandelt. 
Nun sei F 1 4-Fzff]L o. Seien/71 , 112 , /73 die L6vy-MaBe von F1, F z und F 1 -t-F 2. 

Es ist 1) der GauBsche Anteil von F 1 + F  z trivial, daher muB auch der GauBsche 
Anteil von F 1 und F z verschwinden (dies folgt unmittelbar aus Hilfssatz 0.1 und 0.2). 
2) Da F 1 + F z ~IL o, mug ftir jede L6vy-Abbildung F u n d  jedes f e  ~)(N) das Integral 

Ff(x )  dlla(X) existieren. Nun ist aber, wie Hilfssatz 0.1a) zeigt, 113 =111 +t/z, 
\ {e} 

daraus folgt, dab auch die Integrale ~Ffdlli,  i=  1, 2, existieren, also FlaIL o +IP. 
Der Fall F 1 + F  z elPID wird wieder ganz analog bewiesen. Nun sei F 1 + F  z elEIP, 

dann gibt es wegen IEIPc lP �9  eine Darstellung F1 =F~ + T, F 2 = F ~ -  T, wobei 
TelP und F[ elPO sind. Die Tr~igerrelation liefert aber, da F 1 + F 2 yon der Gestalt 
a(6~ - 6~) ist, dab F~' nur positive Vielfache yon F 1 + F  2 sein k6nnen. 
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I. Subordination 

Es sei (/~,) eine stetige Halbgruppe von Wahrscheinlichkeitsmagen auf einer 
lokalkompakten Gruppe ft. Dieser Halbgruppe lassen sich neue Halbgruppen 
von Wahrscheinlichkeitsmagen zuordnen, die in der konvexen abgeschlossenen 
Hiille der Familie (#t, t>0)  liegen: Man betrachtet den ,,Zeitparameter" t als 
zuf~illig und nimmt an, dab er nach einer auf [0, oo) konzentrierten Verteilung F 
verteilt sei. Nun bildet man das Mag 2 auf fr gem~ig 2 = ~ #t dF(t), zu verstehen 

[0, ce) 
als schwaches Integral. Wenn nun F seinerseits in eine stetige Halbgruppe yon 
Wahrscheinlichkeitsmal3en auf [0, oo), etwa (F s, s >_ 0, F o = 60), eingebettet werden 
kann, da,m bilden die MaBe (2s= ~ #t dFs(t), s>=O) eine stetige Halbgruppe yon 

[0, co) 
WahrscheinlichkeitsmaBen auf ~. (2s) heiBt die untergeordnete Halbgruppe, 
(F~) die Subordinationshalbgruppe und die erzeugende Distribution von (F~) 
heil3t Subordinator. 

(Zum Begriff Subordination s. Feller [3], Hille, Phillips [8], 23.15; insbesondere 
Phillips [9]; zur Subordination yon Halbgruppen von Wahrscheinlichkeits- 
maBen auf Gruppen s. Bochner [1], Carnal [2] : Dort  wird der Begriff der Sub- 
ordination allerdings mit Hilfe von Darstellungen eingeffihrt.) 

Nun werden einige bekannte Resultate fiber Subordination von Operator- 
halbgruppen als Hilfss~itze zusammengefaBt: 

Hilfssatz 1.1. Zu jeder stetigen Halbgruppe yon Wahrscheinlichkeitsmaflen auf 
[0, oo) gibt es eine Konstante c > 0 und ein nicht negatives Radonmafi N auf (0, oo), 
so daft 

S t/(1 +t) dN(t)< oo (1.1) 
(0, oo) 

ist und so daft ffir jede Funktion f die auf [0, oo) yon rechts stetig differenzierbar 
ist, gilt: 

limo(1/t)(Ft(f)-f(O))=cf'(O)+ ~ (f(x)-f(O))aN(x). (1.2) 
(0, oo) 

Durch (1.2) ist also die erzeugende Distribution yon (F~) gegeben, daher ist (F~) dutch 
(c, N) eindeutig bestimmt. 

Mit anderen Bezeichnungen findet man den Beweis in [8] Theorem 23.15.2. 

Hilfssatz 1.2. Sewn (F~) und (c, N) wie in Hilfssatz 1.1 gegeben. Weiter sei (Tt, t >O, 
To=/)  eine stetige einparametrige Halbgruppe yon Kontraktionsoperatoren auf 
einem Banachraum lB, D sei der Definitionsbereich des infinitesimalen Gene- 
rators A. 

Nun definiere man eine Familie yon Operatoren (S~) durch die schwachen lnte- 
grale Ss= ~ T~dF~(t). Danngilt: 

[0, co) 

a) (Ss, s > O, S O = I) bildet eine stetige Halbgruppe yon Kontraktionen auf lB. Sei 
D 1 der Definitionsbereich des infinitesimalen Generators A1, dann ist D c_ D1. 
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b) Fiir alle f e D  und alle LEIB* ist 

( A l l  L)=~imo(1/s ) ~ (TRY- f L)  aFt(t) 
[0, co) 

=c(Af ,  L>+ ~ (T t f - f ,L )dU( t ) .  
(0, 0o) 

Die Funktion t ~ ( T f f L )  erffillt die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1.1, 
s. Hille, Phillips [8], 23.15, insbes. 23.15.13; Feller [3]. 

Nun sei ff eine lokalkompakte Gruppe, (#3, t_>0, Po = 5e) eine stetige Halb- 
gruppe von WahrscheinlichkeitsmaBen. Dann bilden die auf dem Banachraum 
Co(~ ) definierten Faltungsoperatoren Ru+: f-~ ~f(xy)d#3(y ) eine stetige Halb- 

(q 

gruppen yon Kontraktionen. Der Raum ~(ff) der unendlich oft differenzierbaren 
Funktionen liegt im Definitionsbereich des infinitesimalen Generators von (R #3) 
(s. [4]). Sei A die erzeugende Distribution von (#t), dann ist der infinitesimale 
Generator fiir f e  ~(ff) beschrieben durch f-~ A(. f), also die Faltung von A mit f 
(s. [4]). Es sei nun (F) eine Subordinationshalbgruppe und (c, N) der Subordinator, 
weiter sei (2s= ~ Pt dF~(t)) die untergeordnete Halbgrnppe. Dann folgt ans 

[0, oc) 

Hilfssatz 2.1 das 

Korollar 1.3. Die erzeugende Distribution yon (2s) hat die Gestalt 

B ( f )=cA( f )+  ~ (pt(f)-Se(f))dN(t). (1.3) 
(0, ~) 

Die erzeugende Distribution der Halbgruppe (2s), die mit Hilfe des Sub- 
ordinators (c, N) der Halbgruppe (#3) untergeordnet wird, ist somit 

c A +  ~ (#t- t~e)  dN( t ) .  
(0, 0o) 

In den folgenden Abschnitten wird die Frage untersucht, welche erzeugenden 
Distributionen in dieser Form darstetlbar sind. Vorerst erh~ilt man mit den 
Bezeichnungen des Korollars 1.3 noch den 

Hilfssatz 1.4. Sei c =0, dann geh6rt die Distribution B zu dem in der Einleitung 
definierten Kegel IL o. Das Ldvy-Mafl yon B ist durch q(f)-- ~ #t(f)dN(t) ffir 
{fe3)(~), f -O in einer Umgebung yon e}, gegeben. (o, ~) 

Offensichtlich hat das L6vy-MaB die angegebene Gestalt. Es ist nut nach- 
zuweisen, dab BelL o. 

Stellt man B in der kanonischen Zerlegung dar, so erh~ilt man, wenn man 
eine feste L6vy-Abbildung F w~ihlt, dab ffir alle f e  ~(~): 

B ( f ) = P ( f ) + G ( f ) +  ~ ( f(x)- f(e)-Ff(x))d~l(x) .  
\ {e} 

Andererseits ist B(f) durch (1.3) gegeben. Aus den Hilfss~tzen 0.1 und 0.2 folgt 
leicht, dab der GauBsche Anteil G verschwindet. Bentitzt man nun die oben 
angegebene Gestalt des L6vy-MaBes, so l~Bt sich (1.3) in der Form 

B(f )=  I (f(x)-f(e))d,7(x) (1.3') 
\ {e} 



Subordination 51 

schreiben. Daraus folgt, dab 
\ {e} 

dies bedeutet aber gerade, dab B e l l  o. 
Mit den Bezeichnungen des Korollars 1.3 gilt: 

Ff(x)  d~?(x) existieren und gleich P( f )  sein muB, 

Hilfssatzl.5. Es sei C~213(ff) definiert durch C ( f ) =  
Dann ist (o, ~) 

Tr(B)=Tr(A)wTr(C)  wenn c > 0 ,  

welter ist 

Tr(C)=(  ~ Tr(#t) ) -U{e} ,  oder C=O. 
t~Tr(N) 

(#t( f)-ae(f))dN(t) .  

(1.4) 

Die erste Aussage folgt aus Hilfssatz 0.5, die zweite beweist man auf folgende 
Weise: Sei x6 U Tr(#t) und sei f6~(f#) ,  0__<f__< 1, f ( x ) =  1, f ( e ) = 0  (man darf 

teTr(N) 

x # e  voraussetzen). Es sei to~Tr(N ) so gew~ihlt, dal3 xsTr(#to ). Aus der Stetigkeit 
der Abbildung t---> #t(f)  folgt, wegen #to ( f )  > 0, dag in einer Umgebung von t o noch 
# t ( f ) > 0  sein mug. Dann ist aber auch ~ # t ( f )dN( t )=C( f )>O.  Da dies f~r 

(o, ~)  

jedes f mit den oben angegebenen Bedingungen gilt, folgt xETr(C). 
Nun sei x ~ e ,  x~Tr(C). Dann gilt ffir jedes f mit den oben angegebenen 

Bedingungen, dab C ( f ) >  0. Es mul3 dann zu jedem solchen f ein t e Tr(N) geben, 
so dab # t ( f )>0 ,  und zujedem f u n d  t gibt es ein xl~Tr(f)c~Tr(#t).  L~il3t man 
nun f fallend gegen ll~x I konvergieren, so erh~ilt man ein Netz von Punkten in 
U Tr(#+), das gegen x konvergiert. 

Tr(N) 

C = 0  gilt genau dann, wenn entweder N = 0  ist, oder wenn #t=6e ftir alle 
t~Tr(N). 

Folgerung 1.6. Es sei U eine abgeschlossene Menge in ft. Wenn Tr(B) _ U, dann muff 
sowohl Tr(cA) ~ U (daher c-= 0 oder Tr(A) ~_ U) als auch U Tr(#t) ~_ U sein. 

t~Tr(N) 

Insbesondere: B=O genau dann, wenn cA=O - i.e. c=O oder A=O - und 
wenn Tr(N)~_{t:#t=5e}. Wenn Tr(N)+~,  dann folgt, dal3 #t eine Halbgruppe 
yon Punktmagen ist, #7 = 6~ und es ist c = 0 (falls x t 4= e fiir mindestens ein t) und 
Tr (N)_  {t: x t = e}. 

II. GauB- und elementare Poissonmafle 
lassen sich nicht als Subordinationen darstellen 

Es wird nun folgende Frage behandelt: Es sei wie in I. (#t) eine stetige Halbgruppe 
von WahrscheinlichkeitsmaBen auf ~, (F~) sei eine Subordinationshalbgruppe mit 
Subordinator (c,N), (2s) sei die untergeordnete Halbgruppe (2+=S#tdF~(t)). 
A und B seien die erzeugenden Distributionen von (#) und (2s), also B =  
cA+S(#t-- fe)dN(t  ). Weiter sei stets C=S(#t -6e)dN(t  ) . W a n n  kann man zu 
gegebenem B ein passendes A und (c, N) finden? In dieser Allgemeinheit kann 
keine Antwort gegeben werden, es wird jedoch gezeigt, dab sich Gaul3sche und 
elementare Poissonsche Distributionen nur in trivialer Weise als Subordinationen 
darstellen lassen (trivial heigt eine Darstellung, wenn N = 0). 
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Satz 2.1. Es sei nun B = a ( f x - f e ) ,  a>0 ,  und es sei die Ordnung yon x ord(x)>2. 
Dann ist N = O, also B = cA. 

Beweis. Man daft annehmen, dab f9 mit der von U Tr(#t) erzeugten Gruppe 
fibereinstimmt, da diese Gruppe natiirlich Tr(2s) fiir alle s > 0  enth~ilt. Wegen 
ord(x) > 2 enth~ilt fr mindestens drei Elemente. 

Nach Hilfssatzl.5 ist {x, e }=Tr (cA)w  U Tr(#t)- Daraus folgt, dab 
taTr(N) 

Tr(#t)c_{e,x } f'tir alle teTr(N) sowie Tr(cA)c{e ,x} .  Also muB cA entweder 
= 0  oder = b(6 x -  re) sein. Nach Hilfssatz 0.7 besitzt IEIP die Eigenschaft (Z1), 
wendet man dies auf B = c A  + C an und beriicksichtigt, dab CeiL o (nach Hilfs- 
satz 1.4), also, dab C keinen primitiven Anteil besitzt, so folgt, dab cA = a i (fx - fie) 
und C = a 2 (fx - fie) mit passenden a i > 0. 

Daraus folgt, dab (#t) Poissonhalbgruppe ist und dab daher Tr(#t) = {e, x, x 2, ...} 
fiir alle t>0 .  Dies ist ein Widerspruch zu Tr(#t)c {x, e} ffir teTr(N), wenn nicht 
Tr(N)=~, also N = 0  ist. 

Der Fall ord(x) = 2 muB nicht gesondert betrachtet werden, da, wie man sofort 
sieht, eine Gruppe mit 2 Elementen dadurch ausgezeichnet ist, dab IE IP = ~[l~(f#). 

Satz 2.2. Sei B im Ursprung konzentriert, also Gauflsch oder primitiv, dann ist 
wieder C = O, also auch A i m  Ursprung konzentriert und B = cA, 2~ = #ct ffir alle 
t >=O und es ist Tr(N)~ {t: fit=fie}. 
Beweis. Es sei wieder B = c A + C .  Da ~ + I P  die Eigenschaft (Z) besitzt (Hilfs- 
satz 0.7), folgt cAeffJ+lP, Ce~3+IP. Da andererseits CeiL o (nach Hilfssatz 1.4) 
und da ( ~  §  o = {0}, folgt C=0 .  Nach Folgerung 1.6 kann dies nur gelten, 
wenn Tr(N)= {t: #t=fe}.  

(Ffir den Fall Abelscher Gruppen s. Bochner [1], Theorem 4.3.2, 4.3.4, fiJr 
kompakte Gruppen s. Carnal [2], w 4.5.) 

Der Satz 2.2 ist ein Spezialfall des folgenden allgemeineren Satzes, 

Satz 2.3. Seien A und B in ihrer kanonischen Zerlegung dargestellt, 

A ( f ) = P ( f ) + G ( f ) +  S ( f (x)-- f (e)--Ff(x))d ' IA(  x)' 
"-. {e} 

B ( f ) = P i ( f ) + G I ( f ) +  ~ ( f ( x ) - f ( e ) -F f ( x ) )d~1 , ( x ) .  
\ (e} 

Dann ist 
(i) ~/B=CqA+ ~ (#t-#t({e})fe)dN(t),  

(0,co) 

(ii) Gi=cG, 
(iii) P~( f )=cP( f )+  ~ # , ( r f )  dU(t), fe~(f#).  

( 0 , ~ )  

Beweis. Es ist ja B = cA + C. Das Lfvy-MaB von B ist die Summe der Lfvy-MaBe 
von cA und C. Das Lfvy-MaB von cA ist c~IA, das Lfvy-MaB von C hat die Gestalt, 
die in Hilfssatz 1.4 angegeben wurde, daraus folgt (i). (ii) folgt aus der Tatsache 
dab CeIL o (nach Hilfssatz 1.4) und daher nach Definition von IL o keinen GauB- 
schen Anteil besitzen kann. (iii) folgt aus Hilfssatz 0.3, da das Lfvy-MaB von C 
die in Hilfssatz 1.4 angegebene Gestalt hat. 

Damit ist auch im Falle Abelscher oder kompakter Gruppen eine Ver- 
besserung der S~itze von Bochner und Carnal gegeben. 
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Ill .  Subordination von Poissonmaflen 

Nun werden Subordinationen spezieller Halbgruppen untersucht, n~imlich yon 
Poissonhalbgruppen. Es seien (#t), (2~), (F~), A, B, C, (c, N) wie in II. gegeben. 

Satz 3.1. a) Wenn (#t) Poissonhalbgruppe ist, also A = a ( v -  6 e) ein Poissongenerator 
ist, dann ist (2~) Poissonsch, 

B = e a ( v - 6 e ) +  S (#t-C~e) dN(t) 
(0, oo) 

= ( c a r +  S (# t -# t ( (e} lcSe)dU( t ) ) - (ca+ ~ (1-#t({eI))dU(t))be" 
(0, ~) (0, oo) 

b) Wenn ( F~) P oissonsc h ist, i.e. c = 0 und N besc hr iinkt, dann ist auc h (2~) P oissonsc h 
mit dem Generator 

B ~-- ~ ( # t - -  (~e) d U ( t )  
(o, co) 

= ~ (#t--#t({e}) C~e) d N ( t ) - (  ~ (1-#t({e})) dN(t)) (5 e. 
(0, oo) (0, oz) 

Beweis. Der Definitionsbereich des Generators der Operatorhalbgruppe (Ru~) 
stimmt im Fall a) mit Co(N ) tiberein, nach Hilfssatz 1.2 gilt dies auch fiir den 
Generator der Halbgruppe (Rx~), daraus folgt, dab (R;.s) und damit auch (2~) 
gleichm~iBig stetig sind. Dies bedeutet, dab (2s) Poissonsch ist. Die genaue Gestalt 
von B erNilt man, indem man bedenkt, dab die Funktion t ~ l - # t ( { e } )  N-inte- 
grierbar ist, da 1 -  #t({e})< 1 -  e -at und somit nach (1.1) integrierbar ist. b) wird 
analog bewiesen: Wenn (F~) Poissonsch ist, also N ein beschfiinktes MaB ist, 
dann existieren die Integrale 

(1-# , ({e}) )dN(t )  und ~ (# t ( f ) -# t ( { e } ) . f ( e ) )dN( t )  
(0, co) (0, ~) 

fiir alle f e  Co(N ). Daher ist B, dessen Gestalt nach Korollar 1.3 bekannt ist, ein 
beschfiinktes Mal3, daher Poissongenerator. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: 

Satz 3.2. Wenn (2~) Poissonseh ist, dann ist entweder (#t) oder (F~) Poissonsch. 

Beweis. Seien A nicht Poissonsch und N nicht beschr/inkt, aber B Poisson- 
generator, dann muB zun~ichst c = 0  sein. Es g~ibe n~imlich eine Folge f , e ~ + ( ~ ) ,  
0 < f , <  1, f ,(e)=0, so dal3 A ( f , ) ?  oo. Daher ist 

B(f.)=eA(f.)+ S(#,(L)--f.(e)) dN(t)=cA(f.)+ ~ #t(L) dN(t)/" oo, 
wenn c > 0 ist. ~o, ~) 

Es ist also c = 0 und B = C. 

Hilfsiiberlegung. Wenn ~ (1-#t({e})) dN(t)< 0% dann ist C Poissongenerator. 
(0, 0o) 

(Dies wurde bereits im Beweis des Satzes 3.1 a) verwendet.) 
Es ist also zu zeigen, dab diese Bedingung verletzt ist, wenn (#t) und (F~) nicht 

Poissonsch sind. 
Sei u(# t )=max#t ({x} )=u t u n d  sei x t so gew~ihlt, dab # t ( { X t } ) = U t  . Dann ist 

leicht zu sehen, dab ut+>=utu ~ und ut+~<=u t ffir s, t>0.  Weiter ist x t eindeutig 
bestimmt, wenn ut> 1/2 (s. z.B. [5]). 
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Angenommen es w~ire N unbeschr~inkt und ~ ( 1 - # t ( { e } ) ) d N ( t ) < o e ,  
(0, oo) 

dann miigte es eine Folge t,"~ 0 geben, so dab #t.({e})/~ 1. Daher w~ire ftir ge- 
ntigend grol3e n: x t =  e. Wiihlt man nun ein t o >0, so dab u t = # t . ( { e } ) >  1/]/~ ftir 
0 < t, < t o. Dann ist, da t"~ u t monoton fallend ist, u t>  1/1/2 ftir 0<  t < t 0. x t is t  
daher eindeutig bestimmt fiirt < t o und wegen #~+s({x,+ s}) >/~t({x,}) �9 #~({x~}) > 1/2 
ist x t + ~ = x t x  ~ ffir t + s < t  o. Da # t - - 6 e  schwach konvergiert und da I]#t-6x]l < 
2(1 - ut)---, 0 m i t t  "~ 0 folgt, dab man {x~; 0 < t < to} zu einer stetigen Halbgruppe 
fortsetzen kann. Wegen x,. = e fiir t, < t o und wegen t,"~ 0 folgt x t = e ftir alle t. 

Das bedeutet aber gerade, dab I1 #t - 6e II < 2(1 -- Ut)--~ O, also dab (#t) Poissonsch 
ist. 

IV. Bemerkungen 

4.1. Der Begriff der Subordination von Halbgruppen von Wahrscheinlichkeits- 
mal3en l~il3t sich natiirlich viel allgemeiner einftihren: Man kann Halbgruppen 
(#~, t > 0) auf einer halbtopologischen Halbgruppe (r betrachten, so dab #o =1] 
ein idempotentes WahrscheinlichkeitsmaB ist (s. z.B. [-6]). Insbesondere l~il3t sich 
der Satz 3.1 und, geeignet modifiziert, der Satz 2.1 auch in diesem allgemeineren 
Fall beweisen. Da L6vy-Hin~in-Formeln auf Halbgruppen ~ bisher nicht bekannt 
sind, lassen sich jedoch die fibrigen Sgtze kaum iibertragen. 

4.2. Anfangs wurde die Frage gestellt, wie die stetigen Halbgruppen resp. ihre 
erzeugenden Distributionen beschaffen sind, die einer anderen Halbgruppe unter- 
geordnet sind, wobei das L6vy-Mal3 N des Subordinators (c, N) als nicht trivial 
vorausgesetzt wird. Im Prinzip wurde diese Frage in Korollar 1.3 beantwortet, 
man m6chte allerdings ein Kriterium, das es gestattet, aus der Gestalt der erzeu- 
genden Distribution unmittelbar abzulesen, ob die zugeh6rige Faltungshalb- 
gruppe als Subordination darstellbar ist oder nicht. 

In III. wurde gezeigt, dab Gaul3- und elementare Poissonmage nut  in trivialer 
Weise als Subordinationen darstellbar sind. Dies ist jedoch keineswegs charak- 
teristisch ftir diese Klasse von Magen: Aus Korollar 1.3 folgt, dab das L6vy-Mal3 
einer nicht trivialen Subordination einen Tr~iger besitzt, der U {Tr(#t): teTr(N)} 
enth/ilt. Im Falle ~ = R~ folgt daraus, dab der Tr~iger des L6vy-MaBes einer nicht 
trivialen Subordination nicht beschr~inkt ist. Also sind alle Faltungshalbgruppen, 
deren L6vy-MaB einen beschriinkten Tr~iger besitzt nur in trivialer Weise als 
untergeordnete Halbgruppen darstellbar. 

Often, auch ftir (r = R 1, bleibt somit das folgende 

Problem. Welche Bedingungen sind notwendig und hinreichend daftir, dab eine 
stetige Halbgruppe resp. ihre erzeugende Distribution als (nicht triviale) Sub- 
ordination darstellbar ist? 

4.3. Der Satz 2.3, also die kanonische Zerlegung der erzeugenden Distribution 
einer untergeordneten Halbgruppe steht im engen Zusammenhang mit ~ihnlichen 
Zerlegungss~itzen, die ftir Mischungen yon erzeugenden Distributionen ab- 
geleitet wurden, s. [7]. 
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