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A new proof for the Bang-Bang representation of imbeddable stochastic matrices 
(s. [2]) is given. 

S. Johansen studierte in [1] das Einbettungsproblem ft~r stochastische Ma- 
trizen und die damit eng verwandte Frage einer Beschreibung der zerlegbaren 
WahrscheinlichkeitsmaBe auf endlichen Halbgruppen. In [2] werden einbett- 
bare Matrizen studiert, die eine Bang-Bang-Darstellung besitzen, d.h. als endliches 
Produkt von Poissonmatrizen darstellbar sind. In dieser Note wird ein neuer 
Beweis fiir die Bang-Bang-Darstellung angegeben, der auf der Lie-Struktur beruht 
und der auch eine Konstruktionsm6glichkeit angibt. 

Anstelle des Browerschen Fixpunktsatzes, der in [2] als entscheidendes 
Hilfsmittel herangezogen wird, werden bier kanonische Koordinaten erster und 
zweiter Art in einer Lie-Gruppe betrachtet: Die Frage nach der Existenz einer 
,,Bang-Bang-Darstellung" wird auf die Frage nach der Existenz gewisser Koordi- 
natendarstellungen in Lie-Gruppen zuriickgefiihrt. Diese Methode hat den 
Vorteil, dab sie unmittelbar auf stochastische Matrizen mit idempotentem Faktor 
sowie auf WahrscheinlichkeitsmaBe aufendlichen Halbgruppen angewandt werden 
kann. 

sei eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra (5, X 1 .... , X, sei eine Basis von (5. 
~1, re2: (5--+N seien die den kanonischen Koordinaten erster bzw. zweiter Art 
entsprechenden lokalen Diffeomorphismen 

a 1 X 1 +. . .  + a. X.-- -+ exp a i X i 
i -  

* Diese Arbeit entstand im Rahmen eines yon der Deutschen Forschungsgemeinschaft finanzierten 
Forschungsvorhabens 
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bzw. 

a 1X a +. . .  + a , X , ~  f i  exp(aiXi), 
i=1 

wobei das Produkt in einer festen Reihenfolge zu bilden ist. 
Dann gibt es eine Null-Umgebung U~= {~ aiX ~, max [ai] <e}, so daB auf U~ 

die Abbildungen ~21nl und nl-ln2 eindeutig definiert und diffeomorph sind. 
Ein solches e > 0 werde im folgenden festgehalten. Dann gilt: 

Hilfssatz 1.1. Zu jedem q>0  gibt es ein y(rl, e)>0, so daJ3 ffir alle t: 0<t<y(t/ ,  e) 
und alle ai: O<~l<m~nai<maxai<e,  l < i < n  gilt: Sei A = ~  aiX i u n d  B(t)= 

~217z x (t A) = ~, b i (t a 1 . . . . .  t a,) Xi, dann ist b i(t a a . . . . .  t a,)--- b i > O, 1 < i <_ n. 

Beweis. Sei U~ festgehalten und sei V~=nzlnl(U~). Aus der Differenzierbarkeit 
yon f=1r21~1 folgt: Sei g: U ~  (5 definiert durch g ( A ) = f ( A ) - A ,  so ist ftir alle 
A~U~: 

lira 1 t,~o 7 IIg(t A)ll =0. 

Das Differential der Abbildung f i s t  im Ursprung yon @ ja gleich der Einheits- 
matrix. Sei nun A = ~  aiX i, 0 <r/<min a~, dann ist f ( t A ) = ~ ,  b iX i= tA  +g(tA)= 

~,( tai+gi( tA))X i. Wegen gi(tA)/t---~O kann man f'tir geniJgend kleines t, etwa 
0 < t <  7 erreichen, dab b~=ta~+g~(tA)>O, l < i < n .  

Damit erh~lt man sofort das 

Korollar 1.1. Sei IP der Kegel {~  aiX i, ai>O } in ~b, IP ~ sei der innere Kern yon IP, 
welter sei IF,= {aiXi, a~>O, 1 <= i<= n} die Vereinigung der extremalen Strahlen. 

Dann gilt mit den Bezeichnungen des Hilfssatzes 1.1: Zu jedem A ~IP ~ gibt es 
ein y>0, so daJJ ffir jedes t, 0<t<7 ,  t A mittels f = ~;~ ~l in IP ~ abgebildet wird. 

Auf  IE stimmt f m i t  der identischen Abbildung iiberein. 

Beweis. Wegen A~IP ~ ist min a~>0, andererseits ist 7A fiir gentigend kleines 7 
i 

in U~, also ist der Hilfssatz 1.1 anwendbar. 
Wenn man f durch h = ~z~ a ~z ersetzt, so erh~lt man analog: 

Hilfssatz 1.2. Zu jedem A6IP~ gibt es ein 6>0, so daft h(tA)6lP ~ ffir alle 
t: O<t<6.  

Satz 1.1. Sei A61P ~ i.e. A = ~  aiXi, a i > 0  j ~ r  l<_i<_n. Dann li~fit sich 7rl(A)--- 
exp (A) als endliches Produkt yon Elementen aus ~Zz(IE ) darstellen, genauer : Es gibt 

n n k 

oxp 

Darstellung, s. [2]). Zu jedem festen A = ~  aiXi~lP ~ gibt es ein kleinstes k, so daft 
diese Relation gilt und gi=gi(k; al . . . .  , a,) eindeutig bestimmte analytische Funk- 
tionen sind. 

Beweis. Sei U~ wie in Korollar 1.1 gew~ihlt, dann sei k~ die kleinste natiirliche Zahl, 

daB ~ A ~ I P ~  c~ U~. Nach Korollar 1.1 ist dann fiir alle t: 0< t<7 ,  
4 

so 

exp((t /kOA)=l- I exp (gi(t) Xi), gi(t)>0. 
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Nun sei m die kleinste natfirliche Zahl mit 1/m < 7, dann erh/ilt man 

(exp 1 , .mkl 
exp(A)= 

\ 

Die Funktionen gi sind in U~ eindeutig und analytisch, da f = r c 2  ~ zq ein lokaler 
Diflbomorphismus ist, s. auch [3]. 

Nun sei ,3 die Menge aller u~(r die eine Darstellung u = v  1 ... v N besitzen, 
wobei jedes ui in der Menge exp(lP ~ liegt, i.e. ,3 sei die von exp(1P ~ erzeugte 
Halbgruppe 3 = @xp(1P~ ~ fr 

! ! t Korollar 1.3. Jedes us ,~  ist darstellbar in der Form u =  v 1 ... v~t, wobei jedes v i yon 
der Form exp t Xj  ist, i.e. @xp t X j; t > 0, 1 < j  < n) = @xp (IP ~ w IE)). 

Beweis. Sei u=exp  Aa ... exp As, Ai~lP~ 1t5. Aufjedes A~ wendet man nun den 
Satz 1.1 an und erh~ilt die Behauptung. 

II. Anwendung auf stochastische Matrizen 

Sei ~ die Halbgruppe der stochastischen n x n Matrizen und 2 die Menge der 
normierten Intensit~itsmatrizen, i.e. 2 = { A - I , A ~ } .  Dann bildet der yon 2 
aufgespannte Vektorraum ~ eine Lie-Algebra: Es ist: 

[ A -  I, B -  I] = ( A -  I ) (B-  I ) -  ( B -  I ) (A-  I) = (AB-  I ) -  (BA-  I ) s~ .  

Die Basis ~ yon ~ w~ihle man aus der Menge der extremalen Intensit~itsmatrizen, 
~3 __ 2,  (s. [1], 2.18). ~ sei die Menge aller Matrizen aus ~ mit nicht verschwinden- 
der Determinante, N1 kann daher als Halbgruppe in Gl(n, R) aufgefal3t werden. 
Der Lie-Algebra N entspricht eine Lie-Untergruppe K_~ Gl(n, R), K enth~ilt alle 
Matrizen der Form exp (t X), t > 0, X e 2, offensichtlich liegen diese Matrizen auch 
in ~ .  Die Matrizen der Form exp(tX), t>0 ,  XC2e, heil3en nach Johansen 
,,Poissonmatrizen". Um fdbereinstimmung mit der bei Wahrscheinlichkeits- 
maBen iiblichen Terminologie zu erreichen, w~ire es besser, yon ,,elementaren 
Poissonmatrizen" zu sprechen, d sei die Menge der endlichen Produkte elemen- 
tarer Poissonmatrizen, also ~ =  @xp tX; t>0 ,  X~2e). Weiter sei 

21 = {tX, t>0 ,  X~2} 

und 

2~ = {Z ai Xi; ai > 0, {X 1 . . . . .  Xm} = ~3 }. 

Dann folgt aus Satz 1.1 und Korollar 1.3: 

Sntz 2.1. a) Sei A ~ 2  ~ dann ist exp A ~ d  (s. [2], Korollar 2.4). 
b) Sei A E ~  und zerlegbar in folgendem Sinne: Es gibt eine Darstellung A =  

A 1 ... A s mit Ai~exp(2~ l<=i<=N, dann ist A s d ,  i.e. 

~ = (exp (2 ~ • {tX, Xe2e,  t >  0})). 

(Dies ist eine schwache Version yon [23, Theorem 2.5.) 
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Ein allgemeinerer Satz folgt, wenn man anstelle der, beziiglich der Einheits- 
matrix I invertierbaren stochastischen Matrizen die J-invertierbaren Matrizen 
in N ( J ) . ' = J ~ J  betrachtet, wobei J eine idempotente stochastische Matrix 
bezeichnet. Die Lie-Algebra der yon den J-invertierbaren Elementen erzeugten 
Gruppe stimmt mit der Menge der reellen J-invarianten Matrizen iiberein, die 

Exponentialabbildung ist definiert durch exp A = expj(A) = J + A + ~5 A2 + " "  
Es sei 

:+(J) = {JXJ, Xe:~} = { J P J - J ,  PEN}, :~:(J) = {JXJ, XeP=e}, 

:~t(J)= {tX, t>0,  Xe:~(J)}. 

N(J) sei der yon :~1 (J) erzeugte Vektorraum, und man w~ihle wieder eine Basis 
von N(J) ~ C~e(J). Es sei schliel31ich :~o(j)= {~ a~X~, a~>0, ~3-- {X~}} sowie 

sue(J) = (expa(t X), t > 0, X e ~e(J)) und 3'(J) = (expj tA; A e ~o t~ ~(J) ,  t > 0). Mit 
diesen Bezeichnungen gilt 

Satz 2.1'. Es ist sr  jede idempotente Matrix in ~ .  Genauer: Zu 
jedem Aeexpj(-~176 gibt es eine kleinste natiirliche Zahl k und Funktionen 
g~ . . . . .  gm (m=card(~3)=dim N(J)), die eindeutig bestimmt und analytisch sind, 

i 

III. Zerlegbare Mafle auf endlichen Halbgruppen 

Sei YK eine lokalkompakte halbtopologische Halbgruppe, M('N) bzw. W(2K) be- 
zeichne die Menge der beschr~inkten Borel- bzw. der Wahrscheinlichkeitsmal3e 
auf X. Die Faltung yon a und b e M (~) werde mit a b bezeichnet. Dann bildet der 
von { a - 6  e, a e W ( ~ ) }  aufgespannte Vektorraum eine Lie-Algebra, wenn man 
[a, b ] = a b - b a  definiert. Wenn ~K endlich ist, dann ist auch die Lie-Algebra, 
die mit ~ bezeichnet werde, endlich-dimensional, als Basis w~ihle man die Gene- 
ratoren elementarer Poissonmage, n~imlich ~ e = {6 x -6~,  x e 3s x +- e }. Die Mage 
in dem von ~ aufgespannten positiven Kegel ~={t(a-~5~),aeW(Y~),t>O} 
heil3en Poissongeneratoren. Die MaBe exp(tb), t>0,  be& werden Poisson- bzw. 
elementare Poissonmal3e genannt, wenn be~  bzw. be~. e. Allgemeiner: Es sei 

e W(SK) ein idempotentes Mag, mit M(~) werden die Mage der Gestalt ~ ajj, 
aem('N) bezeichnet, weiter sei WC~)=WOK)c~M~) und schlieBlich :~(~)= 
{ t (~aj -~) , t>O,  aeW(~)} ,  :~(~)=~<5xji-ji, xeX}. Dann bildet der yon :~(~) 
aufgespannte Vektorraum ~(~) eine Lie-Algebra, :~eO) ist eine Basis yon @(~). 
Die Menge der beziiglich jj invertierbaren Elemente yon M(]K) bildet eine Lie- 

b k 
Gruppe, die Exponentialabbildung ist durch b--+expj(b)=jj+ ~ ~.~ gegeben. 

k = l  
Gj sei die zur Lie-Algebra ~(~) geh6rige Untergruppe. Bekanntlich ist jedes un- 
endlich teilbare MaB in W(2K) yon der Gestalt exp~ (b), b e :~ ) .  

d(~) sei die Halbgruppe der endlichen Faltungsprodukte yon MaBen der 
Gestalt exp~ (t b), b e :~e(~)' t > 0. (Ira Falle jj = fie sind das also die Faltungsprodukte 
elementarer Poissonmage.) 
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Satz 3.1. a) Sei a ~ ( ~ )  ~ also a= ~ '  cx (~ f~ j - j ) ,  cx>O. (Dabei ist die Summe fiber 
x ~ X  

alle x e X  zu erstrecken, ffir die die Marie j 6 x j - j  verschieden sind.) Dann ist 
e x p j ( a ) ~ d ( ~ ) .  

b) Sei a6 W(~) zerlegbar in folgendem Sinne: 

a besitzt eine Darstellung a =-a 1 ... an, a i~expj (~(~)o), dann ist a ~ d O ) .  

Der Beweis folgt wiederum sofort aus Satz 1.1 und Korollar 1.3. 
Es ist noch zu bemerken, dab nicht nur die Existenz einer ,,Bang-Bang-Dar- 

stellung", sondern auch eine Konstruktionsm6glichkeit aufgezeigt wurde. Ebenso 
lassen die L6sungen der mit dem Einbettungsproblem verbundenen Differential- 

d + 
gleichung ~-i-P(t)=P(t)Q(t),  P ( . ) ~ ,  Q ( . ) ~ o  im Kleinen eine eindeutig be- 

stimrnte Bang-Bang-Darstellung zu, s. [-3]. Die Bestimmung der L6sungen beruht 
im wesentlichen auf der Baker-Hausdorff-Formel 

exp (X) Y exp ( - X) = exp (a d (X)) Y, 

wobei X und Y Elemente der Lie-Algebra bezeichnen. 
Bei den in III. betrachteten Anwendungen l~iBt sich die adjungierte Darstellung 

fiberschauen: Sei • = { x  1 . . . .  , xn} mit den Multiplikationsregeln xlxj=x~(i,j). 
Es sei Xi = 6x~ - 6e, 1 _ i_< n. Dann priift man sofort nach, dab a d (Xi) Xj = [Xi, X j] = 
Xk(~,j)--Xk(j,~) fiir alle i,j gilt. 
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