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Summary. In view of approximating the fractional Brownian process in the
plane B. Mandelbrot examined the superimposition of rectilinear faults,
centered on the axis of a Poisson process with arbitrary large rate, the
profiles of which being of the type Q-sgn(x)[x|*, |¢|<1/2 and Q a real
valued random variable. In the following, we derive from general hypothe-
ses a formula which caracterises any random profile leading to a Gaussian
process of given type and thus providing explicit examples of profiles,
thinkably less contrived than the former; some results on the quality of
convergence are given.

1. Introduction

Soit D, une demi-droite orientée fixe d’origine O du plan £, 6 un axe variable.
Notons t le vecteur unitaire tel que 'angle orienté (t, d) soit egal & =/2, et p le
produit scalaire du vecteur OM avec 7, p=OM .7, M étant un point quelcon-
que de d; soit enfin f une fonction R —R.

Réalisons alors la déformation suivante du plan orienté: tout point 4 de &
subit un déplacement vertical d’amplitude algébrique:

. ha,f(A)ZDa,f(A)—Da,f(O)
ou
1) D;, (A)=f(OA-T—p).

Observons qu’il s’agit d’'une déformation cylindrique, d’axe d et centrée en
d, de profil f, mais réajustée de sorte que h; ((0)=0.

Soit a présent (J,),»,, la suite des axes, ordonnés par distance croissante a
0, d’un processus de Poisson % d’axes sur 2, stationnaire et isotrope, de taux
u>0 et (F),», un échantillon infini, indépendant de % d’un processus réel
mesurable F.
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Posant h,(4)=h;_ (A), considérons «I'altitude finale» du point A, résultant
de la superposition de toutes les déformations cylindriques (3, F,): sous réserve
de convergence de la série, on pose:

H(A)=}, h(A).
nz1
L’idée de considérer le processus réduit p~'*-H, revient 2 B. Mandelbrot
{4, 5], qui le propose comme approximation, lorsque g tend vers Uinfini, d’'un
Brownien fractionnaire H sur 2 [3], avec F(x)==0Q -sgn(x)|x|% |oj<1/2, sgn(x)
" =signe de x, et Q variable aléatoire réelleeI2?. Pour 4, BEZ,

Var (H,(A)~H,(B))oc AB****

et donc, le Brownien H est de dimension fractale (Hausdorff-Besicovitch)
5/2—a [1].

Cette construction fournit donc un moyen, parmi d’autres, de simuler un
Brownien fractionnaire de dimension donnée.

A TPopposé, on peut y voir un processus physiquement interprétable, par
exemple en géologie, dont le Brownien fractionnaire est une approximation
commode, justifiant ainsi de son adéquation & modéliser certaines surfaces
naturellement observables; malheureusement cette approche se heurte au
caractére «peu naturel» («contrived») du profil (sauf peut-&tre pour a=0, ou le
profil est une faille abrupte; mais par example pour o< 0, F n’est pas borné au
voisinage de 0); aussi, conclut Mandelbrot [6, 7], doit-on y renoncer.

En fait, Pexploration systématique de la classe des profils possibles nous
semble remettre en question cette derniére assertion.

Plus précisément, dans ce qui suit, nous établissons les résultats suivants:

au §II, nous donnons explicitement les hypotheses sur lesquelles est batie la
construction.

au §1II, nous établissons ['existence p.s.p.p. de H, et micux la sommabilité
de (h,),=1, ce qui renforce la validité de la construction.

au §IV, nous établissons une formule caractéristique pour la classe des
profils F pour lesquels H est un processus Gaussien centré, isotrope et a
accroissements stationnaires, caractérisé par la variance de son accroissement
Var(H(A)— H(B))=n*(4B), n fixé.

Notons que la seule hypothése sur # est que la classe de profils correspon-
dants soit non vide. Une question ultéricure, sur laquelle nous nous proposons
de travailler, est donc de caractériser #.

au §V, pour le cas n?oc|-|2***, nous déduisons de la formule caractéristique
précédente deux classes d’exemples de profils, la premiére généralisant ceux de
B. Mandelbrot, la seconde construite sur 'idée de «naturalité» du profil. Pour
ces deux classes, avec des hypothéses supplémentaires, nous montrons de plus
Ja convergence compacte p.s. de la série Y h,.

II. Hypotheses generales. Notations

(2, of, IP) est 'espace de probabilité de base.

(Hy) & est un processus de Poisson d’axes, stationnaire et isotrope, de taux
u=>0.
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(0,),>, est la suite des axes de &, ordonnée par distance croissante & O; J,
est paramétré par t, et p,, comme définis au §I, mais on utilisera aussi 'angle
orienté 6, =(D,,t,) et g,=sgn(p,); la droite d,, support de J,, est paramétrée
par (|p,}, 05) avec

0*_{0,,, sig,=+1 ‘
"0, 4w [27], sig=-1"

Rappelons alors le

Lemme 1. (¢,),., est un échantillon de la loi uniforme sur {—1, +1}; (0,),2
(resp. (0¥), 1) est un echantillon de la loi uniforme sur [0,27[; (p,l, 1P, —Ip4ls -,
|Pos il =Dy ---) est un échantillon de la loi exponentielle de parametre 4mp.
De plus, ces trois échantillons sont indépendants.

Démonstration. Cf. [2].

Notons enfin %, le processus de droites sous-jacent a %.

(H,) F est une fonction aléatoire réelle mesurable telle que ¥V xeRR,
E(F(x)+F(—x)=0.

Posons pour f quelconque f(x)=—f(—x); I'’hypothése (H,) est donc
vérifiée dés que la loi de F est invariante par la transformation fi—f, condition
en général non restrictive sur la forme du profil F, mais qui admet comme cas
particulier celui ot p.s. les réalisations de F sont impaires.

Soit (F),>, un échantillon infini de F, indépendant de Z’; Vn=1, on note h,
la fonction aléatoire, definie sur 2,

2) A h,(4)=F,(OA-7,—p,)—F(-p,)
(H,) VA,Be, la série Y IE((h,(4)—h,(B)?) converge et sa somme ne dépend
n=1

que de AB: on la note n*(AB), n=0.

Dans I'hypothése (H,), la fonction # n’est a priori définie que sur R, : nous
la supposerons prolongée par parite sur R. Remarquons alors que, par
inégalité triangulaire, V A, B, CeZ, n(AC)<n(AB)+#5(BC). Quels que soient les
réels positifs a, b, ¢ tels que la—c|=b=<a+c, il existe un triangle ABC tel que
AB=c, BC=a et AC=b, et donc

[n(a)—=n(e) =nb)=n(a)+n(c).
En particulier,
(&) 0=b=2a=n(b)<21n(a)
11 en résulte que, si # n’est pas identiquement nulle,
Vx=+0,7(x)+0 et Vex>0,34>0,Vx=e n(x)=4;

en particulier, si d est une distance, yod aussi et il résulte de la continuité de #
[cf. infra], que nod et d sont équivalentes.
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III. L’Existence de H,

Soit R>0, & le disque de centre O et de rayon R, M la probabilité uniforme
sur 9.

Théoréme 1. Soit o une permutation aléatoire de IN*, telle que (%,,0) soit
indépendant de ((¢,),» 1> (F,),s ). Alors, ) h,., existe et est finie, et ne dépend
nz1

pas de o au sens presque siirement presque partout dans 9 et au sens I*(IP @M).

Démonstration. Pour toute «bonne» réalisation Z, de %, et tout A dans 2
posons:

hn,A,Z))=F,(OA - &,u,—e,t)—F(—et), (u)>1 € ()zs

définissant les paramétres des droites de Z,. Il est alors clair, grice au lem-
me 1, que la loi de h(n,.,Z,) est une version naturelle de la loi de h, con-
ditionnellement a (%, o) (sur l'espace produit Q x Z); de plus, (H,) implique
que IE (h(n,.,Z,))=0. Enfin, YA, la suite (h(n,4,Z,)),>, est une suite de
variables indépendantes. Supposons Z,, telle que -

@ Y [IE(h(n, A, Z))M(dA)< 0
nzl
Alors, Ynz1, h(n,.,Z,) est Z(IPQM) et donc I'(IP@M).

Notons Vn=1, 4, la tribu engendrée (sur Q x 2) par (F, &).<,; st E€%,_,,
onaVAe?, IE(1L., A h(n,A,Z))=0.

Comme h(n,.,Z,)e'(IP®M), on en déduit IE(i h(n,.,Z,))=0 et donc
IE(h(n,.,Z)|#,_,)=0, ces deux deniéres espérances étant prises au sens de la
probabilité IPQ®M.

Ainsi, la suite (h(n,.,Z,)),»; est une suite centrée, Cest-a-dire que
(Y h(k,.,Zg)),s, est une martingale. Par conséquent, vu (H,) Z h(n,.,Z,)

k=n

existe et est finie IP®M presque siirement et I?(IP®QM) [8]. Mleux la suite
(h(n,.,Z,)),5, est sommable au sens de I2(IP@M); en effet
Ve>0,dIN,VIcIN* card I <co et min I > N,

) Y E(hn,., Z,)) <6
nel
Comme la suite (h(n,.,Z,)),», est centrée, clle est orthogonale et (5) sécrit
E(Y h(n,.,Z)H)<e?, soit Y h(n,.,Zy)<e* ou |-|| est la norme de
nel nel
E(P@M).

Donc, quel que soit s, permutation de IN*

Y h(s(n),.,Zg)= Y h(n,..Z,) ps.

nz1 nz1

Il ne reste qua vérifier que Pps on a (4): or IE(Y [IE(h,(A4)*|%,)M(dA))
— [ n*(0A)M(A) <4n*(R/2) dapres (3). =
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Remarques. 1) Le théoréme 1 implique que p.s. en tout Ae, la suite h,(4) est
sommable. Ainsi, dans un modéle temporel, ou les déformations successives
apparaitraient naturellement dans un ordre différent de celui donné par distan-
ce croissante des axes & O, le processus somme serait le méme (sous réserve de
validité de ’hypothése sur o).

2) Une autre conséquence est le:

Corollaire 1. Le processus H,= Y h, est isotrope et a4 accroissements
stationnaires. nz1

Démonstration. L’isotropie résulte directement de celle de 2 et du mode de
construction de H,. Par ailleurs, soit O'e?, 0'%0; alors le processus des
accroissements de H, autour de O’ a méme loi que H, (rappelons que [H,(0)
=0] est certain); en effet, soit ¢ la permutation de N* telle que (9,,),>, soit
la suite des axes de & ordonnée par distance croissante a O': 6, a pour
parameétres 1, et ¢,=p,,—00"1,,. Alors, ps. pp. on a H,—H,(0)
=3 (h,—h,(0))= Z (g — hyw(0") d’aprés le théoréme 1. Or, pour Ae,@,

nz1l

ho‘(n)(A) = F:'I(n)(OA ’ Tu'(n) - pzr(n)) - P;(n)( - pa'(n))

= Fz;(n)(OIA Tom 4 — Fa(n)( - pa’(n))
et donc

ha’(n)(A) - ha'(n)(o,) = F:I(n)(O,A . Ta(n) - qn) - F;;'(n)( - qn)
F

a(n)

On en déduit le corollaire, puisque (t Juz1 @ méme loi que (7, F), .

a'(n}’
3) Considérons enfin une suite de réels positifs (), , telle que

SnIZﬁi_)+oo

isn
quand n— +00; on se donne alors, pour chaque i, les éléments aléatoires
nécessaires a la construction de H, o u,=up;: (F, ), >, échantillon de F
(Z,)iz | suite de processus de Poisson indépendants de taux respectifs u,. De la
sorte, les H, sont indépendants, et Z H, a méme loi que H g ; le théoréme

i<n
central limite généralis¢ indique alors que S, '?x ) H, tend en loi vers un
processus gaussien centré H tel que in

Var(H(A)— H(B))=n?*(AB)

IV. Une formule caractéristique

Soient A, Be#; notons provisoirement (a, ¢) et (b, ) leurs coordonnées polai-
res respectives. On a alors

240 . (bry)”
IE((h,(A) —h,(B))? (j 2nm2((nn'ui) it

-(F(a cos(0— §) — p) — E(b cos(8 — ) — p))? dp)
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et donc, par sommation et changements de variables

(6) n*(AB)=ulE (ij:duj (F (ATB cosu—t) —F (_;B cosu—t))2 dt).

R

Posons VxeR, 4, =¢, —¢,, ou &, désigne la mesure de Dirac en x et

(7N E*(x)=[(4,xF)*(tydt, ou par définition £>0, et
R
(8) G=IE(£*)"2.
(6) s’écrit a présent: VacelR,
2 2n
9) n*(a)=pnIE (f E*(a cos u) du)=u { G*(acosu)du
0 0

Remarques. 1) dans les formules (7) et (9), on retrouve les quantités notées resp.
K* et V dans [4], pour le cas F certain.
2) si FeI?(Ay), E2=2(F »F—FxF(0)).

Proposition 1. £ et G sont des demi-valeurs absolues sur (R, +), d valeurs dans
R_; G et ps. £ sont localement bornées et donc des O(x) au voisinage de x=
+ 0.

Démonstration. 11 est clair que £(0)=0; la parité de ¢ s’obtient par simple
changement de variable; enfin, I'inégalité triangulaire pour ¢ s’obtient en re-
marquant que A4,  =4*g+4, et en appliquant I'inégalit¢ de Cauchy-
Schwarz. La démonstration pour G est analogue. Par changement de variable,
(9) s’écrit encore

7]2(61)=4[,LIE (f éz(w)(aZ_WZ)*l/Z dW) =4,LL§G2(W)(612—W2)_1/2 dw.
0 0

On en déduit que G est mesurable sur R et presque partout finie, que ps. &

est mesurable et presque partout finie: soit, pour la suite k une telle réalisation
de &

Montrons que k est localement bornée: supposons vrai le contraire; il
existe alors une suite (a,),,, bornée et telle que k(a,) tend vers linfini avec n;
soit (b,),> une sous-suite convergente de (a,),s ,; comme k est une demi-valeur
absolue, on peut supposer quiil existe des constantes m et M telles que, Vp,
0<m=b,<M <+ co. Comme k est p.p. finie et mesurable, il existe une suite
croissante (c,),»; telle que Ag{xe[0, M]lk(x)zc }<n=? et donc

Ixlye[0,1k(b, y)ze,} S (b, n*) ™

le lemme de Borel-Cantelli donne alors Az{xe[0,1]{k(b,x)=0(c,)}=1. Soit #
={xeR|k(b,x)=0(c,)}. Par sous-additivé de k, # est un sous-groupe de (IR,
+), dont le complémentaire dans [0,1] est de mesure nulle: on en déduit que
Z=R et donc (x=1) k(b,)=0(c,); or les choix de (b,),», et de (c,),>, ont éte
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faits indépendamment: absurdité. On a évidemment le méme résultat pour G,
la démonstration n’utilisant que des propriétés communes a £ et G.

Pour toute la suite, on note #[¢] la transformée de Fourier de ¢ définie
par F[$luw)=[ e p(x)dx et F ~1[¢] la transformée de Fourier réciproque.

R
11 résulte de la proposition 1 que p.s. & est finie p.p. et donc que ps. Vx,

A xFeI*(Jy); soit f une telle réalisation de F et k*(x)= (4, x=f)*(r)dt.
R
Observons d’abord que, Vx et Vy,

F Ay f1=F Lex A+ 1+ F A f]. p.p.
et donc, pour presque tout u
F A+ 1) =" F[A 51w+ F[A [ 1(w).
Echangeons les roles de x et y; on obtient:
FlA, [ Iu)=e" F[Axf1u)+ F[4,5/1w), uv—pp.
D’ou, quelques soient x et y, pour presque tout u,

F[Ayxf1(u)

eiuy_l '(emx—l);

FAxf1w)=

ceci définit donc p.p. sur R, une fonction b telle que, VxelR,
(10) F A f1w)=b(w)(e"*—1).

Remarque. Comme F [4,](u)=e"*—1, la formule (10) nous incite & penser que
F [ f](u)=>b(w); or rien ne prouve a priori que F [ f] ait un sens, méme en tant
que distribution et quand bien méme celd serait, au mieux pourrait-on
déterminer F [ f]|g., restriction de #[f] a R*, car f n’intervient que par ses
accroissements.

A présent, on se donne un processus B tel que:
ps., VxeR, F[4 xF](u)=Bu)(e"*—1), u—p.p.
Par la formule de Plancherel, on a pour tout x,

(11 52(X)=£(Ax*F)2(t)dt=(2n)‘1n£I9"[Ax*F]|2(u)du

soit par changement de variable,

(12) n&*(x)= (1 —cosxu)|Bu)|*du ps.

R
Lemme 2. p.s. u—u*(1+u?) " Bu)|*e L (Ag).

Démonstration. Ecrivons (12) pour une bonne réalisation du processus:

nk?(x)=[ (1 —cos xu)|b(u)|* du.
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Comme au voisinage de x= +oo k* est localement bornée et un O(x?),
x> k?(x) e~ est I} (Jg) et

nsz(x ye Mdx= {[ (1 —cosxu)e=™|b(w)? dudx

R xR

=2 [ u(1 —u?)~Yb(w)|? du< + oo.
R

Lemme 3. P.s. £ est continue sur R ; G est continue sur IR.

Démonstration. Soit M une constante et (x,),», une suite bornée par M et
convergeant vers x: avec les mémes notations que précédemment, on a

mk?(x,)= (1 —cos x,u)|b(u)|* du.

Or, 1—cosx,u<2, M?u?/2. 1l existe donc une constante M’ telle que 1
—cos x,u< M'u*/(1+u?). On obtient alors la continuité en 0 de k, compte tenu
du lemme 2, par application du théoréme de Lebesgue Le méme résultat pour
G s’obtient en remplagant & partir du lemme 2, k par G et |b(u)|® par IE(|B(u)?).

Théoréme 2. P.s. F est localement I et tempérée comme distribution; p.s. la
distribution % [F]\, est une fonction localement I!, dont une version est B.

Démonstration. Avec les mémes notations que précédemment, la fonction I(u)=
—(iub(u))/(1 —iu) appartient & I*(4g); donc, & ~'[I] appartient & I?(dg) et est
donc tempérée et localement I}; les primitives de % ~'[I] sont donc continues
et tempérées. Posons

fix)= 1[l](X)H “'wd

Alors f; est tempérée et localement I?. Au sens des distributions on a
fi=(F 1y +# 1],
soit
FLfi1=lw( —iw)= —iubu) u—pp..

Ainsi, Z[f,]lg. est une fonction localement I!, et dont une version est b.
Avec les mémes notations que précédemment, on a donc

VxeR, g{ueR |4 =f W)+ A4, =f,(u)} =0
soit en posant f,=f—f;
VxeR, ig{ucR|f(u—x)=*f, ()} =0.

Comme f, est mesurable, il existe, pour n fixé, un fermé D tel que A (D) <1/n
et f, continue sur D. Posons de plus

D*={xeD|\Ve>0, Lpg(Dn[x—e x+¢])>0}.
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Observons que Ag(D~D*)=0 et donc Ag(D*)<1/n. Montrons que f, est
constante sur D*: supposons qu’il existe a, beD* tels que f,(a)<f,(b); soient
alors A et B des constantes telles que fy(a)<A<B<fy(b); comme f, est
continue sur D*, il existe un ¢>0 tel que Vxe(D¥*n[a—¢ a+e])=K,, fo(x)=A
et Vxe(D*n[b—¢ b+el)=K,, f,(x)=B. Pour y quelconque,

R((V+K,)NK,) j 1y+K (u) le(u)d”
R

doil HJ; =) 1, (W) du=1g *1,,(¥)

[ A+ K)N K, dy=1x(K,) In(K,)>0

R
il existe donc un y, tel que Ax((yo+K,)NnK,)>0 et pour tout u dans (y,
+KJ)nK,, folu—yo)=fo(u): contradiction.
Nous pouvons a présent énoncer le

Théoréme. Sous (H,), (H,) et (H,), on a nécessairement

(13) ps. FLUEY T=2|F[F1* p.p. oude facon équivalente
(14) FUG)T=2E(Z[F1) pp.

Démonstration. Soient encore k, b, f definis comme précédemment.

Notons & Tensemble des fonctions C* a décroissance rapide ainsi que
toutes leurs dérivées. Soit ¢, positive et paire. Alors

nlk? ¢y=mn [ P(x)k*(x)dx=[ ¢(x)dx [(1—cosxu)|b(u)|* du
znilb(u)|2(y[¢](o)—ﬁ[¢] (W) du

ceci est encore vrai pour ¢, supposée seulement paire, en écrivant ¢ comme
différence de deux fonctions positives de . On en déduit donc, quelque soit ¢
paire de &, la formule

n{(k?Y', ¢ =ndk?, ¢ =n£|b(u)|2(9’ [¢"1(0)—F [¢"1(u))du
F[$"10)=0 et F[¢"1(u)= —u* F[$](u) et donc
(R > = f 7 [p]W)liubw)* du= f [61@).Z Lf 11w du.
Comme ¢ est paire 21 F ~![¢]=ZF[¢] et donc

(15) CFIET, 6> =2 [ ) F [f 11> (w) du.
R

Comme u—|Z[f'1]*(u) est paire, localement I! et tempérée, (15) a un sens
pour tout ¢ dans & et vaut 0 des que ¢ est impaire; (15) est donc vraie
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V¢ed, ce qui ¢tablit (13). Enfin, 'équivalence de (13) et (14) résulte de ce que
—u? FIE(E)](u)= —u? IE(F[£2])(u), par application du théoréme de Fubini
pour un intégrand positif sur la formule (11).

Proposition 2. 5 détermine G.

Démonstration. Dans la formule (9), on peut supposer a>0 puisque 7 est paire;
par changement de variable, (9) s’écrit encore:

N (e)=4u [ G ) (1l—e )" 2e ds,
0

soit en posant ¢ (t)=G*(€") et Y (t)=n*(e)
Y=4upxp; ou p)=e (1l—e )Y  keN.
Observons que po*p, =7n/2. I, , don
py#( A *xpo)=7/2- A 1, .

Il en résulte que Y # (A % po) =27 * (4, * L, ), car p,, p, 20 et on peut montrer
que |4, xp,|xp,*¢ est finie. La proposition en résulte puisque ¢ est continue et

¢= lim x~ (4, %1y, )x0,

x—=0+
cette derniére quantité étant le lissage de ¢ par 1, .

Avant d’énoncer le théoréme suivant, qui justific le terme de caractéristique
pour la formule (14), il convient de donner une formulation prégise du
probléme.

Soit H un processus Gaussien centré isotrope et a accroissements stationnai-
res défini par la variance de son accroissement

v2(AB)=Var(H(4)— H(B)), v fixée =0.

Se posent alors les deux questions suivantes:

1) existe-t-il un profil F qui vérifie (H,), (H,) avec n*=0v?? on dira: existe-t-
il une solution du probléme y=1v?

2) s’il existe une solution, quelles sont toutes les solutions?

Commencons par la question 2), a laquelle le théoréme suivant donne une
réponse compléte.

Théoréme 4. Soit F, une solution de n=v, G, définie a partir de F, par les

Sformules (7) et (8); alors, Pensemble des solutions du probléme n=v est Pensemble

des F telles que (H,) et 2IE((F [F']|*)=F[(G3)"].

Démonstration. Soit un tel F; G définie a partir de F par les formules (7) et (8);
2n

on a donc G=G,, dot u | G* (acosu)du=v*(a) et le fait que cette intégrale
0

converge quel que soit a assure la convergence de Y. IE((h,(A4)—h,(B))*), ou h,

nz1l
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est définie a partir de F: en effet, la formule établie au début de ce §:
2n

Y E((h,(A)—h,B))=p [ G*(ABcosu)du sobtient par un changement de
nz1 O

lordre des sommations, dont la validité est assurée puisque la-encore
l'intégrand est positif.

Pour finir, il nous reste & montrer que cette classe de solutions ne dépend
pas de la solution particuliére F, choisie, mais ceci est clair vu la proposition 2.
Reste la question 1); nous pouvons énoncer la

Proposition 3. 5’il existe une solution du probléme n=v, alors v est sur R* au
moins localement lipschitzienne d’ordre 1/2; de plus v est continue en 0, donc
continue sur IR.

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration de la proposition
2; observons que ¢ est bornée au voisinage de — oo et continue partout; p, est
intégrable, portée par R, analytique sur R* et cest un O(u~'/?) au voisinage
de u=0; donc v?oexp est localement lipschitzienne d’ordre 1/2 et ne s’annule
pas, d’ou le résultat pour v.

Enfin, G étant continue en 0, V&> 0, 3r, Vte[0,r], G(t)<e. Pour x€[0, 7],

v2(x)=4u ? G2 —1t3)~ 12 4t

X

<4pe? [(x*—*) 12 de L2pen.
o

V. Exemples

A présent, pour toute la suite nous supposons 7%= y|-|”. Notons que, par sous-
additivité et continuité de 5, nécessairement 0 <y<2. De plus, il n’y a pas de
solution au probléme #*=up|-|*: en effet, dans ce cas F[(G? ' Joce, qui nest
pas une fonction, ce qui est absurde d’aprés le §IV. Donc, 0 <y <2.

On posera a=(y—1)/2 afin de simplifier certaines formules; de la sorte
o] << 1/2.

(16) On vérifie alors que G*(x)= C,|x[", ou la constante C, est définie par 1
=C, 4*'Bla+1,a+1), B désignant la fonction béta usuelle: B(x,y)
_Ix)ro)

Tty Re(x) et Re(y)>0.

A.l) Lexemple de B. Mandelbrot

C’est la classe de profils F(1)=Q-sgn(¢)|t|* ot Q est une variable aléatoire réelle
de I?(IP). Notons que la condition de normalisation du profil F pour que 73(1)
= ult|* porte sur IE(Q?): par transformation de Fourier, on trouve
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E2(x)=202|x|" Ba+1, a4+ 1)(1 +(cos mar) 1),
d’ou G? et par intégration et identification
[IE(Q?)]~1=22*+3B(a+ 1,0+ 1)*(1 +(cos mar) ).

Remarque. Quand y /2, «./1/2 et [E(Q*)~n~'(2—40a), qui tend vers zéro; de
méme, lorsque y N0, a \—1/2, IE(Q?) ~(87)~ *(1 +2a): 1 encore, IE(Q*)—0; on
retrouve donc asymptotiquement les impossibilités y=0 et y=2.

2) Une généralisation

Faisons les hypothéses suivantes:

(i) F est impaire,

(i) IE((F(x)—F(y))*) est homogéne de degré 2. en (x, ).

On vérifie alors aisément que Pensemble des F tels que (i) et (ii) est une
classe de solutions du probléme n?oc|-|' qui contient évidemment la
précédente: en effet, on a G*(x)=[IE((F(r—x)—F(t))*)dt et posant t=ulx],

R

G2 (x)=|x|?*** G*(1)=|x|’ G*(1); par normalisation de F, on peut obtenir G*(1)
= C,, et donc une classe de solutions de n%=yul-|".
Remarguons alors qu’on peut écrire:

IE((F (x) — F(y))*) oc (x> +[y1>* = 2|xI* K (x, y))
ol K est symétrique en (x,y) et homogeéne de degré 0, ie. si x+0, K(x,y)
=K(1,X) qu'on notera K, (X) D’autre part, & particr de tout profil F
X X

vérifiant (i) et (i), on peut construire un profil F, solution du probléme #*oc|- |
en posant Fy(x)=F(x)-x~%

Considérons alors le processus t— W(t)=F(e)e *; alors (x,y)—
E(W @ W)(x, y)oc K (e’ ~), est stationnaire, donc W est le transformé de Fourier
d’un processus { tel que IE({® () est diagonal: i.e. il existe une mesure v positive
paire sur R telle que

Vo, yed, E(f ¢ dC)(ﬂinC))=E{¢WdV-

On peut alors écrire

(17) F(t)=sgn(0)|t* | 1tl"* L(dP).
R

Notons que, pour assurer la réalité de F, nécessairement {=-C

A titre d’exemple, considérons Q une variable complexe telle que IE(Q*)=0
et f un nombre réel certain; posons 2C=Qaﬁ+_Q—£7ﬁ. Dans ce cas, (17) s’écrit
F(t)=sgn(®)|t|"Re(Q]t|"f). De 13, on déduit la condition de normalisation sur F
pour que n*=py|-|":

(IE(|Q]?) " =22**2B(a+1,a+ 1) Bla+1+if,a+1—if) (1 +§:S7;[i)-
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3) Convergence compacte

Plagons-nous sous les hypothéses (i) et (ii) de A 2), avec les mémes notations.

Proposition 4. Moyennant hypothése supplémentaire (iii): { est une mesure
aléatoire et [(1+p*v(dP)<oo, ps. Y h, converge uniformément sur tout
R nz1
compact, et si <0, converge normalement sur tout compact.
Démonstration. Soit R>0 et A=(x,y)e[—R, +R]*. Observons d’abord que,
puisque p.s. |p,|— + oo quand n— + co, I'événement [|p,| < R] est de probabilité
arbitrairement petite pour n suffisamment grand: la singularité éventuelle des
profils en 0 n’intervient donc pas.
Dérivons formellement deux fois F dans (17). Pour t+0, on obtient
(18) Fr(t)=[(a+ip)e—1-+if)sgn()[t*~ >+ L (dB);
R

or laf <1/2=|(@+if)(a—1+ip)|<5/4+ B* et un calcul élémentaire montre que
(iii) implique IE(f(5/4+ B*){(dB)))< + oo soit encore p.s. S={(5/4+ p2)|{(dp) <

R R

+ 00, ce qui, par le théoréme de Lebesgue, justifie (18). Par conséquent,
(19) ps. [F'@)I<[*~2-8.

Soit alors (a,b)e[ —R, + R]*; comme h,(0,0)=0, on a, dés que |p,| > R:

oh, oh,
hn(a: b)—(l Ox (O’ 0)—b ay (O> 0)
a azh b azh a b zh
— _ n d = 10 n
J(a=2) 3 F 00t (b= T 3O dy+ [ [ 2t (x ) dxdy

=u,(a)+v,(b)+w,(a,b).

Montrons, par exemple, que la série w, converge uniformément sur
[ —R, +R]?*: (19) implique

E(F @) =IE(F, )] p,) <itl*~* E(S);

or comme «—2<0, |OA-7,—p,|*"*<||p,| —R|*~? et donc
E

(e

[-R,

0% hn
0x0y

(A) | p.) lip — R ECS),

d’ou

p) ddySAR?|Ip, |~ R E(S)

Ainsi donc, puisque o —2 < —3/2, p.s. pour la loi conditionnelle 4 la suite Pz 15
la série
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2

&*h,
33y (x,y)

dxdy

{nz1|ipnl>R} [-R, +R]?

converge. Or
2

Ox 0y

tw,(a,b)| = = (x,y)|dxdy.

[—R, +R]*

La convergence uniforme pour les séries u, et v, s'obtient de maniére analogue,
en remarquant, par exemple pour u,, que

2

lu, (a)|<Rj hy  (x,0)|dx.

Ainsi, ps. la série de fonctions (a,b)—h,{a,b)— a (0 0)— a

uniformément sur [ —R,R]?: il en est donc de méme de la série (a by—h,(a,b),
puisque d’aprés le théoréme 1,

e Eh(03) @ ZhGo)

convergent. Enfin, pour 2 <0, il y a convergence normale sur [ —R, + R]*: en
effet, il est clair que dans ce cas,

oh, oh,
ps. Y 7 O ) et

nz1 nz1 a

.0)

sont absolument convergentes: en procédant de maniére analogue a ce qui
précéde, on obtient la majoration p.s.

<|lp,| —R!*~! x constante,

avec a— 1< —1.

B. Une classe de profils “naturels”

1) On peut désirer que F' soit une fonction évanescente assez rapidement a
Pinfini et assez réguliére a distance finie: voici une classe de profils assez vaste
pour espérer y trouver des profils convenables.

On se donne deux variables aléatoires réelles Q et X, X positive et une
fonction aléatoire W sur R: on pose alors

(20) F—QW (})

Afin d’assurer (H,) on supposera, si IE(W— W)+0, que IE(Q)=0. On notera
-1, la norme de I2(IP), f = [ W'|, et ¢2(X) une version de IE(Q*|X).
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Nous faisons de plus les hypothéses suivantes, ot a,b>1:
(1) (X,Q) et W indépendants,
(i) X°e}(IP),
(i) WeZ(IP®Ay), i-e. f€I?(Ag),
(iv) £=] fOlPdt<oo,
R
(v) ab>b+3a/2+a.

Si <0, nous supposons de plus:
(vi) [W'(£)dt=0.
R

Enfin,
(vii) @*(x) Py(dx)=1,_,  C-x**"1dx avec

8

o a1y Tly+1)7? cosma
PIZ T30 Coxtot = e BRE

Remargque. 1) (iii) et (iv) impliquent W'e L(IP® /) ce qui donne un sens & (vi),
laquelle s’écrit également
s. F[W']0)=0.

2) (vii) n’a de solution en C que si 'intégrale ol C figure converge; il en est
bien ainsi car:

Proposition 5. Sous les hypothéses (iii), (1v), (v), et (Vi) si a <0,
JE(ZF W Tx)x**dx < co.
0

Démonstration. D’abord, l'intégrale sur (1, + oo) converge, puisque 2a—1<0.
Etudions a présent I'intégrale sur (0, 1).
Posons . = | f(f)dt; W’ étant p.s. dans L' (4g), on a
R

ps. Yu,v, FLW  w)— F W)= [ (™ — &) W'(r) d.
R

Pour T>0 quelconque, on a donc VYu, v
177 TW 1) — FIW 1)l , <2 [ Isin((u—1v)t/2)] f () dt
R

Su—oT | f@di+2 | f@ds,

ES t|>T
or
| f@di=T* | T*f()dt<T-"* [ 1tPfed
d,Ou lt|>T ltl>T lt|>T
@1) [ fOdi<T " 4.
ft|>T

| F W)= FWI0), Slu—d T-F +T~* 7, ¥T>0.
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En particulier pour T défini par

lu—v| F=bT-C+D g,
on trouve

(22) 17 W)= FIWI0) <K - ju—of”®*Y,  K>0.

Alors, par sous-additivité de la norme, on en déduit que |#F[W’']|, est au
moins lipschitzienne d’ordre b/(b+1) (>1), en particulier continue: donc

— Si a>0, 2a—1>—1 et donc x—x2** est intégrable sur [0,1] d’ou la
proposition dans ce cas.

— Si 20, comme d’aprés (vi) on a || F[W J(0)],=0, en écrivant (22) avec
v=0. on obtient

Vu, | F LW )], S K - u®+D
et donc
| [W ()| 2 u?s—t S K2y2o- 1 #2010+ 1),
or
[b/(b+1)>%]=>[(2a_1+2b/(b+1))>2a> _1]7

d’on la proposition.

Théoréme 5. Si F est définie par (20), sous les hypothéses (iii), (iv) (v) et, si <0
(vi), enfin (vii), F est une solution du probléme n*=pul|-|".

1 .
Démonstration. On a F' =Q—X— w’ (?) et donc

FLF1)=0Q - F[W](-X),
d’ou
\ZLF1C)P =102 Z W (- X))
et enfin

E(Z [F 11 w)= [ () | # [W I ux)[3 Pxldx),

soit, grace a (vii)
E(Z [F1*w)= [ |# [W1ux)]; Cx**~'dx,

0

soit encore par le changement de variable y=ux, et par identification de C

I'(y+1)? cosna

(7 [F]*w)=ul~>* 2Tt 1)

et lon montre aisément a partir de (16) que ceci est exactement
1/2-F[(G*)'1(u), ce qui établit le théoréme, grace au théoréme 4 du §
précédent.
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2) Convergence compacte

Théoréme 6 avec les hypothéses (i) d (v) et (vii) p.s. > h, converge normalement
sur tout compact, nzl
Démonstration. Par substitution de (20) dans (2), on a

OA - /X,

h(A)=0, | W/u-p/X,)du,

4]
by
d’ou |hn(A)|§|Qn|jan’(u)ldu———Mn, avec b= —(R+p,)/X, et b,=(R—p)/X,.
; g

Pour montrer qﬁe ps. Y, M, converge, prouvons la convergence de
Y IE(M,|X,,Q0,,p,);ona =1

nz1 ”
(23) E(M,|X,, Qn,Pn)élQnIbf f(uydu;

or,
ps. [p|z nfAnp
donc ps. pour n assez grand |p,|—R>0. Ainsi dans l'intégrale (23), on peut
considérer que |u|>(|p,]—R)/X,, et on peut alors remplacer T' dans (21) par
(Ip.) —R)/X,, ce qui donne IE(M,|X,.0,.p,)<10,l(p,|—R) "X} 2.
Le théoréme résulte donc de la convergence de » (n °|Q,/X}), qu'on
démontre a présent; observons d’abord que, d’aprés (v), "=!

112+ (e +b)ja, b—1[ +0;

dautre part, VB>1/2+(a+b)/a, QX =0(nf); en effet, daprés (i) p.s.
X,=o0(n''", donc, si pour meIN* on appelle &, I'événement [Vp, X, <mp"],
alors IP(&,,) /' 1, quand m— co.

mnl/a

EQ;X;"1,)= | ¢*(x)x*"IB(dx)
0
= CmP@+dy2@+blia

d’aprés (vii), par intégration; donc IE(Q?X?2%|&, )=K,n*@*?% Par linégalité
de Bienaymé-Tchebitchefl, on obtient alors

Ve>0, IP(Q, Xt>enf|&,)=0(n2—b+0+bia)

et I'on conclut enfin griace au lemme de Borel-Cantelli.

Remarques 1) YreR, Q2 X" n’est pas L'(IP): en effet
E(Q*XN= [ ¢*(x) x'Py(dx)=C [ x"+?* " dx,
0 0

d’our la nécessité d’avoir utilisé ¢?(x)=IE(Q?| X).

2) on peut. renforcer (et simplifier) ’hypothése (v) en la remplacant par
(vbis): abzb+(3a+1)/2. Alors, en fixant la loi de (X, W), en remplagant Q
par QX”, pour un r convenable, (20) fournit (resp. sous (vi)) une solution pour
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chaque probléme #n%=pl-|>*+!
dépend que de la loi de (X, Q).

3) Phypotheése (vi) implique

avec 1/2<a<0 (resp. avec |a|<1/2): « ne

lim F()= lim F(f)=F,.

t— + 00 t— — 0

Sous cette hypothése, ou peut construire le processus

Z (D;,.r,—Fy) ou D, p=F(OA-t—p), cf (1);

nz1

en effet, de fagon analogue a ce qui précéde, on établit que p.s. cette série
converge normalement sur tout compact. Ce processus est stationnaire, isotro-
pe, et a H, pour accroissement autour de O; en conséquence, il n’est pas IZ(IP),
puisque n n’est pas bornée.
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