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Summary. In view of approximating the fractional Brownian process in the 
plane B. Mandelbrot examined the superimposition of rectilinear faults, 
centered on the axis of a Poisson process with arbitrary large rate, the 
profiles of which being of the type Q.sgn(x)[x[ ~, N < l / 2  and Q a real 
valued random variable. In the following, we derive from general hypothe- 
ses a formula which caracterises any random profile leading to a Gaussian 
process of given type and thus providing explicit examples of profiles, 
thinkably less contrived than the former; some results on the quality of 
convergence are given. 

I. Introduction 

Soit D o une demi-droite orient6e fixe d'origine O du plan ~ ,  6 un axe variable. 
Notons z le vecteur unitaire tel que l'angle orient6 (z, 6) soit egal /t re/2, et p le 
produit scalaire du vecteur OM avec z, p = O M . z ,  M 6tant un point quelcon- 
que de 3; soit enfin f une fonction IR-+IR. 

R6alisons alors la dbformation suivante du plan orient6: tout point A de 
subit un d6placement vertical d'amplitude alg6brique: 

oil 
(1) 

ho, f(A) = Do, f ( A ) -  Do, f(O) 

Do, f(A) = f ( O A .  z -p ) .  

Observons qu'il s'agit d'une d6formation cylindrique, d'axe 6 et centr6e en 
6, de profil f ,  mais r6ajustde de sorte que h0,s(O)=0. 

Soit ~t pr6sent (6n)nel, la suite des axes, ordonn6s par distance croissante ~t 
O, d'un processus de Poisson ~e d'axes sur ~ ,  stationnaire et isotrope, de taux 
# > 0  et (F,),>I, un 6chantillon infini, ind6pendant de ~,, d'un processus r6el 
mesurable F. 
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Posant h. (A)=ha. ,v . (A  ), consid6rons <d'altitude finale)> du point A, r6sultant 
de la superposition de toutes les d6formations cylindriques (3., F~): sous r6serve 
de convergence de la s6rie, on pose: 

Hu(A)= ~ h,(A). 
n > l  

L'id6e de considSrer le processus r6duit #- l /2 .Hu revient /t B. Mandelbrot 
[4, 5], qui le propose comme approximation, lorsque /1 tend vers l'infini, d'un 
Brownien fractionnaire H sur N [3], avec F ( x ) = Q .  sgn(x)]x] ~, lai < 1/2, sgn(x) 
=signe de x, et Q variable al6atoire r6elleeL 2. Pour A, B ~ ,  

Var (H,(A)  - H~,(B)) oc A S  2~ +1 

et donc, le Brownien H est de dimension fractale (Hausdorff-Besicovitch) 
5/2-r [1]. 

Cette construction fournit donc un moyen, parmi d'autres, de simuler un 
Brownien ffactionnaire de dimension donn6e. 

A l'oppos6, on peut y voir un processus physiquement interpr6table, par 
exemple en g6ologie, dont le Brownien fractionnaire est une approximation 
commode, justifiant ainsi de son ad6quation ~ mod61iser certaines surfaces 
naturellement observables; malheureusement cette approche se heurte au 
caract6re <<peu naturel>> (<<contrived~) du profil (sauf peut-~tre pour ~=0,  off le 
profil est une faille abrupte; mais par example pour ~ < 0, F n'est pas born6 au 
voisinage de 0); aussi, conclut Mandelbrot [6, 7], dolt-on y renoncer. 

En fair, l'exploration syst6matique de la classe des profils possibles nous 
semble remettre en question cette derni6re assertion. 

Plus pr6cis6ment, dans ce qui suit, nous 6tablissons les r6sultats suivants: 
au w II, nous donnons explicitement les hypoth6ses sur lesquelles est bgttie la 

construction. 
au w I~I, nous 6tablissons l'existence p.s.p.p, de Hu et mieux la sommabilit6 

de (h,),__>~, ce qui renforce la validit6 de la construction. 
au w nous 6tablissons une formule caract6ristique pour la classe des 

profils F pour lesquels H est un processus Gaussien centr6, isotrope et ~t 
accroissements stationnaires, caract6ris6 par la variance de son accroissement 
V a r ( H ( A ) -  H(B))~-~2(AB), ~ fix6. 

Notons que la seule hypoth6se sur 17 est que la classe de profils correspon- 
dants soit non vide. Une question ult6fieure, sur laquelle nous nous proposons 
de travailler, est donc de caract6riser ~/. 

au w pour le cas ~2 ~1" 12~+ ~, nous d6duisons de la formnle caract6ristique 
pr6c6dente deux classes d'exemples de profils, la premi6re g6n6ralisant ceux de 
B. Mandelbrot, la seconde construite sur l'id6e de <<naturalit6>> du profil. Pour 
ces deux classes, avec des hypoth6ses suppl6mentaires, nous montrons de plus 
la convergence compacte p.s. de la s6rie ~ h,. 

II. Hypotheses generales. Notations 

(f2, d ,  1P) est l'espace de probabilit6 de base. 

(Ho) ~ est un proeessus de Poisson d'axes, stationnaire et isotrope, de taux 
kt>0. 
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(~,),_>1 est la suite des axes de ~ ,  ordonn6e par distance cro issante / t  O; 3, 
est param6tr6 par z, et p,, comme d6finis au w mais on utilisera aussi l 'angle 
orient6 0 ,= (D0 , z , )  et e ,=sgn(p , ) ;  la droite d,, support  de 6,, est param6tr6e 

([P,I, , )  avec par 0* 

0.  ~0,,~ si e , = + l  
- 1 ;  "-~0.+rc  [,2rc], si e.= 

Rappelons alors le 

Lem me  1. (e,),_>1 est un Ochantillon de la loi uniforme sur { - 1 ,  +1};  (0,),_>_1 
(resp. (0,),>_ 1) est un echantilIon de la loi uniforme sur [-0, 2~[,; (Ipxl, Ip2[-Ipl[ . . . .  , 
]p ,+l [ - lp , I , - . . )  est un dchantillon de la loi exponentielle de parametre 4~#. 
De plus, ces trois Ochantillons sont ind@endants. 

DOmonstration. Cf. [-2]. 

Notons  enfin ~(0 le processus de droites sous-jacent/~ Lr. 

(H1) F est une fonction aldatoire rOelle mesurable telle que V x e N ,  

lE (F (x) + F ( - x)) = O. 

Posons pour  f quelconque f ( x ) = - f ( - x ) ;  l 'hypoth~se (Ha) est donc 
v6rifi6e d6s que la loi de F est invariante par la t ransformat ion f~--,f, condit ion 
en gdn6ral non restrictive sur la forme du profil F, mais qui admet  comme cas 
particulier celui off p.s. les r6alisations de F sont impaires. 

Soit (F,),> 1 un 6chantillon infini de F, ind6pendant  de ~ ;  V n >  1, on note  h. 
la fonction al6atoire, definie sur ~ ,  

(2) A~-* h,(A) = F, (OA - z, - p,) - F,( - p,) 

(H2) V A, Be ~ ,  la s~rie i IE((h,(A)-h,(B)) 2) converge et sa somme ne d@end 
n = l  

que de AB: on la note tl2(AB), rl>O. 

Dans l 'hypoth6se (H2)  , la fonction r /n 'es t  a priori d6finie que sur IR+: nous 
la supposerons prolong6e par  parit6 sur ~ .  Remarquons  alors que, par 
in6galit6 triangulaire, V A, B, Ce ~ ,  tt (A C) < rl(AB) + tl (B C). Quels que soient les 
r6els positifs a, b, c tels que [a-cl <b <_a+c, il existe un triangle ABC tel que 
AB=c ,  B C = a  et A C = b ,  et donc 

It/(a) - t/(c)] < ~/(b) < t/(a) + q (c). 

En particulier, 

(3) O < b <-2a ~ tl(b) < 2~(a). 

I1 en r6sulte que, si r /n 'es t  pas ident iquement  nulle, 

Vx4=0, t/(x)4:0 et V e > 0 , 3 A > 0 ,  V x > e , r / ( x ) > A ;  

en particulier, si d est une distance, t/o d aussi et il r6sulte de la continuit6 de t/ 
[cf. infra], que t/o d et d sont 6quivalentes. 
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III. L'Existence de H~ 

Soit R >0 ,  9 le disque de centre O et de rayon R, IM la probabilit6 uniforme 
sur 9 .  

Th6or~me 1. Soit ~ une permutation alOatoire de N*, telle que (~o,~) soit 
ind@endant de ((~,)n>=l, (F,)n>=l). Alors, ~ h (,) existe et est finie, et ne ddpend 

n > l  

pas de a au sens presque sCtrement presque partout darts 9 et au sens L2(IP| 

D~monstration. Pour toute ((bonne)~ r6alisation Z o de ~o et tout A dans r 
posons: 

h(n,A, Zo)=F, (OA.enu , -e ,  tn)-Fn(-entn), (Un)n__> 1 et  (tn)n>=l 

d6finissant les paramStres des droites de Z o. I1 est alors clair, grfice au lem- 
me 1, que la loi de h(n,.,Zo) est une version naturelle de la loi de h, con- 
ditionnellement ~t (~(o, o) (sur l'espace produit s x 9 ) ;  de plus, (H1) implique 
que IE (h(n,.,Zo))=O. Enfin, V A ~ ,  la suite (h(n,A, Zo)),>_ ~ est une suite de 
variables ind6pendantes. Supposons Z o telle que 

(4) Z ~ IE(h(n, A, Zo) 2) ~,I(dA) < o0. 
n > l  

Alors, V n>  1, h(n,., Zo) est L2(IP| et donc L~(IP| 
Notons V n > l ,  2 ,  la tribu engendr6e (sur ~2 x 9 )  par (F k, ek)k__<,; si E e 2 , _ a ,  

on a VAeN,  IE(I~(.,A)h(n,A, Zo))=O. 
Comme h(n,.,Zo)eLl(IP| on en d6duit lE(leh(n,.,Zo))=O et donc 

IE(h(n,.,Zo)]N,_~)=O, ces deux deni6res esp6rances 6tant prises au sens de la 
probabilit6 IP| 

Ainsi, la suite (h(n,.,Zo))n>_ ~ est une suite centr6e, c'est-h-dire que 
( ~  h(k,.,Zo)),>=l est une martingale. Par cons6quent, vu (H2) ~ h(n,.,Zo) 
k<=n n > l  

existe et est finie IP| presque sfirement et L2(IPNN) [-8]. Mieux, la suite 
(h(n,., Zo)),>=z est sommable au sens de L2(IP| en effet 
Ve>0,  3N, V I c N * ,  c a r d I <  oo et m i n i > N ,  

(5) ~ IE(h(n,., go) 2) < ~2. 
nEI 

Comme la suite (h(n,.,Zo)),>_ ~ est centr6e, elle est orthogonale et (5) s'6crit 
IE(~h(n,. ,Zo)2)<e 2, soit [l~h(n,.,Zo)l]<=e 2 off H'I[ est la norme de 

n~I nsI  

L~OP | 
Donc, quel que soit s, permutation de N* 

E h(s(n),',Zo)= E h(n,',Zo) p.s. 
n> l n> l 

I1 ne reste qu'~t v~rifier que IPps on a (4): or I E ( ~  ~IE(h,(A)21~o)IM(dA)) 
= ~ rl2(OA)lM(dA)<4~/2(R/2) d'apr~s (3). ~-->~ 
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Remarques.  1) Le th6or4me 1 implique que p.s. en tout AeN,  la suite h,(A)  est 
sommable. Ainsi, dans un modhle temporel, off les d6formations successives 
apparaitraient naturellement dans un ordre diff6rent de celui donnh par distan- 
ce croissante des axes h O, le processus somme serait le m6me (sous rhserve de 
validit6 de l'hypoth6se sur a). 

2) Une autre cons6quence est le: 

Corollaire 1. Le processus H ~ =  ~ h, est isotrope et gt accroissements 
stationnaires. . > 1 

D&nonstration.  L'isotropie r6sulte directement de celle de s et du mode de 
construction de Hu. Par ailleurs, soit O ' e r ,  0 '4=0;  alors le processus des 
accroissements de H .  autour de O' a m6me loi que Hu (rappelons que [Hu(O) 
=0]  est certain); en effet, soit a la permutation de N* telle que (~(.)).>~ soit 
la suite des axes de ~ ordonn6e par distance croissante h O': 6~(n) a pour 
param~tres %(.) et G=p~( , ) -OO'-G(~) .  Alors, p . s .p .p ,  on a H ~ - H , ( O ' )  

= ~ ( h , - h , ( O ' ) ) =  ~ (h,( , ) -h~( , )(O'))  d'apr6s le th6or6me 1. Or, pour AE~,  
n>_-i n__>l 

h~(.)(A) = Fo(n)(OA �9 %(.) - p~(,,)) - F~(.)( - p~(.)) 

= F~(.)(O'A �9 "G(.) - q,~) - F.(,,)( - p,.(.)) 
et donc 

hr - h,.(.)(O') = F~(.)(O'A - zo(.) - q,,) - F,.(,,)( - q.). 

On en dhduit le corollaire, puisque (%(.), Fr a mSme loi que (%, F.).>_ 1. 

3) Considhrons enfin une suite de rdels positifs (ill)i=>1 telle que 

S,= Z fi i--> + c~ 
i<=n 

quand n--* + oo; on se donne alors, pour chaque i, les 614ments alhatoires 
nhcessaires h la construction de Hu~ off #i=t~fli: (F.,i).,i>=l 6chantillon de F 
(~u,)~_> 1 suite de processus de Poisson ind4pendants de taux respectifs #i. De la 
sorte, les H~, sont indhpendants, et ~ H., a m4me loi que Hus.;  le th6orhme 

i<=n 

central limite ghn6ralis4 indique alors que S~-~/2x y, Hu, tend en loi vers un 
processus gaussien centr4 H tel que ~--<" 

Var (H (A) - H(B)) = ~/2 (AB) 

IV. Une formule caract6ristique 

Soient A, B e ~ ;  notons provisoirement (a, q~) et (b, 0) leurs coordonn6es polai- 
res respectives. On a alors 

(2~ dO " (4n#)"  p . - 1  e 4~u 
1 E ( ( h ' ( A ) - h ' ( B ) ) 2 ) = I E  ~ J  2 ( n - l ) !  

�9 G ( a  cos(0- ~ ) - p ) - F . ( b  cos(0- 0)-P))2 c!p] 
] 
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et donc, par  s o m m a t i o n  et changements  de variables 

(i ( t c~ . 

(6) t/2 (AB) = I~ 1E du ~ - F cos u - 

Posons  V x ~ N ,  A x = e x - e  o, off e x d6signe la mesure  de Di rac  en x et 

(7) ~2(x)=S(Ax.F)Z(t)dt , off par  d~finition ~ > 0 ,  et 
IR 

(8) O=~E(~) ~/~. 
(6) s'6crit ~t pr6sent:  V a e N ,  

(9) t / a ( a )=#IE  ~2(acosu)du =#  ~ GZ(acosu)du 
0 

Remarques. 1) dans les formules  (7) et (9), on re t rouve les quanti t6s not6es resp. 
K* et V dans [4], pour  le cas F certain. 
2) si FeL2(2a), ~ 2 = 2 ( F * P - F * P ( 0 ) ) .  

Proposi t ion 1. ~ et G sont des demi-valeurs absolues sur (IR, +), d valeurs dans 
IR+; G e t  p.s. ~ sont localement born~es et donc des O(x) au voisinage de x =  
+oo. 

Ddmonstration. I1 est clair que ~(0)=0 ;  la parit6 de ~ s 'obt ient  par  s imple 
changement  de var iable ;  enfin, l 'in6galit6 tr iangulaire pour  ~ s 'obt ient  en re- 
m a r q u a n t  que Ax+r=Ax*ey+A r et en appl iquant  l 'in6galit6 de Cauchy-  
Schwarz. La  d6mons t ra t ion  pou r  G est analogue.  Par  changement  de variable,  
(9) s'6crit encore 

~/2(a)= 4 ~ I E  ~2(w)(aZ-wZ)-l/2 dw =4#  ~ G2(w)(a2-w2)-l /Z dw. 
0 

On en d6duit  que G est mesurab le  sur IR et presque pa r tou t  finie, que p.s. 
est mesurable  et presque pa r tou t  finie: soit, pour  la suite k une telle r6alisation 
de ~. 

Mon t rons  que k est loca lement  born6e:  supposons  vrai  le contraire ;  il 
existe alors une suite (a.).__> 1 born6e et telle que k(a.) tend vers l'infini avec n; 
soit (bp)p__> 1 une sous-suite convergente  de (a.).__> 1; c o m m e  k est une demi-valeur  
absolue,  on peut  supposer  qu'il  existe des constantes  m e t  M telles que, V p, 
O < m < b p < M <  + oo. C o m m e  k est p.p. finie et mesurable ,  il existe une suite 
croissante (c.). > 1 telle que 2~{x e [0 ,  Milk  (x) > c.} < n -  2 et doric 

,~{y~ [0, 13lk(b.y)>c.} <=(b.. n 2 ) -  1 ; 

le l emme de Borel-Cantel l i  donne  alors 2~{xe[O, 1][k(b.x)=O(c.)}=l .  Soit 
={x~NIk(bnx)=O(c . )  }. Par  sous-addit iv6 de k, N est un sous-groupe de (IR, 
+) ,  dont  le compl6menta i re  dans [-0, 11 est de mesure  nulle: on en d6duit que 
~ = l l .  et donc  ( x = l )  k(b.)=O(c.); or les choix de (bn).=>l et de (c.).>=1 ont  6t6 
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faits ind6pendamment :  absurdit6. On a 6videmment  le m6me r6sultat pour  G, 
la d6mons t ra t ion  n 'ut i l isant  que des propri6t6s c o m m u n e s / t  ~ et G. 

Pour  toute  la suite, on note  W[~b] la t ransform6e de Four ier  de q5 d6finie 
par  ,~[~b] (u)= ~ e ~"x qS(x)dx et Y - ~  [q~] la t ransform6e de Four ier  r6ciproque. 

I1 r4sulte de la p ropos i t ion  1 que p.s. ~ est finie p.p. et donc que p.s. Vx, 
Ax,F~L2(2~); soit f une telle rdalisation de F et kZ(x)= y(Ax,f)z(t)dt.  

Observons  d ' abord  que, V x et V y, 

Y [ A x + y * / ] = ~ , ~ [ ~ * A y * / ] + ~ - [ A x * / ] ,  p.p. 

et doric, pour  presque tout  u 

~,~ [A x + , * f ]  (u) = e i'~ ~ ]-A y , i ]  (u) + ~,~ [A ~ * / ]  (u). 

Echangeons  les r61es de x et y; on obtient:  

~[A~+y*f](u)=e~"YJ~[Ax*fJ(u)+~[Ay*fJ(u) ,  u -  p.p. 

D'ofl,  quelques soient x et y, pour  presque tout  u, 

J~[Ay,f](u) (e~, ~ Y[A~*f](u)-= d " ~ - i  ' - 1 ) ;  

ceci d6finit donc  p.p. sur ]R, une fonct ion b telle que, VxelR,  

(10) ~-  [A x , f ]  (u) = b(u)(e '"~ - 1). 

Remarque. C o m m e  f f [ A x ]  (u)= e iu~- 1, la formule (10) nous incite fl penser  que 
~[ f ] (u )=b(u ) ;  or rien ne p rouve  a priori que f f [ f ]  ait un sens, m4me en tant  
que distr ibution et quand  bien m~me celfl serait, au mieux pour ra i t -on  
d6terminer  f f [ f ] ] ~ , ,  restriction de f f [ f ]  fl R* ,  car f n ' intervient  que par  ses 
accroissements.  

A pr6sent, on se donne un processus B tel que:  

p.s., Vxe]R, ~[A~ ,F] (u )=B(u) (d"~- l ) ,  u- -p .p .  

Par  la formule de Plancherel,  on a pour  tout  x, 

(11) ~2(x) = ~(A~*F)2(t)dt = (2 7Z) -1 ~l~[A~*F]]2(u) du 

soit par  changement  de variable,  

(12) rc~2(x)=~(1-cosxu)lS(u)12du p.s. 

L e m m e  2. p.s. u~-~u2(1 + u2) - 1 ]B(u)12~/J(2~). 

D6monstration. ]~crivons (12) pour  une bonne  r6alisation du processus:  

uk2(x) = ~(1 - cos xu) lb(u)l z du. 
~R 
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C o m m e  au voisinage de x =  +00  k 2 est loca lement  born6e et un O(x2), 
x~-+k2(x)e -Ixl es t /2 ( )~)  et 

~ ~ k2(x)e-IXt dx = ~ (1-cosxu)e-l~llb(u)12 dudx 
N. I R x N  

=2~U2(1- -U  2) llb(u)12du<q-oo. 
IR 

L e m m e  3. P.s. ~ est continue sur IR; G est continue sur N.  

Ddmonstration. Soit M une constante  et (x,),>__ a une suite born6e par  M e t  
convergeant  vers x: avec les memes  nota t ions  que pr6c6demment ,  on a 

rck2(xn) = 5 (1 -- COS xnu) lb(u)l 2 du. 
IR 

Or, 1 - c o s x , u < 2 ,  M2u2/2. I1 existe donc  une constante  M'  telle que 1 
-cosx,,u<=M'u2/(1 q-u2). On obt ient  alors la continuit6 en 0 de k, compte  tenu 
du l emme  2, par  appl ica t ion  du th6or6me de Lebesgue Le marne r4sultat  pour  
G s 'obt ient  en remplavan t  ~t par t i r  du l emme 2, k par  G e t  ]b(u)l: par  IE(IB(u)I2). 

Th~or~me 2. P.s. F est localement L 2 et temp&& comme distribution; p.s. la 
distribution @[F] I~ ,  est une fonction localement L 1, dont une version est B. 

D~monstration. Avec les m6mes nota t ions  que pr6c6demment ,  la f o n c t i o n / ( u ) =  
- ( iub(u)) / (1- iu)  appar t ien t  • L2(2~); donc, ~,~-1[/] appar t ien t  /t L2(2~) et est 
donc  temp6r6e et loca lement  L1; les primit ives de ~ - 1  [/] sont  donc  continues 
et temp6r6es. Posons  x 

f l  (x) = ~,~ -1 [/] (x) + j ~,~ -~ [/] (t) dt. 
o 

Alors  f~ est temp6r6e et loca lement  L 2. Au  sens des distr ibutions on a 

fl '  = ( ~  1 Ell)' + ~ -~ Ell, 

soit 

~ E f ~ ] = l ( u ) ( 1 - i u ) = - i u b ( u )  u -  p.p.. 

Ainsi, ~,~[f,][~, est une fonct ion localement  L 1, et dont  une version est b. 
Avec  les memes  nota t ions  que pr6c6demment ,  on a donc 

V x elR, &{udRlA~*f(u)4= Ax , f l  (u)} = 0 

soit en posan t  fo = f - f 1  

V x elR, 2~{u ~IR Ifo(U - x) q= fo(U)} = 0. 

C o m m e  fo est mesurable ,  il existe, pour  n fix6, un ferm6 D tel que 2a(D~)< 1In 
et fo cont inue sur D. Posons  de plus 

D* = {xeDlVe > 0, .~(D m Ix - - e ,  x + el) >0}.  
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Observons que ) ,~ (D\D*)=0  et donc 2e(D*)<l/n. Montrons que fo est 
constante sur D*: supposons qu'il existe a, bsD* tels que fo(a)<fo(b); soient 
alors A et B des constantes telles que f o (a )<A<B<fo(b ) ;  comme fo est 
continue sur D*, il existe un e > 0  tel que Vx~(D*r [ a - e ,  a + e ] ) = K  a, fo(X)<=A 
et Vx~(D*c~[b-~,  b+~])=Kb,fo(X)>=B. Pour y quelconque, 

,~((y + Ko) ~ Kb) = S 1,+ K~ lK~(u~ du 
N 

= ~ 1Ko(y-- U) 1K~(U ) du = 1K~ 1Kb(y) 
d'ofl 

S 2~((y + Ko) ~ KO dy = 2~(&) &(KO > 0 

il existe donc un Yo tel que 2a((yo+Ko)nKb)>O et pour tout u dans (Yo 
+ K~) c~ Kb, fo (u -- yo) #fo(U): contradiction. 

Nous pouvons ~t pr6sent dnoncer le 

Th~or~me. Sous (Ho), (H1) et (H2), on a n~cessairement 

(13) p.s. ff[(~2),,] =2[~-[F,]I 2 p.p. ou de fafon ~quivalente 

(14) ~-[(G2) ' ' ]=2IE( [~ [F ' ] j  2) p.p. 

Ddmonstration. Soient encore k, b, f definis comme pr6c6demment. 

Notons J l'ensemble des fonctions C ~ /t d6croissance rapide ainsi que 
toutes leurs d6rivees. Soit qSe~; positive et paire. Alors 

7r ( k 2, ~ ) = 7~ I ~)(x) k2(x) dx = ~ ~(x) dx 5(1 - cos xu)lb(u)12 du 
IR IR N 

-- j'lb (u)12(Y [qS] (0) - ~ [q~] (u)) du 
IR 

ceci est encore vrai pour ~beS f, suppos~e seulement paire, en 6crivant q5 comme 
diff6rence de deux fonctions positives de ~ .  On en d6duit donc, quelque soit q5 
paire de ~ ,  la formule 

rC <(k2) '', ~b ) = g <k 2, q~") = ~ Ib (u)l 2 ( ~  [q~,,] (0) - ~ [~b"] (u)) du 
N 

or ~-[~b"](0)=0 et ff[qY'](u)= - u  2 @[~b](u) et donc 

<(k2) '', qS) = ~ ~[qS] (u)[iub(u)l 2 du = ~ ~ [ -0 ]  (u)l~Ef']12(u)du. 
N N 

Comme q~ est paire 2re f f -~ [~b]=~[~b]  et donc 

(15) ( f f [ ( k 2 ) " ] ,  q5)-=2 ~ 4(u)l~Ef']12(u)du. 
IR 

Comme u~--,[~[f']12(u) est paire, localement /2 et temp~r6e, (15) a un sens 
pour tout 0 dans S ~ et vaut 0 d~s que 4) est impaire; (15) est donc vraie 
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VqSe5 P, ce qui 6tablit (13). Enfin, l'6quivalence de (13) et (14) r6sulte de ce que 
-u2~ l - lE (~2) ] (u )= -uZlE(~[~z ] ) (u ) ,  par application du th6orSme de Fubini 
pour un int6grand positif sur la formule (11). 

Proposition 2. ~/d~termine G. 

D~monstration. Dans la formule (9), on peut supposer a > 0  puisque ~/ est paire; 
par changement de variable, (9) s'6crit encore: 

t/2(eX)=4# ~ GZ(e~-t)(1 _e -Z t ) - l /Z e - t d t ,  
0 

soit en posant qS(t)= G2(d) et tp(t)=t/2(e t) 

~O=4#qS*pa off pk(t)=e-k'(1--e 2t)-1/2, keN.  

Observons que Po*& = ~z/2. ~,+, d'ofl 

Px*(Ax*Po) = ~/2. Ax* 11~,+. 

I1 en r6sulte que q/�9 (A x * P o) = 27z # q5 �9 (A x �9 1l~), car p 1, P 2 > 0 et on peut montrer 
que [A~,Po[,pl,  0 est finie. La proposition en r6sulte puisque q5 est continue et 

qS= lim x-l(A~,l~,§ 
x ~ O +  

cette derniSre quantit6 6taut le lissage de q5 par ~[o,~j. 

Avant d'6noncer le th6or6me suivant, qui justifie le terme de caract&istique 
pour la formule (14), il convient de donner une formulation pr6~ise du 
probl6me. 

Soit H un processus Gaussien centr6 isotrope et ~t accroissements stationnai- 
res d6fini par la variance de son accroissement 

v 2 (AB) = Var (H(A) - H(B)), v fix6e > 0. 

Se posent alors les deux questions suivantes: 
1) existe-t-il un profil F qui v6rifie (H0, (H2) avec ~2=v2? on dira: existe-t- 

il une solution du probl6me t/= v? 
2) s'il existe uue solution, quelles sont toutes les solutions? 
Commen~ons par la question 2),/t laquelle le th6orSme suivant donne une 

r6ponse complete. 

Th~or/~me 4. Soit F o une solution de tl=v, G O ddfinie d partir de F o par les 
formules (7) et (8); alors, l'ensemble des solutions du probIdme rl=v est l' ensemble 
des F telles que (H1) et 21E([~[-F']12)= ~-[(G2)"]. 

D~monstration. Soit un tel F; G d6finie ~t partir de F par les formules (7) et (8); 
2 ~  

on a donc G=Go, d'ofi # ~ G 2 (acosu)du=v2(a) et le fait que cette int6grale 
0 

converge quel que soit a assure la convergence de ~ IE((h,(A)-h,(B))2), ot~ h, 
n > l  
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est d6finie ~t partir de F: en effet, la formule 6tablie au d6but de ce w 
2n 

IE((h, (A)-hn(B))2)=# S GZ(ABc~  du s'obtient par un changement de 
n > l  0 
l 'ordre des sommations, dont la validit6 est assur6e puisque l~t-encore 
l'int6grand est positif. 

Pour finir, il nous reste /t montrer  que cette classe de solutions ne d6pend 
pas de la solution particuliSre F 0 choisie, mais ceci est clair vu la proposit ion 2. 

Reste la question 1); nous pouvons 6noncer la 

Proposition 3. S'il existe une solution du problOme rl = v, alors v e s t  sur IR* au 
moins localement lipschitzienne d'ordre 1/2; de plus v est continue en O, donc 
continue sur ~ .  

D~monstration. Reprenons les notations de la d6monstration de la proposition 
2; observons que ~b est born6e au voisinage de - o e  et continue partout;  Pl est 
int6grable, port6e par IR+, analytique sur IR* et c'est un O(u -~/2) au voisinage 
de u = 0 ;  donc vZoexp est localement lipschitzienne d'ordre 1/2 et ne s'annule 
pas, d'o~ le r6sultat pour v. 

Enfin, G 6tant continue en 0, V e > O, 3 r, V re[0, r], G(t)< ~. Pour x~ [0, r], 

V2(X) = 4# i GZ(t)(  x2  - tz) - 2/2 dt 
0 

x 

_~4#e 2 ~(X 2-tz)-l/zdt<_211e27c. 
0 

V. Exemples 

A pr6sent, pour toute la suite nous supposons ~ 2 = / A  I -I y. Notons que, par sous- 
additivit6 et continuit6 de t/, n6cessairement 0<y__<2. De plus, it n'y a pas de 
solution au problSme ~2=~1-12: en effet, dans ce cas ~[(G2)"]oceo qui n'est 
pas une fonction, ce qui est absurde d'aprSs le w IV. Donc, 0 < 7 < 2. 

On posera e=(y -= l ) /2  afin de simplifier certaines formules; de la sorte 
I"l < 1/2. 

(16) On v6rifie alors que G2(x)= Cy[xl 7, off la constante C~ est d6finie par 1 
=C~ .4~+aB(e+ l , c~ + l ) ,  B d6signant la fonction bSta usuelle: B(x,y) 

_ r ( x ) r ( y )  ~.e(x) et IRe(y)>0. 
r (x  + y) ' 

A.1)  Eexemple de B. Mandelbrot 

C'est la classe de profils F ( t ) = Q .  sgn(t)[t[ ~ off Q est une variable al6atoire r6elle 
de Lz(IP). Notons que la condition de normalisation du profil F pour que t/z(t) 
=/~tt[ ~ porte sur IE(Q2): par transformation de Fourier, on trouve 
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~2(x)=2Q2[xl ~ B(e+ 1, ~ +  1)(1 +(cos  ~ )  1), 

d'ofl G 2 et par intbgration et identification 

lIE(Q2)3 - 1 = 22~+ 3 B(c~ + 1, a + 1)2(1 + (cos 7zc 0-1). 

Remarque. Quand 7A2,  c~A1/2 et I E ( Q 2 ) ~ - I ( 2 - 4 c Q ,  qui tend vers z6ro; de 
marne, lorsque 7 N0, c~ N -  1/2, IE(Qe)~(87z) 1(1 +2c0:  l~t encore, IE(Q2)-+0; on 
re t rouve donc asympto t iquement  les impossibilit6s ? = 0 et ~ = 2. 

2) Une gdn&alisation 

Faisons les hypoth6ses suivantes: 
(i) F est impaire, 

(ii) IE((F(x)-F(y)) 2) est homog~ne de degr~ 2~ en (x, y). 
On v6rifie alors ais6ment que l 'ensemble des F tels que (i) et (ii) est une 

classe de solutions du probl6me ~2<1.1~ qui contient  6videmment  la 
pr6c6dente: en effet, on a G2(x)=SIE((F( t -x ) -F( t ) )2)d t  et posant  t=ulxl,  

N 

G2(x)= Ix[ 2~+1 G2(1)=lxI~G2(1); par normal isa t ion de F, on peut  obtenir  G2(1) 
= C~, et donc  une classe de solutions de t/2 =#1.1~. 

Remarquons  alors qu 'on  peut  6crire: 

IE((F(x) - F(y)) 2) oc(Ixl 2~ + ly[ 2~-  2 Ixy[ ~ K(x, y)) 

off K est sym&rique en (x,y) et homogbne de degr6 0, i.e. si x 4 0 ,  K(x,y) 

= K ( X ,  y )  qu 'on  notera  K o ( Y ) .  D'autre  part, ~t partir  de tout  profil F 
\ J w l  

v6rifiant (i) et (ii), on peut construire un profil F o solution du probl6me r/2ocl �9 I 
en posant  Fo(x ) = F ( x ) .  x - L  

Consid6rons alors le processus t ~ W ( t ) = F ( e  t) e-~t; alors (x,y) 
IE (W|  W)(x, y)ocKo(er-X), cst stationnaire,  donc  W e s t  le t ransform6 de Four ier  
d 'un processus ( tel que IE(~| est diagonal:  i.e. il existe une mesure v positive 
paire sur IR telle que 

V q o , 0 ~ J  , IE((~ (p d~)(~ ~ d ( ) ) =  ~ (p~dv. 
IR N IR 

On peut  alors 6crire 

(17) F(t) = sgn (t)It[ ~ S [t]i~ ~ (dfi). 
IR 

Notons  que, pour  assurer la r6alit6 de F, n6cessairement ~=  - ~ .  
A titre d'exemple, consid6rons Q une variable complexe telle que IE(Q2)=0 

et fi un nombre  r6el certain; posons 2 ~ = Q e ~ + Q e  ~. Dans  ce cas, (17) s'6crit 
F(t)=sgn(t)ltl~Ne(Q)[iP). De 1~, on d6duit la condi t ion de normal isa t ion sur F 
pour  que ~2=#] . [~:  

( (IE(IQf2))- 1 = 22~+ 2 B(~ + 1, c~ + 1) B(~ + 1 + ifi, c~ + 1 - i f i )  1 + cos zcc~l" 
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3) Convergence compacte 

Plaqons-nous sous les hypoth6ses (i) et (ii) de A 2), avec les m~mes notations.  

Proposition 4. Moyennant l 'hypoth&e suppldmentaire (iii): ( est une mesure 
alOatoire et ~( l+fl4)v(df l )<o% p.s. ~ h, converge uniformOment sur tout 

IR n>_l 
compact, et si c~ < O, converge normalement sur tout compact. 

DOmonstration. Soit R > 0  et A = ( x , y ) ~ [ - R ,  + R ]  2. Observons d 'abord  que, 
puisque p.s. ] p , [ ~ +  oo quand n---, + ~ ,  l '6v6nement [-]p,l<R] est de probabili t6 
arbi t rairement  petite pour  n suffisamment grand: la singularit6 6ventuelle des 
profils en 0 n ' intervient donc pas. 

D&ivons  formellement deux fois F dans (17). Pour  t +0 ,  on obtient  

(18) F"(t) = ~(~ + i fi)(c~ - 1 + i fl) sgn(t)It[ ~- 2 + ifl ( (dfi); 
IR 

or [c~[ < 1/2~[(c~ + i f i ) ( e -  1 + ifi)[ < 5/4 + f12 et un calcul 616mentaire mont re  que 
(iii) implique IE(~ (5/4 + fi2)[((dfi)[) < + oo soit encore p.s. S = ~(5/4 + fl2)[((dfi)l < 

N IR 
+ oo, ce qui, par  le th6or~me de Lebesgue, justifie (18). Par cons6quent, 

(19) p.s. If"(t)l < Itl =-2. S. 

Soit alors ( a , b ) ~ [ - R ,  + R ] 2 ;  comme h , (0 ,0)=0,  on a, d6s que ]p , i>R:  

h n ( a , b ) - a ~ ( O , O ) - b  cO~hy~ (0, O) 

b ~2h ~ b 02hn 
= !a (a - x) •2hnox 2 (x, O)dx+~(b-y)~(O,y)dY+!o iCy ! ~ y ( X , y ) d x d y  

= u,(a) + v,(b) + w,(a, b). 

Montrons ,  par exemple, que la s6rie w, converge uniform6ment  sur 
I - -R ,  + R ] 2 :  (19) implique 

IE(IFs (t)[) = IE(Ir"(t)llp,) < IW- 2 IE(S); 

or comme ~ - 2 < 0 ,  I O A . % - p , ] = - 2 <  ]lp.I-R] ~-2 et donc 

/I G32 hn \ 

A p . ) < l l p . I - R P  2E(s) ,  
I 

d'ofi 
OZh. 

Ainsi donc, puisque c~-2 < - 3 / 2 ,  p.s. pour  la loi conditionnelle ~ la suite (p,),=> ~, 
la s6rie 
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converge. Or 

0. I02hn I 

(n>__lllPnl>R} [ -R ,+R]  z u x o y  

t~2 hn 
Iw.(a,b)l < ~ ~.-. (x,y) dxdy. 

[_R, +R]2 cxcy 

La convergence uniforme pour les s6ries u. et v n s'obtient de mani6re analogue, 
en remarquant, par exemple pour u,,, que 

g I02h I 
lu,(a)l < e_~ R 7~-x~ (X, O) dx. 

Ainsi, p.s. la s6rie de fonctions (a,b)~h,(a,b)-a~h~(O,O)-bO~h~(O,O) converge 
cx cy 

uniform6ment sur [ - R , R ] 2 :  il en est donc de m~me de la s6rie (a,b)-~h.(a,b), 
puisque d'apr6s le th6or6me 1, 

p.s. ~ l h n ( 0 , R  ) et , ~ l h , ( R , 0 )  

convergent. Enfin, pour e <0, il y a convergence normale sur I - R ,  + R]2: en 
effet, il est clair que darts ce cas, 

p.s. ~ ~hx~(0,0 ) et ~ ~hy~(0,0) 
n > l  n > l  

sont absolument convergentes: en proc6dant de mani6re analogue ~t ce qui 
pr6c6de; on obtient la majoration p.s. 

~hx~(0,0) <IIP,I-RI ~- x constante, 1 

avec e -  1 < - 1 .  

B. Une classe de profils "naturels" 

1) On peut d6sirer que F' soit une fonction 6vanescente assez rapidement 
l'infini et assez r6guli6re /t distance finie: voici une classe de profils assez vaste 
pour esp6rer y trouver des profils convenables. 

On se donne deux variables al6atoires r6elles Q et X, x positive et une 
fonction al6atoire W sur IR: on pose alors 

(20) F=QW ( x  ). 

Afin d'assurer (H 0 on supposera, si IE(W-W)+O, que IE(Q)=O. On notera 
l['ll2 la norme de L2(IP), f =  I[W'll2 et ~02(X) une version de IE(Q2IX). 
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Nous  raisons de plus les hypoth6ses suivantes, off a, b > 1" 
(i) (X, Q) et W ind@endants, 

(ii) XOeLI(IP), 
(iii) W'eL2(Ip| i.e./eL2(2m), 

(iv) J = ~  f(t)ltlbdt < 0% 

(v) a b > b +  3a/2+c~. 
Si ~ < 0 ,  nous supposons de plus: 

(vi) ~ W'(t)dt=O. 

Enfin, 
(vii) ~o2(x) IPx(dx ) = ]l~> o" C. x 2~- 1 dx avec 

F(y -}- 1) 2 cos 7cc~ 
71]~[W']l]~(X)'o C ' x 2 ~ - l d x =  2'+1F(c~+1) 2 

Remarque. 1) (iii) et (iv) impliquent W'eLI(IP| ce qui donne un sens ~ (vi), 
laquelle s'6crit 6galement 

p.s. o~[W']  (0) = 0. 

2) (vii) n'a de solution en C que si l'int6grale off C figure converge; il en est 
bien ainsi car: 

Proposition 5. Sous les hypothOses (iii), (iv), (v), et (vi) si ~ < 0, 

oo 

m(Ig [w']12(x)) ~ - ~  dx < oo. 
0 

D~monstration. D'abord,  l'int6grale sur (1, +oo)  converge, puisque 2 ~ - 1 < 0 .  
Etudions /~ pr6sent l'int6grale sur (0, 1). 

Posons J = ~ f ( t ) d t ;  W' &ant p.s. darts/2(2~), on a 

p.s. Vu, v, ~ [ W ' ] ( u ) -  ~[W'] (v )=  ~ (ei"t-e ivt) W'(t)dt. 
N 

Pour  T > 0 quelconque, on a donc Vu, v 

11 ~- [ W'] ( u ) -  f f  [W']  (v)ll 2 < 2 ~ ]sin((u - v) t/2)] f ( t )  dt 

<=lu-v[T ~ f ( t ) d t + 2  ~ f ( t )dt ,  
I t l<T ]t[> T 

o r  

f ( t ) d t = T  -b ~ T b f ( t ) d t < T  -b ~ [tlbf(t)dt; 
[ t ]>T [t l>T [ t [>T 

d'od 

(21) ~ f ( t ) d t < T - b j .  
]tl> T 

I[ ~ [W']  ( u ) -  ~ [W']  (v)[I 2 < lu - vl T. J + T-b  J ,  V T > 0 .  
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En part icul ier  pour  T d6fini par  

l u -  v] J = b  T-(b+ a) J ,  
on t rouve 

(22) II ~ [ W t ] ( u )  - -  ~ I-W"] (v)]l 2 ~ K .  lu -- v[ b/(b+ 1~, K > 0 .  

Alors,  par  sous-additivit6 de la norme,  on en d6duit que []~[-W']I[2 est au 
moins  l ipschitzienne d 'ordre  b/(b+ 1) (>�89 en part iculier  continue:  donc 

- Si , > 0 ,  2 , - 1 > - 1  et donc  x~--~x 2~--1 est int6grable sur [0 ,1]  d'ofi la 
p ropos i t ion  dans ce cas. 

- Si , < 0 ,  c o m m e  d 'aprhs (vi) on a ' L I ~ [ W ' ] ( 0 ) [ [ 2 = 0 ,  en 6crivant (22) avec 
v = 0. on obt ient  

et donc  

o r  

Vu, II~VW'](u)ll 2 ~ K " lul b/(b+l) 

i i~ - [Wt - ] (u ) l l 2u  2 c t - l ~ K 2 u 2 ~  

[b/(b + 1) >�89 ~ [ (2 .  - 1 + 2b/(b + 1)) > 2 .  > - 1], 

d 'ofl la proposi t ion.  

Th6or6me 5. Si F est d~finie par (20), sous les hypothOses (iii), (iv) (v) el, si ,<=0 
(vi), enfin (vii), F est une solution du problOme ~2 =#I'P'" 

D~monstration. On a = Q ~ et donc  

~ [ F  ']( .)  = (2" ~ [ W ' ] ( - X ) ,  
d 'o6  

I ~  [F ' ]  (o)12 = IQI2 I ~ [ W ' ] ( .  X)l 2 
et enfin 

IE(15 [V']12(u))= ~ q02(x) ]1 ~ [ W ' ] ( u x )  hl 2 lPx(dx), 
N 

soil, grace 5. (vii) 

IE(I~ [F']12(u))= ~ IlYEW'](ux)ll ~ Cx 2"-~ dx, 
0 

soit encore par  le changement  de var iable  y = u x ,  et par  identification de C 

F(? + 1) 2 COS g~ 
�9 (Ig[ic'312(u))= lul-2~ 2 '+1r( .+ 1) 2 

et l 'on m o n t r e  ais6ment 5. par t i r  de (16) que ceci est exactement  
1/2. ,~[(GZ)'](u),  ce qui 6tablit le th6or6me, grace au th6or6me 4 du w 
pr6c6dent. 
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2) Convergence compacte 

Th6or6me 6 avec les hypothdses (i) d (v) et (vii) p.s. ~ h. converge normalement 
sur tout compact. ,>=1 

Ddmonstration. Par substitution de (20) dans (2), on a 

OA-  zn/Xn 

h~(A) = Q, ~ W,'(u -pn/X,,) du, 
0 

bn 

d'ofi [h. (A)[ < [Q. [ ~ ] IV.' (u)[ d u = M., avec b. = - (g + p.)/X, et b'. = (g - p.)/X.. 
b~ 

Pour montrer que p.s. ~ M. converge, prouvons la convergence de 
IE(M.IX.,Q.,p.); on a "aa 

n> 1 b;~ 

(23) 1E(M. IX., Q., p.) < IQnl (~ f (u) du; 
bn 

or ,  

p.s. Ip~l; n/4n# 

donc p.s. pour n assez grand Ip~l-R>0.  Ainsi dans l'int6grale (23), on peut 
consid6rer que luI>(IP,I-R)/X,, et on peut alors remplacer T dans (21) par 
(IP.]-R)/X., ce qui donne IE(M.]X., Q.,p.)< ]Q,I(Ip.I-R) bxbn#q2. 

Le th6or6me r6sulte donc de la convergence de ~ (n-blQ.IXb.), qu'on 
d6montre fi pr6sent; observons d'abord que, d'apr6s (v), "->~ 

]l/2 + (c~ + b)/a, b -  1[=~0; 

d'autre part, Vfl>l/2+(a+b)/a, ]Q~lXb=o(n#); en effet, d'apr6s (ii) p.s. 
X.=o(n~/"), donc, si pour m~N* on appelle d~ l'6v6nement [Vp, Xp<mp~/a], 
alors IP(Nm)/~ 1, quand m~oo.  

mnl/a 
2 2b IE(Q.X. 11E..)= ~ 4)2(x)x2b]p~(dx) 

0 

= Cm2(a+b)n2(a+b) /a  

d'apr6s (vii), par int6gration; donc 2 2b _ 2(~+b)/a 1E(Q.X. [gm)-K,.n . Par l'in6galit~ 
de Bienaym6-Tchebitcheff, on obtient alors 

Ve>0, lP(lQ.lXb.>enal~m)=O(n2(-a+(~+b)/a) ) 

et l'on conclut enfin grgce au lemme de Borel-Cantelli. 

Remarques 1) Vr6IR, Q2Xr n'est pas LI(IP): en effet 

OO 0<3 

~E(Q2Xr)= ~ r C ~ xr+2~-'d~, 
0 0 

d'ofi la n6cessit6 d'avoir utilis6 ~b2(x)= IE(Q2]X). 
2) on peu t  renforcer (et simplifier) l'hypoth6se (v) en la remplagant par 

(vbis): ab>=b+(3a+l)/2. Alors, en fixant la loi de (X, W), en remplaqant Q 
par Q x  ~, pour un r convenable, (20) fournit (resp. sous (vi)) une solution pour 
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c h a q u e  p r o b l 6 m e  t/2=/~[-] 2~+1 

d 6 p e n d  que  de la loi  de (X, Q). 
3) l ' hypo th6se  (vi) i m p l i q u e  

A. Fellous et J. Granara 

avec  1 / 2 < e < 0  (resp. avec I~L<I/2) :  ~ ne 

l im  F ( t ) -  l i m  F(t)=Fo~. 
t ~ + O 0  t ~ - - O 0  

Sous  cette hypoth~se ,  ou  p e u t  cons t ru i r e  le p rocessus  

(Da~,~ - F ~ )  off Da, F=F(OA.z-p), of.(1);  
n ~ l  

en  effet, de faqon a n a l o g u e  /t ce q u i  pr6c6de, o n  6 tabl i t  que  p.s. cette s6rie 
conve rge  n o r m a l e m e n t  sur  t o u t  compac t .  Ce processus  est s t a t i onna i r e ,  i so t ro-  
pe, et a H ,  p o u r  a c c r o i s s e m e n t  a u t o u r  de O; en  cons6quence ,  il n ' e s t  pas  L2(IP), 
p u i s q u e  t / n ' e s t  pas  born6e .  

Bibliographie 

1. Adler, R.J.: The geometry of random fields New-York: Wiley 1981 
2. Fellous, A., Granara, J.: Statistique des processus de Poisson de sous-vari6t6s lin6aires affines. 

Adv. Appl. Probability 13, 84-92 (1981) 
3. Mandelbrot, B.B., van Ness, J.W.: Fractional Brownian motions, fractional noises and applica- 

tions. SIAM Review 10, 422 (1968) 
4. Mandelbrot, B.B.: Fonctions al6atoires pluri-temporelles: approximation poissonienne du cas 

brownien et g6n6ralisations. C.R. Acad. Sc. Paris A280, 1075-1078 (1975) 
5. Mandelbrot, B.B.: On the geometry of homogeneous turbulence, with stress on the fractal 

dimension of the iso-surfaces of scalars. J. of Fluid Mechanics 72, 401-406 (1975) 
6. Mandelbrot, B.B.: Fractals: form, chance and dimension. San Francisco: W.H. Freeman & Co. 

1977 
7. Mandelbrot, B.B.: The fractal geometry of nature. San Francisco: W.H. Freeman & Co. 1982 
8. Neveu, J.: Bases math~matiques du Calcut des Probabilit6s. Paris: Masson & Cie. 1964 

Re~u le 20 juin 1983 


