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Stetigkeitseigenschaften stochastischer Prozesse
mit Parameter aus einem pseudometrischen Raum

Georg Neuhaus

1. Zusammenfassung und Einfiihrung

In dieser Arbeit leiten wir hinreichende Bedingungen dafiir her, daf} fast alle
Pfade eines nicht notwendig GauBlschen Prozesses mit ,,Zeit“-Parameter aus einem
totalbeschriankten pseudometrischen Raum stetige Funktionen sind bzw. eine
Lipschitzbedingung erfiillen. ’

Stetigkeitskriterien dhnlicher Art fiir Prozesse mit Parameter aus dem Ein-
heitsquadrat [0,1] x [0,1] wurden schon von Delporte [6] und Berman [1]
angegeben. Beide Autoren verwendeten bei der Herleitung ihrer Theoreme die
Entwicklung von stetigen Funktionen iiber [0,1] x [0, 1] nach einer Schauder-
basis.

Zum Beweis unserer Stetigkeitsbedingungen benutzen wir im wesentlichen
zwei verschiedene Methoden. Einmal machen wir Gebrauch von einem Beweis-
verfahren, das von Dudley [7] (vgl. auch Strassen und Dudley [12]) zum Nachweis
der Stetigkeit von GauBschen Prozessen mit Parametern in Hilbertschen Riumen
verwendet wurde. Zum anderen ziehen wir Sitze aus der Theorie der schwachen
Konvergenz von Maflen auf metrischen Rdumen heran, wie dies im 1-dimensio-
nalen Fall etwa von Billingsley [3] bei der Konstruktion eines MaBes auf dem
Raum der stetigen Funktionen iiber [0, 1] getan wurde. Mit Hilfe der erstgenannten
Methode leiten wir ein Stetigkeitskriterium her, welches einen wohlbekannten Satz
fir Prozesse mit reellem Parameter, s. Cramér und Leadbetter [5], 4.2, in mehr-
facher Hinsicht verallgemeinert. Als Korollare ergeben sich Verallgemeinerungen
einiger Sitze von Delporte [6], Fernique [8] und Billingsley [3]. Unter Verwen-
dung der zweiten Methode erhalten wir ein Resultat, welches das Kriterium von
Berman [1], Theorem 5.1, impliziert und nicht aus dem Hauptsatz von Delporte [6],
Théoréme 2.2.1A, hergeleitet werden kann. Im AnschluB an jedes Stetigkeits-
kriterium geben wir jeweils ein Kriterium dafiir an, daB3 Lipschitzbedingungen
fiir fast alle Pfade erfiillt sind.

2. Aquivalente Formulierungen zur Stetigkeit fast aller Pfade
eines stochastischen Prozesses

Sei (2, U, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & =(&(z), re T) ein (reellwertiger)
stochastischer ProzeB mit Parametermenge 7, die als ein totalbeschrinkter
pseudometrischer Raum mit Pseudometrik d vorausgesetzt sei. Nach einem Satz
von Borges [4] gibt es dann zu ¢ einen stochastischen Prozel & =(5_ (1), teT) auf

(€,%, P) der numerisch ist, d.h. Werte in R=R u{+ow}u{—ow} annimmt,
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der dquivalent zu ¢ ist, das bedeutet P(&(r)= é (t))=1V €T, und der separabel ist
beziiglich der abgeschlossenen Mengen aus R, s. Borges [4].

Bevor wir das Hauptresultat dieses Paragraphen formulieren, fiihren wir noch
einige Bezeichnungen ein: Fiir AcT sei R*(R?) der Raum der reellwertigen
(numerischen) Funktionen auf 4 und B4 (84) der zugehorige Produkt-o-Korper.
Die (beziiglich der durch d auf 4 erzeugten Topologie) stetigen Funktionen auf 4
seien mit C(A, d), die gleichmaBig stetigen mit C,(4, d) bezeichnet. Das von & auf
(R7, BT) erzeugte WahrscheinlichkeitsmaB sei P%, entsprechend P¢ auf (R, B7).

Weiter sei (5_}:(% Et), te A) die Einschrdnkung von (f_ 'auf A.

Satz2.1. Sei (T,d) ein totalbeschrinkter pseudometrischer Raum. Fiir einen
stochastischen Prozef £=(£(t), te T) sind dann die folgenden Aussagen dquivalent:

2.1) (PY*(CT,d)=1 (duPeres Map von C,(T,d)).
(22) Fiir jede abzihlbare, dichte Teilmenge T, von T gilt P*7o(C (T, d))=1.

(2.3) Ist & ein zu & dquivalenter, separabler Prozep, so liegen fast alle Pfade von 13
in C,(T,4d).

Bemerkung 1. Ist T kompakt und metrisch, so ist bekanntlich der Borelsche
o-Korper B, tiber C(T, d) beziiglich der Supremumsnorm || f ||:= sup {If@)]:teT}
gleich der Einschrinkung von 87 auf C(T, d), also

Dann besagt aber die Bedingung (2.1) dasselbe wie

(2.4) Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmap P, auf (C(T,d),B,.,) mit denselben
endlichdimensionalen Randverteilungen wie £.

In diesem Falle ist also die Konstruktion eines MaBes auf (C(T, d),%”_u)
mit vorgegebenen endlichdimensionalen Randverteilungen gleichbedeutend mit
dem Nachweis der Stetigkeit fast aller Pfade eines separablen stochastischen
Prozesses, der diese Randverteilungen besitzt. Die Implikation (2.4) = (2.3)
wurde im Fall T=[0,1] von Billingsley [3], Theorem 9.2, bewiesen. Der hier
gegebene Beweis (2.2) = (2.3) ist teilweise eine Verallgemeinerung des Verfahrens
von Billingsley.

Bemerkung 2. Auch in Untersuchungen iiber die fast sichere Konvergenz von
Summen stochastisch unabhiingiger C(T, d)-wertiger Zufallsvariabler erweist
sich Satz 2.1 als niitzlich. So liBt sich z. B. ein Resultat von Jain und Kallianpur [9],
Theorem 2, mit Hilfe der Implikation (2.1) = (2.3) aufnicht notwendig vollstindige
Wahrscheinlichkeitsrdume und beliebige kompakte, metrische Parametermen-
gen T, anstelle von T=[0, 1], verallgemeinern.

Beweis des Satzes. Offenbar gilt (2.1)=(2.2). Aus (2.3) folgt zunichst
(P%*(C,(T, d))=1 und hieraus (2.1) wegen C,(T, d)=R" und P*|R” = P*. Nun zum
Beweis von (2.2) = (2.3):

Wir betten T in seine vollstindige Hiille X ein (s. Kelley [10], S.196). X ist
dann ein kompakter pseudometrischer Raum, dessen Pseudometrik diejenige von T’
fortsetzt, und die wir deshalb ebenfalls d nennen. Wir wollen zuerst fiir Teilmengen
A< X gewisse Darstellungen von C,(4,d) angeben:
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Sei dazu R eine abzihlbare, dichte Teilmenge von A. Wir definieren dann
Systeme V der folgenden Art:

(2.5) V=(k; vy, ooty 0y vy o5 B)
mit keN (natiirliche Zahlen), r,eR, a, eIP firv=1, ...,k (IR, =(positive) rationale
Zahlen), feIP,_, und der Eigenschaft U S,(r,, B> A; dabei sei

v=1
S,(t, 6)=1{reX: d(t,t)<e}

die d-Kugel vom Radius ¢ um ¢ und A die abgeschlossene Hiille von 4 in (X, d).
Es gibt hochstens.abzihlbar viele Systeme dieser Art. Es gilt dann

(26) C4,d)= [\ JHAR; V;0)
selPr V

mit k .

H(A,R; V,e)= () {xeR4: a, <x(t)Sat, +¢,VteS,(r, fn A}

v=1

Die Vereinigungsbildung erstreckt sich in (2.6) iiber alle in {2.5) definierten V.

Zum Beweis von (2.6) sei x ein Element der rechten Seite von (2.6), d.h. zu
jedem e€lP, gibt es ein V mit xe H(4, R; V, ¢). Ist dann 4>0 eine Lebesguesche
Zahl der offenen Uberdeckung S,(r,, f), v=1, ..., k, von 4 ([10], S.154), so liegen
zwel Punkte ¢, t,eA mit d(t,,t,) <2 glelchzeltlg in einer der Mengen S(r,, f)n 4,
und folglich gilt |x(t,)—x(¢,)| =&, d.h. aber xe C, (A4, d). Umgekehrt sei xe C,(4, d).
Zujedem eclP, gibtesdannein felP, derart, daB fiirt,edgilt: AusteS,(t,, flnA

folgt [x (1) —x(t,)] <%. Die Familie {S,(r, B): reR} ist eine offene Uberdeckung

von A, enthilt also eine endliche Teiliiberdeckung mit 7,, ..., r,eR. Man definiert
nun V wie in (2.5), wobei die «, rationale Zahlen seien, dic weniger als ¢/4 kleiner
sind als jeweils inf{x(s): teS(r,, f)m A}. Nach Konstruktion liegt dann x in
H(A,R;V,¢), womit (2.6) bewiesen ist.

Der eigentliche Beweis von (2.2) = (2.3) ist nun sehr einfach. Sei § ein abzihl-
barer, dichter Separator von &. Aus (2.6) und der Separabilitit von & folgt dann
sofort mit A=T, R=S5 bzw. A=R=S: & }(C,(T, d))=E&5(C,(S, d)) (¢2U!). Dann
gilt aber

P{w: ¢(w)eC (T, d)} =P5(C,(S,d)=P*(C,(S,d)=1. _

Bemerkung 3. Setzt man in Satz 2.1 T als einen pseudometrischen Raum voraus,
der die Vereinigung von abzdhlbar vielen offenen, totalbeschrinkten Mengen
aus T ist, und fordert man die Voraussetzung (2.2) fiir alle abzihlbaren, total-
beschrinkten Teilmengen T, von T, so gilt (2.2) = (2.3) = (2.1), falls nur in (2.1)
und (2.3) C,(T;d) durch C(T,d) ersetzt wird.

Nur der Beweis von (2.2) = (2.3) ist nicht trivial: Man stelle T dar als T=
U T, mit T, offen und totalbeschriinkt. Sei § ein abzihlbarer Separator von ¢,

fur den §;=T;n S dichtin T, liegt. Wegen der Offenheit von T, ist fT ein separabler
ProzeB mlt Separator S;. W1e vorher beweist man dann P {w CT (w)e C ,d)}=1.
Da alle T; offen sind und T iiberdecken, folgt P{w: &(w)e C(T,d)} = _I

20 Z.Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 23
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3. Die Stetigkeitskriterien

Wiederum sei (7,d) ein totalbeschrinkter pseudometrischer Raum. Um
spiter keine Fallunterscheidungen machen zu miissen, nehmen wir 0.B.d.A. an,
daB es in T mindestens zwei Punkte gibt, die einen positiven Abstand voneinander
haben. Fiir jedes positive ¢ sei B(g) ein fest gewdhltes e-Netz in (7T, d) mit einer
Minimalzah] N,(e) von Punkten. Ausgehend von der Folge {B(27")}, .y, lassen
sich Folgen {4}, von Teilmengen des Raumes T konstruieren mit den Eigen-
schaften:

(3.1) Fiir alle geniigend groBen neN gilt

a) An < An+ 1»
b) |JS8,(t,27"=T (S,(t, ¢)isthier died-Kugelum¢e Tmit Radiusein T),

tedn

¢) |4,] < N,(27"~1)(|B| bezeichnet die Anzahl der Elemente einer Menge B),
d) d(t,,t,)=27""1  Vi,1,€4,, t,+t,.

Der Beweis fiir die Existenz der Folge {4,},.y ist elementar: Es sei 4,=
A,=---=A4, =9 fir eine beliebige natiirliche Zahl n,. Fiir n=n, werde 4, ,
induktiv definiert. Bei gegebenem 4, sei 4, :=A4, U C,, wobei C, eine Teilmenge
von D,=BQ2 " ?)n(T— ) S,(t,27""?)) ist, deren Punkte einen paarweisen

tedy,
Abstand nicht kleiner als 27"~ 2 haben und die ein 27" *-Netz in | ] S,(,27""?)
bildet. Esist dann klar, daB} (3.1) fiir alle n>n, richtigist. | teDy

Fiir die spiiter in den Stetigkeitskriterien auftretenden Mengen
(32) Up={{t;,1)€ A4, 3 X Ayt A1, 1) <277 1 15}

gilt offensichtlich die Ungleichung |U,|< N2 (27"~ 3). Wie wir noch sehen werden,
14Bt sich diese grobe Abschdtzung hdufig verschirfen.

Im folgenden werden wir Funktionen mit einer gewissen Monotoniceigenschaft
zu betrachten haben:

(3.3) Es sei f eine reellwertige, nichtnegative Funktion auf [0, c0) mit f(0)=0,
fiir die eine Konstante C, mit 1= C,<oo existiert derart, daf fiir alle geniigend
groffen neN gilt:

fOSC f277) Vee[27""1,27 .

Jede monoton nichtfallende, nichtnegative Funktion f auf [0, c0) mit f(0)=0
erfullt natiirlich die Bedingung (3.3).

Nach diesen Vorbemerkungen kdnnen wir unsere Stetigkeitskriterien formu-
lieren.

Satz3.1. Sei (T,d) ein totalbeschrinkter pseudometrischer Raum und &=
(£(t), te T) ein stochastischer Prozefs, der fiir alle t,,t,€T, fiir die d(t,, t,) geniigend
klein ist, die Ungleichung

(3.4) P(|§(t1)—f(t2)|)>g(d(t1, tz))é‘](d(tp tz))
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erfiilllt. Dabei sind g und q Funktionen, die beide die Monotonieeigenschaft (3.3)
besitzen, und fiir die auferdem gilt:

(3.5) Zg(2_")< 0
und !
(3.6) YIG1g(2 )< o,

wobei U, wie in (3.2) zu einer speziellen Folge {A,},.x mit (3.1) gehore. Dann gilt
(PY*(C (T, d)=1 oder eine der dquivalenten Aussagen (2.2) und (2.3).

Satz3.2. Sei (T,d) ein totalbeschrinkter pseudometrischer Raum und &=
((t), te T) ein separabler stochastischer Prozef, der die Voraussetzungen (3.4) bis
(3.6) erfiillt. Die in (3.4) auftretende Funktion g sei monoton nichtfallend, und es
gebe eine positive Konstante a mit

oo

(3.7) g7 " )=a-g(2™"  fiir alle geniigend grofien neN
0]

V=

Dann gibt es eine Zufallsgréfie 0, die fast sicher positiv ist, urid Konstanten b =0 und
¢20, so dap gilt:

(8)  IEMt)—E()|Sb glc-d(t. 1) Vi t,eT  mit d(ty,1,)S5.

Bevor wir die beiden Sétze beweisen, wollen wir schon einige Folgerungen aus
ihnen ziehen.

Korollar 3.3. Sei (T, d) ein pseudometrischer Raum, der zu einer beschrinkten
Teilmenge B des euklidischen Raumes IR, — versehen mit der Maximumsnorm — iso-
metrisch ist, d.h. fiir den es eine surjektive Abbildung F: T— B gibt mit d(t,,t,)=
|F(t,)—F(ty)| Yt,,t,eT

a) Wenn fiir einen stochastischen Prozefy &¢=(&(t), te T) die Bedingungen (3.4)
und (3.5) gelten, sowie anstelle von (3.6):

(3.9) Y, 2" <o,

so folgt (P*(C (T, d))=1.

b) Ist E=(&(1), teT) separabel und gilt neben den Voraussetzungen in a) noch,
dap g auf [0, cv) monoton nichtfallend ist und (3.7) erfiillt, so folgt auch die Aussage
(3.8) von Satz 3.2.

Beweis von Korollar 3.3. Wir benotigen offensichtlich einzig eine Abschdtzung
der Zahlen |U,| fiir beliebige Folgen {4,},.x in T, fiir die (3.1) gilt. Wegen der
Isometrie von T zu B kénnen wir dabei 0.B.d.A. annehmen, daB T gleich B und F
die identische Abbildung auf T ist. Wegen der Beschréinktheit von B gibt es eine
Konstante C, derart, daB sich B mit hchstens C, - 2" Wiirfeln der Seitenlinge
27" {iberdecken l4Bt, also N;(27") < C, - 2F'". Weiter folgt aus (3.1.d), daB in einem
Wiirfel der Seitenldnge 27"~ 2 hochstens ein Punkt aus A, liegen kann. Es gibt
deshalb zu jedem meN eine Konstante C, (m), so daB fiir jeden Punkt t, €4, die
Ungleichung |{t,e4,: d(t;,t,)<m2~"}|< C,(m) fiir alle geniigend groBen neN
20+
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gilt. Aus (3.1.c) und (3.1.d) folgt nun |U,| < C, - 2% " fiir eine geeignete Konstante C,
und alle geniigend groBen neN. _|

Bemerkung 1. Aus der Bemerkung 3 des Paragraphen 2 folgt unmittelbar, daB
in Korollar 3.3.a dic Menge B sogar cine beliebige Teilmenge von IR, sein darf.
Es gelten dann die Aussagen (2.3) und (2.1) von Satz 2.1 mit C(T, d) statt C,(T, d).
Entsprechendes gilt auch in Korollar 3.5 (unten).

Beispiel 3.4. Fiir (T, d) mogen dieselben Voraussetzungen wie in Korollar 3.3
gelten. Mit F sei auch hier die Isometrie von T auf B bezeichnet. Wenn dann fiir
einen stochastischen ProzeB ¢=(¢(t), te T) Zahlen y=0 und ¢>0 existieren mit

(3.10)  PE(t)—E@E)IZHSATVF(t)—F(t ) Vi>0, Vi, 1,€T,

so-gilt (P5y* (C (T, d))=1.
Falls ¢ dartiberhinaus noch separabel ist, so gibt es eine fast sicher positive

ZufallsgroBe 6 und Konstanten K=0, 7>0 derart, daB fiir Punkte t,,¢,e7 mit
|F(t,)— F(t,) <0 gilt:

(3.11) 1€(t) = EE)| = K- |F () = F ()"

Die Aussagen in Beispiel 3.4 folgen direkt aus Korollar 3.3, wenn man definiert:
g(h):=h", q(h):=h***"27 Yhz0, wobei #>0 so gewihlt ist, daB ¢—27y positiv
ist. _l .

Fiir den Spezialfall, daB T=[0, 1], k=1 und F eine stetige Verteilungsfunktion
auf [0, 1] ist, wurde die erste Aussage des obigen Beispiels von Billingsley [3],
Theorem 12.4, bewiesen. Gemé&B Beispiel 3.4 kann man auf dic Monotonie von F
verzichten und erhilt dariiber hinaus nicht nur die Stetigkeit der Pfade beziiglich
der Pseudometrik d(z,, t,)=|F(t;) - F(t,)|, die — falls F stetig ist — schwicher ist
als die gewohnliche Metrik auf R, sondern sogar die ,,Lipschitzbedingung® (3.11).

Als eine weitere Folgerung aus Satz 3.1 kénnen wir noch in verallgemeinerter
Form ein Resultat von Delporte [6] beweisen, in welchem die schwichste uns
bekannte hinreichende Bedingung fiir die Stetigkeit der Pfade eines GauBBschen
stochastischen Prozesses angegeben wird. Zuvor jedoch noch die

Bemerkung 2. Bei der Konstruktion der Folge {4,} in (3.1), sowie in dem Beweis
von Satz 3.1 (unten) wird die Dreiecksungleichung fiir die Pseudometrik d nur in
der folgenden abgeschwichten Form bendotigt:

Fiir alle geniigend groBen neN und alle t,, t,, t;€T gilt
WA, 1)<277 d(t,, 1) <27 = d(t;, t;)<27 "L

Eine Funktion d auf T x T, die alle Eigenschaften einer Pseudometrik besitzt bis
auf die Dreiecksungleichung, welche aber noch in der obigen abgeschwichten
Form gelte, wollen wir eine ,,Submetrik” nennen. Das System der Mengen

Sy .=, t)eTxT:d(t,1,)<27"}, neN

bildet dann eine (abzdhlbare) Basis fiir eine uniforme Struktur U, auf T (vgl. [10],
S. 1741f).(T, 1) — oder einfacher (7, d) — ist pseudometrisierbar mit einer Pseudo-
metrik d. Die Menge C, (T, d) der gleichmiBig stetigen Funktionen auf T beziiglich
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U, ist dann natiirlich gleich C,(T, d). Ebenso ist der Begriff ,,totalbeschrinkt“ nur
abhingig von U,. Damit gelten also die Sétze 2.1, 3.1 auch fiir Submetriken. Der
Beweis von Satz 3.2 und Bemerkung 3 (unten) bleibt fiir Submetriken d nur dann
richtig, wenn man die Stetigkeit der Funktionen f, :=d(t,,*) zeigen kann.

Korollar 3.5. Fiir (T, d) mogen dieselben Voraussetzungen gelten wie in Korollar
3.4, und F bezeichne die Isometrie von T auf B. Fiir einen Gaufischen stochastischen
Prozeff ¢=(E(t),teT) mit Mittelwert O gebe es eine nichtnegative reellwertige
Funktion ¢, die auf einem Intervall [0, d), d>0, monoton nichtfallend ist, in Null
verschwindet und auflerdem die folgenden Eigenschaften hat :

(3.12) E(L(t)—C(t)? S@*([F(t)—F(t)l) Vi, 1,€T
und .
(3.13) Y2292 )<,

Dann gilt (P4*(C(T, d))=1.
Beweis. Wir fiihren auf 7 eine Submetrik d, ein, indem wir definieren:
dl(ti,t2)==|10g2|F(t1)—F(t2)|l_1 Vi, 1,eT,

wobei ,,log,“ den Logarithmus zur Basis 2 bezeichnet und {log, 0|~! gleich 0

gesetzt wird. Man rechnet leicht nach, daB d, eine Submetrik ist, falls nur die Un-

gleichung 2 -sup {|F(t;)—F(t,)|: t,,t,€ T} <1 richtig ist, was man o0.B.d.A. an-

nehmen kann. Wir werden den Satz 3.1 mit (7, 4,) anwenden und definieren dazu:
1 1 a?

g):=y2-0-h 202 ") und qh):i=e * Vh>0,
wobei o eine positive Konstante ist mit >4 - ﬂ Setzt man noch g(0)=g(0)=0,
so erfiillt die Funktion f=g, bzw. f =g, die Monotonieeigenschaft (3.3), und aus
der elementaren Ungleichung
je_deéa_l e 2 VYa>0

folgt (3.4) (mit d, statt d) fiir alle ¢, t, e Tmit d, (¢,, t,) < 1. Die Voraussetzung (3.5)
ist wegen (3.13) trivialerweise erfiilit. Um (3.6) fiir ¢ nachzuweisen, verwenden wir
fiir |U,| die grobe Abschdtzung |U,| < NZ (27" %). Nun gilt aber gemif der Defi-
nition von d, firt,,¢t,e T und neN:

(3.14) d(t,, t,)<2" < dt,,1,)<2"2"

Daraus folgt, daB (T, d,) totalbeschrénkt ist und genauer, daB die Ungleichung
N, (27"ZN,(27?") gilt. In Korollar 3.3 haben wir schon die Abschdtzung
N,(2"m< C, 2" " bewiesen, so da} insgesamt gilt: |U | < C22%2""*, Daraus folgt
aber sofort (3.6). Schlieflich sei noch bemerkt, daB wegen (3.14) C,(7,d) und
C(T, d,) einander gleich sind. I

Es ist bekannt und elementar zu beweisen, daB die Bedingung (3.13) dquivalent
ist zu der Aussage: Fiir eine Konstante M >0 gilt

(3.15) }O(p(e_x2)< 0.
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Ersetzt man in Korollar (3.5) die Bedingung (3.13) durch (3.15) so erhélt man (in
verallgemeinerter Form) einen Satz von Fernique [81, s. auch Dudley { 7], Theo-
rem 7.1, bei denen T=[0, 1] bzw. T eine beschrinkte Teilmenge des R, und F die
identische Abbildung auf T ist.

Beweis von Satz 3.1. Wir wollen die Bedingung (2.2) des Satzes 2.1 nachweisen.
Sei also dazu T, eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von (T, d) und {A4,},.y cine
Folge von Teilmengen aus T, die die Eigenschaften (3.1.a —d) besitzt und fiir die
(3.6) gilt. Wir definieren

Gn’z{f(ﬁ)“f(tz): (t,t)eU}.

Nach Definition von |U,| gilt dann |G,|<|U,| und damit wegen (3.4) und der
Monotonieeigenschaft (3.3), sowie (3.1.d):

(3.16) P(max{|Z|: ZeG,} > C2- g ™M) C}q(27")-|U,l.

Wegen (3.6) existiert nun nach dem Lemma von Borel-Cantelli eine fast sicher
endliche ZufallsgréBe p mit

(3.17) 1Z|<C3g2™") VZeG, falls nzp.

Fiir Punkte te T sei B, (t) ein Punkt aus 4, , mit d(t, B, (1)) <2~ "~ * Fiir ¢;, t,eT,
mit d(t,, t,)<27 "~ *ist dann d(B,(t,), B,(t,))<27", so daB entweder B, (t,)=B,(t,)
gilt oder (£(B,(t;))— £(B,(1,)))€G,. Entsprechend gilt fiir ze T, entweder B, . ()=
Bn(t) Oder (é(Bn(t))_ é(Bn—Fl(t)))EGn-\-l °

Fiir p, geN mit p> g = p gilt dann wegen (3.17)

p~—1 p
lé(B,,(t))—é(Bq(t))léZIé(BuH(t))—f(B,L(t))IéCZ 2 g2,

p=q+1

Da p f.s. (fast sicher) endlich ist, konvergiert fiir alle t € Ty, die Folge {&(B, (1))} yex f:5-
Wegen d(B,(t), {)—0 und (3.4)—(3.6) gilt &(B,(t))—"> &(t), woraus folgt: Es gibt
eine Nullmenge N =Q (0.B.d.A. {p=c0} = N), so daB fiir e N° gilt

(3.18) ¢(B,)(@)— ¢ () VieT,.

Fiir we N° wihlen wir nun ny,eN groler als p(w) und stellen fir te T, £(2) (w) als
unendliche Reihe dar (wobei wir das Argument o fortlassen):

EO=E(B,0)+ 3. (E(B,. (0)—E(B,0).

Fiir ¢, t,e T, mit d(ty, t,) <27~ 2 folgt dann

E(t) = L) S[E(B,, (1) —E(B,, (1)) +2- 3, X [E(B,,4(8) —E(B, ()]

i=1 v=ng

(319) é C: [g(2_"0)+2 . z g(z—no-v)]

v>no

<2.CG} Y g ).

v=ng
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Da die rechte Seite von (3.19) mit ny,— oo verschwindet, folgt die gleichmifige
Stetigkeit von ¢(*)(w) auf T,.

Bemerkung 3 (vgl. Strassen und Dudley [12], Lemma 2). Sei &, 1€, mit einer
Indexmenge I, eine Familie von stochastischen Prozessen, die die Bedingungen
(3.4)—(3.6) mit demselben g und ¢ erfiillen, und deren Pfade fast alle stetig sind.
Der Parameterraum (7, d) sei kompakt. Dann gilt:

(3.20) Fiir alle ¢>0 gibt es ein d =4 (¢, g, g) mit
P(Sup {Iil(tl)_él(tz)t d(tla t2):_<‘5}>8)§8 VlEI~

Beweis. Bei gegebenem ¢>0 sei §=2"""2 wobei n, so groB ist, daB die Un-
gleichungen C} )" g(27")<¢2 und C] ) |U,|q(2~") <¢ erfiillt sind. Ist nun

Gpi= | {max {I&,(t) - &, (@)): (¢, 1)e U} > CF g 27™)],
so gilt P(G)< C; Y |U,lq(2™™) <e fiir n2n, (vel. (3.16)).

Auf Q-G gilt nun fs. wegen der Stetigkeit der Pfade von ¢, und (3.19):
1&,(t) =&, ()| sefird(ty, ,)<d mit ¢, t,e T Es folgt

P(sup{|&,(t)—&,(t)]: d(1,,1,)S 6} > ) S P(Gy ) <e.

Bekanntlich impliziert (3.17) zusammen mit einer weiteren Bedingung, die die
gleichméBige Beschrinktheit der Prozesse &, charakterisiert, die gleichmiBige
Straffheit der Familie £,, 1€, vgl. Billingsley [3], Theorem 8.2.

Beweis von Satz 3.2. Wie im Beweis von Satz 3.1, (3.17), gibt es eine f.s. endliche
Zufallsgrofe p mit

(3.21) max {|£(t,) —£()]: (61, 1)U} =g 277 Vnzp.

Seien t,€4,, ,, t,€A, gegeben mit r>n+2 und d(t,,t,)<27""% Zu t,=t, suche
man einen Punkt ¢,_ €A, , mit d(¢,, t,_,)<27"*!, sodann zu t,_, einen Punkt
to_,€A, , mit d(t,_;,t,_,)<27""? usw, bis man zu einem Punkt ¢, ,€4,,,
gelangt. Dann gilt d(z,,¢,,,)<27"und

r

[E(t) =)= X 1) —E(t,_)IHIE(, ) =)l

n=n+3

r—2
é( > g(2“‘)+g(2“")>
pu=n+1
Sa-g(2™").
Da () 4, dicht in T liegt, folgt aus der Stetigkeit fast aller Pfade von ¢, daB

u>n+2
fir nmit n=zp und alle te 4, , gilt
(3.22) [E@)—E()Sa-g2™™ VieT mit d(t, t)<2™ "2

Fiir Punkte ¢,,1,eT mit d(z,,t,)>0 sei neN so gewihlt, daB 27"~ *<d(t,,t,)<
27"~1. Seien dann ¢}, t, Punkte aus A4,,, mit d(t,, t;)<27""2, d(t,, t,)<2™""2
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Wir definieren nun eine ZufallsgroBe & durch §=27°"2. Aus 0<d(t,, t,)< 0 folgt
dann n=p und schlieBlich wegen (3.22):

1E(t) = E@E)I=1E () — S+ () — S +18(e3) — £ (8l
SQa+1)-g(2™M=Ra+1)-g(4d(t,, t,)).
Diese Ungleichung ist natiirlich auch fiir d(t,, t,)=0 richtig. _

Die beiden folgenden Sétze formulieren wir nur fiir T=E,=[0,1] x --- x [0, 1].
Zuvor bendtigen wir jedoch noch eine Reihe von Bezeichnungen: t=(t, ..., t,),
6=(0y,...,0,), h=(hy, ..., h) usw. seien Vektoren in R; [t|:=max {|t;],...,|t]}
sei die Maximumsnorm auf R,;

k
Li={ii=(iy,...,1,), i,eNVp, 1<i,<i,<--<i,<k}, I:= Ullp;
P
lilz=p und {i}:={ij,...,i,} fir iel,.

Fiir teR, und iel, sei [t];:=(t;, ..., ; ).

ey ip

Fiir eine Funktion f: E,— R und i€, seif*: E,— R definiert durch

iy, u)=11),
wobei t=(ty, ..., t,) bestimmt ist durch ¢, =0 fiir v¢{i} und ¢, =u, fir u=1,...,p.

={(j,27" .., j, 27" 05, <277, pu=1,..., p};
=), Li=I L :=I;

n n’ o) w?
n=1

e,=(0,...,0,1,0,...,0) sei der v-te Einheitsvektor in IR,
e=(1,1,...,1), 0=(,...,0).
Fiir eine Funktion f: E,— R und ¢, ¢ €E,, ist der Differenzoperator 4 definiert

durch
’ Zou ’ ’
Afi= Y (=DFf(8yt, A=)ty 8,1, +(1=5)1,),

(01, .., 0p)

wobei sich die Summation iiber alle (4, ..., §,) mit 5,& {0, 1}, u=1,..., p, erstreckt.

Zu einer Funktion f: E,— R ist die ,beziiglich L, linearisierte Funktion“ f,:
E, — R wie folgt definiert: Fiir te E, mit jSt=<(2™"e+ j) (komponentenweise) und
Jj+2 "eeL, sei:

k r
LO=0)+ 2 24 Ul(tiu—ji“)l“""

p=1iel,
mit f;(¢):= f(j+1).
Die linearisierten Funktionen f, sind stetig auf E,. Fiir jedes p=1, ...,k ist
£, (@) in Abhingigkeit von der u-ten Komponente linear in jedem Intervall

[1-2°" (t+1)27"], 1=0,...,27"—1.
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Wir konnen nun die restlichen Resultate formulieren.

Satz 3.6. Sei £=((t), teE,) ein stochastischer Prozep. Fiir Konstanten y20,
a>1, K=0 und stetige Verteilungsfunktionen F,, iel, endlicher Mafe aufEliI gelte:

(323) P(Aly™&|2)<A™7- K- (A5 Fy  VA>0, Y1, ht+heE,, Viel.

Dann gilt (P9*(C(E,)=1; C(E):=C(E,, ")

Satz 3.7. Sei ¢=(((t),teE,) ein stochastischer Prozef, der (3.23) erfiillt mit
E(t)=t, ... 4}y, teE;, und dessen Pfade fast alle in C(E,) liegen. Dann gibt es Kon-
stanten b2 0, ¢ >0 und eine f.s. positive Zufallsgrdfe 6 mit
(3.24) [E(t)—E)ISh|t,—t,|° Vi, t,eE, mit |t;—t,|<6.

Eine 1-dimensionale Version des Satzes 3.6 wurde von Billingsley [3], Theorem
12.4, bewiesen. Dabei verwendete er einen Satz iiber Fluktuationen von Partial-
summen (Theorem 12.2). Eine Verallgemeinerung von Theorem 12.2 auf Zufalls-
groBen mit vektorwertigen Indices stammt von Bickel [2]. Wir bendtigen eine
direkte Folgerung aus Corollar 2.1 von Bickel [2], die wir folgendermaBen for-
mulieren wollen.

Satz 3.8 (s. Bickel [2]). Fiir alle deN?:=Nx --- xN seien Zufallsgrofien &,
gegeben. Weiter seien U,, deNP, nichtnegative Zahlen und a>1, y20 Konstanten
derart, daf} mit

S(ab):= Y ¢ und Ula, b= Y U,

a<dsbh asd<bh

Sir ein ceNP? gilt
(325) P(S(@ab)|z)=i77(U(a,b)* Vi>0, Va,beN? mit e<a<h=c.
Dann gibt es eine Konstante C, die nur von (p, y, «) abhiingt, so daf gilt:
(3.26) P( max [|S(e,b)|22)S47" C-(Ule, )  VA>0.

Beweis von Satz 3.6. Sei £,=(¢,(1), teE,) der beziiglich der Gitterpunkte L,
linearisierte ProzeB ¢&; &, werde aufgefaBt als Zufallsvariable mit Werten in

(C(Ep, B,.)). Wir wollen zeigen, daB die Folge &,, neN, gleichmiBig straff ist.
Wegen ¢,(0)=£(0) VreN ist dazu nur zu zeigen (vgl. Billingsley [3], Theorem 8.2):

Ve, nelR | existiert ein 6, 0<d <1, und ein nyeN mit
(3.27)  Plsup{|, (=&, (1) L €E,, [t—t|S}zel<n  fir n2n,.

(3.27) ist richtig, wenn wir fiir p=1, ..., k zeigen:
Ve, nelR _ existiert ein 4, 0<d <1, und ein n,eN mit

(3.28) P[sup{|¢,(t+he,)—C, (O teEy, 0Sh=0, t,+h=1}ze]<n fir n=n,.

Sei deR, mit 6~ 'eN und G,;:={0-6, 1-6,...,1—35}. Dann folgt wie bei
Billingsley [3], S. 56, daB die linke Seite von (3.28) kleiner ist als

3P[ sup sup {|&, (¢ +he,)— ¢, (0):

peGs
(3.29) (U or by byars s t)EE,_1, 0SS} 2 /3],
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Ist speziell 6=2"", veN, so betrachten wir (3.29) fiir n=v. Da die Punkte von G;
dann ganzzahlige Vielfache von 27" sind, braucht man wegen der Linearitét von
&, bei der Supremumsbildung nur Punkte aus L, zu betrachten. Es geniigt dann
offenbar zu zeigen (wobei 0.B.d.A. p=1 sei):

Ve nelR, gibt es ein veN mit
P[ _Omayév_lmax{]f(u'2‘”+v2‘”, byyvis )= EU- 27" by, ., B

(3.30) v=1,...,2"7% (ty, ..., tpe T e <y fir n2v.

Um die linke Seite von (3.30) weiter abzuschiitzen, verwenden wir die folgende
Gleichung, die sich leicht mit vollstindiger Induktion beweisen ldBt. Stimmen
Punkte ¢, t'€E, in allen Komponenten, bis auf die u-te (u fest), iiberein, so gilt fiir
eine Funktion f E,— R:

(3.31) fO-f@&)= Y A 1"
}

iel, ue{i

Die linke Seite von (3.30) wird damit kleiner als

2v—1
[(-2-v+v2-7,1s,..., i £l
ig‘z ZoP[max{M[(Zz-v,o,v...,onfz Bl

(3.32) tew T

y=1,...,2%% (t,, ..., t)e 1 = e/ I[].

Da |I] endlich ist, geniigt es, jeden einzelnen i-ten Summanden, i€, durch Wahl
von v klein zu machen. Sei dazu 0.B.d.A.i=(1, ..., p). Um den Satz 3.8 anwenden
zu konnen, definieren wir bei i=(1,...,p) und festem veN, ue{0,...,2"—1},
neN, ZufallsgroBen

:ZAE[IZ"”-I-V[ 27y 27N L2

¢ 5 4
Vi,.0y vp) u2 v+ -2 (v2—1)27 ", ., (vp—1) 27T

und nichtnegative Zahlen

o laf 42T 2T v 27 v 2T
vp)'_K (A(u2‘”+(v1—1)2‘",(\’2—1)2‘",...,(vp—1)2‘")E)

mit 1=y, 22" %und 159,22 r=2, ..., p.
Wegen 2-V4b 2 ", by2" bp2-n i
S(a,b)= A0 L 2 615 oty 1y 2 €
(entsprechend fiir U(a, b)) und (3.23), ist die Bedingung (3.25) erfiillt, und es folgt
aus Satz 3.8:

P[max {|Aﬁ,’j§:2fov, S y=1,...,2"" (1, ..., el = ]

(333) =477 C K- (A sy VA E)

<A CoRe gy (P A
Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit der F; auf E|;, geht die rechte Seite von (3.33)
(und damit (3.32)) mit v— oo gegen Null, so daB nun endgiiltig (3.30) bewiesen ist.
Die Folge der Prozesse &,, neN, ist also gleichmiBig straff und damit nachAdem
Satz von Prohorov relativ folgenkompakt. Es gibt also eine Zufallsvariable ¢ mit
Werten in (C(E,), B - ”), gegen die eine Teilfolge von &,, neN, schwach konvergiert.
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Fiir Punkte ¢, ..., ,€ L haben offensichtlich
(), E0) und (£, .., E(0,)

dieselbe Verteilung. Dies ist auch fiir belicbige Punkte aus E, richtig, wie man
analog dem 1-dimensionalen Fall zeigt, vgl. Billingsley [3], S. 97, unter Ausniitzen
der Tatsache, dafl &(¢) fiir t— ¢ nach Wahrscheinlichkeit gegen () strebt. Dies
erhilt man aber leicht aus (3.31), (3.23) und der Stetigkeit der F,, ieI. Damit haben
& und ¢ dieselben endlichdimensionalen Randverteilungen. Die Zufallsvariable &
induziert auf (C(E,), B).,) ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit den durch ¢ vorgege-
benen endlichdimensionalen Randverteilungen. Aus der Aquivalenz von (2.1) und
(24) folgt nun die Behauptung. _|

Der Beweis von Satz 3.7 stiitzt sich auf die folgende Ungleichung, s. Neuhaus
[11], Lemma 5.1: Fiir jeL, und teL,_ , mit |j—t|<27" und eine Funktion f:
E,— R gilt
3.34) 1f(H—f)=4- kZ Zmax{lf(H—Z Ve —f@): teL, ., t,<1}.

v=0 =

Beweis von Satz 3.7. Fiir (£(t), teE,) folgt aus (3.34) und (3.31)

+r

r k
(335) |E(G)—E@)I<4-k zo 21 zl max {| A5 2 el ¢ e
U rl:{i}

t,<1}.

n+v? 't

Genau wie bei (3.33) zeigt man unter Beriicksichtigung der spezicllen Gestalt
von F,, daB fiir te{l1, ..., k} und iel gilt:

P(max {52 "N & teL,, t,<1} 2 4)

<2 C-K-A"727m=C.K-A772"re-1),
Sei sodann A,:=2""¢, wobei ¢ >0 bestimmt ist durch «—1—yc>0. Wegen
Y b,<oc mit bi=C-K-A7727 D,

nz1

(3.36)

gibt es eine f.s. endliche ZufallsgréBe p mit
(337)  max{[4alr? "N E| rel,, 1,<1}<27™  VnZp, Vte{l, ... k}, Viel.

[tceli

Wegen (3.37) und (3.35) gilt dann fir n=p

(338)  |E()—E@)|<4-k- |1|22 vieop .27ne YjeL  VteL,

v=0

mit |[j—t|<27", wobei by:=4-k|I| Z 27 ist
v=0
Wegen der Stetigkeit von ¢ folgt dann (3.38) fiiralle t€E,. Zu ¢, t,€E, seineN
so bestimmt, dall 27"<|t, —¢,|<2-27" gilt. Man kann dann Punkte j, j,€L,
finden mit

(3.39) 6 —=jIS227% 1 —lS27% lj,—t]sS27n
Mit §:=277 folgt aus |t, —t,| <3, daB n=p gilt. Also ist
[E(t)—E()IS3by 27" <3by |t —t,|¢  fur |t;—1,]|<6.
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