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Stetigkeitseigenschaften stochastischer Prozesse 
mit Parameter aus einem pseudometrischen Raum 

Georg Neuhaus 

1. Zusammenfassung und Einfiihrung 

In dieser Arbeit leiten wir hinreichende Bedingungen daffir her, dab fast alle 
Pfade eines nicht notwendig GauBschen Prozesses mit ,,Zeit"-Parameter aus einem 
totalbeschr~inkten pseudometrischen Raum stetige Funktionen sind bzw. eine 
Lipschitzbedingung erffillen. 

Stetigkeitskriterien ~ihnlicher Art fiir Prozesse mit Parameter aus dem Ein- 
heitsquadrat [0, 13 x [0, 13 wurden schon von Delporte 1-63 und Berman 1-1] 
angegeben. Beide Autoren verwendeten bei der Herleitung ihrer Theoreme die 
Entwicklung yon stetigen Funktionen iiber 1-0, 1] x E0, 13 nach einer Schauder- 
basis. 

Zum Beweis unserer Stetigkeitsbedingungen benutzen wir im wesentlichen 
zwei verschiedene Methoden. Einmal maehen wir Gebrauch yon einem Beweis- 
verfahren, das yon Dudley 1-73 (vgl. auch Strassen und Dudley [123) zum Nachweis 
der Stetigkeit yon Gaul3schen Prozessen mit Parametem in Hilbertschen R~iumen 
verwendet wurde. Zum anderen ziehen wir S~itze aus der Theorie der schwachen 
Konvergenz yon Mal3en auf metrischen R/iumen heran, wie dies im 1-dimensio- 
nalen Fall etwa yon Billingsley 1-3] bei der Konstruktion eines Mal3es auf dem 
Raum der stetigen Funktionen fiber [0, 11 getan wurde. Mit Hilfe der erstgenannten 
Methode leiten wit ein Stetigkeitskriterium her, welches einen wohlbekannten Satz 
ffir Prozesse mit reellem Parameter, s. Cram6r und Leadbetter [5], 4.2, in mehr- 
facher Hinsicht verallgemeinert. Als Korollare ergeben sich Verallgemeinerungen 
einiger S~itze yon Delporte [63, Fernique [83 und Billingsley [33. Unter Verwen- 
dung der zweiten Methode erhalten wit ein Resultat, welches das Kriterium yon 
Berman 1-11, Theorem 5.1, impliziert und nicht aus dem Hauptsatz yon Delporte [61, 
Th6orSme2.2.1A, hergeleitet werden kann. Im Anschlul3 an jedes Stetigkeits- 
kriterium geben wir jeweils ein Kriterium dafiir an, dab Lipschitzbedingungen 
fiir fast alle Pfade erfiillt sind. 

2. Aquivalente Formulierungen zur Stetigkeit fast aller Pfade 
eines stochastischen Prozesses 

Sei (~2, 9X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ~ = (~ (t), t E T) ein (reellwertiger) 
stochastischer Prozel3 mit Parametermenge T, die als ein totalbeschr~inkter 
pseudometrischer Raum mit Pseudometrik d vorausgesetzt sei. Nach einem Satz 
yon Borges [41 gibt es dann zu ~ einen stochastischen ProzeB ~ = (4 (t), t ~ T) auf 
(Q,N,P) der numerisch ist, d.h. Werte in N = l R w { + o o } w { - o o }  annimmt, 
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der ~iquivalent zu ~ ist, das bedeutet P(~ (t)= ~(t))= 1 V t~T, und der separabel ist 
bezfiglich der abgeschlossenen Mengen aus IR, s. Borges [-4]. 

Bevor wir das Hauptresultat dieses Paragraphen formulieren, fahren wir noch 
einige Bezeichnungen ein: F fir A c T sei IRA(~, A) der Raum der reellwertigen 
(numerischen) Funktionen auf A und ~3 A 03 A) der zugeh6rige Produkt-a-K6rper. 
Die (bezfiglich der durch d auf A erzeugten Topologie) stetigen Funktionen auf A 
seien mit C(A, d), die gleichm~iBig stetigen mit C,(A, d) bezeichnet. Das yon ~ auf 
(IR r, ~3 r) erzeugte Wahrscheinlichkeitsmal3 sei Pc, entsprechend Pc auf (IR r, ~3T). 

( - )  ( ) ( - )  

Welter sei ~A: =(~-(t), teA) die Einschr/inkung von ~ auf A. 

Satz2.1. Sei (T, d) ein totalbeschrgmkter pseudometrischer Raum. Fiir einen 
stochastischen ProzeJ3 ~ = (~(t), te T) sind dann die folgenden Aussagen iiquivalent." 

(2.1) (Pr d))= 1 (Sufleres Marl yon C,(T, d)). 

(2.2) Fiir jede abzShlbare, dichte Teilmenge T o yon T gilt Pr o, d))=l.  

(2.3) Ist ~ ein zu ~ 5quivalenter, separabler Prozefl, so liegen fast alle Pfade yon 
in C,(T, d). 

Bemerkung 1. Ist T kompakt und metrisch, so ist bekanntlich der Borelsche 
a-K/Srper ~3 I1' II fiber C (T, d) bezfiglich der Supremumsnorm [I fU" = sup {If(t) l" t e T} 
gleich der Einschr~inkung von ~ r  auf C(T, d), also 

~31L.ii = {B ~ C(T, d)" Bef3r}. 

Dann besagt aber die Bedingung (2.1) dasselbe wie 

(2.4) Es gibt ein WahrscheinlichkeitsmaJ3 Po auf (C(T,d),~311.11) mit denselben 
endlichdimensionalen Randverteilungen wie 4. 

In diesem Falle ist also die Konstruktion eines MaBes auf (C(T,d),~311.11) 
mit vorgegebenen endlichdimensionalen Randverteilungen gleichbedeutend mit 
dem Nachweis der Stetigkeit fast aller Pfade eines separablen stochastischen 
Prozesses, der diese Randverteilungen besitzt. Die Implikation(2.4)~ (2.3) 
wurde im Fall T=  [0, 1] von Billingsley [-3], Theorem 9.2, bewiesen. Der hier 
gegebene Beweis (2.2) ~ (2.3) ist teilweise eine Verallgemeinerung des Verfahrens 
von Billingsley. 

Bemerkung 2. Auch in Untersuchungen fiber die fast sichere Konvergenz yon 
Summen stochastisch unabh~ingiger C(T,d)-wertiger Zufallsvariabler erweist 
sich Satz 2.1 als nfitzlich. So l~igt sich z. B. ein Resultat yon Jain und Kallianpur [-9], 
Theorem 2, mit Hilfe der Implikation (2.1) ~ (2.3) aufnicht notwendig vollst~indige 
Wahrscheinlichkeitsr~iume und beliebige kompakte, metrische Parametermen- 
gen T, anstelle yon T= [0, 1], verallgemeinern. 

Beweis des Satzes. Offenbar gilt (2.1) ~ (2.2). Aus (2.3) folgt zun~ichst 
(P~)* (C,(T, d))= 1 und hieraus (2.1) wegen C,(T, d ) c  IR r u n d  P~IlR r--  P~. Nun zum 
Beweis von (2.2) ~ (2.3): 

Wir betten T in seine vollst~indige Halle X ein (s. Kelley [-10], S. 196). X ist 
dann ein kompakter pseudometrischer Raum, dessen Pseudometrik diejenige von T 
fortsetzt, und die wir deshalb ebenfalls d nennen. Wir wollen zuerst ftir Teilmengen 
A c X  gewisse Darstellungen yon C,(A,d) angeben: 



Ste t igke i t se igenschaf ten  s tochas t i scher  P rozesse  277 

Sei dazu R eine abz~ihlbare, dichte Teilmenge von A. Wir definieren dann 
Systeme V der folgenden Art: 

(2.5) V=(k; r 1 . . . . .  rk; ~1, ..., ~k;/~) 

mit k e n  (natarliche Zahlen), r~aR, c ~ l P  ftir v = 1 . . . . .  k (~+)=  (positive) rationale 
k 

Zahlen), flelP+, und der Eigenschaft U Sa(r~, f l )~d ;  dabei sei 

Sd(t, 0 =  { t ' eX:  d(t', t)<e} 

die d-Kugel vom Radius e um t u n d / i  die abgeschlossene Halle yon A in (X, d). 
Es gibt htichstens~abz~ihlbar viele Systeme dieser Art. Es gilt dann 

(2.6) C, (A, d) = 0 U H(A,  R; V, e) 
te~+ V 

mit k 
H ( A , R ;  V, e).'= ~ { X ~ , A :  % < x(t)<=% + e, V t~Sa(rv, fi)c~ A}.  

v = l  

Die Vereinigungsbildung erstreckt sich in (2.6) fiber alle in (2.5) definierten V. 

Zum Beweis von (2.6) sei x ein Element der rechten Seite von (2.6), d.h. zu 
jedem eelP+ gibt es ein V mit x e H ( A ,  R; V, e). Ist dann 2 > 0  eine Lebesguesche 
Zahl der offenen Uberdeckung Sd(r~, fi), V = 1 . . . .  , k, yon A ([10], S. 154), so liegen 
zwei Punkte tl, t 2 cA mit d(tl ,  t z )< 2 gleichzeitig in einer der Mengen S (r~, a)c~ A, 
und folglich gilt I x (q) - x (t2) I < e, d.h. aber x e C, (A, d). Umgekehrt sei x ~ C, (A, d). 
Zu jedem e ~ IP+ gibt es dann ein fle IP+ derart, dab far t 0 e A gilt: Aus t ~ S d (t o, a) c~ A 

folgt [x( t ) -X(to) l  <~---. Die Familie {Sa(r, fl): r e R }  ist eine offene Llberdeckung 

von A, enth~ilt also eine endliche Teiltiberdeckung mit r~ .. . .  , r k sR .  Man defmiert 
nun V wie in (2.5), wobei die c~v rationale Zahlen seien, die weniger als e/4 kleiner 
sind als jeweils inf{x(t): teS(r~,f i)c~A}.  Nach Konstruktion liegt dann x in 
H ( A , R ;  V, e), womit (2.6) bewiesen ist. 

Der eigentliche Beweis von (2.2) ~ (2.3) ist nun sehr einfach. Sei S ein abzghl- 
barer, dichter Separator yon ~. Aus (2.6) und der Separabilit~it von ~ folgt dann 
sofort mit A = T, R = S  bzw. A = R = S :  ~-~(C,(T, d))=~s~(C, (S ,  d)) (ag.I !). Dann 
gilt aber 

P {co: ~(co)e C,(T, d)} = Pr d))= Pr d))= 1. _J 

Bemerkung 3. Setzt man in Satz 2.1 Tals einen pseudometrischen Raum voraus, 
der die Vereinigung von abziihlbar vielen offenen, totalbeschr~inkten Mengen 
aus T ist, und fordert man die Voraussetzung (2.2) far alle abz~ihlbaren, total- 
beschr~inkten Teilmengen T o yon T, so gilt (2.2) ~ (2.3) ~ (2.1), falls nur in (2.1) 
und (2.3) C,(T, d) durch C(T, d) ersetzt wird. 

Nur der Beweis yon (2.2) ~ (2.3) ist nicht trivial: Man stelle T dar als T=  

U T~ mit T~ often und totalbeschr~inkt. Sei S ein abz~ihlbarer Separator yon ~, 
i=1 

far den S~ = 7]/c~ S dicht in T~ liegt. Wegen der Offenheit yon T~ist ~r, ein separabler 
ProzeB mit Separator S i . Wie vorher beweist man dann P {co: ~r~ (CO) ~ C, (Ti, d)} = 1. 
Da alle T i often sind und T tiberdecken, folgt P{co: ~(co)~ C(T,d)}= 1. / 
20 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 23 
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3. Die Stetigkeitskriterien 

Wiederum sei (T,d) ein totalbeschr~inkter pseudometrischer Raum. Um 
sp~iter keine Fallunterscheidungen machen zu mtissen, nehmen wir o.B.d.A, an, 
dab es in Tmindestens zwei Punkte gibt, die einen positiven Abstand voneinander 
haben. Ftir jedes positive e sei B(e) ein fest gewiihltes e-Netz in (T, d) mit einer 
Minimalzahl Na(e ) yon Punkten. Ausgehend vonder  Folge {B(2-")},~n, lassen 
sich Folgen {A,},~n von Teilmengen des Raumes T konstruieren mit den Eigen- 
schaften: 

(3.1) Fiir alle geniigend groBen nsN gilt 

a) A . c A . +  1, 
b) ~ Sa(t, 2-")= T (Sa(t, e) is thierdied-Kugelumt~TmitRadius~in T), 

t~An 

c) IA.] _-< Na (2-"-l) (IBI bezeichnet die Anzahl der Elemente einer Menge B), 
d) d( t l , t2)>2-"- i  Vt l , t2~A ., q=~t 2. 

Der Beweis fffir die Existenz der Folge {A.}.~ ist elementar: Es sei AI= 
A 2 . . . . .  Ano= ~ ftir eine beliebige natfirliche Zahl n o. Fiir n>n o werde A.+ a 
induktiv definiert. B ei gegebenem A. sei A.+ r '=  A. w C., wobei C. eine Teilmenge 
yon O.: = B (2-"- 2) n ( T -  ~ Sd(t, 2-"-  2)) ist, deren Punkte einen paarweisen 

t~An 
Abstand nicht kleiner als 2 - " - 2  haben und die ein 2-"-l-Netz in ~J Se(t, 2 - n - z )  
bildet. Es ist dann klar, dab (3.1) fiir allen > n o richtig ist. _3 t~o, 

Ftir die sp~iter in den Stetigkeitskriterien auftretenden Mengen 

(3.2) Un:= {(tl, te)sA,+ 2 x A,+ 2: d(q, t2)<2-", q + t2} 

gilt offensichtlich die Ungleichung I U.l_-< N~ (2-"- 3). Wie wir noch sehen werden, 
l~igt sich diese grobe Absch~itzung h~iufig versch~irfen. 

Im folgenden werden wir Funktionen mit einer gewissen Monotonieeigenschaft 
zu betrachten haben: 

(3.3) Es s e i f  eine reellwertige, nichtnegative Funktion auf [0 ,~)  mit f(0)=0, 
fiir die eine Konstante C f mi t  1 < C f < oc) existiert derart, daft fiir alle genfigend 
groJ3en n~N gilt: 

f ( t )< CI f (2-"  ) Vt ~I-2 -"-1, 2-n]. 

Jede monoton nichtfallende, nichtnegative Funktion f auf I-0, oo) mit f(0)= 0 
erftillt natiJrlich die Bedingung (3.3). 

Nach diesen Vorbemerkungen k/Snnen wir unsere Stetigkeitskriterien formu- 
lieren. 

Satz3.1. Sei (T,d) ein totalbeschriinkter pseudometrischer Raum und ~= 
(~ (t), t ~ T) ein stochastischer Prozefl, der fiir alle q,  t 2 ~ T, fiir die d (tl, t2) genfigend 
klein ist, die Ungleichung 

(3.4) P (I { ( t , ) -  ~ (t2)l) > g(d(t,, t2) ) <= q(d(q, t2) ) 
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erfiillt. Dabei sind g und q Funktionen, die beide die Monotonieeigenschaft (3.3) 
besitzen, und f~r die aufierdem gilt: 

(3.5) ~ g (2- ") < 
n 

und 

(3.6) ~ I Unl q (2 - ") < oo, 
n 

wobei U, wie in (3.2) zu einer speziellen Folge {A,},~ mit (3.1) geh6re. Dann gilt 
(PC)* (Cu(T, d))= 1 oder eine der iiquivalenten Aussagen (2.2) und (2.3). 

Satz3.2. Sei (T,d) ein totalbeschriinkter pseudometrischer Raum und 4= 
(r te T) ein separabler stochastischer Prozefi, der die Voraussetzungen (3.4) bis 
(3.6) erfiillt. Die in (3.4) auftretende Funktion g sei monoton nichtfallend, und es 
gebe eine positive Konstante a mit 

(3.7) ~ g(2 . . . .  )=<a. g(2 -n) fiir alle geniigend grofien h e n  
v = 0  

Dann gibt es eine Zufallsgr6fie 6, die fast sicher positivist, und Konstanten b > 0 und 
c>O, so daft gilt: 

(3.8) [~(tl)-~(t2)[<=b . g(c. d(t 1, t2) ) Vtl, t2s T mit d(tl, @=<6. 

Bevor wir die beiden S~itze beweisen, wollen wir schon einige Folgerungen aus 
ihnen ziehen. 

Korollar 3.3. Sei (T, d) ein pseudometrischer Raum, der zu einer beschriinkten 
Teilmenge B des euklidischen Raumes IR k - versehen mit der Maximumsnorm - iso- 
metrisch ist, d.h. fiir den es eine surjektive Abbildung F: T--~ B gibt mit d(tl , t2)= 
IF(tl)-F(t2)l Vt 1, t2~T. 

a) Wenn ffir einen stochastischen Prozefi ~ =(~(t), t e T) die Bedingungen (3.4) 
und (3.5) gelten, sowie anstelle yon (3.6): 

(3.9) ~ 2 k'" q (2-") < oo, 
n 

sofolgt (PC)* (C, (T, d))= 1. 

b) Ist ~. =(~(t), t e T )  separabel und gilt neben den Voraussetzungen in a) noch, 
daft g auf [O, oo ) monoton nichtfallend ist und (3.7) erfiillt, so folgt auch die Aussage 
(3.8) yon Satz 3.2. 

Beweis yon Korollar 3.3. Wit benStigen offensichtlich einzig eine Abschiitzung 
der Zahlen I U, I flit beliebige Folgen {An},~ n in T, flit die (3.1) gilt. Wegen der 
Isometrie yon T zu B kSnnen wit dabei o.B.d.A, annehmen, dab T gleich B und F 
die identische Abbildung auf T ist. Wegen der Beschr~inktheit yon B gibt es eine 
Konstante C o derart, dab sich B m i t  h6chstens C o - 2 k'n Wtirfeln der Seitenl~inge 
2 -n iiberdecken l~ii3t, also Nd(2-") < C o - 2 k'n. Weiter folgt aus (3.1.d), dab in einem 
Wiirfel der Seitenl~inge 2 -n-2 hSchstens ein Punkt aus A n liegen kann. Es gibt 
deshalb zu jedem m e n  eine Konstante C 1 (m), so dab f'tir jeden Punkt t 1 eAn die 
Ungleichung [{t2eA~: d(q,  t2)=<m2-n}[~ Cl(m ) fiir alle gentigend groBen ne N  
20* 
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gilt. Aus (3.1.c) und (3.1.d) folgt nun I U,I < C2" 2 k" fiir eine geeignete Konstante C 2 

und alle gentigend grogen neN.  -2 

Bemerkung 1. Aus der Bemerkung 3 des Paragraphen 2 folgt unmittelbar, dab 
in Korollar 3.3.a die Menge B sogar eine beliebige Teilmenge von IRk sein darf. 
Es gelten dann die Aussagen (2.3) und (2.1) von Satz 2.1 mit C(T, d) statt C,(T, d). 
Entsprechendes gilt auch in Korollar 3.5 (unten). 

Beispiel 3.4. Fiir (T, d) mSgen dieselben Voraussetzungen wie in Korollar 3.3 
gelten. Mit F sei auch hier die Isometrie von T auf B bezeichnet. Wenn dann ftir 
einen stochastischen Prozeft ~ = (~ (t), t ~ T) Zahlen 7 > 0 unde  > 0 existieren mit 

(3.10) P(l~(q)-~(tz)]>=2)<2-TlF(tl)-F(t2)l k+~ V2>0,  Vtl,tz~T, 

so gilt (P~)* (C,(T, d))= 1. 

Falls ~ dartiberhinaus noch separabel ist, so gibt es eine fast sicher positive 
ZufallsgrSl3e 6 und Konstanten K > 0, t />0  derart, dab ftir Punkte tl, t 2 ~ T mit 
IF(t1)- F(t2) ] < 6 gilt: 

(3.11) 14(q)- ~ (t2)1 _-< K.  I F ( t 0 -  F(t2)l". 

Die Aussagen in Beispiel 3.4 folgen direkt aus Korollar 3.3, wenn man definiert: 
g(h)~=h ~, q(h),=h k+~-2~ Vh>0,  wobei q > 0  so gew~ihlt ist, dab e - 2 7  positiv 
ist. _2 

Ftir den Spezialfall, daft T=  [0, 1], k = 1 und F eine stetige Verteilungsfunktion 
auf [-0, 1] ist, wurde die erste Aussage des obigen Beispiels yon Billingsley [-3], 
Theorem 12.4, bewiesen. Gem~ft Beispiel 3.4 kann man auf die Monotonie yon F 
verzichten und erh~ilt dartiber hinaus nicht nut die Stetigkeit der Pfade beziiglich 
der Pseudometrik d(q, t2)= IF(q)-  F(t2)l, die - falls F stetig ist - schw~icher ist 
als die gew5hnliche Metrik auf IR, sondern sogar die ,,Lipschitzbedingung" (3.11). 

Als eine weitere Folgerung aus Satz 3.1 kSnnen wir noch in verallgemeinerter 
Form ein Resultat von Delporte [-6] beweisen, in welchem die schw~ichste uns 
bekannte hinreiehende Bedingung ft~r die Stetigkeit der Pfade eines GauBschen 
stochastischen Prozesses angegeben wird. Zuvor jedoch noch die 

Bemerkung 2. Bei der Konstruktion der Folge {A,} in (3.1), sowie in dem Beweis 
yon Satz 3.1 (unten) wird die Dreiecksungleichung ftir die Pseudometrik d nur in 
der folgenden abgeschw~ichten Form benStigt: 

Fiir alle geniigend groften n e N  und alle q,  t2, t 3 E T gilt 

,,d(t 1, t2)<2-" ,  d(t2, t3 )<2-""  ~ d(q, t3)<2 -"+a. 

Eine Funktion d auf T x T, die alle Eigenschaften einer Pseudometrik besitzt bis 
auf die Dreiecksungleichung, welche aber noch in der obigen abgeschw~ichten 
Form gelte, wollen wir eine ,,Submetrik" nennen. Das System der Mengen 

Sa,,= {(tl, t2)ETx T: d(tl, tz)<2-n}, n~N 

bildet dann eine (abz~ihlbare) Basis fiir eine uniforme Struktur !1 d auf T (vgl. [10], 
S. 174 ff.). (T, lid) -- oder einfacher (T, d) - ist pseudometrisierbar mit einer Pseudo- 
metrik d. Die Menge C, (T, d) der gleichm~iBig stetigen Funktionen auf T beztiglich 
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H a ist dann natiirlich gleich Cu(T, d). Ebenso ist der Begriff ,,totalbeschriinkt" nur 
abhiingig von 11 a. Damit gelten also die Siitze 2.1, 3.1 auch fiir Submetriken. Der 
Beweis von Satz 3.2 und Bemerkung 3 (unten) bleibt ftir Submetriken d nut  dann 
richtig, wenn man die Stetigkeit der Funktionen f~o: = d(t o, .) zeigen kann. 

Korollar 3.5. Fiir (T, d) m6gen dieselben Voraussetzungen gelten wie in Korollar 
3.4, und F bezeichne die Isometrie yon T auf B. Fiir einen GauJ3schen stochastischen 
Prozefi ~=(~(t) , teT)  mit Mittelwert 0 gebe es eine nichtnegative reellwertige 
Funktion q), die auf einem Intervall [0, d), d>0 ,  monoton nichtfallend ist, in Null 
verschwindet und aufierdem die folgenden Eigenschaften hat: 

(3.12) E(~(q)-~(t2))2<~o2(IF(tl)-F(t2)l) Vq,t2~T 
und 
(3.13) ~ 2 2 (p(2- 2")< oo. 

n 

Dann gilt (PC)* (C,(T, d))= 1. 

Beweis. Wir f'fihren auf T eine Submetrik d 1 ein, indem wir definieren: 

d,(q, t2):= [1082 [F(t l)-F(t2)l[- '  Vt,, t2r 
wobei ,,log2" den Logarithmus zur Basis 2 bezeichnet und Ilog20[ -1 gleich 0 
gesetzt wird. Man rechnet leicht nach, dab dl eine Submetrik ist, falls nur die Un- 
gleichung 2. sup{lF(t~)-F(tz)l: tl, t z e T  } < 1 richtig ist, was man o.B.d.A, an- 
nehmen kann. Wit werden den Satz 3.1 mit (T, dl) anwenden und definieren dazu: 

1 1 ~2 

g(h ) := ] /2 . c~ .h -~o (2  -~) und q(h):=e h g h > 0 ,  

wobei ~ eine positive Konstante ist mit c~ > 4- 1/~. Setzt man noch g(0) = q(0) = 0, 
so erfiillt die Funktion f =  g, bzw. f =  q, die Monotonieeigenschaft (3.3), und aus 
der elementaren Ungleichung 

oo x 2 a 2 

Se 2 d x < a - 1  e 2 V a > 0  
a 

folgt (3.4) (mit d 1 statt d) ftir alle t,, t 2 e T mit d 1 (tl, t2)< 1. Die Voraussetzung (3.5) 
ist wegen (3.13) trivialerweise erfiillt. Um (3.6) fiir q nachzuweisen, verwenden wir 
fiir I g,I die grobe AbscNitzung I g, I <N~(2-"-3) .  Nun gilt aber gem/il3 der Defi- 
nition von d~ fiir t l ,  t2~Tund  n~N:  

(3.14) d,(t~, t2)<2" ~=> d(t~, t2)<2 -2". 

Daraus folgt, dab (T, dl) totalbeschr~inkt ist und genauer, dab die Ungleichung 
Na~(2-")<Na(2 -2~) gilt. In Korollar3.3 haben wir schon die Absch~itzung 
N a (2-") < C o 2 k'" bewiesen, so dab insgesarnt gilt: ] U,I < C~ 2 k 2-+ 4. Daraus folgt 
aber sofort (3.6). SchlieBlich sei noch bemerkt, dab wegen (3.14) C,(T, d) und 
C,(T, dl) einander gleich sind. _l 

Es ist bekannt und elementar zu beweisen, dab die Bedingung (3.13) ~iquivalent 
ist zu der Aussage: Fiir eine Konstante M > 0  gilt 

oo 

(3.15) ~ ~o(e-X~) < oo. 
M 
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Ersetzt man in Korollar (3.5) die Bedingung (3.13) durch (3.15) so erh/ilt man (in 
verallgemeinerter Form) einen Satz yon Fernique [8], s. auch Dudley [7], Theo- 
rem 7.1, bei denen T= [0, 1] bzw. T eine beschdinkte Teilmenge des IRk und F die 
identische Abbildung auf T ist. 

Beweis yon Satz 3.1. Wir wollen die Bedingung (2.2) des Satzes 2.1 nachweisen. 
Sei also dazu T O eine abz~ihlbare, dichte Teilmenge von (T, d) und {A,} ,~  eine 
Folge von Teilmengen aus T, die die Eigenschaften (3.1.a-d) besitzt und fiir die 
(3.6) gilt. Wir definieren 

C.: = (tl, t2)  U.}. 

Nach Definition von IU,] gilt dann ]G,I_<IU, I und damit wegen (3.4) und der 
Monotonieeigenschaft (3.3), sowie (3.1.d): 

(3.16) P(max{lZl: ZeG,}> C~. g(2-n))_- < Cq3 q(2-") �9 IV, I. 

Wegen (3.6) existiert nun nach dem Lemma yon Borel-Cantelli eine fast sicher 
endliche ZufallsgrSBe p mit 

(3,17) IZl<C3g(2 -") VZeG,  falls n>p. 

Fiir Punkte t e T o sei B,(t) ein Punkt aus A,+ z mit d(t, B,(t))< 2-"-2.  Ftir q, t 2 ~ T o 
mit d(t 1 , tz)< 2 - " - z  ist dann d(B,(tl), B,(t2) ) < 2-", so dab entweder B,(q) =B,(t2) 
gilt oder (~(B,(tl))- ~(B,(t2)))~G .. Entsprechend gilt fiir te T o ent~veder B,+l(t)= 
B n(t) oder (4 (B, ( t))-  ~ (B, +1 (t))) E G, +1. 

Fiir p, q~N mit p>q>p gilt dann wegen (3.17) 

p - - 1  p 

I~(Bp(t)) - ~(Bq(t))l=< 2 ]~(Bu+l(t))- ~(Bu(t))] ~ C~ 2 g(2-u) �9 
, u = q  , u = q +  1 

Da p f.s. (fast sicher) endlich ist, konvergiert fiir alle te  T o die Folge {~(S,(t))},E~ f.s. 
Wegen d(B,(t), t)-+O und (3.4)-(3.6) gilt ~(B,(t)) e , ~(t), woraus folgt: Es gibt 
eine Nullmenge N ~ O  (o.B.d.A. {p= oo} cN) ,  so dab ffir coeN c gilt 

(3.18) ~(B,(t))(~o)--~(t)(o)) V t~T  o. 

Fiir (oeN ~ w~ihlen wir nun noeN grSl3er als p(co) und stellen f'fir t e T  o ~(t)((o) als 
unendliche Reihe dar (wobei wir das Argument ~o fortlassen): 

(t) = ~ (B,o (t)) + ~ (4 (B  +1 (t)) - ~ (B~ (t))). 
v = n  o 

Fiir t 1, t2~ T omit d(q, t2)=<2 -"~ folgt dann 

I~(q)-~(t2)]<=l~(B.o(q)-~(B.o(t2))l+ 2. ~ ~ I~(B~+~(t,))-~(B~(t,))l 
i = 1  v = n o  

(3.19) =< C~ [g(2-"~ �9 Z g(2-"~ 
v > n o  

v = n  o 
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Da die rechte Seite von (3.19) mit no-* oe verschwindet, folgt die gleichm~iBige 
Stetigkeit von 4 (') (co) auf T o . _J 

Bemerkung 3 (vgl. Strassen und Dudley [-12], Lemma 2). Sei 4,, teI ,  mit einer 
Indexmenge I, eine Familie yon stochastischen Prozessen, die die Bedingungen 
(3.4)-(3.6) mit demselben g und q erfiillen, und deren Pfade fast alle stetig sind. 
Der Parameterraum (T, d) sei kompakt. Dann gilt: 

(3.20) Fiir alle ~ > 0 gibt es ein ~ = 6 (~, g, q) mit 

P(sup {l~,(q)-~,(t2)l: d(tl, t2)<6} > e ) <  e Vt~I.  

Beweis. Bei gegebenem ~>0 sei 6 = 2  -"~ wobei n o so grog ist, dab die Un- 
gleichungen C~ ~ g(2-")<e/2  und C~ ~ I Uitl q (2-" )<e  erftillt sind. Ist nun 

i t > n  o I t > n  o 

G'.: = U {max {[~t(t l)-  ~,(t2)]: (tl, t2)e Urn} > C3g g(R-m)}, 
m>_n 

so gilt P (G',) < C 3 2 [ Urn[ q (2- m) < e m r  n >__ no (vgl. (3.16)). 
re>it0 

Auf f2-G',o gilt nun f.s. wegen der Stetigkeit der Pfade yon ~., und (3.19): 
[4, (tt) - 4, (t2)] _-< e ffir d (tl, t2) < c5 mit tl, t 2 r T. Es folgt 

P(sup{[4 , ( t l ) -~( t2) [ :d (q , tz )<~}>e)<P(G' ,o )<Z.  _J 

Bekanntlich impliziert (3.17) zusammen mit einer weiteren Bedingung, die die 
gleichm/iBige Beschr~inktheit der Prozesse 4, charakterisiert, die gleichm~igige 
Straffheit der Familie ~,, t e I, vgl. Billingsley [-3], Theorem 8.2. 

Beweis yon Satz 3.2. Wie im Beweis von Satz 3.1, (3.17), gibt es eine f.s. endliche 
Zufallsgr6Be p mit 

(3.21) max {l~. (q)-~(t2)l :  (tl, t2)6U,}<g(2-" ) Vn>p. 

Seien tlr t26A r gegeben mit r > n + 2  und d(q, t2)<2 -It-2. Zu t2=t ~ suche 
man einen Punkt tr_leA~_x mit d(t~, t r _ 0 < 2  -~+~, sodann zu t~_ 1 einen Punkt 
tr_2~Ar_ 2 mit d(t~_x,tr_2)<2 -~+z usw., bis man zu einem Punkt t ,+zr 2 
gelangt. Dann gilt d (t 1 , t, + 2) < 2-  It und 

I~(t2)-4(ta)l < ~ [4(tu)-~(tu-Ol+l~(t,+2)-~(tl)l 
,u=n+3 

< a . g ( 2 - " ) .  

Da U A, dicht in T liegt, folgt aus der Stetigkeit fast aller Pfade von 4, dab 
~t>n+2 

fiir n mit n>p und alle t~A,+ 2 gilt 

(3.22) [~(t)-~(t')[<a. g(2-") Vt 'eT  mit d(t, t ' )<2 -"-2.  

Fiir Punkte q, t2sT mit d(q, t2)>0 sei n~N so gew~ihlt, dab 2-"-2__<d(t1, t2)< 
2 -"-1.  Seien dann t' 1, t~ Punkte aus An+ 2 mit d(tl, t'l)< 2 -"-2 ,  d(t2, t2)<2 -"-2.  
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Wir definieren nun eine Zufallsgr6Be 6 durch 6 = 2 -p -  2. Aus 0 < d(q, t2)~ 6 folgt 
dann n>p und schlieBlich wegen (3.22): 

I ~ ( t l ) -  ~ (t2)[ ~ [~ (q ) -  r (t])[ + Iff(t' 0 -  ~ (t~)[ + [ r ( t2)-  ~ (t2)[ 

__<(2a+ 1). g (2 - " )<  ( 2 a +  1). g(4d(q, t2) ). 

Diese Ungleichung ist nattirlich auch fiir d (t I, t2)= 0 richtig. / 

Die beiden folgenden S~tze formulieren wir nur  ftir T =  E k = [0, 1] x -.. • [0, 1]. 
Zuvor ben6tigen wir jedoch noch eine Reihe yon Bezeichnungen: t = ( q ,  .. . ,  tk), 
6=(61, ...,6k), h=(h 1 . . . . .  hk) USW. seien Vektoren in IRk; [ t [ :=max{[t l l  , . . . ,  [tk[ } 
sei die Maximumsnorm auf IRk; 

k 

Ip:={i: i=(i l , . . . , iv)  , iu6I~IV#, l < i a < i 2 < . . . < i v < k } ,  I : =  U I v ;  
p = l  

[i[ :=p und {i}:={il , . . . , iv}  f'fir i6Ip. 

Ftir teiR k und i~Ip sei [t]i." =(til, ..., tip ). 
Fiir eine Funkt ion  f :  Ek---~ JR. und i t  Iv sei f i: Ev___ ~ IR definiert durch 

f i ( u  I . . . . .  Uv): = f ( t ) ,  

wobei t = ( t  a . . . . .  tk) bestimmt ist durch t , = 0  f'tir vr und ti, = u  u f'fir # =  1 . . . .  , p. 

LP:={(j12 -", . . . .  jv2-") :  0 < j u < 2 - " ,  # = 1  . . . . .  p}; 

L~ := U LP,, L , := Lk,, Lo~ := L% ; 
n>l 

e~ = (0, . . . ,  0, 1, 0 . . . . .  0) sei der v-te Einheitsvektor in IRk, 

e=(1 ,  1, . . . ,  1), 0= (0  . . . . .  0). 

Fa r  eine F u n k t i o n f :  Ep---~ IR und t, t '~E v ist der Differenzoperator A definiert 
durch 

~z6~ " t Att'f"= Z ( - 1 ) "  f (b l t l+(1-b l ) t l , . . . , bp tp+(1-bp) t 'p ) ,  
(61 .... .  6v) 

wobei sich die Summation tiber alle (6a, .. . ,  6p) mit 6u~ {0, 1}, # = 1, . . . ,  p, erstreckt. 

Zu einer Funkt ion  f :  Ek-~IR ist die ,,bezfiglich L, linearisierte Funktion"f,,: 
E k ~ IR wie folgt definiert: Ftir t ~E k mit j < t < (2-" e + j) (komponentenweise) und 
j , j  + 2-" e~L,  sei: 

k p 

f . ( t ) . ' = f ( j ) +  ~ Z (A[oZ;"~]~fS)1~ (ti,-J,,)" 2 - ' "  
p = l  ielp # = 1  

mit fj(t): = f (j + t). 
Die linearisierten Funkt ionen f ,  sind stetig auf E k. Fiir jedes # = 1, .. . ,  k ist 

f,(t) in Abh~ingigkeit v o n d e r  p-ten Komponente  linear in jedem Intervall 

I--c. 2-", (-c + 1) 2-"3, "c=O, . . . , 2 - " - 1 .  
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Wir kSnnen nun die restlichen Resultate formulieren. 

Satz 3.6. Sei ~ =(4(t), reEk) ein stochastischer Prozeri. f fir K onstanten 7>0,  
> 1, K > 0 und stetige Verteilungsfunktionen F i, i~I, endlicher Marie aufEli I gehe: 

(3.23) P(IAtt hCt+h]i ~i]~,~)~ ~-~. g.(A[tt~h], V2>0,  Vt, h,t  +h~Ek,  V i i i .  

Dann gilt (P~)* (C(Ek)) = 1; C(Ek): = C(E k, ]. 1). 

Satz3.7. Sei s teEk) ein stochastischer Prozeri, der (3.23) erfiilh mit 
Fi(t)= tl . . .  tlil, t~gli[, und dessen Pfade fast alie in C(Ek) liegen. Dann gibt es Kon- 
stanten b > O, c > 0  und eine f s. positive Zufallsgr6rie 6 mit 

(3.24) [~( t l ) -~( tE) l<bl ta- t z l  c V t l , t2~gk  mit Itl--t21=<6. 

Eine 1-dimensionale Version des Satzes 3.6 wurde von Billingsley I-3], Theorem 
12.4, bewiesen. Dabei verwendete er einen Satz fiber Fluktuationen von Partial- 
summen (Theorem 12.2). Eine Verallgemeinerung yon Theorem 12.2 auf Zufalls- 
gr5gen mit vektorwertigen Indices stammt yon Bickel [2]. Wir benStigen eine 
direkte Folgerung aus Corollar 2.1 von Bickel [2], die wir folgendermaBen for- 
mulieren wollen. 

Satz3.8 (s. Bickel[2]). Ffir alle d ~ N P : = N x  ... x N seien Zufallsgr6rien ~d 
gegeben. Weiter seien Ua, d e n  p, nichtnegative Zahlen und c~ > 1, 7 > 0 Konstanten 
derart, daft mit 

S(a,b):= 2 ~d und U(a,b):= ~ U d 
a<_d<_b a<d<_b 

fiir ein c~N p gilt 

(3.25) P([S(a,b)l>=2)<2-~(U(a,b)) ~ V2>0,  Va, b e N  p mit e<-a<-b<-c. 

Dann gibt es eine Konstante C, die nur yon (p, 7, cO abhiingt, so daft gilt: 

(3.26) P( max [S (e ,b ) [>2)<2- 'C . (U(e ,c ) )  ~ V2>0.  
e<_b<c 

Beweis yon Satz 3.5. Sei ~,=(~,(t), teEk) der bezfiglich der Gitterpunkte L, 
linearisierte ProzeB 4; ( ,  werde aufgefaBt als Zufallsvariable mit Werten in 
(C(Ek)' ~11"11)" Wir wollen zeigen, dab die Folge ~ ,  neN,  gleichm~iBig straff ist. 
Wegen ~,(0) = ((0) V n e N ist dazu nur zu zeigen (vgl. Billingsley [3], Theorem 8.2): 

re ,  ~/eIR+ existiert ein 5, 0 < 6 <  1, und ein noeN mit 

(3.27) P[sup{l~( t ) -~ , ( t ' ) [ :  t , t 'eEk, It-t'l=<~5}>=~]<tt f'fir n>=n o. 

(3.27) ist richtig, wenn wir ffir p = 1 . . . . .  k zeigen: 

re ,  t/elR+ existiert ein 6, 0<c5< 1, und ein no~N mit 

(3.28) P[sup{[~ , ( t+h%)-~ , ( t ) [ : tEEk ,  O<_h<_6, t ; + h < l } > e ] < t l  f'tir n>n  o. 

Sei 6elR+ mit 6 - 1 e N  und G~.'={0.6, 1 .6  . . . . .  1 -6} .  Dann folgt wie bei 
Billingsley [3], S. 56, dab die linke Seite von (3.28) kleiner ist als 

3 P [ sup sup {[(. (t + hev ) -  3.(t)[: 
tp~G~ 

(3.29) (t 1 . . . . .  t ,_ ~, tp+ ~ . . . . .  tk)e Ek_ ~, O < h < 6} > e/3] . 
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Ist speziell 6 = 2  -v, y e N ,  so bet rachten wir (3.29) ftir n >  v. D a  die Punkte  von Ga 
dann ganzzahlige Vielfache von 2 - "  sind, b rauch t  man  wegen der Linearit~it von 
~, bei der Supremumsbi ldung  nur  Punkte  aus L,  zu betrachten.  Es geniJgt dann 
offenbar zu zeigen (wobei o.B.d.A, p = 1 sei): 

r e ,  r/~IR+ gibt es ein w N  mit  

P [  max  m a x { l ~ ( # . 2 - " + v 2  - " , t 2  . . . . .  t k ) - ~ ( # ' 2  -~, t2  . . . . .  tk)l: 
# = 0  . . . . .  2 v - - i  

(3.30) v = l  . . . .  ,2"-~,(t2,...,tk)~Lks f'tir n>v .  

U m  die linke Seite yon (3.30) weiter abzusch~itzen, verwenden wir die folgende 
Gleichung, die sich leicht mit  vollst[indiger Induk t ion  beweisen l~il3t. S t immen 
Punkte  t, t ' eE  k in allen K o m p o n e n t e n ,  bis aufd ie  #-te (# fest), tiberein, so gilt ftir 
eine F u n k t i o n f :  Ek---~ IR : 

(3.31) f ( t ) - f ( t ' ) =  ~" Am, f k  [t~ eMi  
i 6 I ,  ~ { i }  

Die linke Seite von (3.30) wird dami t  kleiner als 

2 v - - 1  

E E P l - r n n ~ z ( I A [ ( u ' Z - v + v 2 - " ' t  . . . . . .  tk)]iyi .  
L " ~ ' "  t l ~ [ ( #  2 - v ,  0 . . . . .  0)1i ~ ' 

i s I  #= 0 
(3.32) 1 ~{i} 

v =  1 . . . . .  2 "-~, (t 2 . . . . .  tk)~Lks 

Da III endlich ist, gentigt es, jeden e inze lnen/ - ten  Summanden ,  iEI, durch Wahl  
von v klein zu machen.  Sei dazu o.B.d.A, i=(1 ,  . . . ,  p). U m  den Satz 3.8 anwenden 
zu k6nnen,  definieren wir bei i= (1  . . . . .  p) und festem y e N ,  # e { 0  . . . . .  2~-1} ,  
n e N ,  Zufal lsgrbgen 

__ A ( #  2 - V + v l  2-n ,  v22 -n . . . . .  Vp2  - ~ )  ~ i  
~(Vl . . . . .  v p ) : - - ~ ( g 2 - V + ( v l - - 1 ) 2 - n , ( v 2 - - 1 ) 2  -~ ..... ( v p - - 1 ) 2  - n )  

und nichtnegat ive Zahlen 

_ _ k ~ l / ~ [ A ( . 2 - ~ + v 1 2 - % v 2 2  - n ,  . . . . .  p 2  - n )  2 _ . ) f / )  
U ( v l  . . . . .  vp} : - ~  ~ ( #  2 -  u + ( v l - 1 )  2 - n , ( v 2 - - 1 )  2 - ~  . . . . .  (vp- -  1) 

mit 1 < v 1 < 2  "-~ und 1 < v , < 2 " ,  r = 2  . . . . .  p. 

Wegen 
S(a,g ~ A ( # 2 - ~ + b 1 2 - % b 2 2  -~ . . . . .  bp 2 - " )  r 

~]~--- (g2-U+(ar__ l )2 -n , (b2__ l )2 -n  . . . . .  ( b p - 1 )  2 - n )  b ' 

(entsprechend f'tir U(a, b)) und (3.23), ist die Bedingung (3.25) erRillt, und  es folgt 
aus Satz 3.8: 

P [max  Y l A [(u 2- ~ +v2 --, t2 ..... tk)l l/l: v = 1, .. ,  2"-  ~, (t 2 . . . .  , tk ) ~ Lks 1} >_ 2] 
( 1 ~ [ ( # 2 - %  0 , 0  . . . . .  0)1 �9 - -  

(3.33) < 2  -~ C. K [A[((#+l)Z-v'l . . . . .  1 ) ] i F ' ~  
= " " ~ [(,u 2 - v, 0 . . . . .  O)li i /  

< 2  -~ �9 C �9 K �9 m a x  /A [((u+l)  2 - ~ ' 1  ..... 1)h F h e - 1  A [(("+1) 2 ~' '  ..... 1 ) ] ' F  
= # = 0  . . . . .  2 u _ 1  ~ [ ( / ~ 2 - , 0  . . . . .  0)]~ i] [ ( # 2 - % 0  . . . . .  0)]~ i"  

Wegen der gleichm~iBigen Stetigkeit der F~ auf  Eiq, geht die rechte Seite von (3.33) 
(und dami t  (3.32)) mit  v ~  oe gegen Null, so dab  nun endgiiltig (3.30) bewiesen ist. 
Die Folge der Prozesse ~,, n 6 N ,  ist also gleichm~iBig straff und  dami t  nach dem 
Satz von P r o h o r o v  relativ fo lgenkompakt .  Es gibt  also eine Zufal lsvariable ~ mit  
Werten  in (C (Ek), ~ II-II); gegen die eine Teilfolge von ~,, n ~ N, schwach konvergiert .  
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Ftir Punkte t l ,  . . .  , tr~Loo haben offensichtlich 

(~(tl) . . . .  ,~(tr)) und (~(tl) . . . .  ,~(t~)) 

dieselbe Verteilung. Dies ist auch f'tir beliebige Punkte aus E k richtig, wie man 
analog dem 1-dimensionalen Fall zeigt, vgl. Billingsley [3], S. 97, unter Ausntitzen 
der Tatsache, dab ~(t) ftir t-+t' nach Wahrscheinlichkeit gegen ~(t') strebt. Dies 
erh~ilt man aber leicht aus (3.31), (3.23) und der Stetigkeit der F~, ieI. Damit haben 

und ~" dieselben endlichdimensionalen Randverteilungen. Die Zufallsvariable 
induziert auf (C(Ek), ~3 II' il) ein Wahrscheinlichkeitsmai3 mit den durch ~ vorgege- 
benen endlichdimensionalen Randverteilungen. Aus der )~quivalenz von (2.1) und 
(2.4) folgt nun die Behauptung. 2 

Der Beweis von Satz 3.7 stiitzt sich auf die folgende Ungleichung, s. Neuhaus 
[11], Lemma5.1: Ftir j e L ,  und teL,+~ mit [ j - t ] < 2 - "  und eine Funktion f :  
E k-~ IR gilt 

1 .  k 

(3.34) I f ( j ) - f ( t ) l<4 k �9 ~max{If(t+2-("+~)G)-f(t)l" teL,+,, t ,<  1}. 
v = O z = l  

Beweis yon Satz 3.7. Fi.ir (~(t), t~Ek) folgt aus (3.34) und (3.31) 

(3.35) [~(j)-~(t)f<=4.k ~ ~ V' maxIlA[t+E-("+v)ed~yil �9 teL,+~, t , < l } .  
v=O ~=1 i e I  

~{i} 

Genau wie bei (3.33) zeigt man unter Beriicksichtigung der speziellen Gestalt 
yon F i, dab ftir Te{1, ..., k} und ieI  gilt: 

(3.36) P(max{lA[[tt+e2]7"~d'~il'teL"t~<l}>=2) 

--<2". C. K.  2-~2-"~=C. K.  2-72 -"(~-1) 

Sei sodann 2,: = 2-  % wobei c > 0 bestimmt ist durch a -  1 - 7 c > 0. Wegen 

~ b , < o c  mit b, ' .=C.K.22~2 -"<~-~), 
n > l  

gibt es eine f.s. endliche ZufallsgrSBe p mit 

flA[t+2-"ed';~il'teL,,t~<l}<2 -'~ gn>=p, gze{1, k}, gieI .  (3.37) max u~r,~],  ~ I . . . . .  

Wegen (3.37) und (3.35) gilt dann ftir n=  p 

(3.38) I~(j)-~(t) l<4.k.]II  ~ 2-("+~)~<bo.2-"q VjeL,, 'r 
v=O 

mit ] j -  t l<2  - ' ,  wobei b o : = 4 ,  k III ~ 2-~c ist. 
v=O 

Wegen der Stetigkeit yon ~ folgt dann (3.38) ftir alle teE k. Zu tx, t e eE k sei n~N 
so bestimmt, dab 2 - " <  I q -  t21 < 2 . 2 - "  gilt. Man kann dann Punkte j , ,  j2eL, 
finden mit 

(3.39) ]t~ - J l  1~ 2-", IJ~ - J 2 l  ~ 2- ' ,  [ J2  - -  t21=-< 2-". 

Mit 6. '=2-P folgt aus ]q--tz]-<_a , dab n>p gilt. Also ist 

[~(tl)-~(t2)]<3bo2-"~<=3bo]q-t2l c for [tl-t2[<=8. A 
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