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Ganzzahlige lineare Programmierung
und das Knapsack-Problem

Beat Schmid

Es existieren gute Algorithmen fiir spezielle ganzzahlige lineare Programme,
etwa fiir NetzwerkfluBprobleme, oder — wie es scheint — fiir das Knapsack-
Problem. Fiir das allgemeine ganzzahlige lineare Programm allerdings ist die
Situation weniger giinstig. Es ist deshalb wohl niitzlich, spezielle Typen von ganz-
zahligen Linearprogrammen zu suchen, in die alle iibrigen Linearprogramme
transformiert werden konnen: Man kann dann nach jenen Algorithmen suchen,
die, da sie die spezielle Struktur des Problems ausnutzen kénnen, moglicherweise
besser, jedenfalls einfacher sind. Hier soll gezeigt werden, daf3 jedem ganzzahligen
linearen Programm ein Knapsack-Problem zugeordnet werden kann. Es wird ge-
zeigt, wie eine groBe Klasse von Knapsack-Algorithmen als Algorithmen fiir
Boolesche Linearprogramme aufgefalit werden kann.

Die Aufgabe
¢ x=min
(LP) 1Ax=a
x=0, xeR",

wo ceR", aeR™ und A eine (m, n)-Matrix mit reellen Koeffizienten ist, heif3t
lineares Programm (LP). R ist die Menge der reellen Zahlen.

Ganzzahliges lineares Programm (GLP) nennen wir hier die Aufgabe

(1) < x=min
(GLP) «(2) Ax=a
3) 0=x=s,

WO ¢, 8, xeZ", aeZ™, A cine (m, n)-Matrix mit Koeffizienten aus Z ist. Z ist die
Menge der ganzen Zahlen. Ein GLP mit s'=¢'=(1,1,...,1) heilt Boolesches
Linearprogramm (BLP). Ein sehr einfaches BLP ist das Knapsack-Problem (KP):
¢ x=-min
(KP) {a’x <b, xe{0,1}", a,ceZ".

Ein Vektor xeZ" heillt zulissige Losung eines GLP, wenn x (2) und (3) erfiillt.
Eine zulédssige Losung heiB3t optimal, wenn sie (1) minimiert.
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Zwel Programme ]
P1: min{f(x)|xeS}

P2: min{g(x)|xeT}

heilen dquivalent, wenn eine Bijektion ¢: S—T existiert mit f(x)=g({¢(x)) fiir
alle xeS.

Bemerkung. Jedem GLP 148t sich ein dquivalentes BLP zuordnen: Man setze
x;= ) 2x;, wo m=[lds]+1
j=0

ist. (Id y ist der Logarithmus zur Basis2 von y, [a] ist die gréBte ganze Zahl in

der reellen Zahl a.) Damit geht das GLP in n Variablen in ein BLP in N=) g,
Variablen iiber, x;;€{0, 1}. i=1

n

Es soll nun jedem GLP ein dquivalentes KP zugeordnet werden. Dies scheint
die Suche nach Algorithmen etwas zu vereinfachen; denn jeder GLP-Algorithmus
mull mindestens auch ein Algorithmus fiir das Knapsack-Problem sein, aber
nicht umgekehrt.

Lemma. Das System ,
ax=c

S1 b'x=d
xePcZ”
ist dquivalent mit dem System
- {(a—l—fb)/x:c—l—rd
xeP.
Dabei ist a,beZ"; c,deZ, P eine beliebige, aber beschrinkte Teilmenge von Z" und
t>max{|a’ x||xeP} +]c|.
Beweis. (1) x sei Losung von S1 =- x Losung von S 2.
(2) Sei x Losung von S 2.
= (@X—c)+t(b'X—d)=0.Seib'x—~d=k+0,
= kist ganz und deshalb ist |& £ —c|=1 = |’ X|=1—|c|,
= |a'%|>max {|a’ x||xeP}, was nicht moglich ist, da XeP ist. Also muB
b’ x—d=0 sein, d.h. X ist Losung von S1.
Korollar. Jedem linearen System
Ax=a,
0=x=<s
x, SeZ", acZ™, A(m, n)-Matrix, lift sich ein dquivalentes System
b x=d,

0<x<s
b, s, xeZ" deZ, zuordnen.
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Beweis. Folgt mit m— 1-maliger Anwendung des Lemmas.

Satz 1. Jedem GLP
¢ x=min,
Ax=d,

0<x<s

¢, s, xeZ" deZ™, A (m, n)-Matrix, laft sich ein dquivalentes KP zuordnen:
(€~ pa) x=min,
ax<h, xe{01}"

wo ¢, aeZ", beZ, N=) n;, n;=[lds]]+1, ist, p> Y |¢,| (s; und ¢; sind Kompo-
nenten von s bzw. ¢;.) =1 i=1

Beweis. Mit obigem Korollar erhilt man zunichst ein zum GLP dquivalentes
Programm .
¢ x=-min,
ax=bh,
0Zx<s

acZ", beZ. Ersetzt man hierin die x; durch die in der Bemerkung am Schluf3
von | angegebenen Ausdriicke, so erhélt man ein BLP

¢’ x=>min,
ax=h,

xe{0, 1}, N=Yn,.
i=1

Bleibt noch zu zeigen, daBl dieses BLP mit dem KP von Satz 1 #quivalent ist.
Sei X optimale Losung des BLP. Dann ist X zuldssig in KP. Sei X optimale Losung
des KP.Esgiltalso: (c—pa)X=(C—pa)X<(@C—pa)x+pb=(C—pa)X+pb=
N
I'X+pb-aR)=c'x, dh FX+pk=F%<pk=c'E-3=<Y |¢l<p, d.h
i=1
pk<p<(k—1)p<0. k=b—a x. p ist positiv, k nicht negativ und ganz, folglich
muB k=0 sein, d.h. aber: X ist optimale Losung des BLP (falls dieses iiberhaupt
eine Losung besitzt).

11

Da jedem GLP cin dquivalentes KP zugeordnet werden kann, kann jeder
Algorithmus fiir dieses fiir die ganzzahlige Programmierung benutzt werden:
das zum GLP dquivalente KP kann explizite berechnet werden. Fiir eine wichtige
Klasse von Algorithmen 146t sich diese Berechnung jedoch umgehen.

Sei R ein geordneter Ring. Ein R-Algorithmus A(R, P) sei ein Algorithmus,
der in R rechnet, d.h. neben den logischen Operationen sind Addition, Multi-
plikation und Vergleich von Ringelementen definiert. P<R sei eine Parameter-
menge.
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Ein R-Algorithmus heiit beschrinkt, falls die Anzahl der Operationen Addi-
tion, Multiplikation und Vergleich, die nétig sind, um die optimale Lésung zu
finden, fiir jede Wahl von P beschrinkt ist durch eine Zahl K.

Die Menge der beschrinkten Z-Algorithmen (Z=Ring der ganzen Zahlen)
ist recht umfangreich: jeder Q-Algorithmus (Q=Ring der rationalen Zahlen)
kann als Z-Algorithmus aufgefaBt werden. Jeder Algorithmus kann durch Hin-
zufiigen einer Stoppanweisung zu einem beschrinkten gemacht werden (Abbruch
z.B. nach m Operationen).

Satz 2. Sei A(Z;a;,¢;,b(i=1,2, .o, ), kurz A(Z), ein beschrinkter Z-Algo-
rithmus fiir das KP
¢ x=-min,
adx=b, xe{0,1}"

,¢; sind Komponenten von a,c). Dann ist A(Z[t]; a;, 7, B (i=1,2, ..., n)), kurz
A(Z[t]), ein beschrinkter Z{t]-Algorithmus fiir das BLP

(a;, c;

d x=-min,

Ax=f, xe{0,1},
deZ", feZ™, A (m,n)-Matrix mit ganzen Koeffizienten. Z{t] ist der Polynomring
iiber Z mit der lexikographischen Ordnung:

k

h
=y p;t 1 <o=) 5, e p; <5,
=1 i=1

wo L=max {i|p,%s,} ist. Weiter ist
w=Y a;t",  py=d—pa, p>Yldl, B=) f;t'!
i=1 i=1 j=1
(d;, f; sind Komponenten von d, f; a;; sind Koeffizienten von A).
Beweis. (1) In Satz 1 wird jedem BLP ein dquivalentes KP zugeordnet. Dabei
wird eine Restriktion sukzessive mit Zahlen

ri>max{

> a;;x;|[x€{0, 1}"}+|fi|

i=1

multipliziert und dann die i-te Restriktion dazuaddiert, fiir i=m—1,m—2,...,1.
Wihlt man t,=¢ fiir i=1,2,...,m—1, t groB genug, so sind die Koeffizienten des
entstehenden KP ,,Polynome*” in .

(2) Da der Algorithmus A(Z) beschrinkt ist, bleiben die Koeffizienten der
,»Polynome®, die in A(Z) entstehen, beschriankt. K sei eine solche Schranke.

(3) Sei M,<Z die (endliche) Menge der Zahlen, die A(Z) aus a;, b, ¢; produ-
ziert, entsprechend sei M, ;= Z[t] die Menge der Polynome, die A(Z[¢]) aus
a;, B, y; erzeugt. Die Parameter von A(Z) seien dargestellt als ,,Polynome” in der
Zahl t. Dann konnen alle Zahlen in M, als ,,Polynome” in ¢t dargestellt werden.
Falls die Parameter von A(Z) und A(Z[t]) je gleiche Polynome sind, sind M,
und M, isomorph beziiglich Addition und Multiplikation. Diese Isomorphie
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wird gestiftet durch die Abbildung

k k
;s p= Zpiti_leMZ—)nz ZpitiRIEMZ[t]'

i=1 i=1

Falls t =22 K ist, ist t, auch ordnungstreu, d.h.

k k L
pSqet(p)=t(g =Y pt ' Y gt =Y (g—p) ' 20,
i=1 i=1 i=1
L-1 )
L=max{ilp+q}, <(q—p)t"'+ ) (g—p)i'"20.

i=1
-1

Falls Z (g,—p)t 1 <t“~! ist, muB dann, wie gefordert, p; <g, sein. Die letzte
L

Unglelchung gilt jedoch immer, wenn t>2K>3 ist: Sei ) s;#~" ein beliebiges
Polynom mit |s; <K und |s;|+0. Dann ist in der Tat ~ i=!

th ) lLl tLl
Zstll (

e e
Die letzte Ungleichung ist gleichbedeutend mit

—1)<tL‘1.
i=1

et <2F2F P 2t
stl=t >4 D)t =2 228 fiir 1> 3.

Wenn man also in A(Z[t]) rechnet, so kann man mit 7, ! nach A(Z) gehen: in
A(Z) 16st man dann gerade das gemdl Satz 1 zum BLP dquivalente KP. Wenn
A(Z) dieses KP 1ost, dann ist A(Z[¢]) ein Algorithmus fiir das BLP — wie
behauptet.

IV

Eine zu Satz 1 analoge Aussage 148t sich fiir eine Klasse von Optimierungs-
aufgaben machen, die alle ganzzahligen Programme umfafit. Fiir eine grofBe
Menge von nichtlinearen Optimierungsaufgaben 148t sich auch eine Satz 2 ent-
sprechende Aussage beweisen. Diese Resultate werden spéter veroffentlicht.

Wie der Autor pachtriglich am 7th Mathematical Progr. Symposion in Den Haag von Herrn
Elmaghraby erfahren hat, ist das in dieser Arbeit angegebene Lemma fiir Restriktionen mit nicht-
negativen Koeffizienten schon im letzten Jahrhundert von Mathew bewiesen worden.
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