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Summary. We investigate the relations between the speed of estimation and 
the metric structure of the parameter space O, especially in the case when 
its metric dimension is infinite. Given some distance d on O (generally 
Hellinger distance in the case of n i.i.d, variables), we consider the minimax 
risk for n observations: Rn(q)=infsu p IEo[dq(O, T,)], T, being any estimate 

T~ OsO 

of O. We shall look for functions r such that for positive constants Cl(q) 
and C2(q) Clrq(n)<_Rn(q)<=C2rq(n). r(n) is the speed of estimation and we 
shall show under fairly general conditions (including i.i.d, variables and 
regular cases of Markov chains and stationnary gaussian processes) that r(n) 
is determined, up to multiplicative constants, by the metric structure of O. 
We shall also give a construction for some sort of "universal" estimates the 
risk of which is bounded by C2rq(n) in all cases where the preceding theory 
applies. 

1. Introduction 

Le sujet que nous allons aborder ici est celui de la vitesse d'estimation d'un 
probl6me statistique. Etant donn6 un espace de param6tres O et des suites Po,, 
de lois de probabilit6s index6es par 0, nous voulons d0terminer quelle est la 
vitesse optimale de convergence vers 0 d'une suite {6,} d'estimateurs, le but 
6tant de traiter globalement des probl6mes consid6r6s comme distincts et de 
tenter de pr6senter une th6orie unifi6e de la vitesse d'estimation d'un probl6me 
statistique en liant cette derni6re aux propri6t6s des mesures P0,n. Dans tousles 
probl6mes classiques cette vitesse apparMt sous forme d'un facteur de normali- 
sation, lequel s'introduit naturellement dans chaque cas particulier lorsque l'on 
veut faire des calculs de risque ou de lois limites d'estimateurs. 

Dans le cas param6trique (O = I(k) r6gulier, on 6tudie des estimateurs 6, tels 

que l~ (On-0)  ait une loi limite gaussienne ou bien l'on s'efforce de minimiser 
lim supsupIEo[(lflnllO,-OII)z]. Le facteur l /n  apparait comme corollaire de 

n 0 
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l'utilisation du th6or6me central limite ou de consid6rations analogues. Dans ce 
cas la vitesse d'estimation est n -1/2, au sens off la distance moyenne de 0, 
0 (pour n observations) est de l 'ardre de n 1/2 1 

Par contre, lorsque O n'est plus dans IR k (entre autre dans les probl~mes 
d'estimation de densit6s) il en va tout autrement:  on trouve des vitesses en n -~, 
c~< 1 (cf. [8], [12] et [33]) suivant les exemples, calcul6es dans chaque cas 
particulier et non justifi6es par des consid6rations g6n6rales. De nombreux 
types d'estimateurs ont 6t6 propos6s (noyaux, spines, s6ries orthogonales, etc . . . .  
sans qu'aucun d'eux n'obtienne la faveur g6n6rale. C'est pourquoi  l 'objet 
principal du travail qui suit est de r6soudre partiellement les deux probl6mes 
suivants: 

i) fournir une th6orie de la vitesse d'estimation fond6e sur les propri6t6s de 
s6paration des mesures Po,, et d6crite par la structure m6trique de l 'espace des 
param6tres. 

ii) donner une construction g6n6rale de <<bons>~ estimateurs atteignant la 
vitesse convenable, ceci d'une manibre unique pour tous les cas qui rel6vent de 
la th6orie pr6c6dente. 

g o u s  nous efforcerons ici de conserver un cadre assez large, recouvrant une 
grande pattie des probl6mes classiques d'estimation non param6trique pour 
divers types de processus (variables ind6pendantes, chaines de Markov  et 
processus gaussiens stationaires). Etant donn6e la g6n6ralit6 des hypoth6ses 
utilis6es (fort diff6rentes de celles commun6ment  employ6es), il ne sera pas 
question ici d'optimalit6 ni de lois limites pour les estimateurs vu que nous 
utiliserons le risque minimax et qu'il est impossible de le d6terminer exacte- 
ment marne asymptotiquement,  sans hypothbses suppl6mentaires 2. Par  contre, 
les estimateurs que nous allons construire auront de tr6s bonnes propri6t6s de 
robustesse. De plus nous n 'obtiendrons pas seulement des 6valuations asympto- 
tiques des vitesses d'estimation mais aussi des encadrements du risque minimax 
pour des valeurs finies du nombre des observations. 

Ce travail doit beaucoup /t celui de L. Le Cam. C'est lui qui le premier a 
obtenu des r6sultats g6n6raux de majorat ion du risque dans le cas de n 
variables ind6pendantes 6quidistribu6es en fonction de la structure m6trique de 
l 'espace des param@res et qui a eu l'id6e de construire des estimateurs ~t partir 
de tests. I1 a aussi donn6 une minorat ion universelle de la vitesse d'estimation 
pour la distance de Hellinger h qui peut s'6crire ainsi: s'il existe darts O s, et t n 
tels que O<a<nh2(s,, t,)<b, alors 

inf sup IEo[nh2(O, T,)] => C (1.1) 
Tn OeO 

off C est une constante qui ne d6pend que de a et b. 
D'autres r6sultats de minorat ion ont 6t6 obtenus dans un cadre moins 

g6n6ral, celui de l 'estimation des densit6s, et pour des familles d'un type 

1 D'autres facteurs de normalisation peuvent apparaitre m6me lorsque 0 est r6el (cf. [10] et [22]) 
2 Voir [30] pour un exemple de calcul asymptotique du risque minimax exact 
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particulier par Farrell [12], Wahba [33] et Bretagnolle-Huber [8]. La compa- 
raison qu'ils ont faite avec les performances obtenues par les estimateurs 
classiques (/~ noyaux par exemple) montre que ces bornes inf6rieures sont 
ad6quates (cf. 6galement [17] et [18]). 

Farrell [13] et C. Huber [14] ont fait des 6tudes analogues pour les 
densit6s spectrales et obtiennent les mames valeurs que dans le cas des varia- 
bles ind6pendantes, ce qui am6ne Farrell dans [13] ~ s'interroger sur le 
pourquoi du ph6nom6ne, lbragimov et Khas'minskii ont 6galement 6tudi6 le 
cas des 6quations diff6rentielles stochastiques et pour des structures identiques 
de l'espace des param6tres ils obtiennent les m6mes vitesses que dans le cas de 
l'estimation des densit6s (cf. [16]). Nous pourrons expliquer ces analogies, dans 
des probl+mes d'estimation en apparence bien diff6rents, en montrant que sous 
des hypoth6ses convenables la vitesse d'estimation est d6termin6e par certaines 
propri6tds mdtriques de l'espace des param~tres. 

Cadre statistique 

(5~, d )  6tant un ensemble mesurable (l'espace des observations) on consid6re une 
famille {P0,,}0~o de lois de probabilit6s sur l'espace produit (X ' ,d" ) ;  l'exemple 
le plus simple est celui des variables ind6pendantes 6quidistribu~es o6 Po,, est 
la loi produit P0 ~. O est un sous-ensemble d'un espace m~trique (E, d) et nous 
supposerons que les lois Pt,, sont aussi d6finies lorsque t appartient h E (E peut 
bien entendu ~tre 6gal /t O). Nous noterons O, (resp. E,) l'ensemble des 
mesures P0,, o 6  0 parcourt O (resp. E) et nous identifierons le plus souvent O 
et O,, E et E,. Par cette identification O, devient un espace m6trique, mais 
nous utiliserons aussi la distance d,=n~d sur O,, pour des raisons de normali- 
sation. Cette identification nous am6nera fi noter d,(s, t) pour d,(Ps,,, P~,,). Nous 
nous poserons le probl6me de l'estimation de 0 dans l'exp6rience ~, = {~', d" ,  
E,, d,, O,) et lorsque n sera 6gal 5 1, nous abandonnerons les indices pour 
parler de g = {5~, d ,  E, d, O}. 

Les fonctions de perte que nous utiliserons seront de la forme Y od, (ou 
(od), ( 6tant une fonction croissante de IR + dans IR + telle que #(0)=0. En fait, 
nous nous limiterons, le plus souvent, /t consid6rer les seules fonctions v6rifiant 
#(2x)<C((x), C>0,  celles qui ont une croissance plus rapide donnant lieu /t 
des r6sultats partiels seulement. Ceci est dfi au fait que nous n'introduirons pas 
de facteur normalisant dans Y (du genre {(n-~x)) comme dans [16, 17] et [18]. 
En proc6dant ainsi on pourrait aussi obtenir des r6sultats pour des fonctions ( 
plus g6n6rales. 

Etant donn~ un estimateur T, de 0, fond6 sur les n observations X 1 . . . . .  X,, 
le risque de T, pour la fonction de perte #od,, calcul6 au point 0 s'6crit 

m0 [e(ct (0, r.))]. 

Si ~ d6signe l'ensemble des estimateurs possibles, c'est-fi-dire des fonctions 
mesurables de (Sf, d )  dans O muni de la tribu bor61ienne induite par d, le 
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risque minimax sera d6fini par 

R~(dodn)= inf sup lEo[d[d.(O, T~)]]. 
TnaJ~ 0~0 

Lorsque d(x)=x q, au lieu de R,,(d~) nous considOrerons le plus souvent Rn(d q) 
q 

=n-2R.(dq.) dont l'expression sera plus simple. Le calcul exact de Rn(d q) 0rant 
impossible dans le cadre gOn6ral que nous allons nous fixer, nous nous conten- 
terons d'encadrements uniformes en n ce qui nous amOne ~ poser: 

Dffinition 1.1. Nous dirons que deux fonctions f et g sont 6quivalentes s'il 
existe deux constantes C ae t  C 2 strictement positives et telles que 

C l f  <g<C2f .  

Ce que nous noterons f x g .  Nous rechercherons des fonctions r de N* dans 
IR + telles que r(n)~R.(dq), au moins pour n>n o. Dans ce cas si 
Clr(n)<R.(dq)<<_C2r(n), Clr(n ) et C2r(n ) seront dites bornes ad6quates pour 
le risque minimax et r(n) sera la vitesse d'estimation du problOme (d6finie/t des 
constantes multiplicatives pr6s). Pour la d6terminer, nous allons construire des 
suites d'estimateurs 6., dits d-estimateurs, tels que: 

sup lE O [dq(O, 0,)3 < r2(n), (1.2) 

puis nous calculerons des minorations rl(n ) du risque minimax R,(d~) et nous 
rz(n) 

v6rifierons que le rapport  ~ reste born4. Les suites {~},>=1 qui v4rifient (1.2) 

avec rz(n)~Crl(n ) seront dites suites ad6quates d'estimateurs. I1 apparaitra 
rz(n) 

clairement que les bornes obtenues pour r ~  sont tr6s grandes. I1 y a ~t cela 

plusieurs explications li4es ~t la formulation m~me du problhme et il semble 
peu vraisemblable de pouvoir am61iorer sensiblement ces bornes en conservant 
ce niveau de g6n6ralit6. Cependant, il est probable que les performances r6elles 
des d-estimateurs seront bien plus proches du risque minimax que ce qu'indi- 
que ce rapport. En effet nos calculs de r2(n ) sont trhs grossiers en raison de la 
forme des hypothhses et amhnent ~t une surestimation du risque des d- 
estimateurs, d'autre part les minorations r l(n) ne sont pas du tout pr6cises. 

I1 est certain que l'on pourrait am61iorer l'estimation en pr4cisant davanta- 
ge les hypoth6ses et que le fait de traiter simultan4ment les variables 
ind4pendantes, les chaines de Markov et les processus gaussiens avec un m6me 
type d'estimateur est un s6rieux handicap. En pratique, dans un cas pr6cis, on 
pourra utiliser des estimateurs de type classique mieux adapt4s au probl~me 
(estimateurs ~t noyaux par exemple, dans le cas de l'estimation d'une densit4, cf. 
[16] et [17]) mais il n'est pas du tout clair qu'ils auront les m~mes propri4t6s 
de robustesse que les d-estimateurs. On a ici l 'avantage d'obtenir une th4orie 
g6n6rale qui permet de d6terminer a priori la vitesse du probl4me (en parti- 
culier de permettre un bon choix de <<fen6tres>> pour des estimateurs ~t noyaux). 
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Quelques exemples d'applications 

Les techniques d6velopp6es ici sont avant tout adapt6es au cas de suites de 
variables ind6pendantes 6quidistribu6es pour lequel les hypoth6ses n6cessaires 
~t la construction des estimateurs seront naturellement v6rifi6es. En particulier 
nous consid6rerons divers exemples, plus ou moins classiques, d'estimation de 
densit6s par rapport /t la mesure de Lebesgue. Les classes de fonctions que 
nous 6tudierons plus sp6cialement sont les suivantes: 

i) les ellipsoides E(a) de IL2(0; 1), c'est-/t-dire les ensembles de fonctions f 
sur [0; 1] qui v6rifient pour une certaine suite d6croissante a = {ak}L> - 1 

+oo 2 2 
"~k "~- Yk 

2 _-<1, x 0 = l ,  
k= 1 ak 

off x k et Yk sont les coefficients de sinkx et coskx dans le d6veloppement de f 
en s6rie trigonom6trique. 

ii) les ensembles Ao~ de fonctions sur un intervalle ferm6, ayant un module 
de continuit6 major6 par un module de continuit6 donn6 co. 

iii) les fonctions d6finies sur un parall616pip6de K de IR s ayant des d6riv6es 
partielles jusqu'fi l 'ordre r, celles d'ordre r 6tant H61deriennes d'ordre c~, 
0 < c~__< 1, ou born6es (e = 0). Elles forment la classe AS,. 

iv) A~;~ est l'analogue de A~.,, mais la condition de H61der s'6crit en norme 
IL p, 1 __<p<2. C'est-fi-dire pour s =  1, K =  [0; 1] 

i 

[ f(r)(x + h) -f(n(x)lP <-_ Ch p~. 
0 

Vu le type de r6sultats cherch6s, il est indispensable que les distances 
utilis6es refl6tent la structure des ensembles de probabilit6s On, en particulier 
celle des tests entre les points de O n. C'est ce qui conf6re un r61e fondamental 
5. la distance de Hellinger h: 

h2(P, Q)= �89 ~ ( l f ~ -  ] /dQ) 2. 

Nous pourrons utiliser 6galement d'autres distances, mais toujours major6es 
par un multiple de h. En particulier lorsque O est une famille de densit6s 
uniform6ment born6es sup6rieurement, nous utiliserons les distances d6duites 
des normes lLPpour 1 < p < 2 .  

La th6orie que nous allons d6velopper s'applique 6galement /t d'autres 
mod61es que celui des variables ind6pendantes, tels que les chalnes de Markov 
ou les processus gaussiens. Mais, pour les traiter, nous aurons besoin 
d'hypoth6ses plus restrictives et nous utiliserons la propri6t6 suivante: 

D~finition 1.2. Une famille F de fonctions positives satisfait ~ la condition 
LB(?~, 72) s'il existe deux nombres 71, 72 >0, tels que pour tout f dans F 

71 <f_-__72. 

Une telle famille sera dite log-born6e. 
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Pour ce qui concerne les chaines de Markov,  nous supposerons que l 'on 
dispose d'une probabilit6 # sur X et que les noyaux de transition ont tous des 
densit6s po(X, y) par rapport  ~t #, la mesure initiale v o 6tant par ailleurs arbitrai- 
re. Nous imposerons que la famille {po(X, Y)}o~o soit log-born6e a et choisirons 
pour d la distance (analogue ~t celle de Hellinger) 

d 2 (s, t) = �89 ~ ( ~  - ] ~ t  (x, y)) 2 # (d x)/~ (d y). 

Nous 6tudierons plus particuli6rement l 'exemple de fonctions p~(x,y) sur 
[0; 1] a, lipschitziennes en x et hNd6riennes en y. 

Pour les mod61es de processus gaussiens, nous supposerons que le processus 
a une densit6 spectrale fo, la famille {fo}o~o 6tant log-born6e. Nous pourrons 
ici reprendre certains des exemples d6velopp6s dans le cas des variables 
ind6pendantes en particulier celui off O- -A~.  Nous utiliserons comme distance 
sur O la distance IL a entre les densit6s spectrales. 

Les hypotheses 

La construction des estimateurs fait intervenir une famille de tests entre des 
sous-ensembles (boules le plus souvent) de O et les hypoth6ses correspondantes 
porteront /~ la fois sur les propri6t6s de recouvrement de O par ces ensembles 
et sur celles de ces tests. Rappelons tout d 'abord qu'un (t/, d)-r6seau S de O (ou 
t/-r6seau lorsque d est clairement sp6cifi6) est un sous-ensemble de E tel que 
tout point de O soit ~t distance inf6rieure ou 6gale ~ t /d 'un  point de S. 

D~finition 1.3. Soit S u n  r6seau de O. Un recouvrement {Bs}~ s de O sera dit 
centr6 sur S si s~B~ pour tout s dans S. I1 sera dit (~/, d)-recouvrement (centr6 
sur S) si l 'on a en outre d(s,s')<tl pour tout s' dans B~. 

Etant donn6e une exp6rience g = ( ~ , d , E , d ,  0), la construction d'un d- 
estimateur s 'appuiera sur: 

i) un (tl, d)-r6seau S de O e t  un recouvrement {Bs}s~ s de O centr6 sur S. 

ii) une famille de fonctions de tests non randomis6s (fonctions indicatrices 
d'ensembles) {q0~,~}(~,o~s• de B~ contre B t telles que opt, t=  1-q~,,s. 

Ils devront satisfaire aux hypoth6ses: 

H 1 (~/, ko, 6): I1 existe un hombre  positif 6 tel que l 'on ait pour tout point s de S 

Card {ScaN(s, 2Jtl)} < 2  jo, si 2J>2ko,  (1.3) 

off ~(s ,  x) d6signe la boule ouverte de centre s e t  de rayon x. 

H2(do,  A1, A2): I1 existe un r6el d o > 0  et des constantes A 1 et A 2 ind6pendants 
de s e t  t tels que si d(s, t)>do, 

sup IE~,[qo~,,] < A  1 exp [-A2d2(s, t)]. (1.4) 
S' ~Bs 

3 Ces hypoth6ses sont 5. rapprocher de celles utilis6es par Donsker et Varadhan dans [11] 



Th6orie m6trique de l'estimation 187 

La premi6re hypoth6se est d'ordre purement m6trique et s'apparente beau- 
coup /t A3 dans [24]. Pour ce qui est de la seconde c'est une propri6t6 de 
grandes d~viations reliant les erreurs des tests /t la distance des ensembles 
tester tout ~ fait analogue /t celles utilis6es dans [21] et [23]. On remarquera 
que si des tests randomis6s satisfont/t (1.4) on peut les remplacer par des tests 
non randomis6s, quitte ~t changer A 1 en 2A x. 

Sous ces hypoth6ses, lorsque {Bs}~ s est un (r/,d)-recouvrement, nous 
construirons des estimateurs 0 dont le risque v6rifiera 

sup 1E 0 [dq(O, O)~ < Crl q si r/2 > 3 > �89 
0~O 

Cette in6galit6 fait apparaitre un lien entre le risque et la structure m6trique de 
O d6finie par la taille de ses r~seaux. Lorsque on ~tudiera des suites 
d'exp6riences, on sera amend g consid6rer des (r/, dn)-r6seaux de O n qui sont 
6galement des (r/n -~, d)-r6seaux de O, ce qui nous am6ne ~t d6finir une fonction 
d par 

d(e)= inf sup sup [!og Card{S ~_~(0, 2Je)}~, (1.5) 
s j__>3 0~o ~ j l o g 2  J 

jeN 

l'inf 6tant pris sur tous le s  e-r6seaux S. d est relative au couple (O, d) mais 
permet aussi d'exprimer H1 pour n observations. Lorsque cl est born6e ce qui 
est le cas sur IRk muni de la distance euclidienne, nous dirons que l'espace 
(O, d) est de dimension m6trique finie. 

Telle qu'elle est d6finie, la fonction d est assez laborieuse/t  manipuler, mais 
elle est fort heureusement li6e fi des notions classiques de th6orie de l'approxi- 
mation telles que l'e-entropie, ce qui fait qu'il sera souvent possible non pas de 
calculer d mais d'en obtenir des majorants qui seront des fonctions 
d6croissantes de e. Cela sera suffisant pour 6tablir les rdsultats qui nous 
int6ressent concernant les vitesses. En particulier nous verrons que pour les 

S 

classes Ao) et A~.~ on a respectivement d(2co(t))<__-}t -1 et d(e)< C~ ~+, off d est 
soit la distance de Hellinger soit la distance IL p, 1 =<p <2. 

De m~me qu'on a d6fini d relativement /i (O, d), le couple (O n, d,) fournit 
une fonction d, et il est imm6diat que dn(tl)=d(~ln ) ce qui permettra de se 
ramener toujours/ t  d. En fait l'application de (1.3) amine ~t choisir t12> ~ mais 
le plus petit possible, aussi serons-nous amen6s /t chercher dans le cas de n 
observations les solutions de l'6quation d~(t/)=t/2 ou encore si e=n--~/ ,  ne 2 
=d(~). 

En pratique d est toujours remplac6 par une fonction majorante 
d6croissante de IR + d a n s  lR+w{~}  qui prend au moins une valeur finie, ~t 
laquelle nous associerons la fonction L6 de N* dans IR* par 

La(n) = inf {x lnx  2 > a (x)}. (1.6) 

Nous en dSduirons des majorations du risque du type Rn(dq)<C[L6(n)] q. En 

particulier pour Ao, Rn(dq)<cl[o)(t,,)] q avec tnCo2(tn)=o~7, et pour A~. r 
-q(r+~) Or/ 

Rn(dq ) < C2ns+ 2(r+~. Ces bornes se r6v61eront d'ailleurs ad6quates. 
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L'introduction de H2 est li6e ~ l'utilisation de la distance de Hellinger dans 
le cas de n variables ind6pendantes 6quidistribu6es. Nous rappellerons d'abord 
deux notions introduites par LeCam. I2affinit6 de Hellinger entre deux 
probabilit6s s'6crit: 

p(P, Q ) - - ~ =  1 -hz(P, Q). 

Si 3 bet  ~ sont deux ensembles de probabilit6s, leur parent6 rc s'6crit 

~z (r ~ )=  inf [sup ~ (0 d P + sup ~(1 -qo)dQ]. (1.7) 

q0 d6crivant l'ensemble des fonctions de tests, c'est-Mdire des fonctions mesura- 
bles /t valeur dans [0; 1]. rc reprCsente donc le minimax de la somme des 
erreurs des tests entre ~ et ~. Si l'on se restreint 5. des q0 indicatrices d'ensem- 
bles, il suffit de remplacer dans (1.7) 7c par re' et ~z'<2rc. 

Lorsque ~ et ~ sont r6duits ~t un seul point respectivement P et Q, on 
notera re(P, Q). I1 est facile de voir que re est alors r6alis6 en choisissant ~0 
= l{dQ>dp } (voir [10]) et que l'on a les  relations 

1-�89 =~(P,  Q), 7z2 ~ p2 ~ ~Z(2-- re), h 2 < - � 8 9  (1.8) 

06 IIP-QlJx d6signe la norme en variation totale, c'est-&-dire la norme ILa(P 
+Q). 

I1 a 6t6 d6montr6 par LeCam ([21] et [23]) que si ~ et ~ sont deux 
ensembles convexes disjoints de probabilit6s, on a l'in6galit6 

7~(~n,~n)< sup pn(p,Q), (1.9) 
PE~, QE.~ 

off # "  d6signe l'ensemble des probabilitr produits P, | P2 @"" @ P, o/l P/est un 
616ment de ~,  1 _< i _< n. 

Des r6sultats voisins mais moins forts ont 6t6 obtenus par Birg6 [6]. Ils 
permettent de majorer s6par6ment chacune des erreurs de certains tests non 
randomis6s par la m6me quantit6 sup pn(p, Q) ce qui entraine: 

~ (~" ,~" )<2  sup p"(P,Q). (1.10) 
P~#,Q~.  

Mais alors que (1.9) ne montre que l'existence de tests ayant de telles perfor- 
mances, les r6sultats de [6] permettent, dans le cas o6 N et o~ sont deux boules 
pour la distance de Hellinger d'obtenir explicitement les tests satisfaisant 
(1.10). Cela sera int6ressant en vue d'une construction effective des d- 
estimateurs. 

M6trisons l'espace des probabilit6s sur Sf par h. Si ~ et ~ sont les boules 
ferm6es ~(P,  e) et ~(Q, e) et h(P, Q)>__2e, 

sup p(P;Q ' )=I -  inf h2(P',Q')<I-[h(P,Q)-2e] 2, 
P' e#,Q' E.~ P' ~..~,Q" ~ 

d'ofl en utilisant (1.9): 

re(~" (P, e), ~"(Q, e)) -<_ exp [ - n(h(P, Q) - 2 e)2]. (1.11) 
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Les tests explicites que l'on peut d6duire de [6] v6rifient une in6galit6 analogue 
/t cela prhs que rc est remplac6 par l'une ou l'autre des erreurs des tests, mais 
cela sera suffisant pour l'application ~t H2. 

Consid6rons une exp6rience S, avec n variables ind4pendantes 
=n  h. Soit S u n  (t/, d,)-r6seau dans O, et un r/-recouvrement 6quidistribu6es, d, 

associ4 en prenant Bs=~(s,t /) .  Alors B~={W[h(P~,P)<n-~rl}. I1 s'ensuit que 
B~est inclus dans la puissance n-i6me de la boule ~(s,e), e=n-~r/ ,  de (O,h). 
On peut alors appliquer l'in4galit6 (1.11) ce qui implique si d (s, t )= h(s, t)> 2 e, 

rc (Bs, Bt) <= exp [ - n  (d(s, t) - 2 ~)2]. 

Ceci entraine alors (1.4) avec A l = 2 + t / ,  t />0 arbitrairement petit, A2= �88 et k o 
=4. L'utilisation des tests d6duits de [6] permet de prendre A 1=1 dans la 
mesure off on obtient une majoration de chacune des deux erreurs. Ainsi H2 
sera satisfaite sur (O,, d,). 

Si l'on utilise pour d u n e  distance autre que h qui v6rifie d<Mh, ce qui 
sera le cas dans de nombreux exemples pour les distances IL p, l<p<=2, on 

1 
obtient le marne rdsultat avec A 2 = ~ M  ~ et ko=4.  Dans le cas des variables 

ind6pendantes 6quidistribu6es l'hypothhse H2 sera donc ais4ment v6rifi6e. 
Nous 6tudierons 6galement des extensions de l'in6galit6 (1.4) lorsque B~ est une 
boule pour la distance 1L ~176 

Les d6monstrations de minoration, contrairement ~ ce qui pr4c6de, utilise- 
ront la structure locale de O, au voisinage d'un point 0 o fi d6finir. Elles 
reposent sur l'utilisation de l'information de Kullback d6finie par 

dP 
K ( P , Q ) = I l o g ~ d P  si P ~ Q  

= + oe sinon, 

et s'inspirent directement des techniques utilis6es par Ibragimov et 
Khas'minskii dans [16] et [17]. 

Rappelons que K(P", Q")=nK(P, Q) et consid6rons l'hypoth6se 

H3 (t/', 7): I1 existe un sous-ensemble fini S' de O de cardinal m+ 1, tel que l'on 
ait: 

d(s, t)>r 1' pour tous s e t  t, s+t  dans S' (1.12) 

sup K(P~,Pt)<=y l o g m - l o g 2 .  (1.13) 
S , I ~ S  ~ 

Cette hypoth~se va entralner une minoration du risque de la forme 

R ( f , d ) > ( 1 - y ) f  comme nous le verrons. Le lien avec les majorations 

pourra se faire si dans H3 logm est de l'ordre du 6 qui intervient dans H2 et t/' 
de l'ordre de r/. Comme 6 sera choisi voisin de r/2, ceci n6cessite que les 
informations de Kullback entre les points de S' soient aussi de l'ordre de r/2. 
En fait il faudra que l'on ait simultan6ment sur S' 

d(s,t)>=tf et K(s,t)<~ 2 
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og t/ n'est pas beaucoup plus grand que t/' c'est-/~-dire que K et d 2 soient 
comparables sur S'. La comparaison de K(P,Q.) et  dz(P,Q) est tr6s facile 

dP 
lorsque les rapports  de vraisemblance ~-Q sont log-born6s uniform6ment en P 

et Q. Dans le cas contraire, on ne peut rien dire. En particulier K peut ~tre 
infini alors que P e t  Q sont arbitrairement proches en distance de Hellinger (ou 
en distance ILP). Et dans certains mod61es og K(P, Q) est infini pour tous les 
couples P e t  Q, il est impossible d 'obtenir des minorations par cette m6thode. 

Ceci laisse fl penser que l ' information de Kullback n'est pas l'outil le plus 
ad6quat pour ce genre de probl6me; fort heureusement nous verrons que K se 
comporte  bien dans de nombreux cas et nous serons ainsi /t m6me de traiter 
un certain hombre  d'exemples classiques ou nouveaux. 

Un autre inconv6nient de l 'utilisation de K et aussi de l 'aspect local de ces 
minorations est que tout repose sur l'existence d'un point 0 0 de O au voisinage 
duquel on choisira l 'ensemble S'. I1 s'agira donc de v6rifier qu'il existe un tel 
point ce qui prat iquement reviendra fl l'exhiber. De ce fait, contrairement, fl ce 
qui se produit pour les majorations, les conditions suffisantes pour d6montrer 
l'existence de bornes inf~rieures du risque sont d61icates ~ v~rifier et il n'y a pas 
d'hypoth6ses g6n6rales simples analogues/~ H1 et H2  permettant  de comparer  
majorations et minorations. On devra se contenter de v6rifier fl chaque fois un 
certain hombre  de relations telles que (1.12) et (1.13) sur un certain voisinage 
d'un point 0 o qu'il faut exhiber. Fort  heureusement, les proc6d6s de th6orie de 
l 'approximation qui permettent  de majorer  d fournissent en m~me temps des 
voisinages << naturels >> sur lesquels on peut effectuer ces calculs de minoration. 

Le chapitre qui suit sera consacr6 fl la mise en place des r6sultats 
th6oriques qui permettent d 'obtenir des bornes pour le risque dans le cadre 
d'un mod61e/t une observation. On peut d'ailleurs toujours se ramener ~ ce cas 
en consid6rant (Xa . . . .  , X,) comme une observation n-dimensionnelle. En parti- 
culier nous donnerons la construction et les performances des d-estimateurs. 

Dans le chapitre 3, nous retraduirons ces r6sultats dans le cadre d'une 
exp6rience avec n observations et nous d6finirons les conditions d'uniformit6 en 
n qui permettent  de d6terminer les vitesses d'estimation et d 'obtenir des suites 
ad6quates de d-estimateurs. Nous nous int6resserons tout sp6cialement au cas 
de l 'estimateur du maximum de vraisemblance sur un r6seau et ~t la mani6re 
dont on peut d6duire les minorations de certains r6sultats de dimension 
concernant les <<syst6mes de petites perturbations>>, analogues /~ ceux utilis6s 
par Bretagnolle-Huber [8-]. 

Le chapitre 4 sera consacr6 ~t l 'application de ce qui pr6c~de aux variables 
inddpendantes, avec deux exemples tr~s d6taill6s d'estimation de densit6s. Ces 
exemples sont en fair g6n6riques et t ous le s  autres c a s q u e  nous consid6rerons 
se traitent de mani6re tout/~ fair analogue. 

Au chapitre 5, nous verrons comment  6tendre l'utilisation du maximum de 
vraisemblance sur des r6seaux /~ certains cas de chalnes de Markov  ou de 
processus gaussiens stationnaires. Pour cela nous serons amen6s ~t ajouter des 
hypoth6ses LB(yl, y2) destin6es ~ 6viter un comportement  trop pathologique 
des processus. Sous ces hypoth6ses, nous montrerons darts chacun des deux 
cas, que les tests de rapports  de vraisemblance au seuil 0 entre Ps,, et Pt,, ont 
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des erreurs major6es par 

A 1 exp [ -nA2d2(s ,  t)] et que K(P~,,, Pt,,)--< CnK(P~, i, Pt, 1). 

C'est-/t-dire qu'en gros tout se passe comme pour les variables ind6pendantes 
et que la vitesse de s6paration entre Ps, ne t  Pt, nest  bien celle qu'il faut. Dans 
ces conditions, la vitesse d'estimation ne d6pend plus que de la structure 
m6trique (la fonction d) de l'espace des param6tres. Ceci explique que pour les 
processus gaussiens on obtienne les m~mes vitesses que pour les variables 
ind6pendantes lorsque les densit6s spectrales et les densit6s varient dans le 
m6me espace. De m~me pour les processus de Markov, si A = {po(X, Y)}o~o, on 
obtient la m~me vitesse que lorsqu'on estime une densit6 fo(x,y) bi- 
dimensionnelle appartenant fi A ~t partir de variables ind6pendantes. Ceci 
permet donc de r6pondre aux questions pos6es par Farrell [13] ~t propos de ce 
ph6nom6ne. 

Dans tous les exemples consid6r6s aux chapitres 4 et 5, variables 
ind6pendantes, cha~nes de Markov, processus gaussiens, lorsque l'on peut 
construire les d-estimateurs, le risque pourra atre approch6 (/t des constantes 
multiplicatives pr6s) par la fonction Lc!. On pourrait donc supposer que les 
seuls crit6res de dimension m6trique suffisent ~t expliquer la vitesse d'estimation 
des probl6mes statistiques et que les bornes qu'ils fournissent sont toujours 
ad6quates. I1 n'en est rien. Le chapitre 6 sera donc consacr6 /t l'6tude des 
m6rites et des limites de cette th6orie m6trique. Nous nous placerons ici dans 
le cas de suites de n variables ind6pendantes 6quidistribu6es et de la distance 
de Hellinger (mais les r6sultats sont les mames avec la distance IL2). Nous 
construirons toute une famille de contre-exemples, pour lesquels 

sup IE 0 [nh2(O, 6,)] < 1, 
0 

off t~ nest  l'estimateur du maximum de vraisemblance (et il en serait de mame 
pour certains d-estimateurs), alors que la fonction/~(e) est totalement arbitraire 
et que les informations de Kullback entre les points de O sont infinies. Ceci 
montre que ni les majorations du risque (m~me pour les d-estimateurs) obte- 
nues par la th6orie m6trique, ni les minorations que donnent les informations 
de Kullback ne sont ad6quates dans certains cas. 

D'autre part, pour toutes les vitesses d'estimation <~raisonnables>>, c'est-~t- 
dire celles qui peuvent s'6crire r(n) avec r(n) d6croissante et n~r(n) croissante (ceci 
en raison de 1.1) on peut construire un mod61e d'estimation, en variables 
ind6pendantes toujours, pour lequel i) la vitesse de R,(d q) est re(n), ii) les 
d-estimateurs forment une suite ad6quate, iii) les bornes sup6rieures et inf6rieures 
donn6es par la th6orie m6trique sont ad6quates. On peut donc en conclure que 
faute d'autres informations sur le mod61e que celles du type m6trique, l'utilisa- 
tion des d-estimateurs semble justifi6e et constitue le moins mauvais choix 
possible. Ceci d'autant plus que dans les cas classiques d'estimation de densit6s 
ils fournissent les bonnes vitesses, aussi bien que sur d'autres exemples qui, /t 
notre connaissance, n'avaient pas 6t6 6tudi6s pr6c6demment: entre autre l'esti- 
mation dans les classes Ao~ consid6r6es comme familles de densit6s de variables 
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ind6pendantes, ou de densit6s spectrales d'un processus gaussien et dans certains 
types de chaines de Markov. 

En conclusion, nous 6voquerons quelques probl6mes pos6s par les limita- 
tions de cette m6thode. Certaines difficult6s sont li6es /i l 'utilisation de la 
distance de Hellinger pour laquelle les calculs de dimension m6trique ou 
d'entropie ne sont pas tr6s ais6s. On peut lui pr6f6rer les distances IL v. 
Malheureusement,  pour p <2,  elles ne sont pas toujours comparables ~ h, et ne 
le sont pas pour p >2.  I1 s'ensuit que l 'on ne parvient plus ~t relier facilement 
les performances des tests de s contre t /t la distance d(s,t). Par contre nous 
verrons que les d-estimateurs pr6sentent de tr6s bonnes propri6t6s de robustes- 
se ce qui rend plausible leur utilisation pratique lorsque aucun estimateur 
classique robuste n'est disponible. 

Enfin le probl6me reste ouvert de trouver une quantit6 que ne serait ni h, ni 
K, et avec laquelle on puisse effectuer ~ la lois les calculs de majorat ion et de 
minoration. Toutefois les d6monstrations concernant les minorations laissent 
penser qu'il ne suffit pas d'utiliser les couples de mesures, mais plut6t des 
ensembles plus gros, ce qui risque de rendre les quantit6s en question tr6s 
complexes et difficilement calculables et leur 6terait donc beaucoup d'int6r6t. 
En l'6tat actuel des choses, l 'utilisation des d-estimateurs semble convenir / t  de 
nombreux cas pour lesquels la th6orie m6trique rend correctement compte des 
vitesses d'estimation et donne le moyen de les calculer & partir  de la fonction 
Ld. 

2. Etude th6orique dans le eas d'une seule observation 

La construction de nos estimateurs tout comme celle de L e C a m  [24] et [26], 
est fond6e sur une famille de tests. L'estimateur est d6fini par une proc6dure de 
minimax relatif/~ une certaine fonction de perte et contrairement h celui de 
LeCam,  le processus ne n6cessite qu'une seule @ape. En fait, la construction 
des d-estimateurs est un cas particulier d'une construction plus g6n6rale que 
nous allons d6crire d'abord. 

Nous supposons donn6s un recouvrement de O par des ensembles Bs, s 
dans S, une famille de tests non randomis6s {qo~,t}(s,o~s• de B s contre B t avec 
qos, t=  1-qot, ~ et une fonction de perte ~ sur S 2. Posons 

Ls(X) = sup t(s, t)~o~,t(X), L(X)-=infLs(X ). 
t~:s sES 

Nous supposerons que si 0 est un point de B~, Po[L~(X)>n]- - - - -~O.  I1 
n ~ + o o  

s'ensuit que L(X) est fini p.s. et l 'on peut choisir comme estimateur 0(X) un 
point arbitraire de B~ off s est tel que L~(X)< L(X)+ ~, ~ ~tant choisi arbitraire- 
ment  petit, 6ventuellement nul lorsque cela est possible. 

Lorsqu'il  existe un r/-r6seau S, un recouvrement {B~}~ s de O centr6 sur S e t  
une famille de tests q0~,~ satisfaisant aux hypoth6ses H I  et H2, on fera la 
construction pr6c6dente en prenant f (s , t )=d(s , t )  et en choisissant pour O(X) 
non pas un point quelconque d'un B s pour lequel Ls(X)<__L(X)+e , mais un 
point t de S tel que L~(X)= L(X) ce qui est possible v u l e  



Th~orie m6trique de l'estimation 193 

Lemme 2.1. Les hypotheses H1 (~h ko, 3) et H2 (kor ;, A 1, A2) dtant satisfaites, il 
existe O(X) dans S tel que L&x)(X)=L(X)< + oo p.s. De plus, s is  est un point de 
S et 0 est dans B~, on a pour p > k  o 

d-oo 

Po[d(s,O)>2P~13<A1 ~. exp[-Az22"~/212~("+1)< +oo. (2.1) 
n = p  

Preuve. Supposons que 0 soit la vraie valeur du param6tre et que L~(X)~2P~I. 
Alors il existe t dans S e t  n ~ p  tels que d(s,t)~2"~l et q~a(X)=l .  Mais d'apr~s 
(1.4), puisque 0 est dans Bs, la probabilit6 d'un tel 6v~nement est inf6rieure & 
Alexp[-A222nq23.  Consid6rons alors les spheres de centre s e t  rayons 2n~h 
n ~p.  Elles engendrent une suite de couronnes recouvrant le compl6mentaire de 
~(s,2P~/). La couronne ~(s ,2~+l~/) -~(s ,2~/)  contient au plus 2 (~+1)~ points de 
S, tous & distance de s sup6rieure & 2~/. I1 s'ensuit ais6ment que l'on a: 

+ c o  

Po[L~(X)>=2Pvl]<=A1 ~ exp[-A222"r /232 a~"+*). 
n = p  

I1 est clair que cette s6rie converge et donc L(X) est fini p.s. Soient alors t tel 
que L t ( X ) < L ( X ) + q  et u tel que d(u, t)>L(X)+~I. D'apr6s la d6finition de L t, 
(&,,(X) = 1 et L~(X) > d(u, t)> L(X) + r 1 > L~(X). Ceci montre que pour calculer 
L(X)=in fL , (X) ,  il suffit de se limiter /t calculer l'inf lorsque u appartient ~t 

u e S  

Sc ~( t ,L ( X )+ r l ) .  D'apr6s (1.3), cet ensemble est fini et il s'ensuit que L(X) 
=Lo(x)(X ) pour un certain 61~ment 0(X) de S. 

Supposons donc que O(X)=t et d(s,t)>-_2Prl. Ou bien <o,,t(X)=l et 
Ls(X)>_2P~I, off bien q),,~(X)= 1 et L~(X)>L,(X)>=2Prl puisque L~(X)=L(X). On 
aura donc 

Po [d(s, O(X)) > 2Pq] < Po [Ls(X) > 2Pr/] �9 

Le lemme est ainsi ddmontr& [] 

Corollaire 2.2. Supposons que les tests (#~,~ sont des tests de rapport de vraisem- 
des 

blance au seuil 0 entre P, et Pt, c'est-i~-dire que opt, t = 0  (accepte Bs) si log yB->0, 

dPs<o cp~,,=l (rejette B~) si lOgdp t et que ces tests vgrifient H2 quelle que soit la 

{ dP =0  valeur de (Ps, t(O ou 1) sur l'ensemble log dP~ ).  Alors le maximum de vraisem- 

blance sur S est atteint en au moins un point et tout estimateur du maximum de 
vraisemblance (avec r~gle de ddcision non randomis4e dans le cas d'un maximum 
multiple) sur S est un cas particulier de la construction prdc~dente et v~rifie (2.1). 

Preuve. Reprenons la d6monstration du lemme pr~c6dent. Si L est tel que 
d~ 

L~(X)=L(X) alors log ~ - ( X ) > 0  d~s que d(t, u)>L(X). S i t '  maximise la vrai- 

dPu t' semblance sur S n  {~(t,L(X))} alors l o g ~ ( X ) _ > 0  et maximise la vrai- 

semblance sur S. Soit O(X) un maximum de vraisemblance 6gal /t t' pour une 
certaine valeur de X. I1 coincide avec l'estimateur ~(X) si pour t ' # t  on a 



194 L. Birg6 

. d P t ,  
choisi ~Oc,t=0 lorsque l o g ~ - = O .  Les diverses valeurs du maximum de vrai- 

semblance lorsque celui-ci n'est pas unique correspondent en fait fi divers choix 
f dPt ) 

des q)c.t sur les ensembles ~logs~-=O~. Ils v6rifient donc certainement 
(2.1). [] k •-rt,  } 

D~finition 2.3. Tout estimateur construit selon la m&hode pr6c6dente (en parti- 
culier les estimateurs du maximum de vraisemblance sur un r6seau) seront dits 
d-estimateurs. 

Th6orbme 2.4. Supposons Hl(rl, ko, 6) et H2(ko~/, A 1, A2) satisfaites. Si ( est une 
fonction de perte telle que d(2x)-d(x)<=e ~2, 0<~z<A2, il existe une constante 
CI(t/, 6, ko, A1, A2, 0 telle que pour tout d-estimateur 0 on ait 

sup {sup lEo[d(d(s, 0))]} =< C 1 < @ O0. (2.2) 
seS O~Bs 

Si de plus { Bs}s~ s est un (tl, d)-recouvrement on a 

sup lE0 [d(d(O, 0))] < C 1. (2.3) 
0 e o  

Preuve. Nous utiliserons (2,1) et l'in6galit6 suivante qui est vraie pour toute 
fonction croissante d et toute suite croissante {x,} tendant vers + oo : 

+ c o  

lE0 [~(x)] __< ~(xp) + ~ t'0 [x____ x.] [l(x.+ 1)-  ~(x.)l. 
n = p  

Si l'on pose xp=(2P+ 1)t/on a d'apr6s (2.1) si B~c~(s ,  t/): 

+ c o  

Po[d(O, O)>xp] < A a Z exp [ -Az22"r lz  +6(n+ 1)1og2] 
n=p  

pour tout 0 dans O et 2 p > k o. 
Posons G=-22"A2t12+&(n+  1)log2. La suite {a,} tend vers - o 9  lorsque 

n croit. Si l'on a a v < - 0 , 9 6  et p>2,  alors il est imm6diat que l'on obtient 
G + l < 4 a ,  pour n>p  et donc exp(a ,+0<exp(a , )  exp(-2,88). Finalement 

+cx~ +co 1 

exp (a,) < exp (ap) ~ exp ( - 2,88 n) = exp (ap) 1 - e-  2, s 8 < 1,06 exp (ap). 
n ~ p  t l ~ 0  

Doric s ip est le plus petit entier tel que 2P>ko, p>2,  ap< -0,96, on obtient 

+ c o  

lE o [d (d (0, 0))] < d (Xp) + A 1 x 1,06 ~ exp (G) [d (x, +1) - { (x,)]. 
n = p  

1 Mais ~x,+ 1 <x , ,  doric 

d ( x , + l ) - { ( x ~ ) < { ( x , + l ) - d ~ - z ~ - ) < e x p [ o :  , 

(2.4) 
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et finalement 

exp (a,) [~(x, + 1) - {(x,)] 

_<_exp [-22nr/2 [ A 2 -  ~(1 +2  . . . .  1)2- &/-  22- 2"(n + 1)log 2]~. 

Comme ~<A2 ,  la sdrie au second membre de (2.4) converge et (2.3) s'ensuit. 
(2.2) se ddmontre d'une mani6re analogue avec xv=2P~7. [] 

D6sormais nous supposerons que B s est un r/-recouvrement centr6 sur S. 

Corollaire 2.5. Sous les hypotheses H1 et H2 avec t/2->c~>• =2,  ko>4,- si 
{(2x) =< 2qf(x) on peut ~crire pour tout d-estimateur O, et q >0, 

sup IE 0 [#(0, 0)] <{(q) C2(k o, q, A 1 , A 2) (2.5) 
0EO 

Preuve. I1 est facile de voir que l'on a a , < - r 1 2 1 2 2 " A 2 - ( n + l ) l o g 2 ]  et avec 
t/2>�89 a < _ - 1 1 2 2 " A z - ( n + l ) l o g 2 ] .  Doric si p est le plus petit entier tel que 
2P> k oe t  �89 (p + 1)log 2] > 0,96, on peut appliquer (2.4), p ne d6pendant 
que de/c o et A 2. De plus (,(Xn)<#(q)2 ("+l)q. On obtient donc 

+ o o  

1Eo[dq(O, 0)] <Y(r/)2(p+I)q+(1,06)AI~'(t/) ~ exp [a ,+q(n+2)  log2], 
n = p  

ce qu'on peut clairement majorer (tr6s brutalement) par 

{(r/) 2(p+I)q+l,06A1 ~ exp - 2 2 " - 1 A 2 + l o g 2  + (n +2 )q  . 
? l ~ p  

D'ofi le r6sultat. [] 

L'in6galit6 (2.5) est g6n6rale. Dans les applications, il conviendra de faire un 
calcul plus prdcis adapt6/t  chaque cas selon les valeurs des diverses constantes 
et de ~ pour obtenir de meilleures majorations. En particulier il est facile de 
voir grfice /t (1.11) ou /t [61 dans le cas de n variables ind6pendantes 
6quidistribu6es et de la distance d(s, t)=n~h(P~, Pt) que l'on pourra obtenir une 
am61ioration de (1.4) sous la forme 

sup lE~, [q~s, t] < exp [ - n h 2 (B~, Bt) ]. (2.6) 
S t ~ B s  

Si l'on suppose que ]~(,g)<ng 2, on obtiendra d(/~)<t/2 avec t/=n+e et H1 pourra 
~tre satisfaite pour un r6seau bien choisi. Une d6monstration analogue & la 
pr6c6dente utilisant une version modifi6e de H2 grfice /t (2.6) conduit par des 
calculs un peu plus pr6cis au 

Corollaire 2.6. Si l'on dispose de n variables ind@endantes ~quidistribu~es et si 
he2> ~(e)__> 1, il existe un (n~h)-estimateur ~ qui v~rifie: 

sup ]E 0 [-h 2 (0, On)'] ~ 25 i;2 "l- 57,~ 2 exp ( -- 1,9ne2). (2.7) 
0eO 
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Mais ces r&ultats ne pr~tendent en aucun cas fournir des majorations optima- 
les, seulement des bornes grossi6res pouvant donner un ordre de grandeur du 
risque vu que la m6thode de majoration qui conduit ~t (2.1) est elle-mame tr& 
grossi6re. 

Nous allons maintenant nous int6resser/i la recherche de bornes inf6rieures 
pour le risque minimax; ces homes reposent sur le lemme fondamental suivant, 
tr& 16g6re variante du lemme VII.I.1. de Ibragimov et Khas'minskii [16]: 

Lemme 2.7. Supposons que sur l'espace {~,sJ}  soient donndes n mesures de 
probabilitO P1 ... .  ,P, et une fonction mesurable O:Er-~{1; ...;n}, n>2.  Alors on 
a 

n-2 .~. K(PI, Pj) + log 2 

sup P~{O(x)4=i} > 1 "a (2.8) 
i<-i-~, l o g ( n - l )  

Preuve. D6finissons sur l'espace produit f r' = ~  x {1 ; ... ; n} la probabilit6 P par 
dP(x,i)=n-ldP~(x) pour tout i, l<_i<_n. Appelons p la projection (x,i)-+i sur 
le second facteur de s Toutes les esp6rances sont prises par rapport /t P. 
Nous avons (cf. [16] p. 323-325): 

~ IE(p=ilx)loglE(p=ilx) 
i = l  

= IE(p = O (x)[x) log lE(p = 0 (x) I x) + l E ( p ,  ~ (x)[ x) log l E ( p ,  ~9 (x) 1 x) 

IE(p=i[x) log lE(p=ilx)  
+lE(pq=~(x)fx) ~ IE(p4=~,(x)lx) IE(pq=~(x)lx) i*O(x)  

> - log 2 - lE(p 4= 0(x)] x) log (n - 1). 

dP(x, i) 
D'autre part 1E [p = i l x] = . et donc 

F~ dP(x,j) 
j = l  

j = l  

<=n -a j l o g ~ d P i ( x ) - l o g n = n - 2 ~  K(Pi, Pj)- logn 
i= 1 j= 1 Qtx) i,j 

en utilisant la convexit& En r6unissant les deux in6galit6s, on 
finalement 

obtient 

n-  2 ~ K (P~, Pj) - log n > - log 2 - log (n - 1) P (p @ Vx (x)). 
i , l  

Or 

P[p=t=~(x)]=n - i  ~ P i [ ~ ( x ) ~ i ] s  sup ~[~(x)=t=i]. 
i=i l<=i<=n 

La conclusion s'ensuit imm~diatement. [] 
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La proposition suivante s'en d6duit alors aisdment: 

Proposit ion 2.8. Si (0 ,  d) vdrifie H3(rf, 7) avec 7< 1, pour tout estimateur T, on a 

sup IE 0 [/(d(0, T))] > (1 - ?)d . (2.9) 
0 ~ O  

Preuve. Choisissons 0 dans S' et remplagons l'estimateur T fi valeur dans O 
par un estimateur T* & valeur dans S' de fa~on que d(T, T * ) = d ( T ,  S'). Alors si 

t 

T * # O ,  d(T, 0 ) > 2 ,  ~ cause de (1.12) et il s'ensuit que pour tout 0 dans S' 

I1 suffit alors d'appliquer le lemme 2.7 et d'utiliser (1.13) pour obtenir le 
r6sultat. [] 

Dans le cas off d (x )=x  q qui nous int6resse tout particuli6rement, on peut 
relier cette conclusion & celle du corollaire 2.5. On obtient ainsi le corollaire 
suivant qui constitue le r6sultat fondamental pour l 'approximation du risque. 
Sa d6monstration est imm6diate ~ partir du corollaire 2.5 et de la 
proposition 2.8. 

Corollaire 2.9. Supposons que soient vOrifi& Hl(t/ ,ko,3),  H2(kot/,A1,A2) et 

H3(cr/,7) avec t /2>6>�89 ko>4,  ?<1 ,  alors si 6 est un d-estimateur, on peut 
8crire : 

(1 -~)  ~q __< R(dq) =< sup m0 Ida(0, 0)3 =< C~(ko, q, A~, A~)~q (2.10) 
0 e O  

off C 2 est ddfini comme en (2.5) et donc ind@endant de t l, (5. 

Remarque. I1 est n6cessaire, pour cette d6monstration, de se restreindre fi d(x) 
= x  q ou plus g6n6ralement fi des fonctions telles que {(2x)< Cd(x), c'est-/t-dire 
/t croissance polynomiale. En effet les majorations sont fonction de d(v/) et les 

z ~  

( ~ ) .  Lorsque d est/ t  croissance trop rapide, on ne sait plus minorations de d 

comparer ces deux nombres ind6pendamment de r/, le rapport entre majora- 
tions et minorations d6pend de t/ et n'est plus born~ lorsque t/ tend vers 
l'infini. 

3. Suites d'observations - Liens entre vitesse et dimension 

Nous venons de voir comment les hypoth6ses H1, H2 et H3 nous permettent 
d'encadrer le risque. Si nous avons une suite d'exp6riences g, = (f" ,  d " ,  E,, 
d,, O,), nous pouvons appliquer le corollaire 2.9 aux espaces (O,, d,) s'ils 
v6rifient ces hypoth6ses et obtenir ainsi des encadrements successifs des R,(dq,). 
Mais pour que l'on puisse ddfinir une vitesse, il faudra que les constantes 
7, c, C 2 qui interviennent dans (2.10) soient ind6pendantes de n, ce qui suppose 
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dans les hypoth6ses HI ,  H2, H3 une certaine uniformit6 en n. D'autre part, il 
serait bien agr6able de pouvoir d6finir 1'~/ qui intervient dans (2.10) de fa~on 
essentielle, en fonction uniquement de n e t  des propri6t6s de d. C'est dans ce 
but que nous avons, dans l'introduction, d6fini la fonction d ainsi que la 
transformation L. Nous allons donc introduire de nouvelles hypoth6ses. 

Supposons que 6 est une fonction de IR + d a n s  IR+~ {+ oo}, nous poserons 
les hypoth6ses suivantes relatives ~t (O, d): 

H4(6, so, no, ko, A1,A2): Pour tout ~<eo, il existe un s-r6seau S e t  un ~- 
recouvrement de O centr6 sur S: {B~}s~ s tels que 

i) S satisfait ~ Hl(e,  ko, 6(~)) si 6(e)< + 

ii) si d(s, t )>koe et n>no,  il existe un test non randomis6 de Bs contre B t 
fond6 sur n observations dont chacune des erreurs est major6e par A t exp[  
-nAzdZ(s ,  t)]. 

Dans le cas de n observations ind6pendantes 6quidistribu6es, si d=h, 
d'apr6s (1.11) ii) sera v6rifi6 sans peine en prenant B~=~(s, e). I] suffira donc de 
choisir 6(e) de fa~on ad6quate, et toute fonction strictement sup6rieure ~t 
conviendra. I1 en est de m~me si d<Mh.  

L'utilisation de ce nouveau jeu d'hypoth+ses permet d'obtenir 
imm6diatement une version uniforme en n du corollaire 2.5. 

Proposition 3.1. Supposons que les hypotheses H4 soient v~rifi~es et que l'on air 
ko=>4 , ~__<ao, n>=no, naZ>=3(e) >1.  Alors si O nest un d,-estimateur fonction de n 
observations et construit gt partir des ~ldments donn~s par H4, il vdrifie: 

sup IE0 Ida(O, 0,)] __< ~ C~ [ko, q, A~, A ~]. (3.1) 
0cO 

Preuve. Si l'on considhre les 616ments donn6s par H4  et qu'on les transporte sur 
(On, d,), S devient un t/-r6seau avec tl=n~e et vhrifie H101, ko, 6(e)). De plus, en 
utilisant ii), on voit que H2(kot/, A~, A2) est v6rifi6e par les B~ qui forment un 
t/-recouvrement. On a de plus t/2>b(e)>�89 ce qui permet d'appliquer (2.5) qui 
devient 

sup IE 0 [dq(O, 0)] <= t/" C 2, 
0EO 

R 
On obtient (3.1) en simplifiant par n 2. [] 

Chaque fois que cela ne prete pas ~t confusion, nous parlerons encore de 
d-estimateur pour 0, (plut6t que de dn-estimateur ). 

Remarque. Lorsque a(~) est born6e on pourra choisir la foction 6(e) constante 
6gale ~t D. On prendra alors q2=D soit e 2 = n - l D .  Ceci nous donnera finale- 
merit si q = 2 

sup ]Eo[nd2(O, On) ] --< CzD. 
0Eo 

Nous allons de m6me modifier l'hypoth6se H3 pour l 'adapter au cas de n 
observations. Consid6rons une fonction J, positive, d6croissante et posons 

H5(J ,  no, y): Pour tout n>no, il existe un sous-ensemble fini S', de O de 
cardinal m + 1, tel que l'on ait 
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d(s, t)> J(n) pour s e t  t dans S',, s + t (3.2) 

sup K (P,,,, P~,,) < ? log m - log 2 (3.3) 
s, t ~ S~z 

On peut en d6duire imm6diatement une version uniforme de la proposition 
2.8: 

Corollaire 3.2. Supposons que (0,  d) v&ifie H5(J,  no, 7) avec 7<1, alors on a 
p o u r  n ~ n o 

R,(d q) > (1 - ?)2 -q( J (n)) q. 

Pour d6montrer le th60r6me qui donne la vitesse d'estimation nous aurons 
besoin de quelques propri6t6s de la transformation L d6crite dans l'introduc- 
tion et dont nous rappellerons qu'elle est d6finie par L6(n)=inf{x[nx2>a(x)} .  
Nous pouvons en d6duire: 

Proposition 3.3. La transformation L est croissante et la fonction L6 
dOcroissante. De plus, si g) est dOcroissante, on a 

6[flL6(n)]<nfl2[L6(n)] 2 si f l > l  (3.4) 

(n + 1)~L6 (n + 1) > n~L6 (n) > L6 (1) (3.5) 

Preuve. Ces r6sultats sont des cons6quences imm6diates de la d6finition, sauf 

(3.5). Choisissons x te l  que ( ~ - ~ ) ~ x  <L6(n). Alors(n+ l)x2<-_c~ [ (n~+n l-)~x] <c~(x) 

et donc Lc~(n+l)>x. D'ofi le r6sultat. [] 

Dans ce qui suit, nous utiliserons toujours une fonction c5 d6croissante. Ce 
n'est pas indispensable, mais permet d'6viter d'inutiles complications dans les 
d6monstrations, d'autant plus que dans les applications, nous aurons toujours 
affaire/t de telles fonctions. 

Th6or~me 3.4. Soient 6 une fonction d~croissante, minorde par �89 k o>__4, n o et 
eo>L6(no). Supposons que H4(6, eo, no, k o, A1, A2) soit v&ifiOe ainsi que 
H5(cL6,  no, 7) avec 7 et c < l .  Alors, pour tout q>0,  il existe une suite addquate 
{6,} de d-estimateurs de 0 et l'on a 

R,(dq) X[L6(n)] q 

Preuve. D'apr6s (3.4), si f l> l ,  on 
Choisissons f l<2  (6ventuellement tr6s 

pour n >= n o . 

aura nil2 [Lfi (n)] 2 > 6 [flL6(n)] = 2. 
proche de 1). Posons e,=flL6(n). 

Comme eo>L6(no), on choisit/~ de faqon que e,=<e o. On peut alors appliquer 
la proposition 3.1 avec e n ~t la place de e et obtenir un d-estimateur 0 n qui 
v6rifie pour t7 > n o 

sup lE o [d q(0, 0,)] =< flq C2 (ko, q, A:, A 2) [L6 (n)]q. 
0~O 

La premi6re moiti6 du thdor6me est d6montr6e. Pour ce qui est de la seconde, 
on applique le corollaire 3.2 qui implique 

si n ~ n  0 . 
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D'ofi la conclusion. [] 

Nous obtenons aussi la proposition essentielle suivante qui montre qu'en 
g6n6ral la vitesse obtenue est celle d6duite de la dimension c/ et que si une 
fonction 6 satisfait aux hypoth6ses du th6or6me, elle ressemble 5. la fonction d 
en ce sens que leurs transform6es par L sont 6quivalentes. Pour le d6montrer, 
nous utiliserons une propri6t6 de d qui est une cons6quence imm6diate de (1.5): 

> ' (3.6) d(~')<-~d(~) si 2~=~ >e. 

Proposition 3.5. Supposons que soient vkrifiOes les hypothdses du thdordme (3.4) 
et qu'il existe /? > 0, inddpendant de n, tel que 

~nd2{s, t) < K (P~,,, P,,,) (3.7) 

pour tous s, t dans l'ensemble S', qui satisfait d H5, alors pour n>=no, il existe une 
constante fl' < 1 telle que 

fi'La(n) < Ld(n) < L6 (n). 

Preuve. L'hypoth6se H4 implique que pour e<8o, d(e)<fi(e) et donc L d < L &  
D'autre part, H5 entraine l'existence d'un ensemble S', de cardinal m+  1 dont 
tous les points sont 5. des distances mutuelles sup6rieures ou 6gales 5. 

=cLc~(n). Supposons que S', soit inclus dans une boule de rayon (2J-1)3 et 

consid6rons un ~-reseau S. Tout point de S', est 5. distance inf6rieure 5. ~ d'un 

point de S e t  un point de S est associ6 de cette mani6re 5. au plus un point de 

S',. Donc le nombre de points de S dans une boule de rayon 2 j ~- est sup6rieur 
3 5. m+  1. I1 s'ensuit que l'on a: 

\ 3 ] =  j l o g 2  ' s i j > 3 .  (3.8) 

L'in6galit6 (3.7) implique d'autre part 

/72<2_ sup dZ(s , t )<=(71ogm-log2)n-l  fi -1, 
s, t~Sn 

ce qui fait que l'on peut choisir j >__ 3 de faqon que 

n/~(2 j - l -  1) 2 ~ < 7 log m - l o g  2 <n/3 ~ (2 ~ -  1) 2. (3.9) 

D'autre part 

log(m+ 1)> 7 l o g m - l o g  2 si 7<1. (3.10) 

En r6unissant (3.8), (3.9) et (3,10) on obtient: 

~(3)>nr/2~ (2J-1--1)2 
j l og2  >filntl2 (3.11) 
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fi 
pour une certaine constante f i l - 3 1 o g 2 ,  puisque j>_3. De plus, on a par 

d6finition nq'2>6(t/ ') d6s que t/'>LcS(n) et donc si p>c -~, npZ~Z>c~(ptl), ce qui 
grfice/~ (3.11) nous donne avec une constante/~2 =P-2/~1 

C 
ou si l 'on pose x,=~La(n) 

d (~) >=fi26(Ptl), 

d(x,)> fi2c~(3px,), n>n o. 
Xn Alors si ~-<x<x,,, il vient en utilisant (3.6) et la d6croissance de 6 

d(x)> �88 fiz6(3px,)> ~ flz6(6px), 

et finalement en posant fi3 = sup (-~ fi~- 1, 6p) > 6 c -  1 

fi~d(x)>=,5(fl3x ). (3.12) 

Xn 
Comme d'apr6s (3.5), ~ - < x , + l ,  l'in6galit6 (3.1.2) sera v6rifi6e pour tousles  x de 

l'intervalle]6L6(+oo),3L~(no)]enconvenantqueL3(+oo)= lim L6(n). Si 
? I ~  + OO 

L a ( +  oo)>0, 3(x)= + c~ pour x<L~5(+ oo). Or (3.11) s'6crit 

d(x,) > 9fll nx 2. 

C 
Comme x, tend vers j L h ( + ~ ) > 0  lorsque n tend vcrs l'infini, il s'ensuit en 

utilisant (3.6) que d(x)= + oo pour x < C L 6 ( +  oo), ce qui entraine que (3.12) est 
C 

encore v6rifi6 pour x<gL3(+oo). Doric (3.12) est satisfaite dans tous les  cas 

sur . Alors, soit n > n  0 et x<fiSlL~(n); il s'ensuit que 

C nfl~X2<=(~(fl3X) et  x<~L3(no). Donc nx2<d(x) et x<Ld(n). Finalement 

Ld(n)>fi~lL6(n), ce qui est la conclusion cherch~e. [] 

Remarque 1. On voit qu'on a en fait des in6galit~s entre ~ et ~ elles-m~mes, et 
non seulement entre leurs transform6es. Ceci pcrmettrait, dans les applications, 
d'obtenir un v6ritable encadrement de d, mais en fait cette fonction n'a pas 
grand int~rat en elle-mame puisque l'on dispose par ailleurs d'autres quantit6s 
telles que l'entropie pour mesurer la taille des ensembles. 

Remarque 2. Uhypoth6se (3.7), qui peut sembler peu naturelle, est en fait 
absolument imm6diate lorsque l'on travaille sur des variables ind6pendantes 
6quidistribu6es et avec la distance de Hellinger, comme nous le verrons au 
chapitre suivant. C'est lfl ce qui donne tout son int6r&/l ce r6sultat. 
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Ainsi que nous l'avons dit, dans le cas des variables ind6pendantes 
6quidistribu6es, l'hypoth6se H4  se trouve v6rifi6e au moins pour d=h,  pourvu 
que l'on choisisse 6>d.  Pour ce qui est de H5, on verra que l'on dispose 
g6n6ralement sur S' de l'inverse de (3.7) c'est-~-dire d'une in6galit6 du type 
K(Ps.,,P~,,)<-_~ndZ(s,t) ce qui permet de majorer le premier membre de (3.3) 
connaissant les valeurs de d(s, t) pour s et t dans S'. Le probl~me le plus d61icat 
sera celui de l'6valuation de m e t  pour ce faire nous aurons tr6s souvent 
recours /~ un r6sultat relatif aux <~syst6mes de petites perturbations>>, m6thode 
tr6s utilis6e d6j~, notamment par Farrell [12, 13], Bretagnolle-Huber [8] et 
Ibragimov-Khas'minkii [17] pour obtenir des minorations de la vitesse d'esti- 
mation. Nous aurons ici besoin des d6finitions suivantes: 

D~finition 3.6. Soit d u n e  distance sur un sous-ensemble ~ d'un certain espace 
IL~(#), # 6tant une mesure sur (:~, ~'). Nous dirons que q~(d) est suradditive (q~ 
6tant une fonction de IR + d a n s  IR), si pour toute partition finie {Ai}l<=i<=p de 
l'espace 5~, on a pour f et g dans ~ .  

p 

~b[d(f, g)l = ~ ~[d(f lA~,  glA)]" (3.13) 
i=1  

DOfinition 3.7. Dans l'espace m6trique (O,d), un ensemble S' est dit tl- 
discernable si l'on a 

d(s, t) > r/ s,t~S', s# t .  

Nous remarquerons que la propri6t6 (3.13) introduite par Bretagnolle et 
Huber dans [8] implique que f lA, est un 616ment de ~ .  Dans la suite, nous 
n'utiliserons que des fonctions ~ ( x ) = x  r, r>__ 1. En particulier IIf-gll~ est surad- 
ditive sur ILr(#) et h 2 l'est 6galement sur la partie positive de ILl(#), ce qui fait 
que nous pourrons leur appliquer la proposition suivante: 

Proposition 3.8. Supposons que soient donnOs une partition {Ai}l<_i<= p de Y( et 
des dldments f, gl, g'i de ILl(#) tels que gi, g'i aient leur support dans A i e t  que 

l'ensemble O ' = { f  + ~ 2i'2i=gi ~ g'i} s~ inclus dans O" Si l'~ a p~ t~ 

d ( f  +gi, f+g'i)>__t/, et si d res t  suradditive, pour un r > l ,  alors il existe un sous- 

ensemble S' de 0', rf-discernable avec i f=  [p] l/~ ~g) rl et dont le cardinal satisfait fi 

~0,316 p, pour p>8  
l~ [Card S ' -  1] > {0,648 p, si 3 < p < 7 .  (3.14) 

Preuve. Consid6rons l'ensemble J =  { - 1 ;  1} p e t  munissons-le de la distance d' 
d6finie par 

p 

d'(x,Y)=�89 2 Ix~-YiL (3.15) 
i = l  

off x i est la i-~me coordonn6e de x; choisissons un sous-ensemble J' de J, de 
cardinal m+ 1, qui soit (k+c0-discernable maximal, avec k entier, 0__<c~< 1 et 

k+c~= p. I1 existe une bijection n de J dans O' consistant ~ choisir 2~=g~ si X i 
5 
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= 1 et g'~ si x~ = -  1. En utilisant les hypoth6ses et la suradditivit6 de d ', il est 
clair que par cette bijection on obtient 

dr (~(x), ~0,)) >= ~ cl' (x, y). 
1 

I1 s'ensuit que si S '=~(J ' ) ,  S' est q'-discernable avec ~/ '=(k+e)r~/e t  que Card S' 
- l = m .  Reste ~t v6rifier (3.14). Si 3=<p<7, k = 0  et r e + l = 2  p, c'est imm6diat. 
Sinon, comme J '  est maximal, c'est un (k+ cQ-r6seau et donc un k-rdseau de J. 

k 

Or une boule de rayon k dans J contient ~ C~p points de J;  comme les boules 
i=o 

de rayon k centr6es sur J' recouvrent J, on aura 

r e + l = 2  p i 
i -  

k 

On peut majorer 2 - P ~  C;p en utilisant des bornes exponentielles pour les 
i = 0  

grandes ddviations de la loi binomiale (cf. [29]) ou plus simplement la formule 

de Stifling: n!=(2rcn)~/2n,,e_nexpE~o(n)]; _ _ < ( p ( n ) < 1 2 ~ n  . 1  1 Pour i_<P-- 
k 1 2 n + l  --8 

�9 Cp -1<71C~donc 2 i v k Cp<~Cp de sorte que 
i = 0  

m + l > 6 2 p k ! ( p - k ) !  3 = p! > 2 P ~ (  2~zp)1/2(77/8/8)p 

en utilisant la formule de Stirling. Finalement on vdrifie que pour p > 8 

logm>p[~log7-1og4]>O,316p .  [] 

Remarque. En pratique, nous utiliserons cette proposition lorsque les A i sont 
des intervalles 6gaux, les gl des translat6es d'une m6me fonction et g'i = - g l .  Ce 
qui fait que d ( f + g  i, f - g i )  sera ind6pendant de i e t  6gal/t  ~/. Darts ce cas, il est 

1 

clair que O' et S' sont inclus dans une boule de rayon pr rl ' ce qui permet 
d 'obtenir une minorat ion de el(r/') puisque la d6monstration pr6c6dente donne 
une minorat ion du nombre de points d'un t/'-r6seau dans une boule de rayon 

1 
87r/'. Comme r > 1, il vient 

1 

Du r6sultat pr6c6dent on pourra  d6duire H5 de la mani6re suivante qui 
s 'appliquera ~ de nombreux exemples. 

Corollaire 3.9. Supposons que la distance d soit telle que d r soit suradditive et 
que c~ soit une fonction positive d&roissante. Supposons que pour tout n > no, il 
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existe p, et r/n et une constante c ind6pendante de n telle que l'on ait 

} tl,=cZ(L~5(n)) 2, p,>=3. (3.16) 

Si pour ces n, il existe un ensemble 0',, inclus dans O, r@ondant aux hypotheses 
de la proposition 3.8, et I o  

sup K(Ps'"' P~'")<~O' (3.17) 
s, teOh 

d(s , t )>cL6(n)  

alors il existe 7 <0,6 tel que l'hypoth~se H5 (cL(3, 7, no) soit satisfaite sur (0, d). 

Preuve. C'est une cons6quence facile de la proposition 3.8. En effet 0', contient 
un ensemble cL6(n)-discernable S', de cardinal m + l  avec logm>0,316p,  ou 
0,648pn suivant la valeur de p, et sur cet ensemble K(Ps,~, Pt,,) est major6 par 

P~". On v6rifie alors ais6ment que Pn_<0,3167p,-log2 si p , > 8  et que 
10 10 

~0 < 0,648 7p.-log 2 si [] p~<8. 

Remarque. Dans le cas de variables ind6pendantes 6quidistribu6es, la proposi- 
tion 3.8 permet d'obtenir une in6galit6 analogue/t  celle de la proposition 2.1 de 
Bretagnolle et Huber I-8]. Nous nous placerons dans le cadre de la proposition 
3.8 off d rest  une distance suradditive, en choisissant g'~= -g~. Dans ce cas, et 5, 

que ~ ~ < 1 et S g i=0 pour tout i, il est montr6 dans [8] que la condition 

R,(d")> �89 f (~)~exp [ -nKi] ,  (3.18) 
i = 1  

avec K~=K(f+g~, f - g i )  et d(f, g)= Ill-glib. Si l'on applique la proposition 
3.8, la proposition 2.8 et la surradditivit6 de K, on obtient que pour 

n ~ K~<7•  R,(d")>(1-7)  x 8. (3.19) 
i = l  

L'utilisation de ces in6galit6s se fait 6videmment pour n e t  p grands et r/ 
petit. En particulier dans (3.18) on s'arrangera pour avoir K~ de l'ordre de n -a. 

Plus particuliSrement, choisissons q assez petit pour que K~< 1-~- Alors (3.19) 
=10n '  

sera satisfaite avec 7=0,4 s i p  est grand et l'on obtiendra par (3.18) 

R,(d~)>�89 (2)~exp[-~-o] et par (3.19)R,(d~)>0,6 p (~)~. Ces minorations seront 

donc analogues, ~t des constantes multiplicatives pr6s, bien que (3.18) soit un 
peu meilleure. I1 s'ensuit que dans le cas des petites perturbations, (3.18) serait 
plus avantageuse. N6anmoins, nous continuerons d'utiliser la proposition 3.8 
qui permet de revenir aux minorations plus g6n6rales qu'exprime la proposi- 
tion 2.8 ou de se ramener directement ~ l'hypoth6se H 5 grfice au corollaire 3.9. 
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4. Variables ind6pendantes 6quidistribu6es 

Dans le cas des variables ind6pendantes 6quidistribu6es la distance d est la 
distance de Hellinger entre les lois d'une variable ou une distance d6duite de 
la norme IL p, l__<p__<2. En ce qui concerne les majorations, les hypoth6ses 
n6cessaires seront toujours v6rifi6es si d=h. En effet, on choisira une fonction 

> d  lorsque ct est finie, 6gale sinon, et par d6finition on pourra trouver un ~- 
r6seau S satisfaisant ~t Hi(e  , 4, 6(e)). On choisit pour B s la boule ~(s, e). On sait 
que l'on peut appliquer (1.9) et obtenir (1.11) ce qui nous conduit finalement 
6crire: 

~z(B2, BT) < exp [-n(h(s ,  t ) - 2 e )  2] si h(s, t)>2e. (4.1) 

I1 est alors 6vident que H4(6,1,  1, 4, A1, �88 est satisfaite avec A l = 2 + t  / et t/ 
arbitrairement petit, 6tant donn6e la d6finition de ~. Si l'on utilise les tests 
d6finis dans [5] chaque erreur est major6e par le second membre de (4.1) et 
AI-=I. I1 est fi noter que l'in6galit6 (4.1) conf6re aux d-estimateurs des 
propri6t6s de robustesse/t la non-6quidistribution. En effet on teste entre Bs ~ et 
B~ ce qui permet de supposer que l'espace des param6tres ne contient pas 

seulement les lois Ps", mais aussi les lois (~) P~ off Pz~Bs pour tout i. 
i=1 

Pour utiliser une distance de type IL p, des pr6cautions suppl6mentaires 
seront ndcessaires parce que l'on a alors besoin que cette distance soit major6e 
par un multiple de h et aussi ~t boules convexes pour appliquer (1.9), mais ce 
point est clair. Nous utiliserons pour v6rifier cela le lemme imm6diat suivant: 

Lemme 4.1. Soit fo une famille de densit~s dans IL2(#), si les fo sont 
uniform~ment majordes par un nombre 7 (ce que nous noterons BS(7)) on a 

][fo- fo,[]2 <STh2(fo,fo,); (4.2) 

si elles sont uniform~ment minor~es par 7' >0  (not~ BI  (7')) 

<& 
hN(f0,f0,)=87 , nf0-f0,II 2. (4.3) 

En particulier sous LB(71, 72), h et I1112 sont dquivalentes. 

I1 s'ensuit, en utilisant l'in6galit6 sur les normes 

l[ f0 -f0, IIp < II f0 -f0, II ~, si l<p<__q, (4.4) 

vraie lorsque # est une probabilit6, que si O satisfait en outre fi BS(7): 

Ilfo-fo, l lp<l~h(O,O')  l < p < 2 .  

Pour p = l ,  on peut appliquer (1.8) m6me sans condition BS, ce qui fait que 
tout ce qui suit pourrait atre fait en utilisant la distance IL ~ plut6t que h. Ceci 

permet doric, sous l'hypoth6se BS(7), de voir que Alex  p - ~ h  (s,t) <=A 1 
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1 
�9 exp[ -nA2d2(s ,  t)] lorsque d est une distance du type pr6c6dent, avec A 2 -  

327" 
Doric sous les hypothSses BS(7), nous pourrons encore utiliser H4, ce qui 
permettra d'appliquer la proposition 3.1. Dans le cas de la distance de 
Hellinger, on peut comme nous l'avons vu au corollaire 2.6 am61iorer les 
constantes en utilisant (4.1) afin d'obtenir (2.7). 

Remarque 1. Malgr6 des d6finitions un peu diff6rentes de la dimension, 
l'in6galit6 (2.7) est comparable ~t celle obtenue par Le Cam pour ses estimateurs 
O',dans [26] 

sup IEo[nhZ(O, 0',)] < 6,5D + 5,5 
0cO 

off 2 D est le nombre minimal d'ensembles de diam6tre e n6cessaires/i recouvrir 

un ensemble de diamStre 2e si e > %  avec Co=0,1 ~nl  ' 

Remarque 2. LeCam a 6galement 6tudi6 le cas d'observations non- 
6quidistribu6es, introduisant entre les mesures une distance H telle q u e / 4  2 soit 
la somme des carr6s des distances de Hellinger entre les composantes c'est /t 
dire que P0 = @ Po, iet 

ieI 
H2(@ Po,~, @ Po',~)= ~ h2(Po,~, Po,,~). 

i~I ieI ial 

I1 obtient ainsi pour le risque (cf. [24, 25]) des bornes du type 

s u p  IEo[HZ(Po , /90)]  ~ C D  logO. 
0cO 

Les m6thodes pr6c6dentes permettent d'obtenir des r6sultats analogues mais 
des travaux r6cents de Birg6 [7] concernant les tests de deux boules en 
distance /4 permettent de construire des H-estimateurs pour lesquels le risque 
pr6sente la mSme forme que dans le cas 6quidistribu6 c'est/t  dire 

sup IEo[ H2(Po, PO)] < C' D. 
0~0 

La construction de h-estimateurs ~t partir de la famille de tests construits 
dans [6], si elle est effectivement r6alisable, peut conduire ~t des calculs 
p6nibles. Pour une application pratique on peut souhaiter les simplifier. Or le 
corollaire 2.2 implique que si les tests ~os, ~ sont des tests de vraisemblance 
entre les points du t/-r6seau S, on peut choisir comme d-estimateur un maxi- 
mum de vraisemblance sur S, ce qui conduira/L des calculs plus agr6ables dans 
la pratique. I1 est donc int6ressant de voir /~ quelles conditions les tests entre 
les points de S pourront  v6rifier l'hypoth6se H4. Nous supposerons que O est 
une pattie de IL 1 (#) et nous utiliserons la distance uniforme entre les 616ments 
de lLl(#) d6finie par [ ] f -g l l~o=es s sup l f -g l .  Les r6sultats reposent sur le 
lemme fondamental suivant: 

Lemme 4.2. Supposons que l'on air trois densitOs f, f '  et g par rapport & une 
probabilit~ # qui v~rifient 

I[f '-f l[~ <e, f>7 ,  P(f,g) =1-k2~2, k>=5Y -1. 
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Alors si P~ dOsigne la puissance n-iOme de la mesure f ' . #  on a l'inOgalitO 

F2' ~1 l~ h2(f 'g)  
i -  J l ,  x i )  d - - 2  " 

Preuve. Posons f ' (x )=f(x)[1  +t/(x)], alors [t/(x)[ __<e_ et aussi 

S 'd#=~(fg)~(l+tl)d#" 

Puisque f, f '  et g sont des densit6s, Sftld#=O et 

5 (/g)~(1 +t/)d# = 1 _�89 5 (]f~-_ ]fg)e (1 +tl)d#+�89189 

d'ofl 
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< 1 -  1 - ~  hZ(f ,g)+�89 

En utilisant (1.8), on trouve finalement: 

Comme ke < 1 ceci peut encore s'6crire 

~f 'd#< --k282 1 i- <l----l-• 2~f 
\ k 7 ]J-- 2 - 2 w,g), 

puisque k 7 => 5. Pour conclure, il suffit d'utiliser l'in6galit6 exponentielle 

~i=i f--~i)=0]--<[~exp(�89176 " [~ 

Supposons alors que O soit une partie de ILl(#) satisfaisant ~ BI(7 ). Notons 
pour simplifer d'(f, g)= [If-gH ~o. Si d est la distance de Hellinger ou major6e 
par un de ses multiples, on peut supposer d'apr6s BI(y) que d<d' (quitte ~t 
remplacer d par un multiple) en utilisant (4.3) et (4.4). Supposons alors que 6 
majore c/', on va pouvoir trouver un (e,d')-r6seau S qui v6rifiera Hl(e,  4, 3(e)) 
(et sera aussi un (e, d)-r6seau) et lui associer un recouvrement par des boules de 
rayon e (pour d'). D'apr6s le lemme 4.2 les tests entre les centres de ces boules ( 1  ) 
v6rifieront H4, ii) avec A I = I ,  A2= �89 si d=h ou 2M si d2<=Mh 2 et ? 

ou --  si <=Mh 2 . H4 sera satisfaite et tout maximum de vraisemblance 
7 

sur S sera un d-estimateur d'apr~s le corollaire 2.2. En r6sum6 nous pouvons 
6noncer le r6sultat suivant: 
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Proposition 4.3. Soit 6) un ensemble de probabilit~s muni d'une distance d 
major~e par un multiple de la distance de HelIinger et supposons que Po,~--P~. 

i) Si ~(e)>c/(r pour e<=eo, l'hypothdse H4(~,eo, 1,4, An, A2) sera satisfaite 
1 

avec A n arbitrairement proche de 2 et A 2 ~ s id  2 <-_Mh 2. 

ii) Si 6) est inclus dans lLl(#) o~ # est une probabilitY, et v~rifie BI(y), si 
d'(f, g)--I[f-gllo~ et fi(e)>cV(e) pour e_<_~o__<ko l, l'hypothdse H4(6, eo, 1, ko, An, 

1 
A2) sera satisfaite avec A l = l  et Az=  ~ si d2<=Mh 2, d<=d' et pour d- 

estimateurs on pourra choisir des maximums de vraisemblance sur des (e,d')- 
r~seaux. 

Dans le cas ii), on pourrait s'attendre ~t ce que le fait de remplacer c! par el' 
nous fasse perdre beaucoup, puisque les majorations que l'on obtient seront 
fonction de L6 et donc de L~{' pour un bon choix de 6. Mais il se trouve que 
pour les exemp]es off l'on souhaitera utiliser ii), Ld ' ,~LJ  et les majorations 
obtenues sont du m~me ordre de grandeur que si l 'on travaillait avec un (e, d)- 
r6seau. Ceci permettra de les faire coincider (aux constantes multiplicatives 
pros) avec les minorations. 

Pour ce qui est des minorations, nous remarquons avant tout que K(P~, P~") 
=nK(P~,PJ. Contrairement aux hypoth6ses H4, les hypoth6ses H5 ne seront 
pas automatiquement v6rifi6es. Elles ont simplement de (~bonnes chances~) de 
l'6tre comme le montre le raisonnement heuristique suivant. Supposons que 
d(e) soit ~ peu pr6s 6gal ~ nE 2, d'apr6s ce qui prdc6de, le risque obtenu par les 
d-estimateurs sera de l 'ordre de e 2 (si la perte est quadratique) avec n observa- 
tions. Dans les cas ordinaires c/est approximativement d6croissante, ce qui fait 

e 
que pour une structure m6trique de 6) r6guli6re et un bon choix de t/, t /<4 A ,  

A > 1, on pourra d'apr6s la d6finition de c! trouver un ensemble S' n-discernable 

de cardinal sup6rieur ~t 2 d(~) contenu dans une boule de diam6tre ~ - .  Si cet 

ensemble S' est choisi de mani6re que sur S' K et d 2 soient comparables, en 
~2 

particulier si K ~ A Z d  2, on aura K(P~, P , )<~  pour s et t darts S' et en passant 
~2 

aux mesures produits K(P~,P~")<n~. I1 est facile alors de voir que H3(~,7) 

sera satisfaite avec F>�89 et doric que le risque minimax sera de l'ordre de ~/2. I1 
e 

suffit alors d'6crire ~/ sous la forme A-; avec A '>  4A pour pouvoir comparer les 

majorations et les minorations. Si on peut trouver un A' ind6pendant de n, la 
vitesse obtenue par les d-estimateurs sera ad6quate. Le point crucial du 
<(raisonnement)) pr6c6dent est la possibilit6 de trouver un ensemble S' assez 
gros sur lequel K < A2d 2. Pour ce faire, le lemme suivant sera tr6s utile: 

Lemme 4.4. Soit # une mesure, P = f .  #, Q =g.#.  Supposons que 1 -  ~ <=g <= 1 + fi, 
. 7  

< 1, fl > O. I1 existe alors deux fonctions monotones C(~) et C'(fi) telles que 
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2h2(p, (2) < C'(fi)h2(p, (2) <= K(P, Q) < C(a)h2(P, (2); (4.5) 

C et C' tendant vers 4 lorsque ~ et fi tendent vers O. On peut v~rifier que l'on a 
C'(1)>3,7, C(�89 C(�88 

Preuve. Elle est purement calculatoire. On 6crit log(1 + h ) = h - t ( h ) h  2 et 1/11/11/11/11/11/11/~ 
h 

= 1 +~-s (h )h  2. Le probl~me se ram6ne/L 6tudier le comportement du rapport 

t(h) 
- -  sur ] -  1; + oo[. L'in6galit6 K >  2h 2 est classique (voir [10]). [] 
s(h) 

Ce lemme s'appliquera 6videment toujours dans le cas LB(y~, 72). Grfice au 
lemme 4.1, on constate qu'alors h 2, II II~ et K sont dquivalents. C'est le cas le 
plus favorable pour l'application du th6orSme 3.4. 

Quelques exemples 

Les ellipso'ides de IL 2 (cf. 1-30] pour des r6sultats plus prdcis) 
Le premier exemple que nous examinerons est celui des ellipsoides. 

Consid6rons Fensemble des fonctions f positives, continues sur [0; 1] et telles 
que f ( 0 ) = f ( 1 ) .  Ces fonctions admettent des d6veloppements en sdries 
trigonom6triques de la forme 

f ( x ) = x o  + ~ [x k cos(2~zkx)+ y k sin(2nkx)]. 
k = l  

Puisque seules les densit6s par rapport fi la mesure de Lebesgue sur [0; 1] nous 
int6ressent, nous supposerons que x 0 = 1 et consid6rerons l'ensemble E(a) asso- 
ci6/~ la suite strictement positive d6croissante {ak}k~ 1 par 

~o~ 2 2 
xk + Yk < 1. (4.6) 

2 - -  
k= 1 ak 

2 2 2 z converge. Posons x k +y,  =ek, NOUS supposerons en outre que la s6rie ~ a  k 
ak>0;  alors l'in6galit6 de Cauchy-Schwartz et (4.6) entrainent que [x~ 
cos(2nkx)+y k sin(2rckx)l<•, et (~ek)2__<~a 2, donc que E(a) satisfait g la 
condition BS; celle-ci comme nous l'avons vu permet de remplacer la distance 
de Hellinger par la distance IL 2, adapt6e/t  ce probl6me hilbertien. Pour v6rifier 
H4  il suffira donc de majorer d. Pour cela nous aurons recours au lemme 
suivant de th6orie de l 'approximation (voir Lorentz [27]). 

Lemme 4.5. Soit une boule B=~(s ,  pO, p> l dans Fespace euclidien IR k (ou IRk 
muni d'une autre norme). Si S est un sous-ensemble de B, e-discernable et 
maximal, c'est un e-r~seau de B tel que 

pk <= Card S < (2p + 1) k. 

Consid6rons dans E(a) la partie W k obtenue en faisant x ~ = y j = 0  pour j>k .  
W k approxime E(a) g ak+ 1 pr6s. Alors si e>ak+ 1 et S est un ensemble e- 
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discernable maximal dans Wk, c'est un 2e-r6seau de E(a). En utilisant le lemme 
4.5, il est ais6 de voir que d ( 2 0 < 4 k  vu que W k est une partie d'espace affine de 
dimension inf6rieure /~ 2k. Ceci nous am6ne /t poser 3 ( 2 0 = 4 k  pour 
a k > e>  ak+ a. Consid6rons maintenant l'ensemble S k des f de E(a) pour lesquels 

k 

2 < a  2, les autres coefficients 6tant nuls. Cet ensemble est une boule de X k ~  k 

rayon a k. D'autre pa r t  comme ~ a ~  < + o% l /~a  k k~+~ 0. Donc pour k assez 

grand, tous les  616ments de S k seront positifs (d6s que ]/kak< 1) et m6me log- 
born6s uniform6ment. Ceci entraine que pour k grand on aura sur S k 
K( f ,  g )<A  Ilf-gll~.  De plus, si e<ak, on pourra trouver dans S k un ensemble 
g 
~-discernable ayant plus de 2 k 616ments et sur lequel K sera major6 par 4Ae 2. 

On voit que 

/ 2  ~ s i n e ] k , a  z-k ] 

L~(n)= J ak k+l 
] k k + l ]  

{2ak+ ~ si n~ - , L s - -  
aL~ a~+~J 

(4.7) 

Nous voulons v6rifier H5(cL6,  no, 7). Pour n o grand, nous pouvons suppo- 
ser que le k qui intervient dans Lb(n) est grand et donc que l'in6galit6 

L~(n) < 
K( f ,  g) < A F] f -  g I} 2 est v6rifi6e sur S k. Soit A' > 1, on a visiblement ~ = a k si 

k ,., LoS(n)~. 2 A  
k+2 l > n >  . Donc on peut trouver un ensemble a ,  -~A~--alscernaole avec 
ak+ 1 ak 

C a r d S ' >  2 k sur lequel K sera major6 par [Lc~(n)] 2 A A, ~ et pour n observations 
A A 

K( f" ,  g") sera major6 par n[L3(n)] z ~;~ et donc d'apr6s (4.7) par 4(k+ 1) 
A t 2  �9 

H5 sera donc satisfaite d6s que 

4(k+ 1) ~ = < 7  log [ C a r d S ' -  1] - log 2. 

Comme k est grand et Card S '>  2 k, ceci sera v6rifi6 pour A '=  3 ] fA par exem- 
ple. On peut donc appliquer le thhor6me 3.4 d'ofl l'on conclut que 
R,(dq)X[L6(n)-] q. Vu la forme de L6(n) ceci n'est gu&e explicite, mais on peut 
regarder des cas particuliers: 

.~ q.~ 

- si ak=k ~ avec 2<- - �89  on trouve que L6(n )~n  l-2~ et R,(dq)~n 1-2~ 
q 

- si ak=e -~k, )~>0 on trouve L6(n )X  ~ et Rn(dq)X 2. 

Les familles uniformdment Oquicontinues 
Nous consid6rons ici la famille A~ des fonctions sur [0; 1] ayant un module 
de continuit6 major6 par une fonction concave croissante co, c'est-/t-dire telles 

que [ f ( x+h) - f ( x ) [<co(h )  pour tous x, h; x et x + h  dans [0; 1]. 
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En fait on consid6re d'ordinaire des fonctions continues, co 6tant continu avec 
co(0)=0. Mais nous permettrons ici aux fonctions d'atre discontinues et suppo- 
serons que 0<6o(0)<�89 Bien 6videmment, nous restreindrons O aux 616ments 
de A~ qui sont des densit6s positives par rapport fi la mesure de Lebesgue. 
Nous ferons ici encore les calculs en utilisant la distance IL z. Comme il est clair 
que toutes ces densit6s sont major6es par 1 + co(l), la condition BS est satisfaite 
et H4  sera v6rifide aisdment d6s que l'on sait majorer 6. Pour cela nous 
utiliserons un calcul analogue/t  celui effectu6 par Kolmogorov-Tihomirov dans 
[203. 

Soit t > 0  donn6 et ~( t )=e.  Dans [-0; 11 x [-0; l+co(1)], nous consid6rerons 
un rhseau de points de la forme (kt, k'e) avec k et k' entiers positifs et 
l'ensemble des fonctions qui joignent ces points c'est-~-dire telles que ~(kt) 
=k'~ pour routes les valeurs possibles, et qui sont lin6aires entre kr et (k+ 1)t. 
En fair nous imposerons ~t ~ la contrainte suppl4mentaire de ne pas varier plus 
que co, c'est-fi-dire que pour tousles  k: 

6[(k+l)t]=~(kt)+je avec j = 0 ;  1 o u - 1 .  

Alors, pour toute f de O, il existe ~p de ce type telle que llf-ql[~_<_2a On le 
volt facilement par r6currence. Si k'e< f(kt) <(k '+  1)e, nous prendrons ~(k0 
= k ' a  On a alors k'e+je<f((k+l)t)<(k'+j+l)~ avec j = 0 ;  1 ou - 1 .  On 
choisit q[(k+l)t]=(k'+j)a I1 est facile de voir que dans chacun des 3 cas, ]q 
-fl__<2~ sur l'intervalle [k t , (k+ l ) f f .  I1 est alors ais6 d'obtenir ainsi un 2~- 
r4seau S dans O, pour la distance uniforme. Pour cela on n'a besoin que des 
fonctions ~ pour lesquelles ~(k t )=  1 ou 1 - ~  pour au moins une valeur de k vu 
que f est une densit6 et qu'on aura donc [f(kt)-lI<e pour un certain k. I1 
s'ensuit que l'on peut prendre C a r d S < 2 t ' 3  c off t '= [ [ t -~ ] ]+ l  (flu]] d4signe la 
partie enti6re de u). Mais comme on a 6videmment sur O Ilf-61l=< IIf-~ll~, 
S est aussi un (2e, d)-r6seau ce qui entraine puisque e=co(t): 

d(2co(t))<=�89 -1 pour t<�88 

3 
Nous poserons donc cS(2co(t))=~- si t <  1. 

La fonction tcoz(t) est continue croissante sur [0; �88 et donc pour tout 

n > n  o avec n o bien choisi, il existe t,__< j avec t, coz(t,)= oJ~ et on en d~duit 
o f t  

LO(n)=2oO(tn) si n > n  o et t.coe(t,)=~n. (4.8) 

Pour v6rifier H5, nous consid6rerons le syst6me de perturbations suivant: 
on a choisi Line partition de [0; 1] en t '=[(2t)-1]]  intervalles de longueur 2t et 
un r6sidu de longueur < 2 t  qu'on laisse de c6t6. Posons aj=2jt et gj est la 
fonction sur [a j; a~+ 1], lin6aire par morceaux avec gj(aj)=0, 

( ) (aj+aj+l) ( a j + 3 a j + l ) =  
gJ 3aj+a~+14 = ~ '  gJ 2 =0,  gJ - 4 2' 

gj(aj+l)=O et e=6o(O<l .  
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Nous consid6rons le sous-ensemble O' d6fini par O ' =  2jgj , 2j= + i. 

O' est une partie de O, vu le choix de e et la concavit6 de co. De plus on voit 
ais6ment que l'on a 

a i +  l 

l l l+gj ,  1 -g i l lS=4  j gjZd2_gte_2 2, 
ai  

d'ot~ K(1 +g  j, 1 - g  j)<2te2, grgtce/t l'in6galit6 donn6e dans [8] 

( l+z ) l og  ( ~ z ) - 2 z  < (1 - l z , ) -~2z  2, 

utilis6e avec z=g j  et Igfl=~<�89 

Nous appliquerons alors le corollaire 3.9 avec r = 2  et 6 comme en (4.8). Soit 
k > l .  Pour n assez grand >no, L6(n)<2, t , < ~  et done darts (4.8) co(t,)<l. 
Par continuit6, il existe u. < t, tel que 

u.coz (u.)= t.co2 (t.) co2 (t.) 
k et l>co2(u.)> k 

Choisissons un ensemble O'. comme il vient d'etre montr6 avec t = u . ,  e=co(u.). 
Pour que cet ensemble satisfasse aux hypoth6ses du corollaire 3.9, il faut que 
l'on air: 

(-I[(2U~-I]])2UnCO2(Un)>4cZco2(t,,) , n'(2U~)- ']1 > 3 

et 
{nu.coZ(u.)~(2u.)- 1~ <~6i[(2u.)- 1~. (4.9) 

La premi6re in6galit6 est satisfaite avec c z < 1 .  La deuxi6me l'est parce que 
-108k  3 

t ,<~ .  La derni~re in~galit~ n6cessite seulement k>2,5 puisque t, co2(t,)=~n. 

Ainsi l'hypotbase H5(cL6,7, no) est satisfaite s i n  o est assez grand et le 
th6or6me 3.4 s'applique ici. Dans le eas particulier des fonctions 
Lipsehitziennes co(x)= Cx off C est une constante et done 

q 

La(n)Xn -+, R.(dO)xn -~. 

Pour des fonctions ~-H/51deriennes co(x)= C x = d'o6 

L6(n)Xn 2=+1, R.(dq)Xn 2=+1 

Enfin lorsque co(0)=a>0, Lfi(n) , 2 a  et R,(dq)-------*a'>O. 
n ~ + o G  n ~ d - ~  

Remarque. On s'est plac6 ici sur [0; 1], il est clair que la d6monstration peut 
se transposer sur tout intervalle ferm6 de IR. 
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Autres probl~mes d'estimation de densitOs 

Ce dernier exemple se trouve 6tre tout g fait typique en ce sens que d'autres 
problbmes d'estimation de densit6s pourraient se traiter de fagon absolument 
analogue. En effet les majorations de c~ tout comme l'obtention du syst6me de 
petites perturbations gl, sont calqu6es sur les m6thodes utilis6es en th6orie de 
l 'approximation pour calculer les exposants d'entropie des ensembles A~o. Donc 
chaque fois que l'ensemble O consiste en une famille de densit6s appartenant ~t 
une classe bien connue en th6orie de l 'approximation, on pourra s'inspirer de 
cette th6orie pour calculer c5 et v6rifier H5. Les r6f6rences importantes sont 
Kolmogorov-Tihomirov [20], Lorentz 1-27] et [28] et Vitushkin [32], et nous 
conduisent aux familles d6j/t 6tudi6es dans la litt6rature (cf. [-8, 12, 17] et [33]) 
c'est g dire les classes AS r et AS r(p) d6crites dans l 'introduction (mais le plus 
souvent avec s =  1). Ces classes satisfont 5 des conditions BS et on peut donc 
utiliser diverses distances. Mais pour A~,r(p), les calculs d'approximation 6tant 
connus en distance IL p, c'est celle-ci qu'il convient d'utiliser. Dans ces deux 
derniers cas, les vitesses sont celles mentionn6es dans l 'introduction c'est-/t-dire 

--q(r+~t) 
Rn(dq)'~ns+2(r+~). L'exemple de A~,, et celui de A,o (qui ne semble pas avoir 6t6 
d6j~t trait6 dans la litthrature) appellent un certain nombre de remarques qui 
peuvent se g6nhraliser/t tout problhme du m4me type. 

Remarque 1. Les calculs de r4seaux, se font en distance uniforme et donc sont 
encore valables pour les distances ILP(I__<p__<2) et pour celle de Hellinger 
6galement si l'on a en plus une condition BI permettant d'utiliser (4.3). On 
obtient ainsi une marne fonction c~ pour toutes ces distances, les minorations ne 
posant pas de probl6me puisque pour les syst6mes de petites perturbations 
grfice auxquels on les obtient, toutes ces distances sont 6quivalentes. 

Remarque 2. Modulo une condition BI si d=h, la proposition (4.3) ii) sera 
appliquable puisque cS>d' oil d' est la distance uniforme et on pourra utiliser 
comme estimateurs des maximums de vraisemblance sur des e-r6seaux, lesquels 
sont fournis par la thhorie de l'approximation. 

Remarque 3. I1 est facile de voir que la distance h entre f et g peut ~tre 

consid6r6e comme une distance IL 2 entre 1 /7  et ]/g. I1 s'ensuit que si l'on 
connait la structure m6trique de l'ensemble A en distance IL 2, on connaitra 

aussi celle de A'= { f [ 1 / f e A }  en distance de Hellinger. Bien 6videmment, si f 

est une densit6, ] f f  n'en est pas une en g6nhral et vice-versa. Toutefois ceci 
n'entraine que de 16g6res modifications dans le choix des systhmes de perturba- 
tions utilis6s. En particulier, on pourrait traiter la classe A~={densit6s 

f l l / - fEA~} en distance de Hellinger par cette m4thode. 

Remarque 4. I1 serait facile de v6rifier, dans les deux exemples prdchdemment 
6tudids ainsi que sur A~,~ que pour les sous-ensembles O' de O utilis6s dans les 
minorations KMd 2 et donc que (3.7) est satisfaite. Par la proposition 3.5 on a 
donc L~XLd. 

D'autres exemples, moins classiques, et permettant d'obtenir des vitesses 
diff6rentes seront abordhs au chapitre 6, mais avant de passer aux questions de 



214 L. Birg6 

d6pendance, nous dirons quelques mots des probl6mes param6triques et de 
dimension finie, bien que ceux-ci rel6vent en principe de m6thodes classiques 
plus fines adapt6es ~t chaque cas particulier. 

Les probl6mes param6triques sont ceux o/l l'ensemble O est 
<<naturellement~> isomorphe /~ un sous-ensemble de IR k, Ce sont les familles 
exponentielles, les probl6mes de param6tres de translation ou d'6chelle, etc. 
D'une mani6re g6n6rale les m6thodes que nous avons d6velopp6es ici sont peu 
adapt6es ~ ces probl6mes, et ceci pour deux raisons. D'abord les calculs 
pr6c6dents sont grossiers, alors que l'on connait g6n6ralement de ~<bons)~ 
estimateurs donnant des r6sultats pr6cis et qu'il existe un tr6s abondante 
litt6rature sur ces probl6mes, chaque cas 6tant 6tudi6 en particulier et de 
mani6re sp6cifique. Les outils tr6s g6n6raux que nous utilisons ne sauraient 
faire aussi bien. Une seconde raison est que si l 'on peut obtenir par nos 
m6tbodes des majorations, il sera souvent plus d61icat de v6rifier les hypoth6ses 
H5, beaucoup de probl6mes param6triques se prStant mal /~ l'utilisation de 
l 'information de Kullback. I1 n'y a qu'/L penser aux familles de translation sur 
IR avec des densit6s ~t support compact. 

De plus, une bonne partie des probl6mes param6triques sont de dimension 
finie et v6rifient donc 

sup sup  IEo[nh2(O, 0n)] ~ C. 
n~ 1 0e0 

En fait ces probl+mes sont toujours de dimension finie au sens de la m6trique 
euclidienne sur O, mais pas n6cessairement au sens de celle de Hellinger (ou 
ILP). I1 faut pour cela que II0-0'll et h(fo, fo, ) soient correctement reli6s. Le 
probl6me plus g6n6ral des relations de dimension pour deux distances a 6t6 
trait6 par Assouad [1]. Dans le cas d'un param6tre de translation sur IR, une 
condition n6cessaire et suffisante pour que (O, h) soit de dimension finie est que 
h(fo, fo)=OP~o(O ) o0, (p est une fonction ~quivalente ~t une fonction croissante 
(voir [1]). Divers cas de ce type sont 6tudi6s dans [101, en particulier les cas 
habituels tr6s r6guliers sont de dimension finie (pour h). 

5. Chalnes de Markov et processus gaussiens stationnaires 

Lorsque l 'on tente d'6tendre les r6sultats pr6c6dents aux variables d6pendantes, 
on se heurte ~t divers probl6mes. La th6orie m6trique est en effet congue pour 
les variables ind6pendantes, pour lesquelles la v6rification des hypoth6ses H4  
est imm6diate. Ce n'est plus le cas. On rencontre 6galement d'autres difficult6s 
concernant les minorations. Le fait capital, en variables ind6pendantes est la 
vitesse de s6paration des mesures produits qui s'exprime par les deux 6galit6s 

p (P", Q") = p" (P, Q), K (P", Q") = n K (P, Q). 

Ceci j ustifie l'utilisation de d,--nl /2d et facilite la v~rification de H 5 puisque si 
d, (0, 0') et dZ(O, 0') et K(Po. 1, Po', 1) sont comparables, il en sera de marne de 2 

K(Po,,,Po,,, ). Nous aurons doric besoin de r6sultats analogues, donnant le 
comportement de P(Po,,, Po,,,) et K(Po, ., Po,,,) en fonction de n. 
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Plus d61icat encore est le probl6me des tests entre les boules qui se r&olvait 
assez simplement dans le cas des variables ind6pendantes grfice/t des r6sultats 
de convexit6 et principalement (1.9) ou [6]. I1 n'existe aucun analogue ici. On 
devra avoir recours ~t un artifice qui consistc/t  montrer  des variantes du lemme 
4.2. Malheureusement, ceci suppose l'utilisation de la distance uniforme et 
n6cessite des hypoth&es beaucoup plus restrictives sur les familles de densit6s 
que nous consid6rerons. Malgr6 cela, de nombreux exemples pourront  ~tre 
trait& par ces m6thodes. 

Nous rappellerons d 'abord le cadre de travail. Pour les processus de 
Markov, les donn6es sont une probabilit6 #, des mesures initiales v o et une 
famille de fonctions po(x,y) auxquelles on associe les transitions po(x,y)y(dy). 
Un point de O est un couple (Vo, Po) mais on ne s'int6resse qu'/t l 'estimation de 
Po puisque l ' information sur v o n'augmente pas avec le nombre des observa- 
tions. Nous abandonnerons donc la premi6re observation X 0 de loi v0, et 
considdrerons les mesures Po,,, lois de (XI, ..., X,) sous (Vo, Po). La distance d 
est d6finie par 

d 2 (s, t) = �89 ~ [ ] /~(x ,  y) - 1/Pt(X, y)] 2 #(dx)#(dy). 

Pour les processus gaussiens, nous consid6rerons n observations d'un processus 
stationnaire sur IR, ayant une densit6 spectrale fo par rapport  /t la probabilit6 
de Lebesgue 2 sur [-0; 2re[. La distance cst la distance IL 2 entre ces densit6s 
spectrales, 

Dans les deux cas, nous ferons la marne hypoth&e LB(TI, 72) sur la famille 
{Po} ou {fo}, n6cessaire pour montrer  ce qui va suivre. Nous noterons toujours 
d' la distance uniforme. 

Les chafnes de Markov 

Proposition 5.1. Supposons que n=>30, d'(s,s')<_e et d(s,t)>_koe avec k o 
=7712721/2 . 

dP~'">O]<l,03(atexp-n d2(s,t) e~,,. 
l~ dPs,,= J \71/ 

si la famille {Po}o~o v~rifie LB(Tt, 72), 71 < l  <72 '  

Preuve. Supposons s', s, t fix& et ddfinissons le noyau R' par 

{p,(x,y) \ ~  . 
R'(x, dy)= ~ )  ps, tX, y)#(dy), 

avec rlP~(X, Y) -p~,(x, Y)]I ~ =<a Nous poserons 6galcment R(x, dy) 
=(pt(x, y)p~(x,y))~y(dy). R(x, dy) est un noyau sous-markovien et si l 'on 6crit 

S R(x, dy)=R(x, 3Y )= l - ke (  x)e2, k(x)>=O 
~g 

alors 1 -de ( s ,  t)=SR(x, f )#(dx)  et nous nous trouvons dans un cas identique/t  
celui du lemme 4.2. En suivant la m6me d6monstration, nous arrivons ais6ment 
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/~ l'in6galit6 analogue: 

R,(x,f)<l_k2(x)e2[1 (1_ -I- ]/2) ] 
- 7 , k ( x )  J" 

De plus nous avons aussi 

s! Ps'=(PtPff~P<>71P~ -YTt =71- =57, 

puisque Ps>71 et ]lG-Pr < e < ~  ainsi que 

--=-G'<} et R ( x , ~ Y ) = l + l - ~ -  ! '  < /1+1/2~2e2<1,03 
P~ 

en maximisant en k dans (5.1). En int6grant (5.1) il vient: 

R' (x, f )R'  (y, dx) <= R' (y, f ) - ~ L  e2 ~ k2 (x)#(dx) 

+ t~7~--~ ! ~ ~ k(x)R(y, dx); 

comme 

L. Birg6 

(5.1) 

(5.2) 

k(x)R(y, dx) <=(~ p,(y, X)ps(y, x)t~(dx) ~ k 2 ( x ) # ( d x ) )  1/2 

<-(72 ~ k2(x)#(dx)) 1/2, 

il vient en posant/~2=~ kZ(x)#(dx) 

[ (1 +-[f~2 6y 1/72 (1 + ]f2t ~ ]  
supSn'(x'Y')a'(y'dx)<-l+e2y~ k\-~-y~ ! 7 I- \~-~ i . 

En utilisant le fait que/~> 7 7[ 2 72t/2 on obtient finalement 

37t ]~2~ 2 
sup ~ R' (x, YC) R' (y, dx) <_ 1 
y~:  -- 7 

Par ailleurs, il est clair que la loi de X 1 a une densit6 gs(x) par rapport ~t /~, 
comprise entre 71 et 72 lorsque s est la vraie valeur du param6tre. On peut 
alors en utilisant l'in6galit6 exponentielle 6crire 

Ps ,, log .... > 0  <-5 gt(xl) ~ g~,(xl)l~(dx,)R (Xl, dx2)... R'(x,_ dx,). [ dPs~ J 1, 

Finalement on obtient/t  partir de (5.3) si n=  2p + 1 

P~,,,logd~'">O]<(72]'( 1 ,  [ dG, . _1 = I,~-~,: 3E2e271V'~_ ) < It~-s, (72 t~ exp [--  3~P7YL k2 ~2 ] , 
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et si n = 2 p + 2  

r dPtn O] (~2 1�89 (1 _]_ (1 -~- ]~t292] (1 3/~272'~1 ) p 
1=t77- I i - " 

<1,03 exp L 7 g2 . 

Finalement puisque d2(s, t)= ]72g 2 et n__> 30 on a le rdsultat voulu. [] 

Si S est un (e, d')-r6seau, ce n'est pas ndcessairement un (e, d)-r6seau, mais 
d'apr6s (4.3) et (4.4), ce sera un e-r6seau pour un multiple de d. Comme tous les 
r6sultats sont donn6s ~t des constantes multiplicatives pr6s, remplacer d par un 
multiple ne change rien. I1 s'ensuit que l 'on pourra  vdrifier H4, avec des 
constantes addquates d6s que 3>d'  en utilisant des (e, d')-r6seaux et les recouv- 
rements assoeids. Pour les minorations, nous utiliserons le lemme suivant: 

Lemme 5.2. Supposons que l'on ait l'hypoth&e LB(71, ~22) et 

log ~ p,(x, y)#(dx)#(dy) < A, (5.4) 

alors pour n>=A-1721 log 72 nous aurons K(Ps,,,Pt,,)<=2ny2A. 
71 

Preuve. Nous noterons comme pr6c6demment gs(X)=~ps(y,x)v~(dy)la densit6 
de la loi de X 1. Nous pouvons 6crire 

n~l ~', Ps(Xi, Xi+ l ) 
K(P s ,, P , ) =  J l o g - -  t l  Ps(Xj, x j+ i )gs (X1)#(dXl ) . . .  #(dxn) 

' i= 1 Pt(Xi, Xi+ 1) j= 1 
g~(x~) . . . . .  

+ S log ~ gAxlJ#taxo.  
g~t 1 

Si l 'on consid6re le i-6me terme I i et que l 'on int6gre en x j, j > i + 2  on trouve 
pour i > 2 

Ii= ~ log P~(Xi' xi+ 1) ps(Xi, Xi+ 1)Ps(Xi_ l, Xi ) 
pax .  xi+ 1) 

i--2 
' I~ Ps(Xj, Xj+ 1)gs(Xl)kl(dxl)... I.l(dxi+ 1) j=l 

i--2 
=-<- 72 A S 1-[ p~(xj, xj+ DgAx,)#(dxl) . . .  #(dxi_ 1)= y2A. 

j=l 

Le calcul est analogue pour i=  1 et finalement 

K(Ps,., Pt,.)<(n-1)72A +log  72. 
Yl 

Le r6sultat s'en d6duit imm6diatement. [] 
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I1 est clair que le 1 ~r membre  de (5.4) est une informat ion de Kul lback  
int6gr~e en # et que grgtce aux hypotheses LB(71, 72) elle sera d'apr~s le lemme 
4.4 6quivalente/ t  dZ(s, t) (qui est une distance de Hellinger int6gr6e). Ainsi pour  
v~rifier H5, on utilisera un ensemble S' sur lequel d2(s, t) sera de l 'ordre de 
[LcS(n)] 2 donc  A 6galement et K(Ps,,,, Pt.,) sera de l 'ordre de [nL3(n)] 2 ce qui 
est ce que nous cherchons. L'in6galit6 s u r n  sera toujours v6rifi~e en pratique 
vu que L(6(n)) a est grand devant  n-1.  

La  cons6quence de ces deux lemmes est que tout  se passera exactement 
comme dans le cas des variables ind6pendantes,  pourvu  que l 'on puisse travail- 
ler avec la distance uniforme c o m m e  avec la distance d et que c/' et c/ se 
ressemblent. C'6tait  le cas en variables ind6pendantes pour  les familles A,o ou 
AS r. I1 en sera de marne ici pour  leurs analogues bi-dimensionnels. Les d- 
estimateurs obtenus seront des estimateurs du m a x i m u m  de vraisemblance sur 
un r~seau. Plut6t  que de tenter de faire un p a n o r a m a  des cas possibles, nous 
trai terons en d6tail un exemple, pour  bien marquer  l 'analogie avec le cas des 
variables ind~pendantes. 

Exemple. X est l 'ensemble [0; ! ] , /~  la mesure de Lebesgue et O est l 'ensemble 
des densit6s p(x, y) C-lipschitziennes en x et C'-~-hSlderiennes en y, satisfaisant 
en outre LB(71, ~2)" Nous  aurons  donc 

{ [ps(x,y)-p~(x',y)l<C!x-x') avec C > 0  Vy, 

Ips(x,y)-ps(x,y)l<=Cly-yl ~' 0 < ~ < 1  Vx. 

La d6monst ra t ion  est analogue ~t celle faite pour  A~o dans le cas ind6pendant.  
Nous  utiliserons sur [0; 112 un quadril lage en pq rectangles de c6t6s p -1  et 
q - 1  Nous  supposerons  que Cp-1+ C'q-~N e. Alors  la variat ion de p~(x, y) sur 
un rectangle du quadri l lage est inf6rieure ~t ~. Si nous consid6rons les fonctions 
constantes sur ces rectangles, /~ valeurs ke, k entier, nous obt iendrons ainsi un 
r6seau qui approche  O ~ e pr6s pour  la distance uniforme. Mais nous n'utilise- 
rons pas tous les points du r6seau parce que ps(x,y) 6tant une densit6 en y 
prend la valeur 1 en au moins un point  et que p~ varie d 'au plus ~ d 'un  
rec tangle / t  un rectangle contigu. I1 s'ensuit que [3q2q] v est une majora t ion  du 

nombre  de points d 'un  e-r6seau. N o u s  supposerons que p =  - -  +1 ,  q 
1 [J_ g .JJ 

= + 1. I1 s'ensuit que pour  e assez petit <eo, p e t  q sont > 2  et que 

e 
~ < C p - l +  C'q-~<e. Le nombre  de points d 'un  e-r6seau est donc  major6 par 
I 

exp [p q log 3 + p log 2 q] < exp (3 p q), d'ofi 

c{'(e)< pq <Cle - ~ -  si e < e  0, 
log 2 = 

off C 1 est une constante ind6pendante de ~. Nous  poserons doric 6(e) 
l+c~ 

=Cle ~ . I1 s'ensuit que l 'on a LcS(n)Xn 3~+1 qui tend vers 0 quand  n tend 
vers l'infini, ce qui f a r  que pour  n>n o, L,5(n)<=% et le calcul pr6c6dent est 
justifi& D o n c  d'apr6s la proposi t ion  5.1, H 4  sera satisfaite avec des constantes 
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ad6quates. Reste ~t v6rifier H5. Pour cela nous utiliserons encore un syst6me de 
perturbations et le corollaire 3.9 vu que d 2 est suradditive. D6finissons les 
fonctions g e t  ~ sur IR 2 par 

1 
g(x,y) = ( 1 - 2  Clxl)(�89 C'lyr) pour Ixl <(2C)-*,  lyl < (2C ' ) -7  

= 0  sinon, 
1 

if(x, y )=  g(x, y ) -  g(x, y - 2 ( 2  C')- ~.  

Ainsi ~ a un support dans l'ensemble {x, Y llx[ < (2 C)- * ; 
1 1 , - - - <  < , - - -  

- (2 C ) ~ = y = 3 (2 C) ~ }, est C-lipschitzienne en x et C'-7-hflderienne en y. 
1 

De plus son int6grale est nulle. Posons finalement g(x,y)=q~,(xrl-*,yrl-7), 
avec r/>0. g a les mames propridt6s que if, mais son support est inclus dans 
le rectangle 1 1 

Ixl < 2 C '  - 

- 

Ce sont des translatOes de g qui nous serviront comme petites perturbations 
1 

~ ' q = ~  2C' = ( ~ 11 de la densit~ constanteps(x,y)=l. Choisissons p =  \ ~ /  ~ll et le 

quadrillage associ6. Si t /est  assez petit rl< Cp-*+ C'q-~<2tl. De ce quadrilla- 
ge, on extrait un quadrillage plus grossier en groupant 8 rectangles 

2 4 
61~mentaires pour obtenir des rectangles de c6t6s - et - en hombre 

P q 

N = ] ] } H x [ ] q ] ] .  Si r/<r/o assez petit, p e t q  sont assez grands pour que ce 

Pq nombre soit sup~rieur fi ~- .  On voit que chacun de ces rectangles est plus 

grand que le support de g. Donc pour chaque rectangle d'indice j nous 
consid6rons une translat6e gs de g qui a son support dans ce rectangle. Alors le 

systOmeO'={l+~ 2,gj]2j=+_l}estinclusdansOetN >pq 
j = l  ~ 9 - '  

Nous avons 

1i Ir + gj- 2dxdy= �89 f (r +g-  _g)2dxay 
2~ ~,5C r) 

=8 ~ dx ~ (]f~g(x,y)-l/1-g(x,y))2dy 
0 0 

2 C  \ 2 C ' !  1 

0 0 

Comme pour x petit x<l/-l+x-1/i-x <~x, il vient finalement comme Igl_-<�89 
et ~/o est petit 

3+~-< t 3+1 C2tl =~S (1/l +gj--]/1--gj)2dxdy<~C2rl ~. 
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D'autre  part  comme Ig~l< ~- = 2 '  on peut utiliser l'in6galit6 (4.5). On obtiendra 

finalement, toujours avec % petit: 

~log l + g J  ( l+gj)dxdy<~ 3+1- C2r / ~'. 
1 - g j  

LoS(n) 
Choisissons alors ~ / = - - ~ -  avec k entier et n assez grand pour que ~/soit < %  

et que toutes les in6galit6s pr6c6dentes soient v6rifi6es. On a alors: 

e + l  

g > 9 >  C~ ~ (5.5) 

1 

sup K(Ps,,, Pt,,)<=27z~-C2q3+TnN, (5.6) 
$~ t E61' 

grfice au lemme 5.2 avec 

A_2_  0 3+L >z~ 20 2= - - - C z t  l ~N CzC3t l2=~C2Ca[L(} (n)]2=C4 n 3~+1 

qui est grand devant n - t ,  s i n  est grand. I1 reste/~ v6rifier (3.16) qui s'6crit ici 
grfice ~ (5.5) avec p, = N (lequel est > 3 pour ~/petit) 

8 Cz~/ ~-~ 8 ~ / 2  C -- 3 

et pour (3.17) il suffit de voir d'apr6s (5.6) que l 'on a 

3+ 1_ 

Comme t/3+{ 1.-(3+L) = n -  ~ ~, ce sera vrai si k a 6t6 choisi convenablement. Le 
corollaire 3.9 implique alors que H5  est satisfaite. On en d6duit que le 
th6or6me 3.4 s'applique donnant pour n grand la valeur du risque 

eq 
R,(dq)xn 3~+1. 

Dans cet exemple, l 'hypoth6se C > 0  est fondamentale. C = 0  signifie que 
Po(x,y) est ind6pendant de x. C'est le cas des variables ind6pendantes pour 

qc~ 

lequel on trouverait  comme on l 'a vu un risque en n t+2~. De marne, il est 
essentiel de supposer c~ > 0. 

On pourrait  traiter de la marne fagon d'autres exemples off Po(X, y) appar- 
t ient / t  une classe Ao~ ou A~, r si une variable est fix6e et une autre classe de ce 
type si l 'autre variable est fix6e, l 'exemple pr6c6dent n'6tant qu'une illustration. 
La seule restriction est toujours la condition LB(yt, ~/2) dont il est malheureu- 
sement actuellement impossible de se d6barasser. 

Remarque 1. Le lemme 5.2 montre  que K(P~,,,Pt.~) >C'nA. Mais la 
d6monstration implique 6galement que K(P,,,,P~,,)>C'nA avec une autre 
constante C'. De plus sur les syst6mes de petites perturbations, il est facile de 
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voir en utilisant le lemme 4.4 que le A de (5.4) est de l'ordre de 4d2(s, t). Donc 
finalement, on aura certainement sur les syst6mes de petites perturbations (3.7) 
et on pourra appliquer la proposition 3.5 soit L6(n)XLd(n). 

Remarque 2. Cet exemple nous a fait 6tudier un cas de fonctions de 2 variables, 
lipschitziennes en x, e-h61deriennes en y. Pour cette classe de fonctions on a 
major6 c/par  c5, calcul6 L6, et exhib6 des syst6mes de petites perturbations de 
taille cL& I1 est bien clair que le fait que le cadre soit markovien n'a jou6 I/t 
aucun r61e puisque grfice aux lemmes 5.1 et 5.2 tout s'est pass6 comme si les 
variables 6taient ind6pendantes. En fait on aurait aussi bien pu traiter l'exem- 
ple en variables ind6pendantes, avec une distance h ou ILP(I<p<2)  et des 
densit6s sur le carr6 [0; 1] 2. Les rdsultats seraient strictement les mames, (et 
aussi en remplagant [0; 1] 2 par un rectangle quelconque). On pourrait de 
marne traiter des exemples multi-dimensionnels avec par exemple un certain 
module de continuit6 en chaque variable. 

Remarque 3. Des travaux r6cents de Birg6 ont am61ior6 sensiblement le lemme 
5.1 permettant de travailler avec les chaines de Markov comme avec les 
variables ind6pendantes sans utiliser la distance uniforme. On pourra trouver 
les d6tails dans [-7]. 

Les processus gaussiens stationnaires 

Nous voulons /~ nouveau d6montrer les analogues des lemmes 5.1 et 5.2 mais 
ici le probl6me est plus difficile. Dans le cas des chaines de Markov, les 
d6monstrations eonsistaient, grfice ~t quelques artifices, ~t se ramener au cas 
ind@endant. Ici, cela n'est plus possible et il faudra travailler directement sur 
les rapports de vraisemblances et surtout sur les matrices de covariances. 

Si f est une densit6 spectrale 616ment de O, Py,, est la loi gaussienne des n 
premi6res observations, de densit6 py,, par rapport ~ la mesure de Lebesgue 
sur IR" et la matrice de covariance associ6e ~t ces n observations s'6crit T , f  Ses 
coefficients sont des coefficients de Fourier de f et l'on a 

n 
_ m  

pj,,(X) =(2~) 2 [T,f[-} exp [ - � 8 9  

Les d6monstrations vont n6cessiter des calculs sur les matrices sym6triques, 
ce qui nous am6ne ~t faire quelques rappels: HAIl d6signe la norme de 
l'opdrateur lin6aire de N" associ6, soit le sup des valeurs absolues des valeurs 
propres. On d6finit un ordre sur les matrices sym6triques en posant A < B  
lorsque B - A  est positive. Si f est positive, T, f  est une matrice positive. I1 
s'ensuit que T, est un op6rateur lin6aire et positif. Nous utiliserons sans rappel 
les propri6t6s de cet ordre sur les matrices (cf. [4]) ainsi que les lemmes faciles 
suivants' 

Lemme 5.3. Soient A et B>O, 72I>B>=711, ?q>O. Si {ai}i<=n et {ci}i<=, sont les 
valeurs propres (en ordre croissant) de A et de C = ] / B A l f B  , alors 
72ai>=ci>=71ai pour 1 <_i<_n. 
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Lemme 5.4. Soient A et B symOtriques, {al}i__<" les 
IIBll <7 alors 

Tr(AB)<<_y ~ [all. 
i = 1  

valeurs propres de A, et 

Lemme 5.5. Soit A une matrice symOtrique de valeurs propres {a~}i<, ordonnOes 
dans l'ordre croissant des valeurs absolues, B>O avec 71I<B<=72I, 71>0. 
Posons C=]/BAI / -B.  Si {c'i}i<=, sont les valeurs propres de C 2, alors 

2 2 ~  t /  2 2 ?lai_=ci~=?zal, et ~21TrA2<=TrCZ<=72TrA2. 

Nous pouvons maintenant  d6montrer les deux r6sultats principaux permet- 
tant de v6rifier les hypoth6ses H4 et H5:  

Proposition 5.5. Si l'ensemble 0 v~rifie LB(TI, T2 ) et s' il existe no, fi, k 1 tels que 
pour tout f dans 0 on a 

n - ~ - ~  

j ~  - c o  

2 ~  

1 ~ e-iJ~fo(x)dx et avec aJ=2~ o 

+cx) 

a~ + Z a2 < k2 e2, (5.7) 
J :  U + 1 

e=L6(  ) = - ~ - ,  n>no, alors il existe deux 

constantes k o e t  A 2 ind@endantes de n e t ~  teIles que si [Ig-g'lk~o_<e et Ihf 
-g lh2~ko  e avec f , g , g '  dans 0 

Pg' '  [ l~ Pf'" >-- 0 ] F g , ,  j < e x p  [ - n A z l l f - g l l 2 ] .  

Preuve. De l'infigalit6 exponentielle on obtient 

�89 
Pg,, log ~ ' "  > 0 /  ... 

' , \ P g ,  n ! ' 

Un calcul facile montre que ce second membre peut s'6crire 

]T"gl~ (T" f ) - I  +2(T"g')-12 - (T"g) -  1- -}  

/0  f = - -  

[rjl~[T.g,[} 

Nous verrons que le num6rateur est bien d6fini. Comme T,g > 71 I, on peut poser 

A' = (T, g)- ~ A (T. g) --~, f2' = (T, g)- ~ f2 (T. g) -~, 

T , f  = T,g + A=(T.g)~[I  + A'](T,g) -~, T.g'= T,g + f2=(T.g)~[I + O'l(T.g) ~, 

F = ( I  + A ' ) - } + ( I  + A') ~, A=�89  + O'(I + A ' ) -~ - f2 ' ( I  + A')~]. 
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On peut alors voir que p ' =  Ial -~. Notons  {&'i},_<n les valeurs propres  ordonn6es 
de A' I+A'=(Tng)-~T.f(T.g) -~ et donc d ' apr6s le  lemme 5.3 

y12~l<=l+cY,<=y7172, l<_i<_n. (5.8) 

Soit alors x~ un vecteur propre  de A' associ6 ~t &'~, de norme 1, 

A (x0 = �89 [((1 + a'i) ~ + (1 + 4 ) -  ~ ) x ,  - ((1 + at):' 1 _ (1  + &,)' - ~)~'2' ( x , ) ] .  

Comme D =  T . (g ' -g ) ,  on a -eI<_D<el et donc [IQ'I[ < ~ - -=g ;  il s'ensuit que si 
l 'on pose 21122=C 2, 21 

inf{(t+t-*)-(t-t-1)} d< 112a(x,)rl < ( c ,  + C~ %+ g ( c ,  - c;-*) 
t>1 

et f inalement vu que le min imum du premier  membre  est obtenu pour  

t = \ l ~ /  et que d < ~ ,  il existe Cz>O tel que (1-e'z)~<[IA(x~)ll<l+C> 

Comme les {x,},__<. forment  une base or thonorm6e,  il s'ensuit que les valeurs 
propres  {2,},_<_. de A satisfont fi 

2 N ( 1  --,~' 2)~ N/~, N 1 -I- C 2. (5.9) 

Ceci implique que p' est bien d6fini ainsi qu'il 6tait annonc& D'autre  part, 
l 'application du lemme 5.4 entra*ne 

Tr  (A) = �89 [Wr (F) + Tr  [O' ((I + A')- ~ - (I + A')~)] ] 
g~ 

> �89 Tr  (F) - ~ ~, I(1 + &',) - } - ( 1 + a',)q. 
i=1 

Comme on a l e s  bornes (5.8) sur 1 + c~',, il s'ensuit qu'il existe une constante C 3 
telle que: n 

T r ( A ) > � 8 9  Cag ~ I&',l. 
,=1 

Les mames bornes (5.8) sur 1 + 6' i entrainent que l 'on a pour  une constante C 4 

�89 [(1 + a',) ~ +(1 + &',)-~] > 1 + C ,  a', 2 

et donc que �89 4 ~ 6', 2, d 'o~ 
/=1 

Tr(A)>n+C, ~ &',g-cad ~ la;I. 
/=1 /=1 

Si l 'on note  {&~},__<, les valeurs propres de A, on salt que l 'on a d'apr6s le 
lemme 5.5 

/ 2 >  ~, 152 Wr (A 2). &i =222 = 2 2 2  
i ~ l  i = 1  
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Soit c u le i-6me coefficient diagonal de A 2, o n  pourra 6crire puisque A = T.(f-g),  

D'ofi 

cu= b~_ k avec bj=b;=~7 e-iJ~[f(x)-g(x)]dx. 
k = l  

Comme d'apr6s l'hypoth&e 

Tr(A2) = i Cu= i ~', b2= 2 Z by. 

n 

bj <4kle , on obtient 

(5.m) 

Tr(A2)>2 [llf -gl122-4k2e2]; 

si ko> 3kl, on trouve finalement, 

i (Yiz>=Y;ZTrd2~(272)-2nHf-gll 2" 
i = l  

n 

Nous poserons II f -gl l2=kg et k'='.,1.. ' .  Dans ce cas }-" ~ ' i 2 ~ k ' 2 g ' 2 n .  D'autre 
.d.'y 2 i = 1  

part on a 15~[ ~ Y /  a'i 2, ce qui entraine que pour 
i ~  - -  i = 1  - -  C 4  

>C4 i 6'2. C, i 6'~2-C3 a' i la'il= 2 
i ~ l  i = 1  i = 1  

Ceci sera assur6 si l'on choisit k0 >4C372 et alors 
= C~71 

T r ( A ) > n + ~  k'2g2n. 

D'autre part Tr(A)= i 21, lesquels 21 sont born& par (5.9). Si }<u__<l, 
i=1 

logu>�88  et il existe une constante C 5 telle que pour l_<u<_l+C> 
logu>  Cs(u- 1). On a donc 

l~ Al=i i~ ~ (2~-i)+�88 ~ (2i-i) 
i=  1 2i>__ 1 Ai< 1 

>Cs  i (21-1)+( �88 E (2i-1)' 
i = 1  .a.i < 1 

Comme ~ ( 2 i - 1 ) > - n [ 1 - ( 1 - d 2 ) ~ ] > - n d  z, on obtient 
~.~<1 

C4 log ]AI > C5 [Tr A -  n] -(�88 Cs)nd 2 > Cs 2-  k, ZdZn_(�88 Cs)nd2. 
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~c cr 
En supposant  que C ~ k ' 2 > 3 ( ~ - C s ) , 4  ce qui sera v&ifi6 si >3(�88 

4y~ 
- C5) c 'est-Gdire si k o est assez grand, on a 

C 4 C 5  ,2 t~ C 4 C 5  2 2 
l o g l A l _ > - - k  s - n =  ~-nk s .  

- 3 1272 

En revenant  ~t notre point  de d6part, nous t rouvons  finalement 

P .  
, l o g ~ : ' " > 0  < e x p  2472 

ce qui est le r6sultat voulu. [ ]  

Lem me  5.6. Supposons que 0 v&ifie BI(71 ) et que f et g soient teIs que I[f 

-g[I  o~ < ~ - .  Alors on a 
z. 

K(P:. ,  Pg,.)< 33_ 
, = 5 7 2  nllf-g[I 2. 

Preuve. Nous  avons d'apr6s l'in6galit6 de Jensen 

K ( P f . n ,  Pg, n) = S log  ( P f ' n ) p f  n d X l , . . . , d x  n 
~," \Pg, ,  / ' 

2 
<log  ~ P]r'" dxl . . . . .  dx., 

1R, Pg, n 

et l 'on t rouve facilement 

~ P}'"dx 1... 
Pg, n 

dx. = I Z~ gl~ I T~ f [- 1 [2(T,,f)-  1 _ (T~g)- 11 - �89 

1 T = I(T.g) - 1t -~12 T . f -  T.f(T.g)-  . f l -~ .  

Posons T. f  = T.g + A =(T.g)-~[I ' -~ +A ] ( 7 ; g ) ,  A'=(T~g)-+A(T.g) -~. Alors 

I-A'Z=(T.g)-~[T.g-A(T.g) 1A]  (T,,g)--~ 

= (T.g)-  ~ [2 T . f -  T . f (T.g)- i  T. f]  (T.g) ~. 

Doric K(Pf,., Pg,.)<= - � 8 9  II-A'2[. Comme - 7 1 I < T . ( f - g ) < ~ I , 2  toutes les 

valeurs propres  de A ont leurs valeurs absolues inf6rieures ~t ~ .  11 s'ensuit par  

le lemme 5.5 que les valeurs propres fi,2 de A '2 sont dans l 'intervalle [0;�88 et 
que l 'on a 

 ;2=Tr '2<7;2Tr 2=T; 2 
i=1 i=1 

puisque (T.g) -1 <7i-1I .  Donc  
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l~ 'I-A'21 =i=1 ~ 1~ - 6  i=1 ~ cS';z >---f~712-TrAZ 

et K(PI,,,Pg,,)<@~2TrAZ. Mais le calcul d6j~t fait en (5.10) nous indique que 

Tr A 2 < n II f -  g II 2 d'ofi le r6sultat. [] 

Pour obtenir H4 ~t partir de la proposition 5.5, nous proc6derons exacte- 
ment comme dans le cas des variables ind6pendantes en choisissant une fonc- 
tion 6 qui m a j o r e d '  off d' est la distance uniforme sur [0;2~z[. Ici, il y a 
apparemment un probl6me suppl6mentaire en raison de (5.7). Mais sur les 
exemples classiques Ao, et AI~,~ il ne se posera pas, du fait des propri6t6s 
d'approximation des fonctions de ces classes par les polyn6mes 
trigonom6triques, qui font que si O est approch6 /~ e pr6s par les polyn6mes 
trigonom6triques d'ordre p,d'(e) est (~ des constantes multiplicatives pr6s) p. 
Comme on s'est plac6 dans une situation of 1 e = L 6 ( n ) < l ,  pe<d'(e) et Lf(p)>e 
donc p < n  (souvent tr6s inf6rieur si 8 est petit) l 'approximation de O par les 
polyn6mes trigonom6triques de degr6 nes t  meilleure (et bien meilleure si ~ est 
petit) que e (~t des constantes multiplicatives pr6s) au sens de la distance 
uniforme mais bien stir 6galement en norme IL z. Comme la meilleure approxi- 
mation en distance IL 2 d'une fonction par un polyn6me trigonom6trique est 
obtenue en prenant le d6but de son d6veloppement de Fourier, l'in6galit6 (5.7) 
sera v6rifi6e car dans ces exemples, d'(e) a un comportement polynomial et 

n 
l'approximation par les polyn6mes de degr6 ~ est ~t une constante multiplicati- 

ve pr6s la marne que celle obtenue avec des polyn6mes de degr6 n. 
Nous traiterons ici plus particuli6rement la classe A,o sur [0; 27z[ identifi6 

au cercle trigonom6trique (c'est&-dire que nous consid6rons les fonctions sur 
[0; 27c[ telles que f(0)=f(2rc)). Nous supposerons en outre que co(0)=0. Nous 
avons calcul6 Lf(n) en (4.8). D'autre part, nous savons que les polyn6mes 

trigonom6triques de degr6 (p -1 )approchen t  les fonctions de Ao~h co (~) pr6s 
3 

\ / 1 /  

(cf. [28]). Soit donc Lf(n)=2co(t,) avec t, co2(t,)=~n. Comme co(0)=0, nous 

pouvons supposer, lorsque nes t  assez grand que co(t,,)<�88 t,<~. Alors il existe 

__re <~- I1 s'ensuit vu la croissance de co que-p~rco 2 ,.-(~)>3=8n p > l  tel que ~ < t , = p .  
n 

et donc que ~ > p .  Finalement l'approximation par les polyn6mes 

trigonom6triques d'ordre '~211 (p) est meilleure que co <co(2t,)<2co(tn) 

d'apr6s la concavit6 de co et l'in6galit6 (5.7) sera v6rifide avec k~ = 1. 
Pour ce qui est de la minoration, il n'y a aucune difficult6 en utilisant le 

lemme 5.6 la d6monstration est strictement la marne que dans le cas des 
variables ind6pendantes ~t ceci pr6s que la formule (4.9) doit ~tre modifi6e d'un 

3 
facteur 572' ce qui am6ne ~t choisir non plus k>2,5 mais k_>_ . Ainsi tout se 

passe comme dans le cas des variables ind6pendantes, et il en serait de m~me 
pour la classe A~.~. 
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6. Possibilit~s de la th6orie m6trique; exemples et contre-exemples 

En consid6rant les nombreux exemples pr6c6demment trait& nous pourrions 
penser que cette th6orie m6trique est sans d6faut et que nous avons d6couvert 
une famille d'estimateurs ~universels~ qui, au moins dans le cas de variables 
ind6pendantes 6quidistribu6es permettrait  de traiter la plupart des probl6mes 
ayant une structure m6trique r6guli6re et aussi sous des hypoth&es LB bien 
des probl6mes markoviens ou gaussiens stationnaires. En fait, il n'en cst rien et 
les raisons en sont bien simples. II n'y a qu'~ regarder la d6monstration du 
th6or6me 2.4 ou le lemme 2.7 pour s'en rendre compte. Pour obtenir les 
majorations, on a simplement ajout6 les erreurs P(A~) des divers tests en 

r emplagan t  IP(?Ai)  par ~P(Ai ) ,  faisant comme si les ensembles A i 6taient 
i 

disjoints. Cela est faux, mais comme nous l 'avons vu, cette approximation est 
souvent suffisante, ce qui veut dire que ces ensembles ne se recouvrent pas 
trop. Toutefois, dans certains cas, l'inverse se produira et de nombreux A i 
seront identiques. Les majorations obtenues n 'auront  alors plus rien ~t voir 
avec la vitesse r6elle du probl6me. Ceci n'implique d6ailleurs rien quant /t la 
qualit6 des estimateurs, c'est simplement la mdthode de calcul qui est en cause. 
Nous en verrons un exemple un peu plus loin. 

Pour ce qui est des minorations, il est facile aussi de voir que l ' introduction 
de l ' information de Kullback est assez artificielle (mais indispensable) et li6e 
aux bonnes propri6tds de la fonction logarithme; le fait que l ' information soit 
6ventuellement infinie 6te tout caract6re g~n6ral /t l'in6galit~ (2.8) qui n'est 
utilisable que lorsque l ' information de Kullback ressemble au carr6 de la 
distance de Hellinger. I1 serait bien stir pr6fdrable de travailler toujours avec h, 
mais il est impossible avec la seule distance de Hellinger d'obtenir un analogue 
du lemme 2.7. 

Le contre-exemple qui suit illustrera ces faits, en ce sens qu'il s'agit 1~ d'un 
cas o6 la fonction d est absolument arbitraire (~ventuellement 6gale/t  + oe) et 
off pourtant  l 'estimation a lieu fi la vitesse optimale de n -~/2. Dans ce cas, ni les 
majorations, ni les minorations pr6c6demment obtenues ne sont d'aucune uti- 
litY, les majorations ne correspondent plus /t rien et les informations de 
Kullback sont infinies. Pourtant, il existe des suites ad6quates de d-estimateurs, 
ce qui prouve que seuls les calculs sont ici inadapt6s. 

Nous noterons N* = N -  {0} et ]lZ, l = N *  w { + ~} .  Soit f une fonction de N* 
dans N et I ,  l 'ensemble {1;2 ... ;f(n)} lorsque f ( n ) <  + 0% sinon I~ = N * .  

Nous choisissons pour espace O 
directe des sections commengantes de 

+cxz 

O = ~ I  I , ,  
n = l  

est d6nombrable et s~/ est la tribu 

de O sur [3[ I j, Si 0 est un point de 
j = l  

le produit des I ,  et pour ~" la somme 
O, c'est-~-dire 

~ -  

n = l  

des parties de .~. Notons p, la projection 

O, nous noterons 0 n pour p,,(O). Pour tout 

n, 0, est un point de f e t  nous pouvons considdrer les probabilit6s Po associ4es 
+co 

b~ O: Po = ~ 2-J6o j oia 6 x d6signe la masse unit~ au point x. 
j = l  
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Proposition 6.1. Pour un choix convenable de f h peut prendre des valeurs 
arbitrairement dlevOes (+ oQ incIus). Pourtant si l'on cherche d estimer 0 d partir 
de n variables ind@endantes de loi Po, on obtient 

an-l<=R,~(hZ)<n -1, a > 0 .  (6.1) 

De plus, il existe une suite addquate de h-estimateurs 8N, tels que 

sup sup 1Eo[nh2(O, 8,)] < 1. 
n >  1 0~O 

Preuve. Sur l 'espace O x O on d6finit la fonct ion v & valeurs dans N par  

v(O,O')=inf{jlOj=4:O)} ( =  + o o  si 0=0 ' ) .  
Elle v6rifie 

v(O, 0")> sup [v(O, 0'), v(O', 0'3]. 

Sur O, les distances IL ~ et de Hell inger  sont reli6es ~t v par  

+cx) 

]lPo--Po, lll=Rh2(O,O') =2 ~ 2 - J = 2  z -v(~176 . 
j=v(o,o') 

I1 est imm6dia t  de construire  des 2-q-r6seaux min imaux  pour  la distance IU, 
c o m m e  suit. Soit rq un inverse de pq, c'est-~t-dire que pqOrq est l ' identit6 sur Jq 

q 

= I ]  Ij. Alors l ' image de rq est un 2 -q+ l - r6seau  Sq et deux points  distincts 0, 0' 

j= 1 ~ q f(q) de S o sont  ~t dis tance sup6r ieure / t  2 -q+2. I1 s 'ensuit  que h(2-5-)> Doric 
/~ est a rb i t ra i rement  grand. = 3 log 2" 

Soit (XI, . . . ,X , )  un n-6chantil lon de loi Po. Pour  tout  i, X~ est l 'une des 
project ions 0q de 0 sur un certain Jq. Posons  q(i)=q si X~ appar t ien t  ~t Jq et 
k(X~ . . . .  , X , ) =  sup q(i). Alors 8(X~ . . . . .  X,) est un es t imateur  du m a x i m u m  de 

l < i ~ n  

vra isemblance  si-p~(8)=X~ et q ( i ) = ] c ( X  1 . . . .  , X.). Dans  ce cas 

I1 s 'ensuit que 

Mais  

F ina lement  

llpo_poN~ <2~-k(x ...... x~> Po p.s. 

-t-c~ 

IEo[nh2(O, 8)] <n ~ Po[k(X 1 .. . .  , X , )=j]2  -j. 

J 

-bOO +OO 

lEo[nh2(0,6)] <n ~ ( 1 - 2 - J ) " 2 - i - X < n  ~ 2 - J - 1  e x p ( - n 2 - J ) .  
j = l  j = l  

En util isant le fait que 
j + l  

2 - J - ~ e x p ( - n 2 - J ) < l ~  2 S 2 - t e x p ( - n 2 - t )  dt 
J 

on obt ient  
-t-OO n 

IEo[nh2(O, 8)]<nlog 2 ~ 2 - t e x p [ - n 2 - ~ ] d t = l - e  -7. 
1 
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q 

Par ailleurs, si Sq est nn (2-T, h)-r6seau construit comme pr6c6demment, il est 
facile de voir que tout test du maximum de vraisemblance au seuil z6ro entre 

r 

deux points 0, 0' de Sg /t distance 2-2,  r<q,  est un test entre les boules de 
q 

centres 0 et O' et rayons 2-?- dont les erreurs sont major6es par 
Polk(X1 . . . . .  X , ) < r ]  c'est-/t-dire ( 1 - 2 - r )  n. Ces erreurs sont inf6rieures fi exp( 
-nh2(O, 0')) et l'hypothSse H2  est v6rifi6e par cette famille de tests. I1 s'ensuit 

q 

qu'un estimateur du maximum de vraisemblance sur un (2-2, h)-r6seau est un 
h-estimateur. I1 est facile de voir que si q=10n,  par exemple, le calcul 
pr6c6dent reste approximativement valable pour le h-estimateur vu que 
n2-q- lPo[k(X1 .. . .  ,Xn)>q] est environ n22 -2~ ce qui est nhgligeable et 
donc que le h-estimateur est aussi bon que' le maximum de vraisemblance. La 
minoration dans (6.1) provient de (1.1), les conditions n6cessaires 6tant ici bien 
6videmment v6rifi6es. Ceci ach6ve la d6monstration. [] 

Remarque. Bien que les conditions de dimension soient ici arbitraires, on arrive 
/t trouver de bons h-estimateurs. Mais cela suppose qu'on ne tient aucun 
compte de la fonction L/~. Ici on a arbitrairement d6cid6 que pour n observa- 
tions on construisait l 'estimateur & partir d'un 2-5n-r6seau. En fait plus le 
r6seau est petit, meilleur sera le r6sultat. C'est tout & fait contraire/ t  ce qui se 
passe dans d'autres cas off Fon a int6rSt quand la dimension est grande 
consid6rer des r6seaux moins fins, de l 'ordre de Ld(n). Ici la dimension n'a 
aucune importance, tout se passe comme si elle 6tait 1 parce que c'est unique- 
ment k qui d6termine les erreurs de tous les tests et celles-ci ne s'ajoutent 
absolument pas. 

Un autre problSme se pose, c'est celui des vitesses d'estimation possibles. 
Les nombreux exemples pr6c6dents montrent  que, outre la vitesse classique 
n -~- qui est d'apr6s (1.1) la meilleure possible, on peut rencontrer des vitesses 
en n -~ avec e<�89 Un certain nombre de questions se posent ~ ce propos: 
toutes les fonctions ~ d4croissance plus lente que n -~ sont-elles des vitesses 
possibles, pour ces vitesses quelles sont alors les performances des d-estimateurs, 
enfin existe-t-il des vitesses pour lesquelles les d-estimateurs ne peuvent pas 
8tre ad6quats? 

Nous pourrions d 'abord supposer que les classes A~o, pour diverses fonc- 
tions co, nous donnent toutes les vitesses possibles, mais il n'en est rien en 
raison de la concavit6 de co. Par exemple si co(0)=0, elle implique que dans 

(4.8) on obtient pour p > n  tp< t, et donc que Lc~(n)>= n -~ et finale- 
q 

ment que R,(dq)> Cn ~. Afin d'obtenir toutes les vitesses raisonnables et de 
r6pondre aux questions pr6c6dentes, nous allons construire sur IR + des 
mod61es de perturbations d'un type particulier qui constitueront des modSles 
universels pour la vitesse d'estimation. 

5F sera IR + muni de ses bor61iens et 2 la mesure de Lebesgue. Nous 
consid6rons des suites de variables ind6pendantes 6quidistribu6es de densit6s f0 
par rapport  /t 2. La famille {f0}0,o se construit de la maniSre suivante. 
Donnons-nous une suite {ai}~> = ~ strictement ddcroissante et positive avec 
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a ~ = l ,  a~<2(ai+ 1), i > l  (6.2) 

et une suite non-d6croissante d'entiers {pn},,~ 1 avec la condition 

3 log (n - q,) 
p , >  , n > l ,  p~>3 (6.3) 

2 log 2 

o/t % = 0 ,  q,,=sup{ila~>4a,} ou %--0 quand cet ensemble est vide. Une 
cons6quence de (6.2) est que si n>3,  q ,<n-2 .  Si a~ est de la forme a2 -~, alors 
toute suite {p,} minor6e par 3 v6rifie (6.3). 

+oo 

Pour i > 1 posons Oc~ ~ = { - 1 ; + 1} v' et O = @ O(~). Pour rep6rer un 616ment 
i = 1  

de O(1) nous l'6crirons SObS la forme O={i;O~; ...; 0p~} et noterons 0 o la 
premiere coordonn6e qui indique que 0 appartient ~t O(i ). Alors O j= +1 si j >  1. 
Comme 0<a~< 1 les intervalles [i; i+a~[ sont disjoints. Nous diviserons [i;i 
+a~[ en p~ intervalles 6gaux, chacun d'eux 6tant lui-m~me divis6 en deux 
parties ~gales A'/j et A'/~ avec 

[ " - •  . ,, [ (j-�89 jai[ AIj= iq ( j - 1 ) a~ ; i+ ( j  2)a~[ Aij= i-~ i + - -  
Pi Pi L' Pi Pi [" 

Sur A'~j+A'~} nous construirons une petite perturbation f~j en posant 1 fi~---- ~(1A~ 
--1A,d). Alors si O= {i, 0~, ..., 0~,} la mesure Po est constitu6e par une masse 1 
- a i  uniform6ment r~partie sur [0; 1 - a i ]  et une masse a~ sur ]-i; i+a~[ donn6e 

Pi 
par le syst6me de perturbations 1 + ~' O2f~, soit si 0 o = i 

j = l  

dP0 ~ 
~ = f 0  = 1~o~ _,,~+ tv;~+o.~+ Y 0/~. 

j = l  

On peut alors montrer: 

Proposition 6.2. Pout" Ia classe de modOles ainsi construits, Ies h-estimateurs sont 
ad~quats et l'on a 

Rn(hq)x[Lh(tl)] q. 

Preuve. Remarquons d'abord que si 0o+0o, h2(Po, Po,)=aq 0(2, q=inf(Oo, O'o) et 
~/7=, 

si Oo=O'o=i on a avec C ~ = I - V  ~ 0 , 0 3  
4 

h2 [1 +f/j, 1-flj]=-Clai<h2(Po, Po,)<Clai<ai+l, l<j<pl. 
Pi 

I1 s'ensuit qu'on peut calculer une borne sup6rieure de /~(~). Supposons que 
a~+l<e2<a~. Nous construisons un al/~+l-r6seau S de la mani6re suivante: 
nous prenons un point de O(1), un point de O(i+~ ) et tous les  points de O(k ) 
pour k=<i--1. D6finissons la suite {rn} par r6currence avec t" 0=i  et rn=q . . . .  . 
D'apr6s la d6finition de qm, il s'ensuit que a~m>4"a~, si rm>0. Consid6rons la 
boule ouverte N(0, 4 ~ 7 .  ). Elle est incluse dans ~(0,1/a;~)si r~4=0. Supposons 
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que 0 soit dans O(k ) et r~+0.  Si k<rm, cette boule contient au plus 2 p~ points 
de S. Si k>rm elle contient au plus (2+2  p'-~ + . . .  +2  p~+~) points de S, ce qui 
est inf6rieur/t 2P~(i-r,,). Comme t)-r j+~ >2,  on a 

m--1 

l og ( i - rm)=log( ro - rm)< ~ log( r j - r j -1 )  
j=0  

= ~ log 2 ~ p~ __< log 2 p~ 
j~0  

en utilisant (6.3). I1 s'ensuit que 

l o g C a r d [ S c ~ ( O ,  2 " l / ~ i ) ] < = ( ~ - + l ) p i l o g 2 .  

On peut v&ifier que !a formule subsiste s i r  m = 0, donc 

h(e)<pi si ai+a <eZ<ai 

et il est immddiat que/~(e)=0 si e21>al. On choisira donc pour fonction 6 

c](e)=pi si ai+a <=e.2<a i, ~(e)=0 si eZ>ax . 

Si la suite 
s'ensuit que l'on a 

(al) ne tend pas vers 0, on prendra ~ ( e ) = + o e  pour e<l ima  i. I1 
i 

(Lc~(n))2=n-lpi si nai+l <=pi<nai, 

=a~+ 1 si pi<nai+l<=pi+l, 
=1 si pl>n ,  

(6.4) 

ou plus simplement 

ai>(L6(n))Z>ai+l si Pia[ -1 <n<pl  + lai+ax . (6.5) 

Pour v6rifier H5, nous prendrons comme ensemble de petites perturbations 
un des O(k ) auquel nous appliquerons le corollaire 3.9. Nous remarquerons que, 
vu la forme des f/~, on a suivant le lemme 4.4 

a i K(1 +f/j, 1 - f / j )<  5h2(1 +f/j, 1 - f / j ) =  5 C a ~ .  

I1 s'ensuit que si 0 et 0' sont deux points de O(k ) il vient 

a k K (P2, P~",) <np k 5 C~ - -  = 5 n C 1 a k. 
Pk 

Posons C 2 = 5 0 C  1, d'ofi C2-~1,5. Alors pour tout i, on peut trouver un k >i  tel 
que 

ai 
C2Pi+laF+ll~Pka~ a et a k ~ 2 C  2 (6.6) 
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d'apr& (6.2) et (6.3). Si la suite a i converge vers 0 on choisit a k approximative- 
ai 

ment 6gal/~ ~ et si cela est impossible parce que a~--, a > 0, alors p, tend vers 

l'infini et (6.6) peut atre r6alis6 pour k grand. I1 suffit d6s lors d'appliquer le 
corollaire 3.9/t l'ensemble O(k), k 6tant d6fini par (6.6) et i par (6.5) (ou i=  1 si 
n<pl ). (3.16) et (3.17) s'6crivent dans ce cas 

(~)  cxak>_c2a~ et 5nCxak <~O. 
Pk-- 

La premi6re in6galit6 est v6rifi6e avec c 2 -  C1 -- 1 et la seconde grfice ~t 8 0 O  16C 2 
(6.6). Donc H5 est satisfaite et on peut appliquer le th6or6me 3.4 ainsi que la 
proposition 3.5 grfice au lemme 4.4 qui implique que K(P2, P2,)>__2nhZ(O,O'). 
D'ofl le r6sultat. [] 

Nous allons montrer maintenant que grfice/~ cette famille de mod61es, nous 
pouvons obtenir toutes les vitesses <(raisonnables)). En effet, si r(n) repr&ente 
une vitesse, il est n6cessaire d'imposer que r(n) soit d6croissante (l'estimation 
s'am61iorant avec le hombre des observations), mais aussi qu'elle ne d6croisse 
pas trop vite puisque l'on a vu que l'on ne peut pas estimer plus vite que n --~ d6s 
que l'espace des param6tres contient des points suffisamment proches. Comme 
les vitesses sont d6finies ~ 6quivalence pr6s, le choix de r(1) est arbitraire. Pour 
la commodit6 des calculs nous normatiserons r(n) par r(1)= 2. 

Th~or~me 6.3. Soit une suite r(n) de N* dans ]0; 2] telle que 

r(1)=2, r(n+l)<r(n), nrZ(n)<(n+l)rZ(n+l), lira r (n )< l .  (6.7) 
n ~ o o  

Alors il existe des suites {ai}i>__ 1 et {Pi}i>=l satisfaisant (6.2) et (6.3) telles que 
pour le modOle du type prOc~dent associO, on ait R,(hq)xrq(n). 

Preuve. 1 e~ cas: supposons que r(n) ) 0. Posons alors a i=2  -i+1 et 
n ~ o o  

ji=inf{nlrZ(n)<ai}, pi=max{[[ji2-i+l]],pi_l}. 

I1 s'ensuit que la suite {p~} est croissante avec P l > 3  puisque j~>4.  En effet, si 
n<4,  nrZ(n)>r2(1)=4 et donc rZ(n)>l=al. (6.3) est v6rifi6e trivialement et 
l 'on a toujours p~>2-~jg. Comme nr2(n) est croissante, on a 

4 
rZ(n)>=-; r2(kn)>=k-lrZ(n), k>=l. (6.8) 

/2 

On en d6duit, comme r2Oi-1)>al, que r2[2(]i-1)]>ai+x et donc que 
J~+ 1 > 2 J i - 1 .  En multipliant cette in6galit6 par 2 -~- 1, on obtient par r4currence 

2-(i+ 1)ji+ 1>= 2-k(jk-- 1), l<-k<-i. 

I1 s'ensuit que p~< sup [[jk2-k+ 1]l <~ji2-*+3]l et 
1 -<k ~ i  

[[ji2-~ + 1~ <p~_-< ~j~2-~ +-~]]. (6.9) 
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D'apr4s la proposit ion (6.2), R,(hq)x[L~(n)] q off L3(n) est d6fini par (6.4) ou 
(6.5) 

- si n < p i a ; l = p i ,  alors l>Lc~(n)>�89 et 4 > r Z ( n ) > l .  

- si p~a~ -1 <n<pi+ia(-+li, 1~/+1 < L 6 ( n ) < ] ~ / e t  d'apr6s (6.9) 

~ < n - < ~ + 3 a / - + l  1 . 

Mais aussi 2n>jl, donc r2(2n)<al et r'-(n)<2r2(2n)<2ai et de marne n<ji+a 
(car r2(ji+l)<ai+l entraine par (6.8) que Ji+l>4ai-+ll) et donc r2(n)>ai+l . 
Finalement ai+ i < rE(n) < 2ai. I1 s'ensuit que L6(n)Xr(n). 

2 ~me cas: si r(n) tend vers une limite a > 0  lorsque n - - .+ov ,  on reprend la 
construction pr6c6dente, mais il existe un q et un n o tels que 

aq>rZ(n)>~=aq+l pour n>no, 

ce qui entraine que jq < + ~ e t  jq+ 1 = + oo. Pour i <  q, on prendra les a i e t  pl 
comme pr6c6demment. Pour i>q, {a~} est n ' importe quelle suite d6croissante 

telle que aq > a~ > aq et {p~} n' importe quelle suite croissante tendant vers l'infini 

et satisfaisant (6.3). On remarquera que qn tend vers une limite qui est aq_ 2 et 
qu'il suffit de choisir p,__>31ogn pour obtenir (6.3). Le calcul pr6c6dent reste 
donc valable pour i<q -1 ,  c'est-/i-dire pour n<pqa~ 1. Pour n>pqa~ 1, on a 

c e r t a i n e m e n t  aq > (LoS(n)) 2 > aq j~ = ~ -  et aussi n >  . I1 s'ensuit qu 'on a aussi 

2aq>r2(n)>~. Donc l'6quivalence r(n)xL6(n) demeure v~rifi6e. [] 
Z ;  

7. Conclusion 

Nous pouvons d6duire du chapitre pr6c6dent que, si les d-estimateurs ne 
fournissent pas une m6thode universelle d'estimation, dans le cas de variables 
inddpendantes 6quidistribu6es ils permettent de retrouver les r6sultats classiques 
sur l 'estimation des densit6s, ainsi que de traiter des exemples nouveaux tels 
que les classes A~, aussi bien darts le cas ind6pendant que pour des densit6s 
spectrales et des probl6mes vari6s d'estimation de transitions pour les chaines 
de Markov. D'autre part, on donne ici une construction explicite de ces 
estimateurs, soit comme estimateurs du maximum de vraisemblance sur des 
r6seaux, soit/ t  partir de tests entre des boules de Hellinger (volt [6]). 

Le th6or6me 6.3 montre en outre que pour toute vitesse r(n) satisfaisant ~t 
(6.7) il existe un mod61e pour lequel la th6orie pr6cddente s'applique, R,(h q) 
6tant 6quivalent/t  rq(n) et les suites de h-estimateurs 6rant ad6quates. I1 s'ensuit 
que lorsque l 'on a peu d'informations sur le mod61e, en particulier sur les 
conditions de r6gularit6 qui permettraient d'utiliser des mdthodes classiques, 
mais seulement la connaissance de la structure m6trique de O par d, on sera 
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naturellement amen6 (au moins dans le cas des variables ind6pendantes 
6quidistribu6es et de la distance de Hellinger)/~ utiliser les d-estimateurs, pour 
lesquels on aura une majoration du risque dont on sait qu'elle sera ad6quate 
pour certains types de mod61es au moins, ayant une structure J analogue. 

Par ailleurs, sur t o u s l e s  mod61es auxquels elle s'applique, la th6orie 
pr6c6dente permet de calculer a priori la vitesse d'estimation et de l'expliquer 
par la structure m6trique de l'espace des param6tres, ce qui n'6tait pas le cas 
jusqu'/~ pr6sent pour les probl6mes d'estimation de densit6s off l'on se conten- 
tait de faire les calculs dans chaque cas, sans disposer d'un outil g6n6ral 
permettant de lier la vitesse fi une structure particuli6re de l'espace des 
param6tres. En outre, il ressort de ce qui pr6c6de que la vitesse d'estimation est 
davantage un ph6nom6ne m6trique que vectoriel, marne si la th6orie classique 
a avant tout utilis6 les propri6t6s vectorielles de l'espace des param+tres et 
surtout les propri6t6s d'orthogonalit6 dans les espaces euclidiens et hilbertiens. 
Les propri6t6s vectorielles impliquent bien 6videmment des propri6t6s 
m6triques, mais l'inverse n'est pas vrai. Ce fair est soulign6 par les r6sultats 
r6cents d'Assouad [2] lequel a obtenu une r6ciproque des r6sultats de Le Cam 
[24] disant que si la dimension m6trique de O est finie, l'estimation se fait/t  la 
vitesse n -1/z. Assouad montre qu'inversement, si pour toute exp6rience 
m6triquement 6quivalente/t celle ayant O pour espace de param6tres, la vitesse 
d'estimation est en n-  1/2, alors O est de dimension m6trique finie. 

Enfin une propri6t6 fort importante des d-estimateurs dans le cas des 
variables ind6pendantes 6quidistribu6es est leur robustesse. Ce fait sera 
d6velopp6 dans un prochain article mais on peut le voir ais6ment car il est 
clair que ce sont des estimateurs sur O ' =  U N(s, t/) off s est un r/-r6seau de O, 

s~S 

c'estdt-dire sur un voisinage O' de O. Si dans cette construction on remplace 
N(s, r/) par N(s, kt/) off k est une constante fix6e, on ne multiplie le risque que 
par une constante. Ainsi, au prix d'une 16g6re modification dans la construc- 
tion des d-estimateurs, on disposera d'une estimation sur l'espace de 
param6tres 61argi O k = U ~(s, kt/) ce qui permet des erreurs 6gales ~t ( k -  1)r/. Si 

s~S 

l 'on se place dans le cadre d'une suite d'observations, cela signifie que l'on 
autorise des d6viations de taille (k-1)LcS(n) pour la distance d, si L6(n) 
repr6sente la vitesse d'estimation sur O. En fait le proc6d6 ci-dessus revient 
construire des d'-estimateurs (avec d'=kd) en utilisant des d-r6seaux, c'est-/t- 
dire en choisissant cS>d (et non el'). De plus, dans le cas des variables 
ind6pendantes, les d6viations peuvent ~tre diff6rentes pour chaque observation. 

Pour pouvoir prendre en compte des erreurs plus importantes, en patti- 
culler des d6viations pour une distance d inf6rieure/t d, il est n6cessaire de faire 
une hypoth+se suppl6mentaire qui assure que le mod61e reste identifiable et que 
sa structure m6trique n'est pas modifi6e. Si la construction d'un d-estimateur 
sur O requiert un tT-r6seau S, l'espace des param6tres 61argi O' que l'on 
consid6rera devra satisfaire aux hypoth6ses suivantes: 

Si Qs (resp. Qt) dans O' est une contamin6e d'un point P~ (resp. Pt) de O on a 

d(Qs, Qt) > k' d(p~, Pt)-ktl  (7.1) 
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Ol~ k et k' sont deux constantes fix6es. En fait O' sera de la forme O ' =  U ~fs off 
s~S 

est un voisinage de Ps. Toute la th6orie pourra fonctionner avec O' /t la 
place de O si les ensembles ~U~ satisfont /t l'hypoth6se H2. Dans le cas des 
variables ind6pendantes 6quidistribu6es, il sera facile de le montrer ~ partir de 
[6] ou [23] pourvu que les ~,  soient convexes et satisfassent ~ (7.1). En 
utilisant (2.2) on peut montrer que l'estimateur obtenu sera tel que si Q est un 
point de ~/~, IgQ[dq(O, S)] sera major6 par un multiple de r/q. Ainsi, dans le cas 
de suites d'observations, on obtiendra la vitesse donn6e par la structure 
m6trique de O (seules les constantes seront modifi6es). I1 serait en particulier 
facile d'appliquer ces r6sultats fi des mod61es param6triques de dimension finie. 
I1 n'est pas possible par contre d'obtenir une borne pour IEe[dq(P0, Q)] car il se 
peut fort bien que m6me si Q appartient/ t  ~U~, d(Q, Ps) soit tr6s grand. 

Nous terminerons ce chapitre par un certain nombre de remarques. 

Remarque I. I1 est clair, vu la fa~on dont sont d6finis cl d'une part, les r6seaux 
servant aux minorations d'autre part, que les bornes sup6rieures du risque sont 
obtenues en utilisant les propri6t6s globales de O e t  les bornes inf6rieures des 
propri6t6s locales. Le fait que l'on puisse les faire coincider est dfi, de fagon 
essentielle, ~t l'utilisation du risque minimax. Toutefois il est possible que si 
l 'on se restreint / tune  partie gr de O, un petit voisinage d'un point donn6 en 
particulier, on obtienne une valeur de d qui d6pendra de ~ et qu'elle puisse 
atre notablement inf6rieurc fi la valeur de d correspondant fi O tout entier. I1 se 
peut donc, dans certains cas, qu'on ait int6r~t /t localiser grossi6rement le 
param6tre dans un premier temps en utilisant un estimateur pr61iminaire et fi 
utiliser ensuite des d-estimateurs sur une partie seulement de O. 

Remarque 2 r On peut se demander pourquoi utiliser les d-estimateurs qui ne 
sont jamais que des avatars robustes du maximum de vraisemblance plut6t que 
ce dernier. La r6ponse est qu'il semble impossible de d6velopper une telle 
th6orie m6trique en utilisant le maximum de vraisemblance (ou alors en 
imposant des hypoth6ses tr6s strictes et difficiles ~ v6rifier) en particulier en 
raison de la non-robustesse de ce dernier. I1 existe des exemples (cf. 1-3] et [-22]) 
pour lesquels le maximum de vraisemblance n'est mame pas consistant alors 
que la fonction h(e) est finie ce qui implique que les h-estimateurs se compor- 
tent de fagon satisfaisante. Si l'on reprend l'exemple de Bahadur [3], on peut 
v6rifier que /7(~)<-  C log e; les h-estimateurs convergeront donc ~t une vitesse 

meilleure que (l~ n) ~/2 

Remarque 3. I1 est bien clair que la construction des d-estimateurs repose essen- 
tiellement sur l'hypoth6se H2, laquelle, dans le cas de n variables 
ind6pendantes vient du fait que 

7c (P", Q ") < p (P', Q") < p" (P, Q) = exp In log (1 - h 2 (p, Q))] 

et du lien entre h et d. Dans les autres cas, on utilise des in6galit6s exponentiel- 
les analogues. I1 s'ensuit que dans ces in6galit6s, on pourrait remplacer h 2 par 

r En r~ponse/t une question de G. Tusnfidy 
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- l o g p .  C'est en fait cette quantit6 qui mesure les erreurs des tests et avec 

laquelle on devrait travailler. Malheureusement, ] / - l o g  p n'est pas une distan- 
ce, tout au plus localement une quasi-distance. On pourrait 6tendre la th6orie 
ce cas, mais cela ne pr6sente gu6re d'int6rat et complique la pr6sentation des 
r6sultats ainsi que les calculs (cf. [5]). Le fair que les erreurs des tests 
s'expriment ais6ment en fonction de p conf6re ~t h son importance et entraine 
que les distances que l'on utilise doivent atre convenablement reli6es /t h. En 
particulier les distances IL p pour p > 2 ne conviennent pas parce qu'il n'est plus 
possible de les majorer par un multiple de h, en g6n6ral. De toutes fa~ons une 
telle distance n'est pas intrins6que, d6pendant du choix de la mesure 
dominante. 

Remarque 4. C'est le lemme 2.7 qui montre l 'importance de l'information de 
Kullback dans la recherche des minorations. Cette information n'est pas une 
distance, et pas davantage directement li6e ~, p ou h. Elle s'introduit en raison 
des bonnes propri6t6s de la fonction logarithme, mais il serait souhaitable de la 
remplacer par autre chose dans la mesure og les minorations qu'elle fournit 
peuvent atre, comme on l'a vu au chapitre pr6c6dent, tr6s mauvaises. 
Malheureusement il parait difficile d'obtenir des minorations satisfaisantes au- 
trement que par des quantit6s faisant intervenir un grand hombre de 
probabilitit6s /t la lois ou leurs m61anges, comme le risque bay6sien. Ces 
quantit6s deviennent alors tr6s difficiles ~ calculer et n'ont pas la bonne 
propri6t6 de multiplicativit6 de l 'information: K(P",Q")=nK(P,Q). Le 
probl6me se pose doric de trouver une fonction de O qui soit calculable et 
permette d'6tablir /t la fois des majorations et des minorations du risque. 
Jusqu'~ pr6sent cela n'a pas 6t6 possible et l'utilisation de h apparait donc 
comme un bon compromis, h 2 6tant un interm6diaire satisfaisant dans bien des 
cas entre - l o g p  et K, comme nous l'avons vu. Ces deux fonctions ont d'ailleurs 
la marne propri6t6 d'atre multipli6es par n lorsque l'on passe de une ~ n 
observations ind6pendantes, ce qui est fondamental dans la th6orie pr6c6dente. 

Je remercie tout particuli~rement Patrice Assouad, Robert Azencott, Didier 
Dacunha-Castelle et Lucien Le Cam pour l'aide qu'ils ont pu, sous des formes 
diverses, m'apporter durant la pr6paration et la r6daction de ce travail. 
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