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Isomorphismes et arithm6tique des semi-groupes 
de lois de probabilit6 

ROGER CUPPENS 

1. Introduction 

Soit f la fonction caract6ristique des n variables t = (t t . . . .  , t,) d6finie par 

log f (t) = [. (e i(~'x) _ 1) It (dx), 

# 6tant une mesure positive ou nulle et born6e. 

Darts le cas n =  1, Ra ikov  [12] a montr6 que si It est concentr6e ~ dans un 
ensemble de nombres  positifs et rat ionnellement ind6pendants 2, alors f n 'a pas 
de facteur ind6composable.  L6vy [8] a 6tendu un peu ce rdsultat en mon t ran t  
qu'il enes t  de marne si It est concentrde dans un ensemble fini et rat ionnellement 
ind6pendant.  Ces r6sultats ont 6t6 6tendus dans diverses directions par  Ostrovskiy 
[9/L 11] et l 'auteur [1, 2, 4/ t  6], mais la plupart  des th6or6mes obtenus semblaient 
manquer  d'unit6 et dans l '6nonc6 et dans les m6thodes de d6monstrat ion.  

Gdn6ralisant une m6thode  utilis6e dans [5], nous d6montrons  ici quelques 
th6or6mes qui contiennent  t o u s l e s  r6sultats pr6c6demment obtenus dans ce 
domaine.  Le premier de ces th6or6mes a 6t6 annonc6 dans [7]. 

2. Principe de la m6thode 

Soient A un sous-ensemble de R" et M Fun des ensembles N, Z, Q+, Q. Nous  

notons  (M)A l 'ensemble des nombres  de la forme ~, hjaj off aj~A et h f i M ,  tous 
j = l  

les hj 6tant nuls sauf un nombre  fini, et ~3(M)A l 'ensemble des probabilit6s con- 
centr6es sur (M)A. On sait que si p c  ~(M)A et si q et r sont des probabilit6s v6rifiant 

q , r = p ,  

il existe des probabilit6s q ' ~ ( M ) A  et r'e~(M)A 6quivalentes respectivement /t q 
et r et telles que 

q' * r' = p . 

i Une mesure # est concentr6e dans A oR" si tt(A c~ B)=tt(B) pour tout sous-ensemble bor61ien 
B de R'. 

2 Un sous-ensemble bor61ien A de R" est rationnellement ind6pendant si 

~. hjaj=O, aj~A, hj~Q, 
j = l  

tousles hj 6tant nuls sauf un nombre fini, entralne hj =0. 
10" 
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L'6tude de l'ensemble des d6compositions possibles de p se ram6ne donc ~ l'6tude 
des d6compositions darts ~tM)A, autrement dit ~tM)A est ferm6 pour les d6com- 
positions en facteurs. 

Soient maintenant A c R "  et A ' c R " '  deux ensembles rationnellement in- 
d6pendants ayant m6me cardinal et q~ une application bijective de A sur A'. On 
peut 6tendre ~o/t une application bijective (que nous noterons encore ~o) de (M)A 
sur (M)A' par la formule 

q~ h~aj = ~ hj q~ (a~), 
j j = t  

off aj E A, hj~ M, tousles hj 6tant nuls sauf un nombre fini. Sip ~ ~3tM)A, l'application 
45 d6finie par 

q~ (p) (B') = p (q0-1 (B'))  

pour tout sous-ensemble bor61ien B' de (M)A', est un isomorphisme du semi- 
groupe ~3~t) A sur le semi-groupe ~(M)A" En particulier, si la fonction caract6risti- 
que f '  de p'=4)(p) n'a pas de facteur ind6composable, il enes t  de m6me de la 
fonction caract6ristique f de p e t  r6ciproquement. De plus, si la fonction carac- 
t6ristique f d'une probabilit6 p admet la repr6sentation 

log f ( t ) = I ( e  i ( t ' x ) -  1) #(dx), 

# 6tant une mesure/~ variation born6e concentr6e dans (M)A, alors la fonction 
caract6ristique f '  de ~/'(p) admet la repr6sentation 

off 
log f '  (u) = ~ (e i("'y) - 1) tb (#) ( d y )  

t~ (#) (Or) = # ((]) -1 (B')) 

pour tout sous-ensemble bor6lien B' de (M)A'. 

3. Quelques th6or~mes de d6composition 

Th6orbme 1. Si # est une mesure positive ou nulle, born& et concentrde dans un 
ensemble A ~ R  n rationnellement ind~pendant, alors la fonction earaetdristique f 

d~finie par log f (t) = S ( ei~t'x)- 1) #(dx) 

n' a pas de facteur inddcomposable. 

Ddmonstration. Soit A' un ensemble de nombres r6els, rationnellement in- 
d6pendant et ayant m~me cardinal que A. On peut choisir A' de mani+re que 
A' = [1, 2[. Alors la fonction caract6ristique f '  de la probabilit6 p' associ6e f la 
probabilit6 p de f a la forme 

2 
log f ' (u)  = S (e iuy- 1) #'(dy). 

1 

On d6duit alors d'un th6or6me d'Ostrovskiy [-9] (cf. aussi, [13, th6or6me 8.2) que 
f '  n'a pas de facteur ind6composable, ce qui, d'apr6s le paragraphc pr6c6dent, 
d6montre le th6or6me. 
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Th6or6me 2. Soit f une fonction caract&istique des n variables t =( t l , . . . ,  t,) 
admettant la representation 

l og f ( t )=  ~ ~2,,,~ exp ejam,j(o-j,t - 1 ,  
m =  -- oo ~ "=  

a) aj=O ou 1 et ~ indique la sommation sur les suites a=(a~, ~2 . . . .  ), tous Ies ej 

~tant nuls sauf un hombre fini; 

b) A = {o-1, o-2,-..} est un ensemble rationnellement ind@endant; 

c) les am, j sont des rationnels tels que am+ x,ja~n,} est un entier plus grand que un ; 

d) les 2.,, ~ sont des eonstantes positives ou nulles v&ifiant les deux conditions 
suivantes ; + 

m =  - c o  

et il existe une constante positive K telle que 

2,~,~=O exp - -KY 'e ja2d  (m--,+ov). 
\ j = l  / A  

Ators f n'a pas de facteur indOcomposable. 

D~monstration. Le cas off {o-j} est un ensemble de n 616ments formant une base 
de R" est un cas particulier du th6or~me 2 de [3]. Le th~or~me est donc vrai par 
isomorphisme pour tout ensemble fini {o-j} de nombres r6els. 

Consid&ons maintenant un ensemble {o-j} de nombres r6els positifs, ration- 
nellement ind6pendant et d6nombrable. Nous supposons de plus que 

(R) < log 2. (1) 

p d~signant la mesure purement atomique ayant les masses 2m,~ aux points 

~ja , , , jo-  i. Des hypotheses du th6or~me, il est dvident que la probabilit~ p de f 
j = l  

appartient fi ~(Q+)A" Si q est une probabilit~ de ~(Q+)A divisant p, on d6duit du 
th6or~me 1 de [6] que la fonction caract6ristique g de q admet la representation 

log g(t)= ~ (e i t s -  1) v(dx), 

v 6tant une mesure ~ variation born~e et concentric dans (N)(Q+)A =(Q +)A. 

Soient C un sous-ensemble fini de Aet  #c et v c les restrictions de pet  v ~ (Q§ 

posons log fc (t) = j (e i'~ - 1) Pc (dx), 

log gc(t)= 5 (e i ' x -  1) vc(dx ). 

De l'indhpendance rationnelle de A, on d~duit que pour tout ensemble bor61ien B 

exp (Pc) (B n (Q +) C) = exp (#) (B c~ (Q +) C) 3, 

exp (Vc) (/3 c~ (Q +) C) = exp (v) (B c~ (Q +) C). 

3 sim est une mesure ~t variation born6e, 

exp(m)=~m*i(j!) -1 off m*~ m*l=m, m*J=m*(J-l~*m. 
j = 0  
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Puisqu'il existe des constantes positives k =exp (#(R)) et l=exp(v(R))telles que 

exp (#) = k p; exp (v) = I q, 

ceci entraine que gc est une fonction caract6ristique divisant la fonction carac- 
t6ristique fc.  D'apr6s ce qui pr6c4de, gc est ind4finiment divisible et v c est donc 
une mesure positive ou nulle. Puisque C est arbitraire, ceci d6montre le thhor6me 
darts ce cas particulier. 

L'hypoth6se (1) n'est pas essentielle. En effet, puisque ~es t  concentr6e dans 
(Q+)A c[-0, oo[, on a 

lira ~e-r~#(dx)=O. 
g ~  -t-oO 

On peut donc choisir r o de mani6re que la fonction caract6ristique 0 d6finie par 
O (t)= f ( t  +i r o)f(iro) -1 soit une fonction caract6ristique v6rifiant les conditions 
pr6c6dentes. La fonction 0 d6finie par O(t)=g(t+iro) g(iro) -1 est donc une 
fonction caract6ristique ind6finiment divisible, ce qui entraine que g est ind6fini- 
ment divisible. Le cas g6n6ral se ddmontre en utilisant l'isomorphisme entre 
~(o.~A et ~o.~A,, A' 6tant un sous-ensemble de nombres positifs et rationnelle- 
ment ind6pendant. 

En utilisant la m6me m6thode et le th6or6me 7.3 de [1], on obtient le 

Th6or6me 3. Soit f une fonction caractdristique des n variables t=( t l ,  ..., t,) 
admettant la reprdsentation 

l o g f ( t , =  ~ ~ 2~,~ [exp (i ~ j a ~ , j ( a j ,  t , ) - 1 1 .  
, n ~ l  ~ j = l  

Si, outre les conditions a, b e t  c du th~or~me pr~ckdent est v&ifide la condition 
suivante : 

d') les 2m, ~ sont des constantes positives ou nulles v~rifiant 

~ ~2 ,~ ,~<+oo ,  
m = l  g 

j = l  

alors f n'a pas de facteur ind~composable. 

Dans le cas off A = {a t, ..., or} est un ensemble fini, on peut dans le th6or6me 3 
remplacer l'hypoth6se c) par c'): les amj sont des entiers tels que %,;a2,)  est soit 
ndgatif, soit un entier plus grand que un (m'> m) (cf., [5], th6or6me 4.1). 

4. D6compositions-e 

On dit qu'une fonction caract6ristique g est un facteur-e d'une fonction 
caract6ristique f s'il existe des fonctions caract6ristiques h 1 . . . .  , h m et des con- 
stantes positives c~, ill, ..., fl,, telles que 

f=g~hf l . .  ~,. .h m . (2) 
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(2) est alors une d6composition-c~ de f (nous dirons aussi, par abus de langage, 
que (2) est une d6composition-a de la probabilit6 p de f) .  

Soient A un ensemble d6nombrable de nombres r6els et p une probabilit6 
appartenant ~t ~(~t)A, M 6tant un des ensembles Z ou Q. Si la fonction caract6- 
ristique f de pes t  analytique et sans z6ros dans une bande {lIm t] <p} et si (2) 
est une d6composition-a de f d'apr6s un r6sultat d'Ostrovskiy ([11], Lemme 1), 
il existe des constantes r6elles c et d~. telles que les probabilit6s q et rj de g e t  hj 
sont concentr6es dans (M)A+c et (M)A+dj respectivement. On en d6duit 
l'existence de probabilit6s q' et r) appartenant ~t ~(~t)a et telles que leurs fonctions 
caract6ristiques g' et h) v6rifient la relation 

off 
f =(g')~'(hl)P,...(h~)~k, 

k(t)=exp (i (c~c +j~lfiJdj) t ) 

(3) 

Puisque k peut toujours 8tre consid6r6e comme une puissance positive d'une 
fonction caract6ristique correspondant 5, une probabilit6 d6g6n6r6e concentr6e 
en un point de (M)A, on en d6duit que (3) est une d6composition-~ de f e n  facteurs 
correspondants ~t des probabilit6s appartenant ~t ~31M)A (~Oa)A est ferm6 pour les 
d6compositions-~). 

Soient maintenant A et A' deux ensembles d6nombrables et rationnellement 
ind6pendants de nombres r6els et ~0 une bijection de A sur A'. ~o induit un iso- 
morphisme 4~ de ~(mA sur ~3(M)a,. Notons 9~(M)A l'ensemble des probabilit6s p 
de ~3(M)A telles que les fonctions caract6ristiques de pe t  4~(p) soient analytiques 
et sans z6ros dans des bandes {]Im t] <p} et {]Im t[<p'} respectivement. Puis- 
que ~b est continu pour la convergence faible dans ~(M)A et ~M)A', on en d6duit 
facilement que q~ conserve sur 9X(M)A les d6compositions-a. En particulier, si la 
fonction caract6ristique f d'une probabilit6 p appartenant /t ~I(M)A n'a pas de 
facteur-a ind6composable, il en est de mSme de la fonction caract6ristique de 
q~ (p) et r6ciproquement. 

Nous montrons maintenant le 

Th~or~me 4. Soit f une fonction caractdristique admettant la reprksentation 

log f(t) = [. (e it~ - 1) ~, (d x), 

# &ant une mesure positive ou nulle, born~e et concentr~e dans un ensemble A 
dOnombrable et rationnellement ind@endant de hombres rods. Si f est analytique 
et sans zOros darts une bande {lIm tt<p} (p>0), alors f n'a pas de facteur-c~ in- 
ddcomposable. 

DOmonstration. Lorsque A est un ensemble born6 de nombres r6els, ce th6or6me 
est un cas particulier d'un r6sultat d'Ostrovskiy ([11], th6or6me 1). Compte-tenu 
de ce qui pr6cbde, le cas g6n6ral se d6duit de ce cas particulier en utilisant l'iso- 
morphisme entre ~(~t)A et ~(~t)A,, A' 6tant un ensemble rationnellement in- 
d6pendant, d6nombrable et born6 de nombres r6els. 
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5. Remarques 

1. Dans le cas of 1 A n'est pas borne, les th6or~mes 1 ~ 3 sont particuli~rement 
int6ressants car ils fournissent des exemples de fonctions caract6ristiques sans 
facteurs ind6composables et qui ne sont ni analytiques, ni valeurs au bord de 
fonctions analytiques. 

2. Un autre int6r& des th6or~mes 2 et 3 est leur caract~re intrins6que dans R", 
caract~re que n'avaient pas les th6or6mes 5.3, 6.3 et 7.3 de [1] et le th6or~me 2 
de [3]. On peut maintenant donner des versions intrins~ques de ces th6or~mes 
analogues ~t celles pr6sent6es ici: 

Th6or~me5 (Th6or6me 6.3 de [1]). Soit f une fonction caract~ristique des n 
variables t = ( q , ..., t,) admettant la repr&entation 

II 

l o g f ( t ) = - Q ( t ) +  ~ ~ 2m, ~ [exp (ii~lej%,j(a j, t ) ) - 1 ] ,  
OU m=l e 

a) Q est une forme quadratique positive ou nulle pour teR"; 

b) g~=O ou 1 et ~, indique la sommation sur les 2 n -  1 valeurs non nulles de 
= (~1, ..., ~,); 

c) {al, ..., a,} est une base de R"; 

d) les am, j sont des r&ls tels que a,,,,jam, ~est  soit ndgatif, soit un entier plus 
grand que un (m' > m); 

e) les Am, ~ sont des constantes positives ou nulles telles que 

j = l  

pour une constante positive K. Alors f n'a pas de facteur inddcomposable. 

Th6or~me 6 (Th6or~me 2 de [3]). Soit f une fonction caract&istique des n 
variables t = ( t,, ..., t~) admettant la reprdsentation 

l o g f ( t ) = - Q ( t ) +  2 22m,~ exp i2~ja~,i(crj, t 
m = - - m  e \ j = l  

\ j = l  j = l  ' / 

off, outre les conditions a), b), c) et e) du thdordme prdcddent sont v&ifi~es les deux 
conditions suivantes : 

d') les am, j sont des rationnels tels que am + 1, j a~i est un entier plus grand que un ; 
+ o o  

e') ~ ~ 2 2 -1< 2m,~am,j(1 + am 4) + ~ .  
m =  - -oo  s 

Alors f n'a pas de facteur indkcomposable. 

3. Si on consid6re des probabilit6s d6finies sur un espace de Banach, les trois 
premiers th6or~mes ont (par isomorphisme) des analogues dans ce contexte. Ces 
th6or6mes sont les premiers r6sultats obtenus dans ce domaine (/t part le r6sultat 
trivial sur la d6composition des lois normales). 
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