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Die Randverteilungen der operator-stabilen MaBe
im 2-dimensionalen Raum

JOHANNES MICHALICEK

Einleitung

X,,n=1,2,... sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit Werten
in R, und der gemeinsamen Verteilung v. Es sei weiter vorausgesetzt, daB lineare
Operatoren A, von R, in sich und Vektoren a,eR, so gewidhlt werden konnen,
daB die Verteilungen der Zufallsvariablen S,=A4,(X+ -+ X,)+a, gegen eine
Verteilung pe P(R,) konvergiert. (Unter P(R,) sei die Menge aller Wahrscheinlich-
keitsmaBe bezeichnet und (b) sei das Einheitsmal im Punkte beR,.) Sharpe [6]
hat in seiner Arbeit folgende Aussagen iiber die mdglichen Grenzwerte y, die er
operator-stabile MaBe nennt, erhalten:

Satz 1. Wenn u ein nicht-degeneriertes operator-stabiles Mah auf R, ist, so
gibt es einen linearen Operator B von R, in sich, so daf3

W= {8 ) 5 (b (1) (0.1)

fiir ¥>0 und ein b(r)eR, gilt. Dabei ist ein nicht-degeneriertes Maf, ein Mafs
dessen Triger nicht in einer Hyperebene des R, liegt.

Da jedes stabile Mall unendlich-teilbar ist, ist die Bezeichnung u™* fiir r>0
sinnvoll.

Satz 2. Jedes nicht-degenerierte operator-stabile Maf3 u auf R, kann in ein
Produkt p=»72, %A, von Mapen J;, die auf den Unterrdumen R, und R, mit
R, ® R,,=R, konzentriert sind, zerlegt werden. Dabei ist J, eine Normalverteilung
auf R, und A, ein operator-stabiles Maf auf R,,, das keine normale Randverteilung
besitzt.

In dieser Arbeit soll die analytische Struktur der operator-stabilen Male
im 2-dimensionalen nidher untersucht werden. Nach Satz2 ist dies aber nur
interessant, wenn keine Randverteilung eine Normalverteilung ist. Es scheint
zweckmiBig, je nach den Spektraleigenschaften des Operators B zu unter-
scheiden. Im R, ergibt dies 4 Mdoglichkeiten.

Fall 1. B ist ein Vielfaches der Einheit.

Dieser Fall wurde bereits von Lévy [4] und Rvadeva [5] behandelt und soll
hier nicht zur Sprache kommen.

Fall 2. B hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte ¢, und q,.

Aus den Ergebnissen von Sharpe ist leicht zu sehen, daBl dann 1/2<¢q, <g, <0
gelten mub.

Fall 3. B hat einen reellen Eigenwert ¢ und auch nur einen 1-dimensionalen
Eigenraum.
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Auch hier gilt: 1/2<g< 0.

Fall4. B hat zwei konjugiert komplexe Eigenwerte.

Es sollen nun einige Eigenschaften der 1-dimensionalen unendlich-teilbaren
Verteilungen zitiert, oder wenn diese nicht bekannt sind, hergeleitet werden.

Einige Eigenschaften von 1-dimensionalen unendlich-teilbaren Verteilungen

Am Beginn dieses Kapitels seien einige bekannte Resultate angefiihrt; dann
werden Definitionen gegeben und im dritten Abschnitt einige spezielle unendlich-
teilbare Verteilungen charakterisiert.

a) Bekannte Resultate

Satz 1.1. Die charakteristische Funktion ¢ einer unendlich-teilbaren Verteilung
@ hat die Form:

. i iut
log(p(t)=—zyt—azt2/2+_j;o{e —1- H_uz}dM(u)
jut __ 1 __
+(He 1 0

dabei sind die Funktionen M: (—00,0)— R und N: (0, o0)— R nicht abnehmend
und haben die Eigenschaften:
a) M(—o0)=N(c0)=0,

(1.1)

iut

+u?

}dN (),

b) f u? dM(u)—l—fu2 dN(u) < 0.
—& 0

Auferdem ist —oo<y<oo und ¢ =0.
Satz 1.2. Fiir die schwache Konvergenz unendlich teilbarer Verteilungsfunk-
tionen F, gegen eine Grenzverteilung F ist notwendig und hinreichend, daf fiir n — oo
a) in den Stetigkeitspunkten der Funktionen M und N M,(u)— M(u) und
N, (u) > N(u),
b) v, >,
0 £
¢) lim lim{ { u*dM,(w)+o2+ | u® dN,,(u)} =
g0 e 0
0 : (1.2)
lingli_m{ [ u*dM,(w)+ o2+ [ u? dN,,(u)} =g2,
£— _g 0

wobei M,, N,, M, N und die Konstanten o,, 0, v,, v durch die Formeln fiir die
charakteristischen Funktionen der Verteilungen F, und F gegeben sind (s. (1.1)).

Da die stabilen MafBe im 1-dimensionalen auch unendlich-teilbar sind, so
lassen sie sich in Form (1.1) darstellen. Dazu gehoren folgende Bestimmungs-
stiicke:

a | M(u) | N(u) | o

0 120, ¢, =0, ¢;+c¢,>0.

0<a<2]cy/luf | —cyfure
a=2 | 0 | 0 |>0
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Durch Errechnung der Integrale erhilt man dann folgende Darstellung der
stabilen MaBe im 1-dimensionalen.

Fiir o1 und o342

t
IOg‘/’(f):~iv’t+cltl“{1—iﬁlTltgw/z}a (1.3)
wobei fiir 0<a<1
— CL—C - ﬂoo o ron

B e und c=(c;+c,) cos 5 g({e 1)y + dy

und fir l<a<?2
Gz¢ 1o A
ﬁ:ci_'_cz und C:(C1+62)COST('§({€"Y_1+y}/y1+1)dy.
Fiir a=1

. ot 2
logp(t)=—iy t—clt[{l—lﬁ—lﬁ;logltl}

mit ¢c=(c;+¢,) 7/2 und f=(c,—c¢;)fc,+ )

Fiir =2
logop(t)=—iy t—a*t?)2.

Ab nun sollen « der Exponent und ¢, ¢, die Koeffizienten einer stabilen
Verteilung genannt werden. Ein stabiles MaB ¢ heillt zentriert, falls es zu jedem n
ein A, gibt, so dal ¢"*(x)=¢(x- A4,).

Satz 1.3. Jede stabile Verteilung mit Exponent o1 kann so verschoben werden,
dap sie zentriert ist. Ist a=1, so ist fiir ¢,=c, jede Verteilung zentriert und fiir
¢y =c¢, keine Verteilung zentriert.

Bemerkung. Ist a>1 (x<1), so mul} fiir eine zentrierte stabile Verteilung
dlog ¢ (1)/dtl, =0 (d log ¢ (1)/dt],, =0) gelten.

b) Einige Definitionen
In der Literatur wird der Anzichungsbereich fiir stabile Verteilungen wie
folgt definiert:
Eine Verteilung F liegt im Anziehungsbereich einer stabilen Verteilung ¢,
falls es Zahlen A, und a, gibt, so dafl

lLim F**(x - A,+4a,)=¢(x). (1.4)
(Es soll ab nun immer 4, fiir a, 4, gesetzt werden.)

Ahnlich wird der normale Anziehungsbereich definiert:

Eine Verteilung F liegt im normalen Anzichungsbereich einer stabilen Ver-
teilung ¢, falls in (1.4) A,=n"" gewihlt werden kann und &, die Gleichung
¢"* (x n'* +a,) = P (x) erfiillt.

In dhnlicher Weise konnen nun zusitzlich folgende Definitionen gegeben
werden:
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Definition 1. Eine Verteilung F liegt im logarithmischen Anzichungsbereich,
falls in (1.4) A,=n""log n'/* gewdhlt werden kann und &, die Gleichung
¢"* (x n* +d,) = ¢ (x) erfiillt.

Fiir die weiteren Uberlegungen in dieser Arbeit ist es wichtig zu wissen,
ob es unendlich-teilbare Verteilungen F gibt, so daB der Grenzwert
lim F¥"*(x - A, + &)= ¢ (x) fiir irgend eine Wahl von A4/, und a, existiert und

R QO

nicht trivial ist. Man zeigt dhnlich, wie fiir Potenzen der Verteilung F, daB ¢
nur eine stabile Verteilung sein kann. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Es
erscheint nun sinnvoll, folgende weitere Definitionen zu geben.

Definition 2. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt im negativen Anzie-
hungsbereich einer stabilen Verteilung ¢, falls es Zahlen A; und &, gibt, so daB3
lim FY"*(x - A, +d.)= ¢ (x).

H— 0
Definition 3. Eine Verteilung F liegt im normalen negativen Anzichungs-
bereich einer stabilen Verteilung ¢, falls hm FYox(x p~ 4 3)= ¢ (x) und &, der

Gleichung ¢Y"* (x n= "+ a.) = ¢ (x) genugt
Definition 4. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt im logarithmischen
negativen Anzichungsbereich einer stabilen Verteilung ¢, falls

lim FY"(x n=Y* log n*/* + @) = ¢ (x)

und @, der Gleichung ¢Y"* (x n=1*+ &)= ¢ (x) geniigt.

Definition 5. Eine unendlich-teilbare Verteilung ¢ ist g-stabil, falls es zu
einer Zahl g>1 Zahlen 4,>0 und &, gibt, so dal

¢ (A x+a)=¢_ (x)
(F_ bezeichne die um den Nullpunkt gespiegelte Verteilung F).

Im dritten Abschnitt dieses Kapitels sollen alle jene unendlich-teilbare
Verteilungen, die in diesen Anziehungsbereichen liegen oder g-stabil sind,
charakterisiert werden.

¢) Die normalen und logarithmischen Anziehungsbereiche
und die g-stabilen Verteilungen

Satz 1.4. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt genau dann im normalen
Anziehungsbereich einer zentrierten stabilen Verteilung mit Exponent o%1 und
Koeffizienten ¢, und ¢, und im negativen normalen Anziehungsbereich einer zen-
trierten stabilen Verteilung mit Exponent o, = 1 mit 0<oy <a, <2 und Koeffizienten
c, und ¢,, falls in der Darstellung (1.1) der unendlich-teilbaren Verteilungen

a) M(u)=Lw){cy/lu/"+c)/lu*} u<0,

N(w)=— L) {cs/|ul"+c5/lul**} u>0

mit lim L(u) 1 und hm L(u) 1.

14— 0
b) ¢=0.
c) Ist ay>1, dann ist

j {u————} dMu)+ | {u——l—fu—z} dN(u),
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ist o, <1, dann ist
0

u w

— 0

1 —5 dN(u),

in allen anderen Fillen ist v beliebig.
Bemerkung. Natiirlich miissen die Funktionen M und N monoton sein.

Satz 1.4a. Ist o, =1 (o, =1), so mup zusdtzlich

im (L0~ L=} dumbs, (fim [ (20— L~} du=k,)

vorausgesetzt werden (Jk;| < c0).
Man beachte, dall dann ¢;=c, bzw. ¢, =¢, gelten muB.

Beweis. Zunichst soll gezeigt werden, daB jede Verteilung F, die die Bedingun-
gen des Satzes erfiillt, in den entsprechenden Anziehungsbereichen liegt. Da die
charakteristische Funktion der Verteilung F™*(x A, +4a,) f"(t A7) e~ "™ ist, muBl
gezeigt werden, dal

lim f"(tA4; e " =g,(0) und lim [ A, e =g, ()

n— O

ist, wobei ¢, die charakteristischen Funktionen der entsprechenden stabilen
Verteilungen sind. Man erhilt durch Substitutionen u =n'* z mit A, =n" aus (1.1)

0
log "t A e "n=in' "y t—iat+n | {"*—1—itz/(1+2%)} dM(zn'/*)

— 0

—I—n:‘[o{ 2 _14itz/(1+2%)} dAN(zn/™)
0

0 . .
_nl—l/al{ j( itu B ltu2>dM(u)

1+u?n~ 2 14y

® itu itu
— dN .
+g(1+u2n‘2/"‘1 1+u2) (u)}

Da die stabile Verteilung zentriert sein soll, muf fiir a+1 a,=0 gewihlt werden
konnen. Es folgt:

lim n M (z n/")= han(z nl/"“){I o $ G }: G

n— o !Zlaz nazlal

I |a1 ]Z|°‘2 nazlfll

limnN(zn"*)= — hm nL(z n”“l){ T }: _ %
Aullerdem gilt, wenn fiir o; > 1

y= f {u—u/f1+u®)} dM )+ }O{u—u/(l +u?)} dN(u)
Zw o
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gewahlt wird:

o im 0 u
}Lrg)nl 1 {V j{1+u2 Gy 1+ }dM(u)

o0

e -siofmec]

Fiir a; <1 kann 7 beliebig gewihlt werden.

Dies sind die Voraussetzungen des Satzes 1.2 w.z.z.w. Ebenso zeigt man
die Aussage iiber den negativen Anziehungsbereich.

Ist nun o, =1, so ist a, bis auf einc Konstante b gegeben durch:

u ® u
=_j{1+u2 -2 1+ }dM(u) j{1+u2 = 1+ }dN(u)“Lb

mit |b|<o0. Andererseits mufl a, wegen der Zentriertheit von ¢, gegen eine
Konstante konvergieren. Dies gewihrleistet aber Bedingung (1.6). Ahnlich schlieBt
man fiir o, =1.

Umkehrung: Da c,/|u|™+¢,/|u|*>%0 ist, 14Bt sich jede unendlich-teilbare
Verteilung in der Form (1.5) schreiben und es miissen nur die Bedingungen fiir
die Funktion L bzw. fiir y nachgepriift werden. Es sei nun angenommen, daf es
eine Folge {u;} gibe, mit u;— co und L(u;) - I+ 1. Dann gibt es eine ganzzahlige
Folge {n;},s0 daB s,= u;/n* — 1 und daher gilt: L(s; n;’™)— lund n; N(s; nj/*) > I ¢, .
Da aber die Grenzfunktion c,/|u]® stetig und monoton ist, ist die Konvergenz
gleichmiBig im Punkt 1. Dies ist aber ein Widerspruch, da einerseits n; N(n)/™) — ¢,
und andererseits n;N(s;n?/*)—lc, mit lims;=1 und /&1 gilt. Die Zusatz-
behauptung im Falle o, =1 oder a,=1 ergibt sich direkt aus Bedingung b) des
Satzes 1.2.

Satz 1.5. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt genau dann im logarithmi-
schen und im negativ-logarithmischen Anziehungsbereich einer zentrierten stabilen
Verteilung ¢ mit Exponent a+1 o <2 und Koeffizienten ¢, und c,, falls in der
Darstellung fiir die charakteristischen Funktionen der unendlich-teilbaren Ver-
teilungen

&
2) (W)= L)|loglull
Cy a
N(w)=— L0 loglul

mit |hm L(u)=1 und lingL(u)=cz/c1 und lin(l)L(u)=c1/c2.
u:O ﬁ:O

b) a=0.
c) Ist a>1, dann ist

0

Y= —£{M—T} dM u)—|‘ f {M—l—_:fuz—} dN(u),
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ist a<<1, dann ist
0 0

u u

Ist a=1, so muf zusdtzlich
Iloglull
|

lim f{L(u)—L(——u)}—Eggﬂdu:k2 mit k| <o
=04 |ul

lim | {L(u)—L(—u du=k, mit [k]<oo

vorausgesetzt werden (¢, = c,).

Der Beweis dieses Satzes kann direkt vom Beweis des vorhergehenden Satzes
iibernommen werden, so daB3 er hier unterbleibt.

Satz 1.6. Eine unendlich-teilbare Verteilung F ist genau dann g-stabil, falls:

_ [loglul]
a) M(u)=L(log|u| modlogr?)q &
Nu)=—gM(—u/r) u>0,

u<0

wobei r>ﬂ und L eine monotone Funktion auf dem Intervall (0,r%) ist und
q*L(0)=L(r*) gilt. In den Punkten log|lu|=0modlogr? sei die Funktion M

0
bzw. N rechtsseitig stetig gemacht. Hierbei bedeutet [%LL] die niichst kleinere

ganze Zahl an l;;i':;' .
b) a=0,
c) v beliebig
oder
a) M(u)=0 und N(u)=
b) ¢>0,

c) v beliebig.

Beweis. Nach der Definition ist die Verteilung genau dann g-stabil, wenn
es Zahlen r>0 und a>0 gibt, so daB f9(—tr)e "= f(¢) gilt, d.h.

. O itu
—qutr——q0'2t2r2/2—_j;o{e' —1- 1+u2}qd(—N(—u/r))

+ T{e"“—l-— 1222 }qd(—M(—u/r))

0

o0 itu
+iygt—iat=iyt+ [<e™—1— e dM (u)

— 0

et it
+ {e”"—l— 1l+l:¢2 }dN(u).

0
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Daraus folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung (1.1), wenn ¢ =0 ist,
N@u)=—qM(—u/r).
Es gilt aber auch f24(t7?) "%= f(t), woraus folgt, daB N die Funktionalgleichung
¢*Nu/r*)=N(@u) fir u>0

erfiillt. Durch die Transformation N(u)= N(logu) verindert sich die Funktional-

leichung in ~ -
8 E 2N(logu—logr?)=N(logu),

logu
deren Losung sich mit L(logu modr?)q [z angeben 14Bt. Dabei ist L auf
dem Intervall (logr?, 1) monoton und ¢?L(1)< L(logr?). Aus Bedingung c) des
Satzes 1.2 ergibt sich, daB r>1/a sein muB. Die anderen Aussagen des Satzes
sind trivial.

1
Definition. Unter o= 1qu versteht man den Exponenten der g-stabilen
Verteilung. ogr

Satz 1.7. Jede g-stabile Verteilung kann, wenn o= 1 ist, zentriert werden, d.h.
in der Definition kann a,=0 gesetzt werden.

Beweis. Man setze:

y= f{u }dM(u)—Fj{u—Tgu—z}dN(u) fiir a>1

o0

0
{,1 dM(u)+g#dN(u) fiir a<1.
Die Gestalt der operator-stabilen Verteilungen im R,

Wie am Anfang erwihnt, scheint es zweckmaBig, in 4 Falle zu unterscheiden,
wobei der erste Fall, da er die gewShnlichen stabilen Verteilungen beschreibt,
fiir diese Arbeit uninteressant ist (s. [4], [5]).

Fall 2. B hat 2 verschiedene reelle Eigenwerte. O.B.d. A. kann angenommen
werden, daB die Eigenvektoren die Einheitsvektoren sind. Nach dem Ergebnis
von Sharpe haben die operator-stabilen Verteilungen folgende Eigenschaft:

¥ =eloerB p 5 5(1)(1’)),

—1/a;, O
0 —1/o,
zu den charakteristischen Funktionen gilt:

wobei B im Fall 2 die Gestalt ( ) hat und o, <o, ist. Bei Ubergang

@r(tl t2)=¢1(t1 rl/oq t2 rl/ocz) e—itlbl(r)—itzbz(r)
b 3 .

Daraus erkennt man, daB ¢(-,0) und ¢(0, ) die charakteristischen Funktionen
der Randverteilungen, stabile Verteilungen ¢, ¢, mit den Exponenten o; bzw. o;,
sind. Bs soll 0<a, <o, <2 gesetzt werden, da Satz2, der bereits von Sharpe
bewiesen wurde, dhnliches flir o, =2 aussagt.
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Satz 2.1. Die charakteristische Funktion einer stabilen Verteilung, die Fall 2
angehdrt, hat bis auf eine lineare Transformation und eine Multiplikation mit
ety dis foloende Gestalt:

a) Ist o;+1
exp{log (‘//1 (ty/t,) =) t1) (ty/t )02/ 2= fiir t,/t,>0
, exp {log (i, (— /)= D 1) (—ty/t,)*2/%2 =) fiir 1,/t, <0
fy ty)= : : 2.1
R P fir =0 &
exp{—|t,[" 1} Sir t,=0,
fiir oy =1

@(ty, L) =@*(t;, t) exp{—it;(c;+c5) 2log (|t )/(ci +¢c2) 7} .

Dabei ist @* die charakteristische Funktion einer stabilen Verteilung mit
@*(t(, 0)=e 1€+ yud hat die Bauart (2.1) fir o, =1. Fiir a,=1 wird dhnlich
vorgegangen. Die Funktionen ; sind unendlich-teilbare Verteilungen, die im nor-
malen Anziehungsbereich der zentrierten stabilen Verteilung ¢,, bzw. im negativen
normalen Anziehungsbereich der zentrierten stabilen Verteilung ¢, liegen. Dabei
hat die Verteilung ¢,(¢,) die charakteristische Funktion ¢(ty,0) (¢ (0, t,)).

Beweis. Wenn o; =1 ist, kann angenommen werden, dal3 die beiden stabilen
Verteilungen ¢, und ¢, bereits zentriert sind. Es sei nun t,/t,>0 und ¥, (u):=
¢ (1, u). Dann folgt aus G1. (0.1)

Vi)=0" (u, )= ur'™, ur).

Bei Einsetzen fiir u(ty/t,)*/ =" ¢, und r=(t,/t,)****>~* erhilt man das ge-
wiinschte Resultat. Ebenso geht man vor, wenn t,/t, <0 ist. Dann setzt man
Vo(u): =0, —u). Es ist also noch nachzupriifen, dall die Verteilungen v, in
den Anzichungsbereichen liegen. Dies folgt aus der Stetigkeit der charakteristi-
schen Funktionen, denn

lmy;ur= =@, ur"Y)=¢u,0), da a,>0

und
lim 7 = 42) = (a1, 1) = 0, ).

Der Fall o, =1 oder «, =1 hat die Schwierigkeit, daB die stabilen Verteilungen
nicht zentriert werden konnen. Dies wird dadurch gelost, daB die 2-dimensionale
charakteristische Funktion ¢ mit dem Faktor

m(ty):=exp{it;(c;+cy) 2log(|ty e, +c,) 7}

multipliziert wird. Dadurch dndert sich an der Stabilitit nichts, jedoch ist dann
(0, ty) m(ty) eine zentrierte stabile charakteristische Funktion. Ebenso wird bei
o, =1 vorgegangen.

Fall 3. Durch den Satz von Jordan ist es moglich, jede Matrix in eine Dreiecks-
matrix iiberzufithren. O.B.d. A. kann also fiir

B= ( ——cll/lo/coc —?/oc)
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gesetzt werden, d.h. die Matrizen e°"2 haben die Gestalt

pif , 0
r-Vecklogr—te plef”
Dies bedeutet fiir die charakteristischen Funktionen:
@ (ty, )=t %, cF t; r* log r'/*+ 1, r1/7).

Wenn t, =0, so gilt:
@"(0,£)=(0, £, '/%).

Also ist in diesem Fall ¢, stabil. Man kann nun c¢f=1 wihlen, da durch die
Transformation

A>T 'AT mit T=((1) (l)
¥ wegfallt. a

Satz 2.2. Die charakteristische Funktion einer operator-stabilen Verteilung, die
Fall3 angehdrt, hat bis auf eine lineare Transformation und einer Multiplikation
mit e'"1 292 die folgende Gestalt:

a) Ista=1:
oot {exp ({108 (v (1 exp(~ ty/e0)) explata/t}  Sfir 0
exp{—|t;"I,} fir t,=0.
b) Ist a=1, so hat ¢ die Gestalt:

@ (tr, 1) =*(t1, ) exp{ity (g +c;) 2og (|, )/(cy +¢x) 7}

(2.2)

Dabei ist die Funktion  eine unendlich teilbare charakteristische Funktion, die im
logarithmischen und im negativ-logarithmischen Anziehungsbereich der zentrierten
stabilen Verteilung ¢, liegt. (p* hat dieselbe Bauart fiir a=1 wie (2.2).)

Beweis. Wenn a=1 ist, so kann 0.B.d.A. angenommen werden, daBl ¢,
zentriert ist. Es sei nun wieder ¥ (u):=¢(u,0) gesetzt; dann folgt aus GL (0.1)

¥ W)=0" @, 0= Wr’, ur'*logr'’)

durch Einsetzen fiir u=t, exp(t;/t;) und r=exp(—at,/t;) das gewiinschte Resul-
tat. Aus der Stetigkeit der charakteristischen Funktion ¢ ergibt sich

lim " (u r*/log r'/*) = @ (u/log r''*, u)= ¢ (0, u)
lin% Y (ur=1"—logr'™®y=o(u/—logr''*, —u)=¢(0, —u),

woraus man sicht, daBl ¢ in den gewiinschten Anziehungsbereichen liegt. Im
Fall o =1 ist wie im vorhergehenden Fall noch ein Faktor ¢'** zu multiplizieren.

Fall4. Es sei s=(s;, s,) ein Eigenvektor der Linge 1 von B. Dann hat die
Matrix

B*—TBT-! mit T=(Resl’ Resz)

Ims,, Ims,
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die Vektoren (1, i) bzw. (1, —i) als Eigenvektoren. Durch diese lineare Transfor-
mation wird B¥ das Vielfache einer Drehungsmatrix. Dadurch scheint es zweck-
méBig, folgende Substitution durchzufiihren: ¢,=1Icosp, t, =1Isin p.

Satz 2.3. Die charakteristische Funktion einer Verteilung, die Fall 4 angehort,
hat bis auf eine lineare Transformation und einer Multiplikation mit e"i1+i1272
die Gestalt:

exp {log( (/B 13 exp { — arctg(t,/1)}) exp (arctg (/1)) }
fir t,>0
@(ts, t;)= | exp{log(V (L)/t] +15 exp{—arctg(t,/t)}) exp{arcte(t,/t)}}  (23)
fiir t,<0
Y(t) fur 1,=0.
Dabei ist  eine charakteristische Funktion einer g-stabilen Verteilung und o deren
Exponent.

Beweis. Durch die Substitution ¢, =1cosp, t,=Isinp und bei Ubergang zu
den charakteristischen Funktionen wird der lineare Operator e°¢"® iibergefiihrt

11’17; . l——>lrlla
" p- p+clogrt

O.B.d.A. kann angenommen werden, daB c¢=1 ist. Aus Gl (0.1) und durch
Einsetzen von ¢'([, p):=o(t;,t,) und ¥ (u):=¢'(u, 0) erhilt man

l;"(u) = (P’r(u’ 0) = QD/(L{ rl/a’ log rl/m) .
Setzt man r=e*” und u=/[e~*, so ergibt sich

o'l p)=ye**(le ) fiir 20 und 0=Zp<27.
Ist _
Y (u) uz0

W(u)z{q)(—u, ) u<0,

so erhilt man aus der Eigenschaft ¢ (u, 0)= o (u, 27) fiir
Yroue )=y (—u)
YA (u e = (u),

wobel ¢**=r, ist. O.B.d.A. soll ¥ zentriert angenommen werden. Geht man
nun auf die Koordinaten ¢; bzw. ¢, zurlick, ergibt sich das gewiinschte Resultat.
Bemerkung: Man sieht leicht, daB fiir «=1 diesmal keine Multiplikation
mit einer Funktion ¢, wie in den vorhergehenden Fillen, notig ist.
Satz 2.3 charakterisiert die stabilen Verteilungen im Komplexen, wenn man
in der Definition fiir A, und a, komplexe Zahlen nimmt.

Abschlieflende Bemerkungen

Die Bedingungen iiber die Randverteilungen sind natiirlich nur notwendig,
aber bei weitem nicht hinreichend. Es ist anzunehmen, dafl beziiglich der Rand-
verteilungen noch zusitzliche Bedingungen gelten miissen. Diese konnen implizit
10 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 21
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aus der Darstellung der unendlich-teilbaren Verteilungen im 2-dimensionalen
Raum entnommen werden.

Der Satz von Sharpe kann natiirlich auf n-Dimensionen verallgemeinert
werden. Auch die Unterteilung der cinzelnen Fille nach Spektraleigenschaften
kann leicht durchgefiihrt werden. Jedoch wird es wegen der Vielzahl der Moglich-
keiten nicht zweckmilBig sein, diese Methode fiir alle Fille durchzufiihren.
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