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Die Randverteilungen der operator-stabilen MaBe 
im 2-dimensionalen Raum 

JOHANNES MICHALICEK 

Einleitung 
X,, n = 1, 2 . . . .  sei eine Folge von unabh~ingigen Zufallsvariablen mit Werten 

in Rk und der gemeinsamen Verteilung v. Es sei weiter vorausgesetzt, dab lineare 
Operatoren A, yon Rk in sich und Vektoren a, eRk so gew~ihlt werden k6nnen, 
dab die Verteilungen der Zufallsvariablen S,=A,(XI+. . .  +X,)+a,  gegen eine 
Verteilung # ~ P(Rk) konvergiert. (Unter P(Rk) sei die Menge aller Wahrscheinlich- 
keitsmaBe bezeichnet und 6 (b) sei das EinheitsmaB im Punkte b ~ Rk .) Sharpe [6] 
hat in seiner Arbeit folgende Aussagen tiber die m6glichen Grenzwerte #, die er 
operator-stabile MaBe nennt, erhalten: 

Satz 1. Wenn # ein nicht-degeneriertes operator-stabiles Marl auf Rk ist, sO 
gibt es einen linearen Operator B yon Re in sieh, so daft 

/1 r* = {e {l~ kt} * 6(b(r)) (0.1) 

]fir r > 0  und ein b(r)eR k gilt. Dabei ist ein nicht-degeneriertes Marl, ein Marl 
dessen Tr~ger nicht in einer Hyperebene des R k liegt. 

Da jedes stabile Mal3 unendlich-teilbar ist, ist die Bezeichnung ~t r* ftir r > 0  
sinnvoll. 

Satz 2. Jedes nicht-degenerierte operator-stabile Marl # auf Rk kann in ein 
Produkt #=21 ,22 yon Marlen 2i, die auf den Unterriiumen Rl und Rm mit 
R1 | Rm = Rk konzentriert sind, zerlegt werden. Dabei ist 21 eine Normalverteilung 
auf Rz und 22 ein operator-stabiles Marl auf Rm, das keine normale Randverteilung 
besitzt. 

In dieser Arbeit soll die analytische Struktur der operator-stabilen MaBe 
im 2-dimensionalen n~her untersucht werden. Nach Satz2 ist dies aber nur 
interessant, wenn keine Randverteilung eine Normalverteilung ist. Es scheint 
zweckm~iBig, je nach den Spektraleigenschaften des Operators B zu unter- 
scheiden. Im R2 ergibt dies 4 M6glichkeiten. 

Fall 1. B ist ein Vielfaches der Einheit. 
Dieser Fall wurde bereits yon L6vy [4] und Rva6eva [-5] behandelt und soll 

hier nicht zur Sprache kommen. 
Fall 2. B hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte ql und qz- 
Aus den Ergebnissen von Sharpe ist leicht zu sehen, dab dann 1/2 < ql < q2 < 

gelten muB. 
Fall 3. B hat einen reellen Eigenwert q und auch nur einen 1-dimensionalen 

Eigenraum. 
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Auch hier gilt: 1/2 < q < oo. 

Fall 4. B hat zwei konjugiert komplexe Eigenwerte. 
Es sollen nun einige Eigenschaften der 1-dirnensionalen unendlich-teilbaren 

Verteilungen zitiert, oder wenn diese nicht bekannt sind, hergeleitet werden. 

Einige Eigenschaften yon 1-dimensionalen unendlieh-teilbaren Verteilungen 

Am Beginn dieses Kapitels seien einige bekannte Resultate angefiihrt; dann 
werden Definitionen gegeben und im dritten Abschnitt einige spezielle unendlich- 
teilbare Verteilungen charakterisiert. 

a) Bekannte Resultate 

Satz 1.1. Die charakteristische Funktion q~ einer unendlich-teilbaren Verteilung 
rb hat die Form: iu } 

l~176 eiut--1 f ~ 2  dM(u) 
-oo (1.1) 

f {  iu t  } dN(u)' + e iut-  1 1 "3vU 2 

dabei sind die Funktionen M: ( -  ~ ,  O) -+ R und N: (0, o~) ~ R nicht abnehmend 
und haben die Eigenschaften: 

a) M ( -  oo)=N(oo)=0, 
0 e 

b) ~ u 2 dM(u) + ~ u z dN(u) < c~. 
--e 0 

Aufierdem ist - ~ < 7 < c ~  und a>O. 

Satz 1.2. Ffir die schwache Konvergenz unendlich teilbarer Verteilungsfunk- 
tionen F, gegen eine Grenzverteilung Fist  notwendig und hinreichend, dafl J~r n ~ 

a) in den Stetigkeitspunkten der Funktionen M und N M,(u)~M(u) und 
N, (u) ~ N (u), 

b) 7. ~ ~,, 

c) !imlim u2 dM.(u)+a2. + u2 dN.(u) = 

- - ( 1 . 2 )  o } 
lim lim ~ ~ u 2 dM. (u) + a 2 + I u2 dN. (u) = a 2, 
e-~O ( _ e  0 

wobei Mn, Nn, M, N und die Konstanten an, a, 7n, 7 durch die Formeln ffir die 
charakteristischen Funktionen der Verteilungen F, und F gegeben sind (s. (1.1)). 

Da die stabilen MaBe irn 1-dirnensionalen auch unendlich-teilbar sind, so 
lassen sie sich in Form (1.1) darstellen. Dazu gehSren folgende Bestimmungs- 
stiicke: 

M(u) N(u) a 

0<c~<2 c l / l u l  ~ -cz/[ul ~ 0 c1>__0, c 2 ~ 0  , c i - [ - c 2 > O .  

o~=2 0 0 >0 
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Durch Errechnung der Integrale erh~ilt man dann folgende Darstellung der 
stabilen Mal3e im 1-dimensionalen. 

Ftir ~4=1 und e + 2  

logcp(t)=-iT'  t +cltl ~ 1 - i f l ~ - ~ t g n ~ / 2  , (1.3) 

wobei ffir 0 < ~ < 1 

TC~ ~176 
c l - c2  und c = ( c l + c 2 ) c o s ~ - ! ( { e - Y - 1 } / y l + ' ) d y  

fl  = C1_~_ C2 

und fiir 1<c~<2 

Fiir ~ = 1 

c i - c 2  und c--(cl+cz)cos ( {e -Y- l+y} /y l+~)dy .  
C1~-C2 "~ 0 

_ i  , t _ c l t l f l  t 2 - i  fl~{~ ~ logltl} log q~(t)-- 
k_ 

mit c = (c i + c2) n/2 und fl = (c 2 - ci)/(cl + c2). 
Ftir ~=2  

log <p (t) = - i 7' t - a 2 t2/2. 

Ab nun sollen ~ der Exponent und c l, c 2 die Koeffizienten einer stabilen 
Verteilung genannt werden. Ein stabiles Mag r hei6t zentriert, falls es zu jedem n 
ein A, gibt, so dag c~"*(x)=~(x .An). 

Satz 1.3. Jede stabile Verteilung mit Exponent ~ ~ 1 kann so verschoben werden, 
daft sie zentriert ist. Ist ~= 1, so ist J~r c i = c 2 jede Verteilung zentriert und Jfir 
ci �9 c2 keine Verteilung zentriert. 

Bemerkung. Ist ~> 1 (~< 1), so mul3 fiir eine zentrierte stabile Verteilung 
d Mg <p (t)/dtlo = 0 (d log <p (t)/dtl | = 0) gelten. 

b) Einige Definitionen 

In der Literatur wird der Anziehungsbereich ffir stabile Verteilungen wie 
folgt definiert: 

Eine Verteilung F liegt im Anziehungsbereich einer stabilen Verteilung r 
falls es Zahlen A, und a, gibt, so dab 

lira F"* (x. A, + a,) = q5 (x). (1.4) 
n ~ c o  

(Es soll ab nun immer ft. ftir a, A, gesetzt werden.) 
)khnlich wird der normale Anziehungsbereich definiert: 
Eine Verteilung F liegt im normalen Anziehungsbereich einer stabilen Ver- 

teilung r falls in (1.4) A , = n  i/" gew~ihlt werden kann und a, die Gleichung 
r (x n 1/~ + a.) = r (x) erfiillt. 

In ~ihnlicher Weise kSnnen nun zus~itzlich folgende Definitionen gegeben 
werden: 
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Definition 1. Eine Verteilung F liegt im logarithmischen Anziehungsbereich, 
falls in (1.4) A , = n l / ' l o g  n 1/~ gew~ihlt werden kann und fin die Gleichung 
(a"* (x n 1/~ + an) = q5 (x) erffillt. 

Fiir die weiteren Oberlegungen in dieser Arbeit ist es wichtig zu wissen, 
ob es unendlich-teilbare Verteilungen F gibt, so dab der Grenzwert 
l imF1/n*(x.A' ,+h' ,)=c~(x) for irgend eine Wahl yon A', und a', existiert und 

n - , o o  

nicht trivial ist. Man zeigt ~ihnlich, wie fiir Potenzen der Verteilung F, dab qb 
nur eine stabile Verteilung sein kann. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Es 
erscheint nun sinnvoll, folgende weitere Definitionen zu geben. 

Definition 2. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt im negativen Anzie- 
hungsbereich einer stabilen Verteilung q~, falls es Zahlen A', und ~'~ gibt, so dab 
lim F 1/"* (x . A', + ggn) = 4) (x). 

Definition 3. Eine Verteilung F liegt im normalen negativen Anziehungs- 
bereich einer stabilen Verteilung qS, falls lim F 1/"* (x n-1/~+ ~,)= ~b (x) und h', der 

n ~ o o  

Gleichung qY/" * (x n-  1/~ + ~,) = q~ (x) geniigt. 

Definition 4. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt im logarithmischen 
negativen Anziehungsbereich einer stabilen Verteilung qS, falls 

lim F_ a/" (x n-  1/~ log n t/e -}- t2n) = q~ (X) 
n ~ c o  

und a'n der Gleichung q~l/,. (x n-  1/~ + h'n) = ~b (x) gentigt. 

Definition 5. Eine unendlich-teilbare Verteilung q~ ist q-stabil, falls es zu 
einer Zahl q > 1 Zahlen Aq > 0 und fiq gibt, so dab 

(aq*(Aqx +gtq)=(o_ (x) 

( F  bezeichne die um den Nullpunkt gespiegelte Verteilung F). 

Im dritten Abschnitt dieses Kapitels sollen alle jene unendlich-teilbare 
Verteilungen, die in diesen Anziehungsbereichen liegen oder q-stabil sind, 
charakterisiert werden. 

c) Die normalen und logarithmischen Anziehungsbereiche 
und die q-stabilen Verteilungen 

Satz 1.4. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt genau dann im normalen 
Anziehungsbereich einer zentrierten stabilen Verteilung mit Exponent ~a + 1 und 
Koeffizienten ct und c2 und im negativen normalen Anziehungsbereieh einer zen- 
trierten stabilen Verteilung mit Exponent  ~2 4 = 1 mit 0 < el < ~2 < 2 und Koeffizienten 
cl und g2,falls in der Darstellung (1.1) der unendlich-teilbaren Verteilungen 

a) M(u)=-L(u){cl/lul '~+~l/lut ~2} u<0,  
N(u) = - C(u) {c2/lu I ~' + cz/I ul "2} u > 0 

mit lim L(u)= 1 und lira L(u)= 1. 

b) o=O. 
c) Ist ~l > 1, dann ist 

u -  dM(u)+ u dN(u), 
? = _ 1 + u 2 1 -~u 2 
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ist ~2 < 1, dann ist 
0 U ~ t2 

= dM(u) + f dN(u), 
_o0 l + u  o l + u  

in allen anderen Fiillen ist 7 beliebig. 

Bemerkung. Natiirlich miissen die Funktionen M und N monoton sein. 

Satz 1.4a. Ist  cq = 1 (c~ a = 1), so muff zus&zlich 

lim~ { ( L ( u ) - L ( - u ) ) / u }  dU=kl ,  lim S { ( L ( u ) - L ( - u ) ) / u }  d u = k  2 
g ~ 0  0 x K ~ c O  K 

vorausgesetzt werden (IkiI< 00). 

Man beachte, dab dann c 1 = c 2 bzw. ca = c2 gelten muB. 

Beweis. Zun~ichst soll gezeigt werden, dab jede Verteilung F, die die Bedingun- 
gen des Satzes erfiillt, in den entsprechenden Anziehungsbereichen liegt. Da die 
charakteristische Funktion der Verteilung F"* (x A ,  + Yr,) f "  (t A 21) e - " "  ist, mug 
gezeigt werden, dab 

lim f " ( t A 2 1 ) e - i t " " = ( p l ( t  ) und lim fl/"(tA'.-1) e-it~"=q~z(t ) 
n ~ c o  n ~ o o  

ist, wobei qh die charakteristischen Funktionen der entsprechenden stabilen 
Verteilungen sind. Man erh~ilt durch Substitutionen u = n 1/~1 z mit A,  = n 1/~ aus (1.1) 

0 

log f "  (t A 21) e- i ts .  = i n 1 - 1/~ 7 t - i a, t + n ~ { e  itz - -  1 - -  i t z/(1 + z2)} dM(z  n 1/~) 
-oo 

oo 
+ n ~ {e u~ - 1 + i t z/(1 + z2)} dN(z  n 1/~') 

0 

- - n  1 - 1 /  . . . .  dM(u) 
_ l + u Z n  - 2 / ~  l + u  2 

+ 1 + u 2 n -  2/~1 1-+~2 dN(u) . 

Da die stabile Verteilung zentriert sein soll, muB fiir e + 1 a, = 0 gewiihlt werden 
kSnnen. Es folgt: 

l i m n M ( z n l / ~ ) =  l imnL(znl /~9~ Cl .~ C1 .}~___ C1 

l i m n N ( z n l / , ~ ) = _ l i m n L ( z n l / , ~ )  ~ c2 + "C2 }__ C2 
. . . . . .  [Izl  n I 1-, " 

Aul3erdem gilt, wenn ffir cq > 1 

7=  
0 oo 

f {u-u~(1 +u2)} dM(u)+ ~ {u-u~(1 +u2)} dN(u) 
-- oo 0 
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gewiihlt wird: 

u u } 
n~oo ( _ l +u2n_2/~ 1 + u 2 - d M ( u )  

_f{ u } 
l+u2n-2/~, l + u  2 

Fiir el < 1 kann 7 beliebig gew~ihlt werden. 
Dies sind die Voraussetzungen des Satzes 1.2 w.z.z.w. Ebenso zeigt man 

die Aussage tiber den negativen Anziehungsbereich. 

Ist nun el--1, so ist a, bis auf eine Konstante b gegeben durch: 

u 
a , = - _  l+uan_ :  l + u 2  o 1+ u2n-2 1+ u2 

mit [bl<oe. Andererseits muB a, wegen der Zentriertheit von ~o1 gegen eine 
Konstante konvergieren. Dies gew~ihrleistet aber Bedingung (1.6). Ahnlich schliei3t 
man ffir e2 = 1. 

Umkehrung: Da cdlul~l+~x/lul~2,0 ist, liil3t sich jede unendlich-teilbare 
Verteilung in der Form (1.5) schreiben und es miissen nur die Bedingungen ftir 
die Funktion L bzw. fiir 7 nachgeprtift werden. Es sei nun angenommen, dab es 
eine Folge {ui} g~ibe, mit ui--" Go und L(ui)-~ l+  1. Dann gibt es eine ganzzahlige 
Folge {ni}, so dab s i = ui/nl/~1 -* 1 und daher gilt: L(s i nl/~) ~ Iund niN(s i nl/~) ~ l c2. 
Da aber die Grenzfunktion c2/lul ~' stetig und monoton ist, ist die Konvergenz 
gleichm~iBig im Punkt 1. Dies ist aber ein Widerspruch, da einerseits ni N(nl/~1) ~ c2 
und andererseits niN(s inl / '9~lc2 mit l ims i= l  und l=~l gilt. Die Zusatz- 
behauptung im Falle el = 1 oder e2 = 1 ergibt sich direkt aus Bedingung b) des 
Satzes 1.2. 

Satz 1.5. Eine unendlich-teilbare Verteilung F liegt genau dann im logarithmi- 
schen und im negativ-logarithmischen Anziehungsbereich einer zentrierten stabilen 
Verteilung (a mit Exponent ~ +-1 ~ < 2 und Koeffizienten cl und c2, falls in der 
Darstellung ffir die charakteristischen Funktionen der unendlich-teilbaren Ver- 
teilungen 

a) M(u)= ~ f  g(u)lloglu[I ~ 

N ( u )  ~- C2 
lUI~ L(u) l l~  ~ 

mit lim L(u)= 1 und l imL(u)=c2/q und limL(u)=ct/c2. 
lul~oo u~O n~o 

u>O u<O 

b) a=0 .  

c) Ist ~> 1, dann ist 

u -  dM(u)+ u - ~ dN(u), ~=_ l +u 2 l + u  2 
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ist ~ < 1, dann ist 

0 g m U 
7 = 5 , 7 . . 2  dM(u) + ~ , 7 . 2  dN(u). 

_oo l + u  o l + u  

Ist c~ = 1, so muff zusgttzlich 

�9 ~ ] l o g l u l l  du=kl  

g Iloglu~] 
lim [ { L ( u ) - L ( - u ) }  du=k  2 

mit Ikl[ < oe 

mit Ikal<oo 

vorausgesetzt werden (q = c2). 

Der Beweis dieses Satzes kann direkt vom Beweis des vorhergehenden Satzes 
iibernommen werden, so dab er hier unterbleibt. 

Satz 1.6. Eine unendlich-teilbare Verteilung F i s t  genau dann q-stabil, falls : 

r log lu1-1 
a) M(u)=L(loglu[modlogr2)q - 2 e T a "  u < 0  

N(u) = - q M ( -  u/r) u >0 ,  

wobei r>]fq  und L eine monotone Funktion auf dem Intervall (0, r 2) ist und 
q2L(O)>=L(r2) gilt�9 In den Punkten l o g ] u [ = 0 m o d l o g r  2 sei die Funktion M 

[ logIu[ ] 
bzw. N rechtsseitig stetig gemaeht. Hierbei bedeutet [ ~ j  die niiehst kleinere 

ganze Zahl an loglul 
log r 2 " 

b) a = 0 ,  

c) 7 beliebig 
oder 

a) m ( u ) = 0  und N(u)=0,  
b) a > 0 ,  

c) 7 beliebig. 

Beweis. Nach der Definition ist die Verteilung genau dann q-stabil, wenn 
es Zahlen r > 0  und a > 0  gibt, so dab i f ( - t  r)e -i '" = f ( t )  gilt, d.h. 

- - q i y t r - - q a 2 t 2 r 2 / 2  - e " " - i  

+ f { e i t u - - 1  

+ i y q t - i a t = i y t +  d t u - 1  

+i71 

itu} 
l~uu 2 q d ( - N ( - u / r ) )  

i tu  } 
l + u 2 - q d ( - M ( - u / r ) )  

i t u -t dM(u) 
l q - u  2 

i tu  }dN(u).  
l + u  2 
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Daraus folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung (1.1), wenn a = 0  ist, 

N(u) = - q M ( -  u/r). 

Es gilt aber auchfZq(t r 1) e i'n =f( t ) ,  woraus folgt, dab N die Funktionalgleichung 

q2N(u/r2)=N(u) fiir u > 0  

erf'tillt. Durch die Transformation N(u)= N(log u) ver~indert sich die Funktional- 
gleichung in 

q2 N(log u - log r e) = Ar (log u), 

deren LSsung sich mit L(logu mod r 2) q-2 [ ~ ]  angeben l~il3t. Dabei ist L auf 
dem Intervall (log r 2, 1) monoton und q2L(1)<L(log r2). Aus Bedingung c) des 
Satzes 1.2 ergibt sich, dab r > ] / ~  sein mug. Die anderen Aussagen des Satzes 
sind trivial. 

Definition. Unter e - l o g q  versteht man den Exponenten der q-stabilen 
Verteilung. log r 

Satz 1.7. Jede q-stabile Verteilung kann, wenn c~ ~= 1 ist, zentriert werden, d.h. 
in der Definition kann aq = 0 gesetzt werden. 

Beweis. Man setze: 

u dM(u)+ u dN(u) ffir e > l  7=  _ 1 + u  2 1 + u  2 

o u 

7 = _ ~ 1 ~ u 2  dM(u) ~ u + ! l ~ - u 2 d N ( u )  fiir ~<1 .  

Die Gestalt der operator-stabilen Verteilungen im R 2 

Wie am Anfang erw~ihnt, scheint es zweckmiiBig, in 4 Fiille zu unterscheiden, 
wobei der erste Fall, da er die gewShnlichen stabilen Verteilungen beschreibt, 
ffir diese Arbeit uninteressant ist (s. [-4], [-5]). 

Fall 2. B hat 2 verschiedene reelle Eigenwerte. O.B.d.A. kann angenommen 
werden, dab die Eigenvektoren die Einheitsvektoren sind. Nach dem Ergebnis 
yon Sharpe haben die operator-stabilen Verteilungen folgende Eigenschaft: 

~b ~* : e  (lo~'B~ ~b �9 (5(b(r)), 

( - 1 / ~  1 0 ) hat und ~1 < ~z ist. Bei {)bergang wobei B im Fall 2 die Gestalt 0 - l / e 2  

zu den charakteristischen Funktionen gilt: 

(or(t1, t2)  = (,01(t I r 1/~1, t 2 r 1/~2) e-it*bt(r)-it2b2(r) 

Daraus erkennt man, dab q~(-, 0) und q~ (0,.) die charakteristischen Funktionen 
der Randverteilungen, stabile Verteilungen ~bl, (~2 mit den Exponenten cq bzw. a2, 
sind. Es soil 0 < c q < c % < 2  gesetzt werden, da Satz 2, der bereits von Sharpe 
bewiesen wurde, ~ihnliches fiir 0~ 2 = 2 aussagt. 
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Satz 2.1. Die charakteristische Funktion einer stabilen Verteilung, die Fall 2 
angeh6rt, hat bis auf eine lineare Transformation und eine Multiplikation mit 
e it1"cl+it272 diefolgende Gestalt: 

a) Ist e i#  l 

exp{log(Ol(ti/tE)~2/(~-~2)ti)(ti/t2) ~2/(~-~) ffir t~/t2>O 
exp{log(OE(-tl / t2) ~/('~-~)tl)(-ti/t2) ~ / ( ~ - ~ ~  y~r tx/t2<O (2.1) 

q)(q ' t2)= exp{-Itx[~llx} ySr t2=O 

exp { - it 2 [~= 12} J~r ti = 0, 

j~r ~ i = l  

(0 (tl, t2) = ~0" (ti, t2) exp { -- i tl (q  + c2) 2 log (I q I)/(q + Cz) r~}. 

Dabei ist q~* die charakteristische Funktion einer stabilen Verteilung mit 
q~*(q,0)=e -It11(c1+c2) und hat die Bauart (2.1) J~r cq=l .  Ffir c~2=1 wird iihnlich 
vorgegangen. Die Funktionen Oi sind unendlich-teilbare Verteilungen, die im nor- 
malen Anziehungsbereich der zentrierten stabilen Verteilung 01, bzw. im negativen 
normalen Anziehungsbereich der zentrierten stabilen Verteilung 02 liegen. Dabei 
hat die Verteilung 01 ((b2) die charakteristische Funktion q)(q, O) (q~(O, ta)). 

Beweis. Wenn el ~ 1 ist, kann angenommen werden, dab die beiden stabilen 
Verteilungen (b 1 und (b 2 bereits zentriert sind. Es sei nun ti/t2>O und Ol(u):= 
qo(u, u). Dann folgt aus G1. (0.1) 

Or1 (u) = q)r (U, U) = ~0 (U r 1/~1, U rl/~2). 

Bei Einsetzen fiir u(ta/t2)~2/(~-~2)tl und r=(tl/t2) ~1~2/(~2-~) erh~ilt man das ge- 
wiinschte Resultat. Ebenso geht man vor, wenn tl/t2<O ist. Dann setzt man 
O2(u) ,=(o(u, -u) .  Es ist also noch nachzupriifen, dab die Verteilungen 0~ in 
den Anziehungsbereichen liegen. Dies folgt aus der Stetigkeit der charakteristi- 
schen Funktionen, denn 

limO~(ur-i/~')=q~(u, url/~-l/~)=q,(u,O), da ~2>cq 
r - - ,  oo  

und 
lim 0~ (u r -1/~) = (o (u r i/~- l/~, u) = ~o (0, u) . 
r ~ O  

Der Fall cq = 1 oder c~ 2 = 1 hat die Schwierigkeit, dab die stabilen Verteilungen 
nicht zentriert werden kSnnen. Dies wird dadurch gelSst, dab die 2-dimensionale 
charakteristische Funktion q) mit dem Faktor  

m(q): = exp {i t a (c i + c2) 2 log (1 t i [)/(C 1 -If- C2) g} 

multipliziert wird. Dadurch/ inder t  sich an der Stabilit~it nichts, jedoch ist dann 
q)(O, h)re(q) eine zentrierte stabile charakteristische Funktion. Ebenso wird bei 
a2 = 1 vorgegangen. 

Fall 3. Durch den Satz von Jordan ist es m6glich, jede Matrix in eine Dreiecks- 
matrix iiberzufiihren. O. B. d.A. kann also fiir- 

B=[ 
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gesetzt werden, d.h. die Matrizen e {l~ haben die Gestalt  

r-1/~ c* log r -1/~, r -I/~ " 

Dies bedeutet  fiir die charakteristischen Funkt ionen:  

q)r(tl, t2) = (o(q ?/~, c* tl r i/~ log rl/~+ t2 rl/~). 

Wenn q =0 ,  so gilt: 
q,r(0, t2)=q~(0, t2 ?/~). 

Also ist in diesem Fall ~b 1 stabil. Man  kann nun e] = 1 w~ihlen, da durch die 
Transformat ion 

A ~ T - 1 A T  mit  T = ( ;  0 )  
e~ wegf~illt. 

Satz 2.2. Die charakteristische Funktion einer operator-stabilen VerteiIung, die 
Fall 3 angeh6rt, hat bis auf eine Iineare Transformation und einer Multiplikation 
m i t e  iqrl+it2~2 die folgende Gestalt: 

a) Ist c~ ~ 1 : 

t ~_ j exp{ ( log (~ (qexp ( - t 2 /q ) ) ) ) exp (~ t2 / t l ) }  ffir q=~O 
(o(q, 2 , - ] exp{_ l t2 [=12  } Jfir t i = 0 .  

(2.2) 

b) Ist ~= 1, so hat q~ die Gestalt: 

q~ (q,  t2) = cp* (tl, t2) exp {i t2 (el + e2) 2 log ([ t 2 [)/(cl + c2) =}. 

Dabei ist die Funktion ~ eine unendlieh teilbare eharakteristische Funktion, die im 
logarithmischen und im negativ-Iogarithmischen Anziehungsbereich der zentrierten 
stabilen Verteilung 01 liegt. ((o* hat dieselbe Bauart ffir ~ = 1 wie (2.2).) 

Beweis. Wenn c~+ 1 ist, so kann o.B.d.A,  angenommen werden, dab q~l 
zentriert ist. Es sei nun wieder ~ (u) .. = (o (u, 0) gesetzt; dann folgt aus G1. (0.1) 

~r (u) = (p" (u, O) = q) (u r 1/=, u r 1/= log r 1/~) 

durch Einsetzen fiir u= tl exp(tz/q)  und r = e x p ( - c ~  t2/tl) das gewtinschte Resul- 
tat. Aus der Stetigkeit der charakteristischen Funkt ion  q~ ergibt sich 

lim ~ (u ri/=/log r 1/~) = q~ (u/log r i/=, u) = (p (0, u) 
r ---~ oo 

lim ~9 ~ (u r - 1/~/_ log r i/=) = q~ ( u / -  log r i/=, - u) = q, (0, - u), 
r ~ 0  

woraus man sieht, dab ~ in den gewiinschten Anziehungsbereichen liegt. Im 
Fall c~ = 1 ist wie im vorhergehenden Fall noch ein Faktor  e ~7~' zu multiplizieren. 

Fall 4. Es sei s=(s l ,  s2) ein Eigenvektor der Liinge 1 von B. Dann  hat die 
Matrix 

B * = T B T  -~ mit T = / R e s l '  Res2]  
\ Im sl, Im s2] 
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die Vektoren (1, i) bzw. (1, - i) als Eigenvektoren. Durch diese lineare Transfor- 
mation wird B* das Vielfache einer Drehungsmatrix. Dadurch scheint es zweck- 
m~igig, folgende Substitution durchzufiihren: t i = 1 cos p, t 2 = l sin p. 

Satz 2.3. Die charakteristische Funktion einer Verteilung, die Fall 4 angeh6rt, 
hat bis auf eine lineare Transformation und einer Multiplikation mit e itl~l+it2v2 

die Gestalt: 

exp {log ( O ( + k / ~  exp { - arctg (t2/tl)})) exp {arctg (t2/ti)}} 
J~r t2>0 

q~(tj, t2)= e x p { l o g ( O ( _ ~ e x p { - a r c t g ( t 2 / t l ) } ) ) e x p { a r c t g ( t 2 / h ) } }  (2.3) 
J~r t2<0 

0(tl) .~r t~ =0. 

Dabei ist 0 eine charakteristische Funktion einer q-stabilen Verteilung und ~ deren 
Exponent. 

Beweis. Durch die Substitution t l=  1 cos p, t 2 =I  sin p und bei Ubergang zu 
den charakteristischen Funktionen wird der lineare Operator e {l~ iibergeffihrt 
in T~ 

I ~ I r i/~ 
T~= p_,  p + c log ri/L 

O.B.d.A. kann angenommen werden, dab c = l  ist. Aus GI.(0.1) und durch 
Einsetzen yon ~0'(l, p)." = q~(~t, t2) und 0(u)." = q)'(u, 0) erh/ilt man 

~r(u) = q~" (u, 0) = qo'(u r 1/~, log ri/~). 

Setzt man r=e  ~p und u =l  e -p, so ergibt sich 

qo'(l,p)=~e~P(le -p) fiir l > 0  und 0<p_<2~. 
Ist 

0(.)=~(u) ._>_o 
[r  re) u<0, 

so erhglt man aus der Eigenschaft qo(u, 0)= q~ (u, 2~) far 0 

O'O(ue-'O/~)=O(--u ) 

0 2`0 (u e - 2'~ = 0 (u), 

wobei e ~ =  b i s t .  O.B.d.A. soll 0 zentriert angenommen werden. Geht man 
nun auf die Koordinaten tl bzw. t 2 zudick, ergibt sich das gewiinschte Resultat. 

Bemerkung: Man sieht leicht, dab fiir ~=  1 diesmal keine Multiplikation 
mit einer Funktion e i~€ wie in den vorhergehenden F~illen, n6tig ist. 

Satz 2.3 charakterisiert die stabilen Verteilungen im Komplexen, wenn man 
in der Definition ffir A, und a, komplexe Zahlen nimmt. 

Abschlieflende Bemerkungen 
Die Bedingungen tiber die Randverteilungen sind natiirlich nur notwendig, 

aber bei weitem nicht hinreichend. Es ist anzunehmen, dab beztiglich der Rand- 
verteilungen noch zusiitzliche Bedingungen gelten miissen. Diese k6nnen implizit 
10 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verve. Geb., Bd. 21 
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aus der Darstellung der unendlich-teilbaren Verteilungen im 2-dimensionalen 
Raum entnommen werden. 

Der Satz von Sharpe kann natiirlich auf n-Dimensionen verallgemeinert 
werden. Auch die Unterteilung der einzelnen F~ille nach Spektraleigenschaften 
kann leicht durchgefiihrt werden. Jedoch wird es wegen der Vielzahl der M~Sglich- 
keiten nicht zweckrn~igig sein, diese Methode ftir alle F/ille durchzuftihren. 
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