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Die asymptotische Verteilung
von mehrfachen Koinzidenzen

R. HAFNER

Zusammenfassung

Ist U eine symmetrische Menge des R,, (ie. —U=UcR,), so heilen zwei
Punkte x,, x,€R,, U-koinzident falls x, —x,eU gilt. Dieser Koinzidenzbegriff
wurde in [17 eingefilhrt. In dieser Arbeit wurde folgendes allgemeine Resultat
bewiesen:

Sind x,, ..., x,€R,, gegebene Punkte, ist AR, beliebig und U=-UcR,,
so bezeichne K(x,,...,x,; U, A) die Anzahl der U-koinzidenten Paare unter
denjenigen der Punkte x,,...,x,, die in A fallen. Ist (x,: nelN) eine Folge von
unabhingigen, m-dimensionalen Zufallsvariablen, mit der allen gemeinsamen,
quadratisch integrierbaren Dichte f, so ordne man jeder Folge (U,: neN) von
symmetrischen Borelmengen des R, die Folge der stochastischen Prozesse
(K(xy, ..., x,; Uy, A): AeB,) zu. Weiters bezeichne (K(4): Ae%B,,) den durch das
MaB &(4):=¢ [ f*/ | f? induzierten PoissonprozeB.

A R

Dann wurde in [1] gezeigt, daB unter geeigneten Voraussetzungen iiber die
Folge (U,: neN) und fiir beliebige A4,, ..., 4,€B,, die Folge der gemeinsamen
Verteilungen von (K(x,,...,x,; U, 4)): j=1(1)r) gegen die gemeinsame Ver-
teilung von (K(4,): j=1(1)r) strebt.

In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff der k-fachen U-Koinzidenz ein-
gefiihrt und ein analoges Resultat fiir die asymptotische Verteilung der Anzahlen
von k-fachen Koinzidenzen hergeleitet.

Vorbereitungen

Definition 1. Ist — U= U =R, eine symmetrische Menge, so liegen die Punkte
Xq,s .0 X341 €R,, in k-facher U-Koinzidenz® oder, wie man auch sagen kann, sie
bilden eine ,,k-fache U-Koinzidenz“, wenn es einen zusammenhéngenden Graphen
G mit den Knoten 1,2, ..., k+1 gibt, so daB fiir jeden Zweig (i, j) des Graphen
gilt: x;—x;eU.

Es ist klar, da3 man sich in Definition 1 auf sog, ,,Baume* beschrinken kann.
Aquivalent zur Definition 1 ist also die folgende Definition:

»Die Punkte x,, ..., x, . ,€R,, bilden eine k-fache U-Koinzidenz, wenn es einen
Baum B, mit den Knoten 1,2,...,k+1 gibt, so daB fiir jeden Zweig (i, j) des
Baumes gilt: x;—x;e U.“ (Beziiglich der hier verwendeten graphentheoretischen
Begriffe s. [4] oder [5].)

Lemma 1. Die Punkte x,,...,x, ,€R,, bilden genau dann eine k-fache U-
Koinzidenz, wenn der Vektor der Differenzen

(V15 V25 s Y= (X1 = X3, X3 = X3, oes X~ Xg 1 1)
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in einer durch U eindeutig bestimmten, zum Ursprung symmetrischen Menge
k k
UcR, x - xR, =R liegt. Ist U: A,-mepbar, so ist U: A,,,~-mefbar.

Beweis. Nach der obigen Bemerkung liegen die Punkte x,, ..., x,, ; dann und
nur dann in k-facher U-Koinzidenz, wenn es einen Baum B mit der oben bezeich-
neten Eigenschaft gibt. Sei 4, die Menge aller moglichen Bdume mit k+ 1 nume-
rierten Knoten. Die Anzahl der Elemente von %, sei mit b(k) bezeichnet.

Sei Be4, ein solcher Baum und seien (i, jy), ..., (i, j,) seine Zweige — ein
Baum mit k+1 Knoten besitzt genau k Kanten —, wobei stets i,< j, ({=1(1) k)
gelten soll. Dann ist offenbar die Bedingung x;,—x,,e U (I=1(1) k) dquivalent zu
der Bedingung:

VutVyt+y,€U (l:l(l)k).

Die Menge aller (y,, ..., y,)e R¥, die diese letztere Bedingung erfiillen, sei mit
U, bezeichnet. Es besteht also die Aquivalenz:

xi,—x, €U (I=1(0) k)< y, + ¥, 1+ + V€ U(I=1(1) k) = (3, .., y)e Us.
Daraus, und aus der Symmetrie von U, folgt aber sofort die Aquivalenz:

W15 s vEUg<= (=1, .., — V)€ Up,

so daB Uy V Be 4, in RY symmetrisch ist.
Da nun, nach Definition, die Punkte x,,...,x,,, genau dann in k-facher

k k
U-Koinzidenz liegen, wenn (y,, ..., y)eU:= | ) Uy gilt, und U als Vereinigung
Be %y,
symmetrischer Mengen symmetrisch ist, ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.

k
Ist U: 2,-mefbar, so ist offenbar UV Be %, und damit U: A, ,-meBbar. q.e.d.

Lemma2. Ist A,=(a;) (i, j=1(1)k+1) eine reelle (k+1,k+1)-Matrix, mit
folgender Bauart

1 firi+l=j
a;;=\—1 fiir genau ein j<i i=1(1)k,
0 sonst

1 fiirgenaueinj: 1Zj<k+1,
a =
k1IN0 sonst,

so gilt: Det A, =(— 1)~

Beweis. Fiir k=1 hat A, entweder die Gestalt ( i (1)) oder die Gestalt ( (1) i),
so daB die Behauptung gilt.

Sei also k=2. Addiert man in A4, die erste Spalte zur zweiten, und bezeichnet
man die entstehende Matrix mit B,=(b;)) (i, j=1(1) k+1), so verschwinden alle
Glieder der ersten Zeile mit Ausnahme von b;; = — 1, und die zu b,; komplemen-
tire Matrix hat, wie man sich sofort iiberzeugt, die Bauart von A4, _,. Entwickeln
nach der ersten Zeile liefert die Behauptung. q.e.d.

7 Z.Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 21
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Lemma 3. Ist U: 4,-mefibar, mit 1, (U)< oo, so gilt:

" " k
(A (O S A ()= () (A (D).
Beweis. Es werden die im Beweis von Lemma 1 eingefithrten Bezeichnungen

k
beibehalten. Wegen U= [ ) Uy, und da %, genau b(k) Elemente enthdlt, geniigt
Bed,
es zu zeigen, daB A, (Up)=(4,(U)). V Be %, gilt.
Hat der Baum B die Zweige (i, j,) ({=1(1) k), mit i;<j,, so fiihre man Hilfs-
variable z,, ..., z; gemiB folgender Transformation ein:

L=y Ve o F Yy (=11,

Die Matrix dieser Transformation sei A.

Wegen (yy, ..., peUg <> (zy, ..., z)e U x --- x U= U¥, ist die Behauptung ge-
zeigt, sobald |Det A]=1 erwiesen ist.

Um das zu erkennen, fiihre man zwei weitere Hilfsvariable y, , und 2 ,,
ndmlich y, ., =x, und z, , =y, ein.

Dann gelten die Bezichungen:

X1 = Vi1 2y =Xy =X

xlzyk.,’.l_yl, ........

X1 = Vo1 N1V e Zg g1 = Xq-

Die Matrizen dieser Transformationen seien C und D, so daB gilt:

Xy Vi Z Xy Zy 1 _ iz
:eef: ) ( =D-(s >=>s —oc: =5 )

X1t Yeq1 Zk 1 Xk a1 Zk41 Vi v1 Yiy1

|Det C}=1 ist unmittelbar klar. Bleibt {Det D|=1 zu zeigen. Man kann ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB3 die Kanten (i, j,) (/=1(1)k) von
B so fortlaufend nummeriert sind, daB mit jeder neuen Kante genav ¢in neuer
Knoten hinzutritt, d.h., da3 die durch ((,, j,): I=1(1) p) induzierten Teilgraphen
von B, fir p=1(1) k selbst Bdume sind. Das bedeutet aber, dafl in der Zeile [
(I=1(1) k) der Matrix D, wo die Spalte i, mit +1 und die Spalte j, mit —1 besetzt
wird, genau eine dieser beiden Spalten in den Zeilen 1(1) ! —1 nur Nullen enthils,
wihrend die andere Spalte in diesen Zeilen bereits einfach oder mehrfach mit +1
besetzt ist. Multipliziert man die [-te Zeile mit 41 bzw. —1, je nachdem die neu
besetzte Spalte —1 bzw. +1 enthilt, und numeriert man die Spalten so um,
daB jeweils die in Zeile [ neu besetzte Spalte die Nummer /+1 trégt, so gewinnt
man durch diesen ProzeB der Spaltenvertauschung eine Matrix der Bauvart 4,
wie sie in Lemma 2 behandelt wurde. Es gilt also [Det D|=|Det 4,|=1. q.e.d.

k

Bezeichnung. Fiir 0< A, (U)< oo sei die Bezeichnung Cik, U):= ( ein-

LU
gefithrt. Es gilt 1 £ C(k, U)< b (k). Wie man sich jedoch an Beispielen klar machen
kann, hingt C(k, U) nicht nur von der Koinzidenzzahl k, und damit von der
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Anzahl b(k) der moglichen Bidume mit k+ 1 numerierten Knoten, sondern auch
von der konkreten Gestalt von U ab. C(k, U) dndert sich jedoch nicht, falls U
dhnlich verzerrt wird, da dann alle Mengen Uy die gleiche Verzerrung erfahren.
Wie im Falle einfacher Koinzidenzen (s. [17]) ist es auch hier niitzlich, die
Funktion:
k
Loy —=%5, o, X=X, )EU

k .
Uk X"“)::{o. ..sonst

k
einzufithren. U(x,, ..., x,, ) soll hier ,Koindikatrix k-ter Ordnung® heiflen.
Lemma 4. Fiir fe L,(R,,, 8, 1,) und g;€ L, (R,,, £, 4,) (j=1(1) k), mit:

k
I/p+ Y 1/g;=1,
j=1
ist:

k
D(z,...,z):= jf(x H (x+z)

beschrinkt und gleichmdfig stetig ¥ (z,, ..., z)eR%.

Beweis. Existenz und Beschrinktheit von &(z, ..., z,) folgen unmittelbar aus
der Holderschen Ungleichung:

D(zy, -, Zk)l<‘

fx) ng(x-kz

k
S0 [Tl
j=1

Die gleichmiBige Stetigkeit ergibt sich folgendermalien

B )~ B, ..-,z;;)igl S

I

i1 (XF 2, ) g+ 2
k

= Hf!ip;1 lgsllg 18— illy;-, N850 —g;Cet 27 =2y gailly, -8l g

)(ﬁgj(x+z})—£]1gj(x+z}’))

j=1

1

k
X)) gy (x+25)...g;_ (x +2;_)(g,(x+2)—g;(x+2}))
j=1

1

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann | g;| ¢;>0 angenommen werden,
da sonst @ =0 giit. Damit kann man schreiben:

k k
|D(z4, s 2= P, 2SS, T ngllqj-z g (x)—g(x+z'—2)l, /gl <
j=1
¥,z |z—z)|<(e) (I=1(1)K)

wegen der Stetigkeit von y,(z):=g;(x)—g; (x+2}l,, (s. [2]). q.e.d.

7E
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Lemma 5. Sind die m-dimensionalen Zufallsuariablen Xi,..0s Xy Unabhingig
verteilt mit der gemeinsamen Dichte feL, (R,,2,,4,), und ist (U neN) eine
Folge symmetrischer, A -mefibarer Mengen mit:

1) 2,(U,)>0,
2) U,<K(0, p,) mit p,— 0 fiir n— o0,

m? 'm.

so gilt: ! .
— E(U,(xy, ... 3 )= § ) dx (n—> o).
}‘mk(Un) R
Beweis. Sei mit | x|, die euklidische Norm in R,, bezeichnet. Bilden die Punkte
Xy, .5 X,y cine k-fache U-Koinzidenz, so gibt es einen Baum Be,, der den

Bedingungen von Definition 1 geniigt. Sind daher u,v zwei beliebige Indizes
zwischen | und k+ 1, so gibt es cinen Weg iiber den Baum B, der von x, nach x,
fithrt. Gilt daher U = K (0, p), so folgt aus der Dreiecksungleichung: |x, — x|, <k p.

k
Insbesondere gilt daher |y, =|x;—x;,4l,<kp und mithin Uc<K(0,kp)x
x K(0, k p)=(K(0, k p)f-
Gentiigt also die Folge (U,: neN) den Voraussetzungen des Lemmas, gilt also

insbesondere:
U,=K(0, p,) mit  p,—0 fiirn—o0,

so folgt:
k
U,=(K(0,kp,)f mit kp,—~0 fiirn—co.
Nun gilt:
1 k ktl
— E(U, (%1, .0 Xgp )= - H flepdx,...dx, (1)
/“mk(Un) )"mk(Un) Vn j=
mit:
k
v, :{(xla--'7xk+1): X1 ER,p,, (xl_xl’-“,xk_xk+1)e(]n}-

Fiihrt man in (1) neue Integrationsvariable ein, gemdll der Transformation:

. <> .
vi=x=xp, (=11 k), xj=x—y ==y (=20k+1),

so ergibt sich:

lk E((k]n(xl,...,xk+1))
j‘mk(Urn)
= 1k 5 § kf(x)f(X—J’1)-~-f(X—y1~'-'—yk)dx-dyl...dyk
/‘Hmk(Un)xeRm (Y1409 Y)EUR
m e LA 13- Sy = )y iy
Amk(U) Uy

- {ff'(x)dx (n->o0).
Rm
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Denn nach Lemma 4 ist die Funktion:

®(y;, ---,yk)==Rf J) fox=yy).. fx—y,——y)dx

beschréinkt und gleichmiBig stetig V(y,, ..., y,)eR% und auBerdem gilt nach dem
Obigen: k
U,c(K(©,kp,)ff mit kp,—»0 fir n>o00. qe.d.

Lemma 6. Unter den Voraussetzungen von Lemma S gilt:

k+1-r)

E(U, (% ooes X )| X1 s X, S (A (KO, )))k+1 o) (n—o0)

gleichmifig ¥V(x,, ..., x,)ER},.
Beweis. Wegen der Unabhiingigkeit der Variablen x,,...,x,,, und wegen
k
|%;—x;l,, <k p, fur Uy(x,, ..., % }=1 (s. Beweis von Lemma 5) gilt:
k
E(U(x;, ., X Dlxn o x)S( | f)dx)ert=r, 2)
x1+K(0,kpn)

Mit der abkiirzenden Bezeichnung K,=K(0,k p,) folgt mittels der Hélder-
schen Ungleichung:

| fl)dx= ff(x Ik, (x)dx

e k+1 k 1
S Ui, ) 70T (00 Ly (0 )
k 1 k
z(/zm( )k+1 ( j‘K fk+1 dx)k+1 ( (K ))k+1 0(}'1 ) (I’Z*')OO),

wegen 4, (K,)—0und feL, ,(R,,B,,4,)
SchlieBlich folgt wegen (2) die Behauptung. q.e.d.
Zur einfacheren und kiirzeren Sprechweise sei folgende Definition eingefiihrt:

Definition 2. Eine Folge (U,: n¢ N) 4,-meBbarer Teilmengen des R, heille
eine ,,Normalfolge®, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

1) U=-0,.
Es gibt eine Zahlenfolge (p,: nelN) mit 0< p, — 0 (n —>o0), so daB
2) U,cK(0,p,)
3) 2,(K(0,p))<C-4,(U,),VneN und ein C>0.
Ist (U,: ne N) eine Normalfolge, so gilt fiir die zugehorige Folge ((lz,: neN):
1) ﬁn =- l'k]n

k
2) U,=(K(0,kp,))
3) (An(K(O, k p ) =(k" 2,,(K (O, p))f .

U)

S(k™- C- A (U= (km- C)k.iﬂ__

k
<C-J
Clk oty =€ Ami(Up), YneN
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und ein C'>0, wobei wegen C(k, U))=1 die Konstante C' unabhéngig von der
Gestalt von U, gewihlt werden kann.

Ist also (U,: nelN) eine Normalfolge, so gilt unter den Voraussetzungen von
Lemma 5, wegen Lemma 6, die Abschétzung:

E(&n(xl,---,xm)lxlz-v-axr)é(lmk(ﬁn))kgi?'0(n°) (n— 00).

In dieser Form wird das Ergebnis von Lemma 6 im weiteren Verwendet. Zur

Verelnfachung der Schreibweise wird in der Folge statt etwa U(x x

e X )
1 Kk +1
nur mehr U (i35 ..+, ix, 1) geschrieben. Aus der Definition von U(1, ..., k+1) ist
klar, daB diese Funktion vollsymmetrisch ist. Sind daher die Punkte x,, ..., x,eR,,
(n=k+1) gegeben, so bezeichnet:

k k
K, (%, ..., x,; U):= Y Uiy, .y ige1)s

1€i)y<-r<ig 4150

die Anzahl der k-fachen U-Koinzidenzen unter den Punkten x,, ..., Xx,.

K K
Lemma 7. Setzt man zur Abkiirzung K,:=K (x,, ..., x,; U), so gilt:

p k p k
H (Kn_l)zz ﬂ U(izl,l’ sees i/l.k+1)'
0 Sp A=1

Dabei bedeutet die Summationsvorschrifi S, daf iiber alle Indexsysteme (i )i =15

zu summieren ist, die den folgenden Bedingungen geniigen

1) 153,01 <ig <+ <izger =0, (A=1(1) p)

2) (iy1s- s ipup)F 1 s by gy fiir 2% v; L, v=1(1)p (d-h.: fiir wenigstens
ein pe{l, ... k+1} gilti; *i, ).

Der Beweis dieses elementaren Lemmas erfolgt mittels vollstindiger Induktion
und wird hier iibergangen.

k
Die asymptotische Verteilung der Groflen K,
Mit diesen Vorbereitungen kann nun der folgende Satz bewiesen werden:

Satz 1. Die m-dimensionalen Zufallsvariablen (x,: ne IN) seien unabhingig
verteilt mit der allen gemeinsamen Dichte feL, ,(R,,, £, 4,). Ist (U,: neN) eine
Normalfolge (s. Definition 2) mit:

m?> m.

k k+1 _
Amk(Un)/kiflTLI— -1 (n—>ow), firen £>0,
so ist die Folge der Vertellungen von K K W(X15 .00 X5 U) schwach konvergent

gegen die Poissonverteilung P.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem asymptotischen Verhalten der p-ten
p—1

faktoriellen Momente von K Gelingt es ndmlich E ( Il (K —l)) — &7 (n— ),
Zu zeigen, so folgt aus dem Satz von Fréchet-Shohat (s. [3]) daB die Folge der

Verteilungen von K,, schwach gegen die Poissonverteilung F; konvergiert.
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Es gilt:
p plk+1)
H(K —h=) n s )= 2 Ty
Sp A=1 q=k+1
b .
wobei in T, alle jene Produkte H U,(;.15 -1 k1) ZusammengefaBt sind, wo

A=1
unter den Indizes (i, )4Z 135" genau ¢ (k+1=2¢=<p(k+1)) verschiedene ent-
halten sind. Es ist leicht einzusehen, da T, , ;, genau

(e () (e ) e

Summanden enthalt.

Wegen der Unabhéngigkeit der (x,: neIN), und da alle Indizes des allgemeinen
Summanden von T, verschieden sind, gilt wegen Lemma 5:

—1)...(n—plk+1
E(T,441)= e ((k(’:— 1;713”—'— )+1) (E(lk]n(la o k1))
Ca—1).(n—pk+1)+1) [ EREDI \P/ k[ EREDD P
e S Y (o Sty
m Ry
1 k
—E(U,Q,. k+1))) LE (- ).
)“mk([]n)

Es geniigt somit E(T) -0 (n— o0) fiir k+1=<g<p(k+1) zu zeigen.
Zu diesem Zweck sei g: k+1=Zg<p(k+1) fest gewdhlt und sei ein fester,
jedoch beliebiger Summand von T, herausgegriffen. Durch geeignete Vertauschung

der Faktoren dieses Summanden kann man ihn in folgende Normalform iiber-
fithren:

i

p k . k . .
H Uiy 1o igpn )= l_[ U,Upas - sdaist)

A=1 A=1
Ftra g 4k fct2=p
( n UaUa1o - daken) - n UUn - dakst)
A=r+1 A=r+ o +ie+1+1

=Ag 1 Ag-- A1 4.
Dabei ist

Fito+rp+2-j k

Aj: ﬂ Un(jl,l""’jl.k+1) (=1,

A=Fo+ o +Fe41-j

k
so erkldrt, daB mit jedem neu hinzutretenden Faktor U,(j, ;,...,/; x41) VOD A4;
genau j neue Indizes zu sémtlichen in 4, ,..., 4;,,, und den vorangegangenen
Faktoren von A; aufgetretenen Indizes hinzukommen. Da A; genau r,_;
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Faktoren enthilt, treten in A; insgesamt j-r_ ,_; (j=0(1)k+1) neue Indizes
hinzu. Es gilt somit die Bezichung:
k+1
a= ) jTsz- e
=0

Da die Normierung eines allgemeinen Summanden von T, nicht eindeutig ist,
k

kann man wie man leicht einsicht, stets erreichen, daB ) jr,,_ ;>0 ausfillt.
j=0
Dariiber hinaus kann man, wegen der Symmetrie der Funktion (l}n(l, e k41,
stets annehmen, daf} die in den Faktoren von 4 ; neu hinzutretenden Indizes die
Indizes: (j; ;12— jsJpne3—j>-sJar+y) Sind.
Freilich muB dabei die in der Summationsvorschrift S, gemachte Vereinbarung
J1.1<UJs.2<:"<Jyrs1 fallen gelassen werden, doch ist das offenbar fiir die Be-

rechnung von Erwartungen, wegen der Vollsymmetrie von ljlj',,(l, o k+1)
bedeutungslos.

Bildet man nun die Erwartung des solcherart normierten, allgemeinen Sum-
manden von T, so gilt:

E(Ag,; Ay Ay A)SE(4,,, Ay ... Ay).

Die letztere Erwartung kann man schrittweise mit Hilfe des in Lemma 6
bewiesenen Resuitates abschitzen. Da (U,: neIN) voraussetzungsgemil eine
Normalfolge bildet, gilt nach der im Anschlufl an Definition 2 gemachten Be-

merkung:
k+1—r

EG,(, oo k4 DIL, o, AZ (A (0) T 0% (1—00).

Man hélt nun im Produkt 4,,, 4,... A, alle Variablen fest, bis auf die eine,
die im letzten Faktor von A, neu hinzutritt (falls A, Faktoren enthilt!) und schétzt
die bedingte Erwartung von A, ,A,...A; gemidB Lemma 6 ab. AnschlieBend
verfihrt man mit dem néchsten Faktor von A, ebenso usw.so lange, bis alle Fak-
toren von A, aufgebraucht sind. Man erhélt schlieBlich, falls r,_ , >0 gilt:

k
E(Ay Ay ADSE(Ag, Ay Ay) (/lmk(Un))rkH/k+1 o(n’)  (n—00).

Verfiahrt man analog mit 4,, ..., 4,, so erhélt man schlieBlich, insbesondere
k

wegen ) jr,,_;>0:
i=1
1

ko 1
E(Ak+1 Ak"'Al)éE(Ak-i-l) ' (;"mk((Jn))k-H

k
X .
=T @m0 (n->o0).

SchlieBlich gilt auf Grund von Lemma 5:

E(Ak+1)§ C ) (}'mk(Lk]n))rl’

so dafl man insgesamt hat:

ko .
E(Ay 1 Ao AL A S (A (U B I

n.

o) = (U 0(n)  (n—00).
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Die Funktion o(n°) ist dabei universell fiir alle Summanden von T,. Da T,
offenbar nicht mehr als (n) (p(k+1))! Summanden enthilt, hat man abschlieBend:
q
) Ee+1)! N+ k) E(R+1)) \YRFL
E(E)é(q) (P(k-i-l))! (‘nk+1 J‘fk+1) . (Amk( )/‘*———nkﬂ jfk“) -0(n®)
Rom R

_nn—-1)...(n—q+1)
= pr

=

0(n®)—-0 (n—>w). qe.d.

In den beiden folgenden Sitzen wird das lokale Verhalten der k-fachen
Koinzidenzen untersucht.

Bezeichnung. Ist V<R, gegeben und

Lo(xy, oo, Xy ) VEF!
I,,k+1(x1,...,xk+l)={ T ’

] 0...sonst,
so bezeichnet:

T ik+1)

k
K, % U V=Y Ulxy, %, ) B (X, 00 X
, <

die Anzahl der k-fachen U-Koinzidenzen derjenigen unter den Punkten x,, ..., x,,,
die in V fallen. (Betreffend die Summationsvorschrift S; s. Lemma 7.) Der ein-
facheren Bezeichnungsweise halber wird im weiteren statt etwa Iy, (X;, ..., X; . )

nur mehr Ipes(iy, ..., i, 4) geschrieben.
Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 sei VeR,, eine A,-mefibare Menge.

k
Dann konvergiert die Folge der Verteilungen von K,(x,,...,x,; U,, V) schwach
gegen die Poissonverteilung P, mit E(V)=& [ f*+1/ [ fr+1,
1 R

k k k
Beweis. Wirkiirzen ab: K, (V): =K, (xy, ..., x,; U,, V). Wegen W(K,(V)=0)=1
fiir { f=0, geniigt es den Beweis fiir | £ >0 zu fithren. Zunichst gilt:
14

v

p—1 4 Pk pk+1)
H(Kn(V)—l)=Z 1—_[Un(l).,l’""ll,k+1)IVk+1(l/l,17""l/l,k+1)= Z 7:1’
=0 S, i=1 g=1k+1

wobel die Teilsummen T, wie im Beweis von Satz I erkldrt sind. Ist

=TT U.(.) yenr(...)

=1
ein Summand von T, so gilt

E(cb)gE(l]f[l th,,(...)).

Beniitzt man dabei die Abschédtzungen vom Beweis von Satz 1, so folgt:

E (p(ki)_qu) —o(1).

g=k+1
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Bleibt T, zu betrachten. Die Erwartung des allgemeinen Summanden von

Ty I8t

k
(E(U,(1, ... k+1) Lews(1, ... K+ 1))
Wie im Beweis von Lemma 5 zeigt man:
1

k
'lmk(Un)
so dal} gilt:

E(T 1)
E(k+1
O (e

=&(V). q.ed. Ron

E(UL, ooy kot 1) Ipeur (L, oo kot D) > 541,
14

j‘fk+1) (1+0(1))_)(§1}l‘fk+1/Rj‘ fk+1)P

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 seien V,, ..., V, paarweise disjunkte
A-mefbare Teilmengen des R,,,.

k k
Bezeichnet K,(V,):=K,(x,,...,x,; U,, V,) die Anzahl der k-fachen U,-Koinzi-
denzen derjenigen unter den Punkten x,, ..., x, die in V, fallen, so ist die Folge der

k
gemeinsamen Verteilungen von (K, (V)), ...,Kn(Vs)) schwach konvergent gegen das

Produkt ,@11)‘5(1/') der Poissonverteilungen Py, , mit :
EV=C] firy | e
Ve R
Beweis. Bezeichnet man mit

TR (W AT (l] ij( V)—l))

das zu dem s-Tupel (p,, ..., p,)eIN°® gehorige, gemischte, faktorielle Moment von
k k
(K, (Vs ..., K, (V}), so geniigt es zu zeigen, daB gilt:

un(pl,...,ps)aﬁ(é(v,.))“ (n— ).

r=1

0O.B.d.A. kann, wie im Beweis von Satz 2, j" f >0 vorausgesetzt werden.
Es gilt:

s pr—1

1

r=1 I=0

(&, ()-))
nl(z nU Wy eos D Ty (0 lp“l)
prik+1) s
{3 nn)= ) 17,0
r=1 \g=k+1 r=1

(g1, qs)e 1'1 {k+1 ----- prik+1)}

Z qu sssss gs”

s
41,-..,4s5)€ Hl{k+1,---.pr(k+1))
iy

I
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Dabei bezeichnet T, (r) (g=k+1(1) p,(k+1)) die Summe jener Summanden, von
pr—1

k
[T (K,(¥V,)=1), die genau g verschiedene Indizes enthalten. SchlieBlich wurde
I=0
noch die Abkiirzung:

T =111 Vg, ...,qs)eI_]l{lH—l,...,p,(k+1)},

eingefiihrt.
Jeder der Ausdriicke T ist eine Summe von Produkten der Gestalt:

.....

k
Un (l(lr,)l’ . 15{]k+1) IVrk*l (i(/lr,)l yorery i()i)k+1)’ (7)

wobei das Indexsystem J =0 iz 1k genau g, verschiedene Indizes enthilt.
Enthalten nun zwei solche Indexsysteme, etwa J, und J;, einen gemeinsamen
Index, etwa u, so verschwindet der Ausdruck (7), da er dann I, (x,)- I, (x,) als

Faktor enthilt, der wegen V,n V=0 verschwindet.

Man braucht somit in 7, . nur jene Summanden (7) zu beriicksichtigen,
deren Indexsysteme J,,...,J, paarweise fremd sind. Diese Summanden (7)

zerfallen dann in ein Produkt der unabhingigen Faktoren:

144
H “) 15+ /)k+1) IV"“ (l/l 1>+ 7i(lr,)k+1) (VZI(I)S),

die jetzt wie in den Beweisen der Sdtze 1 und 2 behandelt werden kdnnen.
T, sy po+n): S€tzt man p=3" p,, so enthilt diese Summe offenbar

r=1
( n > (n——(p— Dk+1)

o ol )=(n"+1/(k+1)!)”(1+0(1))

Summanden. Die Erwartung des allgemeinen Summanden ist

s

[T Ue(C) 17 (1 4 0(0)= T (_"—%
r=1 v, e

Somit folgt:

E(T 1y, peter 1) = [Il(fvf ka/Rj Srert)pr= 1:[1(5(1/»‘))‘”'-

jfk+1)pr(1 +0(1)).

s

T,,. .. 4 mit Z g, p- Fiir diese Summen zeigt man wie im Beweis von Satz 2:
E(T, )= 0(1) g.e.d.
D1e bisherigen Ergebnisse lassen sich ebenso wie in [1] zusammenfassen.

Dazu betrachte man die Folge von stochastischen Prozessen

k k
(K,(V):=K,(x{,....,x,; U, V): VeB,)
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und den Punktprozel3 X
(K(V): VeB,)

der folgendermaBen definiert ist:

k
a) K(V) ist Poisson-verteilt mit dem Mittel £(V):=¢ [ f**Y/ | f**' Ve,
1 4 R

k k k
b) K(¥)), ..., K(V,)sind unabhéngig fiir disjunkte V;, ..., V,eB,, . (K(V): VeB,,)
ist somit eine additive stochastische Mengenfunktion und wird in der Literatur
héufig als Poisson-ProzeB bezeichnet (s. etwa [6]).

Aus dem bisher Bewiesenen folgt dann wie in [ 1] das abschlieBende

Theorem. Sind die Variablen (x,: ne N) unabhéngig verteilt mit der gemein-
samen Dichte feL, (R, &, 4,) und ist (U,: neN) eine Normalfolge mit:

k1)1
A;mG(ﬁn)/#%ﬂ (n—c0),

k
so strebt die Folge der endlichdimensionalen Verteilungen von (K, (V): Ve®,)
schwach gegen die entsprechenden endlichdimensionalen Verteilungen von

(K(V): VeB,).
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