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Die asymptotische Verteilung 
von mehrfachen Koinzidenzen 

R. HAFNER 

Zusammenfassung 
Ist U eine symmetrische Menge des R m (i. e. - U =  U c Rm), so heiBen zwei 

Punkte Xx, xasR, ,  U-koinzident falls x 1 - X a e  U gilt. Dieser Koinzidenzbegriff 
wurde in [1] eingefiihrt. In dieser Arbeit wurde folgendes allgemeine Resultat 
bewiesen: 

Sind x 1 . . . .  , x, e R  m gegebene Punkte, ist A c R~ beliebig und U = -  U c R~, 
so bezeichne K(X1, ...,Xn; U,A) die Anzahl der U-koinzidenten Paare unter 
denjenigen der Punkte xl, ..., x,, die in A fallen. Ist (x,: n~N) eine Folge yon 
unabh~ngigen, m-dimensionalen Zufallsvariablen, mit der allen gemeinsamen, 
quadratisch integrierbaren Dichte f, so ordne man jeder Folge (U,: n s N )  yon 
symmetrischen Borelmengen des R,, die Folge der stochastischen Prozesse 
(K(x 1 . . . . .  x,; U,, A): As~m)zu .  Welters bezeichne (K(A): Ae~m)den  dutch das 
MaB ~(A)." = ~ S f a/ ~ f z induzierten PoissonprozeB. 

A Rm 

Dann wurde in [1] gezeigt, dab unter geeigneten Voraussetzungen tiber die 
Folge (U,: n~N) und fiir beliebige A1, . . . , A , ~ m  die Folge der gemeinsamen 
Verteilungen yon (K(x l , . . . ,x , ;  U,, Aj): j =  1(1) r) gegen die gemeinsame Ver- 
teilung yon (K(A~): j =  1(1) r) strebt. 

In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff der k-fachen U-Koinzidenz ein- 
geftihrt und ein analoges Resultat ftir die asymptotische Verteilung der Anzahlen 
yon k-fachen Koinzidenzen hergeleitet. 

Vorbereitungen 
Definition 1. Ist - U = U c R,, eine symmetrische Menge, so liegen die Punkte 

xl,  ..., xk+aeR m in ,,k-facher U-Koinzidenz" oder, wie man auch sagen kann, sie 
bilden eine ,,k-fache U-Koinzidenz", wenn es einen zusammenh~ingenden Graphen 
G mit den Knoten 1, 2 . . . . .  k + 1 gibt, so dab fiir jeden Zweig (i, j) des Graphen 
gilt: x l - x j e  U. 

Es ist klar, dab man sich in Definition 1 auf sog. ,,B~iume" beschr~inken kann. 
)kquivalent zur Definition 1 ist also die folgende Definition: 

,,Die Punkte xl, ..., Xk+leR,, bilden eine k-fache U-Koinzidenz, wenn es einen 
BaumB, mit den Knoten 1,2 .. . .  , k + l  gibt, so dab ftir jeden Zweig (i,j) des 
Baumes gilt: x i - x  F U." (Beziiglich der hier verwendeten graphentheoretischen 
Begriffe s. [4] oder [5].) 

Lemmal .  Die Punkte x 1 . . . .  ,Xk+leR ~ bilden genau dann eine k-fache U- 
Koinzidenz, wenn der Vektor der Differenzen 

(YI, Y2 . . . . .  Yk): = (Xl -- X2, X2 -- X3 . . . .  , Xk -- Xk + 1) 
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in einer durch U eindeutig bestimmten, zum Ursprung symmetrischen Menge 
k k 

U c R m x ... x Rm= Rk, liegt. Ist  U: 2m-mefibar, so ist U: 2~k-mefibar. 

Beweis. Nach der obigen Bemerkung liegen die Punkte x 1 . . . .  , Xk+ 1 dann und 
nur dann in k-facher U-Koinzidenz, wenn es einen Baum B mit der oben bezeich- 
neten Eigenschaft gibt. Sei ~k die Menge aller m6glichen B~iume mit k + 1 nume- 
rierten Knoten. Die Anzahl der Elemente von Nk sei mit b(k) bezeichnet. 

Sei B E ~  k ein solcher Baum und seien ( i l , J l )  . . . . .  (ik, Jk) seine Zweige - ein 
Baum mit k +  1 Knoten besitzt genau k Kanten - ,  wobei stets i~<j~ ( l=l(1)k)  
gelten sole Dann ist offenbar die Bedingung x i , -x j ,~  U (l= 1(1) k) ~iquivalent zu 
der Bedingung: 

yiz-~-yi ,+l+.. . -}-yj t_l~g (I-- 1(1) k). 

Die Menge aller (Y l , . . . ,  Yk) ~Rk ,  die diese letztere Bedingung erfiillen, sei mit 
U~ bezeichnet. Es besteht also die Aquivalenz: 

x i , - x j , ~  U (l= 1(1) k) r Yi, + Yh+l + ' " +  YJ~-I ~ U(l= 1(1) k) ~=~ (yl, . . . ,  yk)e U B. 

Daraus, und aus der Symmetrie yon U, folgt aber sofort die )kquivalenz: 

(Yl, " " ,  Yk) ~ UB <:::> ( - - Y l '  " " ,  --Yk) ~ UB' 

so dab U B V B ~  k in R k symmetrisch ist. 

Da nun, nach Definition, die Punkte xl ,  . . . ,Xk+ 1 genau dann in k-facher 
k k 

U-Koinzidenz liegen, wenn (Yl . . . .  , yk)e U.'= U UB gilt, und U als Vereinigung 
Be~k 

symmetrischer Mengen symmetrisch ist, ist der erste Teil des Lemmas bewiesen. 
k 

Ist U: 2m-meBbar, so ist offenbar U B V B e  N k und damit U: 2mk-meBbar. q.e.d. 

Lemma 2. Ist Ak=(ai j  ) (i, j =  1(1) k+  1) eine reelle (k + 1, k +  1)-Matrix, mit 
folgender Bauart 

aij= - f f i r g e n a u e i n j < i  i= l (1 )k ,  

sonst 

(1 f f i r g e n a u e i n j :  l__<j<k+l ,  
a 

k + l ' J =  ~0  SOHSt, 

so gilt: Det Ak= ( -- 1) k. 

B e w e i s ' F i J r k = l h a t A k e n t w e d e r d i e G e s t a l t (  - 1  0) ~ die Gestalt ( - 1  I) 
so dab die Behauptung gilt. 1 0 ' 

Sei also k > 2. Addiert man in A k die erste Spalte zur zweiten, und bezeichnet 
man die entstehende Matrix mit B k = (bij) (i, j = 1 (1) k + 1), so verschwinden alle 
Glieder der ersten Zeile mit Ausnahme von bll -- - 1, und die zu bll komplemen- 
t~ire Matrix hat, wie man sich sofort tiberzeugt, die Bauart von A k_ 1- Entwickeln 
nach der ersten Zeile liefert die Behauptung. q.e.d. 
7 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie venv. Geb., Bd. 21 
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Lemma 3. Is t  U: 2,cmeflbar, mit  2,~(U) < or so gilt." 

k 
(u) )  k <-<_ (u) <= b (U)) 

Beweis. Es werden die im Beweis yon Lemma I eingefiihrten Bezeichnungen 
k 

beibehalten. Wegen U-- ~) UB, und da :~k genau b(k) Elemente entNilt, geniigt 

es zu zeigen, dab 2ink (UB)= (2,~(V)) k. V B e ~ k  gilt. 
Hat der Bantu B die Zweige (il, Jl) (1= 1(1)k), mit i~ <j~, so ftihre man Hilfs- 

variable z 1 . . . . .  z k gemiiB folgender Transformation ein: 

(1=1(1) k). 
Die Matrix dieser Transformation sei A. 

Wegen (Yx, . . . ,  Yk) ~ UB ~ (Zl . . . .  , Zk)~ U • ... x U = U*, ist die Behauptung ge- 
zeigt, sobald [Det A] = 1 erwiesen ist. 

Um das zu erkennen, fiihre man zwei weitere Hilfsvariable Yk+l und zk+ I, 
niimlich Yk + I = X~ und zk + ~ : yk+ ~ ein. 

Dann ge|ten die Beziehungen: 

X l  = Y k  + l , Z l  = Xil  - -  X j l  

X 2  = Y k + l - - Y l ,  . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . .  Zk ~ X i k - -  X j k  , 

x~+x = Y k + I - Y l - Y z  . . . . .  Yk, Zk+l---~Xl" 

Die Matrizen dieser Transformationen seien C und D, so dab gilt: 

}Det C] = 1 ist unmittelbar klar. Bleibt IDet OI = 1 zu zeigen. Man kann ohne Ein- 
schr/inkung tier Allgemeinheit annehmen, dab die Kanten (it,jr) (l= l(1)k) yon 
B so fortlaufend nummeriert sind, dab mit jeder neuen Kante genau ein neuer 
Knoten hinzutritt, d.h., dab die dutch ((i l, Jz): l=  1(1)p) induzierten Yeilgraphen 
von B, ftir p=  1(1)k selbst B~iume sind. Das bedeutet aber, dab in der Zeile l 
(l= 1(1) k) der Matrix D, wo die Spalte i~ mit +1 und die Spalte jg mit - 1  besetzt 
wird, genau eine dieser beiden Spalten in den Zeilen 1(1) l -  1 nur Nullen enthiilt, 
w~ihrend die andere Spalte in diesen Zeilen bereits einfach oder mehrfach mit + 1 
besetzt ist. Multipliziert man die l-te Zeile mit + 1 bzw. - 1, je nachdem die neu 
besetzte Spalte - 1  bzw. + 1 enthglt, und numeriert man die Spalten so urn, 
dab jeweils die in Zeile l neu besetzte SpaRe die Nummer 1 + 1 triigt, so gewinnt 
man dutch diesen ProzeB der Spaltenvertauschung eine Matrix der Bauart A k 
wie sie in Lemma2 behandelt wurde. Es gilt also I D e t D l = l D e t A k l =  1. q.e.d. 

k 

Bezeichnung. Fiir 0 < 2~(U) < oQ sei die Bezeichnung C (k, U): = 2"k(U) (~.,~ (U))k ein- 

geftihrt. Es gilt 1 =< C(k, U) =< b (k). Wie man sich jedoch an Beispielen klar machen 
kann, h~ingt C(k, U) nicht nut yon der Koinzidenzzahl k, und damit yon der 
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Anzahl b(k) der m6glichen B~iume mit k + 1 numerierten Knoten, sondern auch 
von der konkreten Gestalt yon U ab. C(k, U) ~indert sich jedoch nicht, falls U 
~ihnlich verzerrt wird, da dann alle Mengen U~ die gleiche Verzerrung erfahren. 

Wie im Falle einfacher Koinzidenzen (s. [1]) ist es auch bier niitzlich, die 
Funktion: 

k 

U(X1,  . . . ,  X k + l )  : =  1. . . (X 1 - - X 2 , . . .  , Xk--Xl ,:+l)e U 

0...sonst 

k 

einzufiihren. U(xl ,  .. . ,  Xk+~) soll hier ,,Koindikatrix k-ter Ordnung" heil3en. 

Lemma 4. F iir f e Lp ( Rm , ~,, , 2~) und g je  L q~ ( Rm, P, ,,, 2,,) ( j=  1(1) k ), mit : 

k 

i / p +  Z 1 /q i= l ,  
j = l  

ist: 
k 

~b(zl, ... , Zk): = ~ f ( x )  [ I  gi( x + Zi) dx  
Rm j= 1 

beschrSnkt und gleichmi~fiig stetig V (Zl , . . . , zk)6 R ~. 

Beweis. Existenz und Beschr~inktheit von (b(za, ..., Zk) folgen unmittelbar aus 
der H61derschen Ungleichung: 

k k 

[~b(zt,-.-, Zk)l= < f(x)i~=lg~(x + zj) < [If lip []  I[gjIIqj. 
1 1 = 1  

Die gleichm~il3ige Stetigkeit ergibt sich folgendermagen 

f yr tt I~(z f, . . . .  , z k ) -  ~(z1 . . . .  , z';H <-_ f ( x )  gj(x + z ) ) -  gi(x + z  i 
= j = l  

k 

~lgl(x + zl).. o = f ( x )  "o2-1 (x + z i_ 1)(gi (x + z)) -- g1 (x + z}')) 
.= 

�9 g j+ i ( x  + z)'+ 1) . . .gk(x  + z';) 

k 

t! Z ! < ]Jfllp ~ Hgl [Iq~-.. ]Pgi-1 [Ioj_, ] [g j ( x ) -g i ( x+z i  - i)l[qj ]lg, l+lllqd+,"" Hgk]lqk" 
j = l  

Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit kann IlgilJqj > 0 angenommen werden, 
da sonst ( b -  0 gilt. Damit kann man schreiben" 

k k 
r ! t !  it 

I~(zx, ..., Zk)-- q~(~X,'", Zk)l ~ II flip H Ilgjllqj" ~ rlgz(x)-gg(x+z'/-z:~)llq,/IFgtlrq,~ 
j = l  I = 1  

Vz ' , , z /  Iz ' , -z ' / l<6(e)  (l=l(~)k) 

wegen der Stetigkeit von 7i(z):= Ilgj(x)-gj (x+z)i[q~ (s. [2])�9 q.e.d. 
7* 
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Lemma 5. Sind die m-dimensionalen Zufallsvariablen x~ , ..., Xk+ 1 unabhiingig 
verteilt mit der gemeinsamen Dichte f~Lk+l(Rr~,~,~,)Lm), und ist (U~: neN) eine 
Folge symmetrischer, 2m-mefibarer M engen mit : 

i) ,tm(U~)> O, 
2) U.cK(O,p.) mit p .~O  fiir n--+oo, 

so gilt: k 
1 k E(U.(x~, ...,Xk+x) ) -  j fk+~(x)dx (n-- oo). 

,t,.k ( U.) ~" 

Beweis. Sei mit [x 1,, die euklidische Norm in R m bezeichnet. Bilden die Punkte 
xt, ..., Xk+ ~ eine k-fache U-Koinzidenz, so gibt es einen Baum BeN k, der den 
Bedingungen yon Definition 1 genfigt. Sind daher u, v zwei beliebige Indizes 
zwischen 1 und k + 1, so gibt es einen Weg fiber den Baum B, der yon x, nach x~ 
fiihrt. Gilt daher U ~ K(0, p), so folgt aus der Dreiecksungleichung: Ix. - x, 1,, < k p. 

k 
Insbesondere gilt daher lYjlm=lXj-Xj+llm<kP und mithin U~K(O, k p) x ... 
• K(0, k p) = (K(0, k p))k. 

GenLigt also die Folge (U.: n e N) den Voraussetzungen des Lemmas, gilt also 
insbesondere: 

U.~K(O,p.) mit p . ~ 0  fiir n ~ o o ,  
so folgt: 

k 
U. ~ (K(O, k p.))k mit k p. ~ 0 

Nun gilt: 
fiJr/,~ --~ oo. 

mit" 

1 k 1 k+l 
J 1]f(xj)dXl...dXk+l ]~mk(~_Jn) E(Un(XI '  "" 'Xk+l ) ) -~ -  fl~mk([~n) V,~ j= l  

(1) 

k 
Vn:~---{(X 1 . . . . .  Xk+l):  xI~Rm, (X1--X2~ ...~ Xk--Xk+l)f~Un}. 

Ffihrt man in (1) neue Integrationsvariable ein, gem~iB der Transformation: 

X~XI~ t ~ ~X I ~X~ 
y i = x ~ - x j + l  ( j=l(1)k) ,  ( x j = x - y  1 . . . . .  yj_l ( j - -2 (1)k+l ) ,  

so ergibt sich: 

1 k 

 mk(b.t Xk+x)t 
1 

2,,k(~J,)~J,. (yl ..... ,~)~v.I k f ( x ) f ( x - -YO'" f (x - -Y l  --Yk)dX dyl...dy~ 

2mk(U,) b, ~ ( R ' ~ f ( x ) f ( x - y 0 ' ' ' f ( x - y l -  -yk)dx)dyl  dyk 

~ fk+l(x) dx (n~oo). 
R~ 
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Denn nach Lemma 4 ist die Funktion: 

(yl, -.-, yk) '=  ~ f (x )  f ( x -  y O . . . f ( x -  y~ . . . . .  yk) dx 
Rm 

beschr/inkt und gleichmgBig stetig V(yl, ..., yk)eR k und auBerdem gilt nach dem 
Obigen: k 

U,c(K(O, kpn)) k mit k p , ~ O  ftir n ~ o o .  q.e.d. 

Lemma 6. Unter den Voraussetzungen yon Lemma 5 gilt: 

k k .  ( k+ l  - r )  
E ( U n ( x l ,  . . . ,  X k + , ) t X 1 , . . .  , X r ) ~  ( ; ~ m ( / ( 0 ,  kpn)))  k* l  �9 o(rl ~ (rl ~ oo) 

gleichmiifiig V(Xl, ..., xr) s R~,. 

Beweis. Wegen der Unabh~ingigkeit der Variablen x~ . . . . .  Xk+ 1 und wegen 
k 

I x i - x f l "<kp ,  fiir U,(x~, ..., Xk+l)= 1 (S. Beweis yon Lemma 5) gilt: 

k 
E(U.(x 1 . . . . .  Xk+O]X 1 . . . . .  X~)<( ~ f(x) dx) k+~-r. (2) 

xl+K(O,kpn) 

Mit der abkiirzenden Bezeichnung K.=K(0 ,  k p.) folgt mittels der H61der- 
schen Ungleichung: 

j f ( x ) d x =  ~f(x)  Ix,+~;.(x)dx 
x l § Kn Rm 

k + l  k 1 

=<(f( i~.~~ ~ ex) ~§ ( f ( f (x ) i~ ,+~ (~ l )  k+~ a~) ~§ 
Rm R~ 

k 1 k 

=()~m(Kn))k+l ( S fk+~(x)dx) k+' =(2m(K.)) k+~ ~176 (n~oo), 
Xl+Kn 

wegen 2m(K,) ~ 0 und f 6  Lk+ 1 (R,,, ~,~, 2,.). 
SchlieBlich folgt wegen (2) die Behauptung. q.e.d. 

Zur einfacheren und kiirzeren Sprechweise sei folgende Definition eingeftihrt: 

Definition 2. Eine Folge (U,: n eN)2~-meBbarer Teilmengen des R m heiBe 
eine ,Normalfolge", wenn sie folgenden Bedingungen geni.igt: 

1) U . = - U  n. 
Es gibt eine Zahlenfolge (p.: nsN) mit 0<p.--4 0 (n ~oo), so dab 

2) U, cK(O, p.) 

3) 2.,(K(0, p.))< C. 2~(U.), u n e N  und ein C>0.  
k 

Ist (U.: nsN)  eine Normalfolge, so gilt fiir die zugeh6rige Folge (U.: n~N): 
k k 

1) u . =  - u. 
k 

23 v. = (K(o, k p.))~ 
3) ( ~  (to(o, k ,.)))~ = (k ~ ;~,. (/r p.)))k 

k 

~ ( k  m. C . }~m(Un))k=(k m . C) k.  - fl'mk(Un)-- < C "  ,)~mk(~--Jn), V I, I E N  
c ( k ,  u.)  = 
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und ein C'>0,  wobei wegen C(k, U,,)> 1 die Konstante C' unabh~ingig yon der 
Gestalt yon U, gew~ihlt werden kann. 

Ist also (U,: heN) eine Normalfolge, so gilt unter den Voraussetzungen von 
Lemma 5, wegen Lemma 6, die Absch~itzung: 

k k k + l  - r  

E ( u , ( x l ,  . . . ,  x k + , ) l x l ,  . . . ,  ~ 

In dieser Form wird das Ergebnis von Lemma 6 im weiteren verwendet. Zur 
k 

Vereinfachung der Schreibweise wird in der Folge statt etwa U(xi,, . . . ,xik+) 
k k 

nur mehr U(il, ..., ik+l) geschrieben. Aus der Definition yon U(1 . . . .  , k +  1) ist 
klar, dab diese Funktion vollsymmetrisch ist. Sind daher die Punkte x~, ..., x, eR,, 
(n > k + 1) gegeben, so bezeichnet: 

k k 
K,(x  1 , ..., x,; U), = ~ U(i 1 , ..., JR+ O, 

l <il<-- .<ik+l<n 

die Anzahl der k-fachen U-Koinzidenzen unter den Punkten x~, ..., x,. 
k k 

Lemma 7. Setzt man zur Abkfirzung K,,:= K,(x  a, ..., x,; U), so Gilt: 

p - 1  k P k 
1-I (K,,-I)=~-~ I-[ U(i.~.l,'",ia.k+O" 

1=0  Sp 2 = 1  

Dabei bedeutet die Summationsvorschrift S p, daft fiber alle Indexsysteme ( iz, u)~ S { I { I~ + ~ 
zu summieren ist, die den folgenden Bedingungen genfigen 

1) l <ia, l <ia,2<...<ia,k+l <n, (2=l(1)p)  
2) (ia, 1 . . . .  , iZ, k+l)#:(i~,l . . . . .  i~,k+l) ffir 2:#v; 2, V= 1(1)p (d.h.: ffir wenigstens 

ein #~{1 . . . . .  k +  1} gilt iz, u @ i~,u). 

Der Beweis dieses elementaren Lemmas erfolgt mittels vollst~indiger Induktion 
und wird hier fibergangen. 

k 
Die asymptotische Verteilung der GriiBen K. 

Mit diesen Vorbereitungen kann nun der folgende Satz bewiesen werden: 

Sa tz l .  Die m-dimensionalen Zufallsvariablen (x,: n6]N) seien unabh~ngig 
verteilt mit der allen gemeinsamen Dichte f e  Lk+l (Rm, 9.,,, 2,,). 1st (U,: n6]N) eine 
Normalfolge (s. Definition 2) mit : 

~ { m k ( ~ ) /  ~ ( k - ~  1 ) !  ,'/ nk+l ~ fg+l --'1 (n--*~), fiir ein r  

Rra k k 
so ist die Folge der Verteilungen yon K,, = K , (x l , . . . ,  x,; U,) schwach konvergent 
gegen die Poissonverteilung P~. 

Beweis. Der Beweis beruht auf dem asymptotischen Verhalten der p-ten 

faktorieUen Momente von K,. Gelingt es n~imlich E ( K , - l )  --, ~P (n-~ oo), 
\ l = 0  

zu zeigen, so folgt aus dem Satz von Fr~chet-Shohat (s. [3]), dab die Folge der 
k 

Verteilungen von K,  schwach gegen die Poissonverteilung Pr konvergiert. 
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Es gilt: 
p - 1  k P k p ( k + l )  

V[ ( K , - 1 ) = Z  l~I u,(i;.,1, ..., i;..k+,) = Z Tq, 
l = O  Sp ~.=1 q = k + l  

P k 

wobei in Tq alle jene Produkte 1-I U.(i2,1 . . . .  , i2,k+l) zusammengefaBt sind, wo 

�9 .=l(1)k+a ( k + l < q < _ p ( k + l ) )  verschiedene ent- unter den Indizes (zz.u)x= genau q l (1)p 
halten sind. Es ist leicht einzusehen, dab Tp(k+l) genau 

F/ (, /p-,<+, ,)): (('<+,),)" 
Summanden enth/ilt. 

Wegen der Unabh~ingigkeit der (x,: n e N), und da alle Indizes des allgemeinen 
Summanden yon Tv(k+1)verschieden sind, gilt wegen Lemma 5" 

E ( Tp(k + l)) --~ 

( lk 

n ( n - 1 ) . . . ( n - p ( k + l ) + l )  (E(~r (1 ' k + 1))) p 
((k+ 1)!). " 

n ( n - 1 ) . . . ( n - p ( k + l ) + l )  ~(k+l ) !  P k /_ ~(k+l ) !  P. 
( ~  ( "k+' ~ fk+'') ( )link(U")[ "k+l ~ f k+lI ) 

R~ R~ 

- - E ( U , ( 1  .. . .  , k + l )  -+ (n --> oo). 

Es geniigt somit E(Tq) -~ 0 (n ~ oo) fiir k + 1 < q <p(k + 1) zu zeigen. 
Zu diesem Zweck sei q: k + l < q < p ( k + l )  fest gew~ihlt und sei ein fester, 

jedoch beliebiger Summand von Tq herausgegriffen. Durch geeignete Vertauschung 
der Faktoren dieses Summanden kann man ihn in folgende Normalform iiber- 
ftihren: 

P k rl k 

N U,(i2.1 . . . . .  i . ; t ,k+ l )  = ]7 U.(J2,~ . . . .  , J 2 , k + , )  
2 = 1  2 = 1  

r l §  k r l + . . .  + r k +  2 =  p k 

�9 I V[ Un(j)o,1,'" 'Js~,k+l)'" l~ Un(j)~,I,"" ,J)L k+l) 
\ 2 = r 1 §  2 =  r l + . . , § 2 4 7  

Dabei ist 

= A k + I  A k . . . A 1 A  O. 

rl§247 k 
Aj= H U,(J2,~ . . . . .  J 2 . k + l )  ( r  o = 1 ) ,  

2=ro+...+rk+l-j 

k 
so erkliirt, dab mit jedem neu hinzutretenden Faktor U,(j2,1 . . . .  ,J2.k+l) von Aj 
genau j neue Indizes zu siimtlichen in Ak+~, ..., A j+l, und den vorangegangenen 
Faktoren yon Aj aufgetretenen Indizes hinzukommen. Da Aj genau rk+2_ j 
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Faktoren enth~ilt, treten in A i insgesamt j .  rk+2_ i (j=0(1) k + l )  neue Indizes 
hinzu. Es gilt somit die Beziehung: 

k+l  

q= ~jrk+a_i. 
j = o  

Da die Normierung eines allgemeinen Summanden von Tq nicht eindeutig ist, 
k 

kann man wie man leicht einsieht, stets erreichen, dab ~jrk+2_i>O ausf~illt. 
j = o  

k 
Dariiber hinaus kann man, wegen der Symmetrie der Funktion U,(1 . . . .  , k+  1), 
stets annehmen, dab die in den Faktoren von A~ neu hinzutretenden Indizes die 
Indizes: (ja, k+2_i,j~,k+ 3-1 . . . .  ,Jz, k+l )  sind. 

Freilich mul3 dabei die in der Summationsvorschrift Sp gemachte Vereinbarung 
j~,~<jz,2<...<j~,k+l fallen gelassen werden, doch ist das offenbar ffir die Be- 

k 
rechnung von Erwartungen, wegen der Vollsymmetrie von U,(1 . . . .  , k + l )  
bedeutungslos. 

Bildet man nun die Erwartung des solcherart normierten, allgemeinen Sum- 
manden yon Tq, so gilt: 

E(Ak+ 1 Ak . . .Aa  Ao) ~ E ( A k + I  Ak . . .  A1). 

Die letztere Erwartung kann m a n  schrittweise mit Hilfe des in Lemma 6 
bewiesenen Resultates absch~itzen. Da (U,: n~N) voraussetzungsgemi~B eine 
Normalfolge bildet, gilt nach der im AnschluB an Definition 2 gemachten Be- 
merkung: 

k k k+l--r 
E(U,(1, ..., k+  1)11, ..., r)<_(R,,k(U,)) ~ r  . o(n o) (n ~oo). 

Man h~ilt nun im Produkt Ak+tAk...A ~ alle Variablen fest, bis auf die eine, 
die im letzten Faktor von A~ neu hinzutritt (falls A1 Faktoren enth~ilt !) und sch~itzt 
die bedingte Erwartung yon Ak+~Ak...At gem~iB Lemma6 ab. AnschlieBend 
verf~ihrt man mit dem n~ichsten Faktor von A 1 ebenso usw. so lange, bis alle Fak- 
toren von A1 aufgebraucht sind. Man erh~ilt schlieBlich, falls rk+ 1 >0  gilt: 

E(Ak+IAk...A1)~E(Ak+IAk...A2).(J, mk(~n)) . . . .  /k+l .o(nO) (t,l--~oo). 

Verf~ihrt man analog mit A 2 ,  . . .  , Ak, SO erh~ilt man schlieBlich, insbesondere 
k 

w e g e n  ~jrk+2_j>~O: 
j = l  

. k . k ~ . ~ j r k + 2 _ j  
E(Ak+IAk...A1)<=E(Ak+I).()~,,k(U,)) + J=' .o(n ~ ( n ~ ) .  

Schliel31ich gilt auf Grund von Lemma 5: 

E ( A k +  1)-_ C �9 r' , 

so dab man insgesamt hat: 

E(ak+l Ak...A1ao)<=(2mk(U,)) = .o(nO)=(2mk(~j,))q/k+t o(nO) (n--,oo). 
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Die Funktion o(n ~ ist dabei universell ffir alle Summanden von Tq. Da Tq 

offenbar nicht mehr als (~) (p (k + 1)) ! Summanden enth~ilt, hat man abschliegend: 

E(Tq)<= ( ~ ) ( p ( k +  1))! ( ~(k+ 1)! )q/k+l /~ k ,I ~(k+ 1)! )q/k+l 
/~lk+l ~ f k + l  "tXmktUn)l nk+l  ~ f k + l  'O (n~  

Rm R~ 

n ( n - 1 ) . . . ( n - q +  l) 
= .o(n~ (n --+ oo). q.e.d. gl q 

In den beiden folgenden S/itzen wird das lokale Verhalten der k-fachen 
Koinzidenzen untersucht. 

Bezeichnung. Ist V c R m gegeben und 

~l...(xl, . . . , x ~ + O ~ V  k+l, 
Irk +1(x1' "'" ' xk+0 = [0... sonst, 

so bezeichnet: 

k 
K . ( x  1 . . . .  , X?l ; U, V) I = 2  U(Xil' . . . .  Xtk+l) Ivk+~(xil ,  " " ,  xi~+l) 

$1 

die Anzahl der k-fachen U-Koinzidenzen derjenigen unter den Punkten x 1 . . . . .  x,, 
die in V fallen. (Betreffend die Summationsvorschrift S 1 s. Lemma 7.) Der ein- 
facheren Bezeichnungsweise halber wird im weiteren statt etwa lv~ +1 (x, 1, ..., xi~+ 1) 
nur mehr Iv~ + ,( i ~ . . . . .  ik + 0 geschrieben. 

Satz 2. Unter den Voraussetzungen yon Satz i sei V e R  m eine 2m-mefibare Menge. 
k 

Dann konvergiert die Folge der Verteilungen yon K , ( x  1 . . . .  , x , ;  U,, V) schwach 
gegen die Poissonverteilung P~lv) mit ~ ( V ) =  ~ S fk+ 1/ ~ fk+ 1. 

V Rm 
k k k 

Beweis. Wir kiirzen ab" K , ( V ) ,  = K , ( x l ,  ..., x,; U,, V). Wegen W ( K , ( V )  = O) = 1 
fiir 5 f = 0 ,  geniigt es den Beweis fiir ~ f  >0  zu fiihren. Zunfichst gilt: 

V V 

p--i  k P k p(k+l) 
H(Kn(V)-I)=Z H U.(iz, i,"',i;~,k+l)Iw+~(i~.l . . . . .  i~,k+l)  = Z rq, 
/=0 sp )~=1 q=k+l  

wobei die Teilsummen Tq wie im Beweis yon Satz 1 erkl/irt sind. Ist 

P k 
0~ = H u.( . . . )  Sv~+l(...) 

l=l 
ein Summand von Tq, so gilt 

E(~)<E U~( . . . .  
l 

Beni~tzt man dabei die Absch~itzungen vom Beweis yon Satz 1, so folgt: 

q=k+l  
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Bleibt r p ( k + l )  ZU betrachten. Die Erwartung des allgemeinen Summanden yon 
Tp(k+l )  ist: k 

(E(U,(1, . . . ,  k + 1) Ivk+l(1, ..., k + 1))) p. 

Wie im Beweis yon Lemma 5 zeigt man:  

1 k 
2mk(~, ) E(U,(1, .. . ,  k +  1)/vk+,(1, .. . ,  k +  1))~ v Sfk+l'  

so dab gilt: 

E(Tp(k + I)) 

=(nk+a/(k+l),)p. ( ~ ( k + l ) ,  S ) 
nk+l Sfk+l v f  ~+' 

P'(l  +o(1))-+(~ I fk+l /  
v!v R ~  

= ~P(V). q.e.d. R, 

Satz 3. Unter den Voraussetzungen yon Satz 1 seien V1, ... , V~ paarweise disjunkte 
2m-meflbare Teilmengen des R,,. 

k k 
Bezeichnet K,(V~): = K,(x  I . . . .  , x,; U,, V,.) die Anzahl der k-fachen U,-Koinzi- 

denzen derjenigen unter den Punkten x 1 .. . .  , x, die in V~ fallen, so ist die Folge der 
k k 

gemeinsamen Verteilungen yon (K, (V1) . . . . .  K,(V~)) schwach konvergent gegen das 

Produkt + P~(V~) der Poissonverteilungen Pc(v,) mit: 
r = l  

~(V~)=~ j" fk+,/  f fk+l .  
V~ Rm 

Beweis. Bezeichnet man mit 
Pr-- 1 

IX,,(Pl . . . .  ,Ps) :=E [ I  (K,(V~)-I 
l=O 

das zu dem s-Tupd (/)1, . . . ,  Ps) e]N~ gehSrige, gemischte, faktoridlc Moment  yon 

... .  K,(V~)), so genfigt es zu zeigen, dab gilt: 

~.(pl .. . . .  ps)~ (I(~(v,))p. (n-+oo). 
r = l  

O. B.d.A. kann, wie im Beweis yon Satz 2, 5 f > 0  vorausgesetzt werden. 
Es gilt: v 

l~I  pr - -1  k 
H (K.(V~)- l) 

r = l  / = 0  

= u.(,~.l . . . . .  . . . ,  ~,~+1,] r 2 , k + l ) * V ~  k+l  t 2 ,1 ,  
r = l  r ~.=i 

= { ~, Tq(r = ~, Tq,(r) 
r = l  q = k + l  (ql ..... qs)e II {k+l  . . . . .  p r tk+ l )}  r = l  

r = l  

= Z rq . . . . . .  q s"  

(ql ..... qs)e ~I {k+l ..... pr(k+l)} 
r = l  
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Dabei bezeichnet Tq (r) (q = k + 1 (1) pr (k + 1)) die Summe jener Summanden, yon 
Pr-- 1 k 

l~ (K,(V,.)-I), die genau q verschiedene Indizes enthalten. SchlieBlich wurde 
/=0 
noch die Abkiirzung: 

Tq ...... q := f i  T q , ( r ) V ( q l , . . . , q s ) ~ f i { k + l  .... ,p , (k+ 1)}, 
r = l  r = l  

eingefiihrt. 
Jeder der Ausdriicke Tq ...... q, ist eine Summe yon Produkten der Gestalt: 

f i  f i  /kr t;(r) ;(r) ~ r  ,i(r) i(r) ~ ~ n t t 2 , 1  . . . .  , ' 2 , k + l J X V r  k+l  t ) ~ , 1 '  " ' ' '  J t , k + l ' '  (7) 
r= l  2=1 

wobei das Indexsystem Jr ~"= re)k+1 genau q~ verschiedene Indizes enth~ilt. - -  t ~ 2 ,  #7 .1 ,=  1 (1)  p~ 

Enthalten nun zwei solche Indexsysteme, etwa J~ und J~, einen gemeinsamen 
Index, etwa u, so verschwindet der Ausdruck (7), da er dann Iv~(X,).Iv~(X,) als 
Faktor enthiilt, der wegen V: m V~ = 0 verschwindet. 

Man braucht somit in Tq ...... q~ nut jene Summanden (7) zu beriicksichtigen, 
deren Indexsysteme J1, .-.,g~ paarweise fremd sind. Diese Summanden (7) 
zerfallen dann in ein Produkt der unabhiingigen Faktoren: 

~ .  q(,.) ;(r) ~ Iv,~+~ @r) i(r) ] 
n k 2 , 1 ~ * ' ' ' ~ 2 , k + l  ! r t -i..1 ~ " ' "  ~ " 2 , k + 1 !  

,I,=1 
(r = l(1) s), 

die jetzt wie in den Beweisen der Siitze 1 und 2 behandelt werden kSnnen. 

Tp~(k+ 1) ..... p~(k + 1) : Setzt man p = ~ Pr, so enthNt diese Summe offenbar 
r= l  

n , .  
(k + 1)" \(n-(P-k+11)(k + 1)~1 : ( H k + l / ( k  + 1)!)P(1 +o(1)) 

Summanden. Die Erwartung des allgemeinen Summanden ist 

V[(Rmk(U,)~fk+l)pr(l+o(1))=)~= 1 ~(k+l)!  ,k+l ~ fk+l ~ f k + l  (1+o(1)). 
r= l  V~ = Vr 

Rm 
Somit folgt: 

E(rp,(k+ 1) ..... ps(k+ 1)) ~ f i  (~ J" fk-I-1/ ~ fk+ 1)pr__ f i  (~(Vr))Pr. 
r= l  Vr Rm r= l  

Tq ...... q~: mit ~ q~p. Fiir diese Summen zeigt man wie im Beweis yon Satz 2: 
r= l  

E(Tq ...... q~)=o(1), q.e.d. 

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich ebenso wie in [1] zusammenfassen. 
Dazu betrachte man die Folge yon stochastischen Prozessen 

k k 
(K.(V): = K . % ,  ... ,  x.; u., v): 
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und den PunktprozeB k 
(K(V): 

der folgendermaBen definiert ist: 
k 

a) K(V) ist Poisson-verteilt mit dem Mittel ~(V):=~fk+a/~ fk+l VElUm, 
v R,n 

k k k 
b) K (V0, ..., K (V~) sind unabh~ingig fiir disj unkte V1, ..., V~ ~ ~3 m. (K (V): Ve ~3m) 

ist somit eine additive stochastische Mengenfunktion und wird in der Literatur 
h~iufig als Poisson-Prozeg bezeichnet (s. etwa [-6]). 

Aus dem bisher Bewiesenen folgt dann wie in [-1] das abschlieBende 

Theorem. Sind die Variablen (x. :n~N) unabh~ingig verteilt mit der gemein- 
samen Dichte feLk+l(Rm, 9.m, 2m) und ist (U.: neN) eine Normalfolge mit: 

k)/ ~(k+l)! 
")~mk(Un nk+t ~ fk+l *1 (n~oo), 

Rm 
k 

so strebt die Folge der endlichdimensionalen Verteilungen von (K,(V): Ve~3m) 
schwach gegen die entsprechenden endlichdimensionalen Verteilungen von 

k (K(V): 
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