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Sur la loi exponentielle tronqu6e 

R. BERTHUET * 

O. Introduction 

Etant  donn6e une suite (a )=  {a,, n > 1 } d 'entiers sup6rieurs/ t  un, soit {X,,  n > 1 } 
une suite de variables al6atoires ind6pendantes,  /t valeurs, pour  X, ,  dans  
{0, 1 . . . .  , a ,  - 1}. On forme la variable al6atoire 

X =  ~, X,  
n= l  ( l l  ' " a n  

on d6signe par  #x la mesure  de probabil i t6  sur [0, 1] associ6e fi X. On d6signe par :  

M[(a ) ]  l 'ensemble de toutes  les mesures  #x ainsi form6es lorsque l 'on fait 
varier  les lois des variables al6atoires X j, . . . ,  X, ,  . . . .  

C [(a)] l 'ensemble des mesures  de m [ ( a ) ] / t  in terval le-support  [0, 1]. 

D l 'ensemble des mesures  de Di rac  ~x avec x e  [0, 1]. 

On pose m [(a)] = M k (resp C [(a)] = Ck) si, pour  tout  n > 1, a ,  = k o6 k est un 
entier sup6rieur / t  1. 

On d6signe par  C1 l 'ensemble des mesures  de probabil i t6  sur [0, 1] admet tan t  
pour  densit6 une fonct ion de la forme x i---, K(O) e ~ o6 0 est un n o m b r e  r6el donn6, 
c'est-fi-dire l 'ensemble des lois exponentielles t ronqu6es sur [-0, 1]. 

Chatterji ,  dans I - 1 - 3 ] ,  donne  une condi t ion n6cessaire et suffisante sur les 
lois des variables al6atoires (X,,  n > 1) pour  que #x  ~ Mk soit abso lument  cont inue 
et si f est la densit6 mon t re  que: 

1. Vc~[0, ~ [  f ~ E ( [ 0 ,  1]). 

2. si f est localement  born6e en un point  alors f est born6e et donne  une con- 
dit ion n6cessaire et suffisante pour  que f soit localement  born6e. 

3. la classe des mesures  de C k admet t an t  une densit6 cont inue est la classe C 1 . 

C'est  un exercice ([4], n ~ 30) de consta ter  que, pour  toute  suite (a), C 1 c C [(a)]. 
Cette r emarque  est la base  de l ' admirable  travail  de Lewis [-5] sur la factorisat ion 
de la loi rectangulaire,  r6sultat se ra t tachant  aux d6composi t ions  en facteurs 
premiers  de la mesure  de Lebesgue sur un segment  c o m m e  le mon t re  Tor t ra t  
dans [6]. Cette m~me remarque  condui t  6galement  Chatterj i  ([4], n ~ 30) ~t penser  

que C 1 = ~ C k et m6me que C1 = Cm c~ C, off m e t  n sont deux entiers sup~rieurs 
k=2 

/~ un, premiers  entre eux. Cette conjecture est le noyau  de ce travail. 

* Ce papier est extrait de la th6se de 3~me cycle de l 'auteur, pr6par6e/t l 'Universit6 de Clermont 
sous la direction de G. Letac. 
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L'6tude dans  le cas fini est, pour  ce probl6me,  l 'outil essentiel et nous  aurons  
besoin des no ta t ions  suivantes:  si {a k, 1 < k < n} sont des entiers sup&ieurs  fi un, 
si on pose A = a a . . . a  .,  si { X  k, l < k <  n} est une suite de variables alOatoires in- 
d6pendantes , / t  valeurs, pour  X k, dans {0, 1, . . . ,  a k -  1} et si on forme la variable 

al6atoire X = - -  ~ Xk , on d6signe par :  
k = l  al"'ak 

M(a  1 . . . .  , a,) 1'ensemble des mesures  de probabil i t6  sur {0, I, . . . ,  A -  1} asso- 
cides/t A X  lorsque 1'on fait varier  les lois des variables al~atoires X 1 . . . . .  X n. 

C(a 1 . . . .  ,an) l 'ensemble de ces mesures  dont  le suppor t  est exactement  
(0,1 . . . .  , A - l } .  

M(a  1 . . . .  ,(t k . . . . .  an) (resp. C(a 1 . . . .  ,6  k . . . .  ,an) ) l 'ensemble des mesures  de 
M(a  1 . . . .  , an) (resp. C(a 1, ..., an) ) telles que la loi de la variable al6atoire cor-  
r espondan te  X k soit g6om6trique.  

D(n) l 'ensemble des mesures  de Di rac  e k off k~{0, 1 . . . .  , n - 1 } .  

Dans  une premi6re partie, nous mon t rons  que rensemble  des mesures  de 
C[ (a ) l  adme t t an t  une densit6 cont inue  est l 'ensemble C~. Dans  une seconde 
patt ie,  nous  construisons tous les outils n6cessaires pour  pouvo i r  aborder  la 
d6mons t ra t ion  du th6or6me principal  de l '6tude du cas fini, d6mons t ra t ion  faisant 
rob je t  du chapi t re  3. Ce th6or6me peut  s '6noncer en termes de po lyn6mes  /t 
coefficients complexes  et non  n6cessairement  positifs ou nuls; la simplicit6 des 
6nonc6s et l 'absence d 'appl ica t ions  non probabi l is tes  nous font choisir ce m o d e  
d 'exposit ion.  On a imerai t  6galement  avoir  des caract6risat ions des intersections 
de classes M(a 1 . . . .  , an) aussi nettes que celles obtenues  pour  les C(a~ . . . . .  an) 
mais la complexi t6 du probl6me nous l'a fait 6carter dans le pr6sent travail. 

Enfin, dans une derni6rc partie, nous  caract6risons (~ C.j off {a j, 1 < j < n }  est 
j=l  

un ensemble  d 'entiers sup6rieurs ~t un, ce qui nous  conduit  ~t ddfinir une loi quasi- 
exponentiel le  et nous  mon t rons  l 'exacti tude de la conjecture de Chatterji .  

1. Densit6s continues dans C [(a)] 

Th6or6me 1.1. Etant donn~e une suite (a)= {a,, n > 1} d'entiers sup~rieurs dun ,  
l'ensemble des mesures de C [(a)l admettant une densitd continue est l'ensemble C 1 
des lois exponentielles tronqudes sur ~0, 11. 

C o m p t e  tenu de la r emarque  C 1 ~ C[(a)]  ([4], n ~ 30), il suffit de d6mont re r  
que si #x, 616ment de C [(a)l, admet  une densit6 cont inue f alors il existe un 
n o m b r e  r6el 0 tel que, en tout  point  x de [0, 11, 

f ( x ) =  eO ~ e  ~ si 0 # 0 ,  f ( x ) =  1 si 0 = 0 .  

a n - -  1 

On pose, pour  tout  n > 1, #. = ~ p . (k)e  k off #. est la mesure  de probabil i t6  
k ~ O  

a n -  1 

associ6e ~t X.:  Vk 0 < p . ( k ) < l ,  ~, pn (k )= l .  
k = O  
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Dans une premi6re 6tape 1, montrons que si #x poss6de une densit6 continue f 
sur [0, 1], n4cessairement f est donn6 en tout point x=X(co) par la formule: 

f ( x )  = f i  a,p,, [X,(co)~]. 
n = l  

En effet, f 6tant continue, en tout point x de [0, 17, on a 

1 x + h "  

f ( x ) =  lim S f ( u ) d u ,  
OGh'~O h' +h"  x--h' 
O~h"~O 
h ' + h " >  0 

Si 

soit 

et si on pose 

alors 

1 
f (x) = lira ~ l t x ( X -  h', x + h"). 

X = ~ Xn 

n= l a l . .  .an 

X k . ~ a k -- 1 
t ' .=  , t .  = t ' . +  , 

k = l  a l ' " a k  k = n + l  a l , . ' a k  

! t it tt h. = x - tn, h n • t n - x 

1 
# x ( x - h ' .  x+h~')= l l akPk(Xk), 

h',+h': k=l 

ce qui ach~ve la preuve de l'assertion annonc~e. 

Traduisons la continuit6 de f, c'est-/~-dire de 

oo 

x I---~ 1-I an P,, IX. (o~)_1 
n = l  

s ix  = X(co), aux points k/al . . .a  n. Plus pr6cis6ment, soit 

avec 0 < x. < a., si 

X=" i Xk 
k=l a l . . . ae  

n-1  N 
XN = ~ X k X n -- 1 ag-- 1 - - §  § ~ , 

k = l  a l ' . . ak  a t . , .an  k = n + l  al . . .an 

alors nous devons avoir f ( x )  = limoJ(xN), soit: 

n--1  

l~  akpk(Xk)'a, po(x.)" f i  akpk(O) 
k = l  k = n + l  

n--1 f i  

= l--[akPk(Xk)" anpn(x n -  1)" 
k = l  

akPk(a k -  1). 
k = n + l  

1 Cet te  c o u r t e  d 6 m o n s t r a t i o n  n o u s  a 6t6 a i m a b l e m e n t  c o m m u n i q u 6 e  p a r  S .D.  Cha t te r j i .  
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Pour achever la preuve du th6or6me 1.1, nous pouvons donc suivre pas fi pas 
la d6monstration [3] de Chatterji lorsque, pour tout n >  1, a,=k,  c'est-~-dire, 

montrer  que 1 - e ~176 
V n > l , V k ;  O < k < a , ' p n ( k ) -  l_eO/ . . . .  eOk/~" si 0 + 0  

�9 p .  (k) = 1 /a .  si  0 = 0 

1 - p~ (0) 
off  C o =  1, C n = a l . . , a n ,  0 e s t  d 6 f i n i  p a r  e ~  ~ a v e c  ql  - 1 - P l ( a l -  1) " 

2. Trois lemmes f o n d a m e n t a u x  

Ce chapitre est eonsacr6 fi la preuve des lemmes 2.4, 2.7, 2.8 essentiels dans la 
preuve du th6orbme principal du cas fini: th6or~me 3.1. 

Etant donn~s deux entiers me t  n sup~rieurs/~ un, premiers entre eux, soit X 
une variable al6atoire telle que la mesure de probabilit6 #,,reX associ6e & nmX 
appartienne /t M(n,m)nM(m,n) .  I1 existe alors deux variables al6atoires in- 
d6pendantes X 1, X 2 (resp. I11, Y2) prenant leurs valeurs: 

X 1 (resp. I12) dans l'ensemble {0, 1 . . . . .  n -  1} 

X 2 (resp. Y~) dans l'ensemble {0, 1 . . . .  , m -  1} 

telles que (1) nmX=mX~ + X z = n Y  1 + ] z  2 . 

Lemme 2.1. Si m et n sont deux entiers supOrieurs ~ un, premiers entre eux, alors 
C (m, n) r~ C (n, m)= C(~'~). 

Si #,,,x• C(m, n)c~ C(n, m), mais #,mxeM(n, m)r~M(m, n) et si 1 <n<m,  alors 
#Xl ~ D (n). 

Le lemme2.1 apparait comme un corollaire du th6or6me suivant sur les 
polyn6mes: 

Th6or~me 2.1. Etant donnds deux entiers me t  n sup~rieurs h un, premiers entre 
eux, soient R Q, R, S des polyndmes d coefficients complexes tels que : 

E(x)=P(xm)Q(x)=R(xn)S(x)  et d~  d~ 
(2) 

d~ d~ 

On a l'alternative sutvante : (v(E) ~tant la valuation du polyn6me E) 

ou bien A) d ~  (dit cas non dOgdn~r~) et alors, il existe deux 
- ( p x )  m" 

hombres complexes ae t  p tels que E (x)= a 
1 - p x  

ou bien B) d ~  - 1 (dit cas d~gOn~r~) et, si 1 <n<m,  alors il existe 
un entier k et un nombre complexe a tel que P(x)=ax  k. 

Le th6or6me 2.1 entraine bien le lemme 2.1; en effet la relation (1) entraine 
E (x)= P(x m) Q (x)= R (x") S (x) off P (resp. Q, R, S) est la fonction g6n6ratrice de la 
variable al6atoire X 1 (resp. X2, Ya, Y2). I1 est clair que les polyn6mes P, Q, R, S 

coefficients r6els, positifs sont tels que d~ d~ d~ d~ De 
21 Z. Wahrscheinlichkeits~heorie verw, Oeb., Bd. 2i 
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plus, il est clair que la condition d ~  v (E)= ran-1 est 4quivalente fl #,rex(0)> 0 
et #,, ,x(nm-1)>0 ce qui implique en particulier que g,,,xeC(n, m)c~ C(m, n) 
entraine d ~  et rhciproquement d'aprhs l'assertion A) du 
thhorhme 2.1. 

D~monstration du th~or~me 2.1. Si A est un polyn6me quelconque, on pose: 

i(A) = d o (A) -  v (A). La relation (2) peut s'hcrire sous la forme: 

E (x) = x ~(E) p, (x") Q' (x) = x ~ (~) R ! (x") S' (x) (3) 
avec 

et 

Posons: 

d~ d~ d~ d~ 

v (P') = v (Q') = v (R') = v (S') = O. 

n--1 m - 1  
p,(xm) = ~ i~ PiX , Q'(X)= ~ qix j, 

i=o j=0 
m--1 n--i 

g' (x') = ~ G x~n, S' (x) = ~ s~ x p . 
�9 = 0  B=O 

On peut toujours supposer po=qo=ro=So= 1 et comme m e t  n sont deux 
entiers sup6rieurs fl un, premiers entre eux, si 1 < n < m, il existe un couple d'entiers 
(io, %) tel que 0<i0  <n,  0 < c % < m  et 2 mio=n%+ 1. 

Soient les applications: 

m(i , j )=mi+j ,  O<=i<n, O<=j<m 

N(cqfi)=n~+fl, 0_<c~<m, 0 < f l < n .  

L'identit6 de Bezout 2 devient 

M(i o, 0)=N(~ o, 1). (4) 

On pose m=np+r  off 0 < r < n .  

Nous allons faire une 6tude systhmatique des coefficients de ces polyn6mes 2; 
il est toutefois possible de faire une 6tude des z4ros des fonctions g6n4ratrices [7] 
qui est l'id6e premiSre et la plus naturelle pour aborder le problSme de la d6com- 
position des lois de probabilit6 (6tude des z6ros de la transform6e de Fourier 
dans des cas plus g6n4raux) et c'est cette m6thode qui donne la preuve la plus 
414gante que nous connaissons du cas dhg6nhr6 du thhor6me 2.1. 

Lemme 2.2. i) Si O<j<__n- 1, M(O,j)=N(O,j). 
ii) Si O<j<_n-2, M(io , j )=S(eo, j+ 1). 

iii) Si l<_t<_p, M(O, n t - 1 ) = N ( t - l , n - 1 ) .  
iv) Si O<_t<_p, M(O, nt)=N(t,O). 
v) Si l<=tGp-1 et n t - l<=j<n( t+  1 ) - 2 ,  M(io,j)=S(~ o + t , j + l - n t ) .  

vi) Si np--l<=jGm--1, M( io , j )=N(ao+p, j+l -np) .  

La v6rification est immhdiate, compte-tenu de (4) et de ~o < m - p .  

2 Cet te  d6mons t r a t ion  nous  a 6t6 sugg6r6e par  P.L.  Hennequ in .  
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On peut  remarquer  que M(i, j )=N(~,f l )  entraine sur les coefficients des 
polyn6mes:  

Pi q~ = r~ s~. (5) 

Corollaire 2.2. Si Pio et r~o sont non nuls et si on pose A = pio/r~o, alors pour tour 
fl tel que O<__fi<n-1 (resp. tout j tel que O < j < m - 1 )  

sp = A ~ (resp. qj = A J). 

Compte- tenu  de po=qo=tS=so=l ,  i) entraine: O < j < n - 1 ,  qj=sj et ii) 
entraine: O<=j<n-2, pioqj=r~oS;+a soit, si O < j < n - 2 ,  qj+l=Sj+x=Aq; ce qui 
implique 

vii) si 0 < j  __< n - 1, qj = s) = A J. 

Mont rons  que pour  tout  t fix6 tel que 1 < t < p - 1 ,  si j est tel que n 3 - 1  < 
j < n ( t  + 1 ) - 2  alors qj=A;-"(t-1) q,(~_l). 

En effet, compte- tenu de vii), v) entraine:  

Plo q;= r~o +t AJ+ I-nt 

or, pour  j = n t - 1 ,  v) entraine p~oqnt_l=r~o+~ soit, Pio 6tant non nul, qj= 
A~+i-"~q,~_~ et d'apr6s iii) qj=AJ+~-"~An-tr~ 1, ce qui entraine, compte- tenu 
de iv), 

qj = Aj-(t-1)n qn(t- t)" 

Si t = l ,  on a donc pour  n - l < j < 2 n - 2 ,  qj=A j e t  par r6currence sur 3, 
il s'ensuit que, compte- tenu de vii): 

O < j < n p - 2 ,  q j=A j. 

Le cas n p - l < _ j < m - 1  ne diff6re que par  la longueur de la suite j e t  un 
ra isonnement  t o u t / t  fait analogue,  iI suffit de remplacer  v) par vi), nous permet  
d 'achever la preuve du corollaire 2.2. 

Lem me  2.3. Pour tout i tel que 1 <_ i <_ n - 1, si on pose r i = n q~ + r[ avec 0 < r{ < n, 
ators 

a) M(i, O)=N(ip+qi,  r{), 

b) M ( i -  1, m-r[ )=N( ip+q~,  0). 

On rappelle que m = n p + r  et il est facile de voir que r[ > 0  et p i+q~<m, 
d'ofi la v6rification imm6diate du lemme. 

Corollaire2.3.  Si P~o et r~o sont non nuls et si on pose A=Pio/r,o, alors pour 
tout i tel que O<_i<n-1, p~=A ~'. 

La relation (5) Pi qj=r~ s~ si M(i, j )= N(~, fl) et le lemme 2.3 entra~nent 

si l <_i<_n--1, Pi=rip+q Sr~, Pi-l q ..... i=rip+q, 

soit, compte- tenu du corollaire 2.2: 

si l < i < n - 1 ,  p i=pi_lA "~, 

ce qui ach6ve la preuve du corollaire 2.3. 
2l* 
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Remarques .  1. Le lemme 2.3 entraine: pour tout i, 0 < i < n ,  Pi-1 = 0  implique 
pi=0. 

2. Si Pio et r~o sont non nuls, alors: i (E) = m n -  1. 
3. La relation (4) entraine: r~o = 0 implique Plo = 0. 

Compte-tenu des remarques faites, il est clair que i(E)--m n - 1  est 6quivalent 
/t Pio et r~o sont non nuls et par cons6quent les corollaires 2.2 et 2.3 ach6vent la 
preuve du th6or6me 2.1 dans le cas non d6g6n6r6. 

Si i (E) < m n -  1, n6cessairement Pio = 0 et pour achever la preuve du th6or6me 
2.1, il suffit de montrer, compte-tenu de la remarque 1 que Pl =0. 

Soit i l=min{i ;  pi=0} et supposons i1>1. Si on pose m i ~ = n p i ~ + n q ~ + q  
avec 0 < q  < n, il est clair que r .  r 1 et que l'on a: (on rappelle que m = n p +  r) 

i) M(1, 0)=N(p,  r). 
ii) M(0, m - r ) = N ( p ,  0). 

ii') Si r > q ,  M(0, m - r l ) = N ( p ,  r - q ) .  
iii) M(i~,  O) = N ( p  i~ + qt ,  ra). 
iv) M ( i l  - 1, r ) = N ( p ( i  1 - 1)+ql ,  q). 
iv') S i r  > q,  M ( i  1 - 1, r - r 0 -= N ( p  (i~ - 1) + q~, 0). 

v) M(i~ - 1, m -  q) = N ( p  i I + ql ,  0). 
v') Si r < r l ,  M ( i l - l , m - r ) - = N ( P i l + q l , r l - r ) .  

La relation iii) entraine soit rpil+ql = 0  soit s~l =0. 

Si s~l =0,  iv) entralne q,.=0 soit s~=0, d'ofl, compte-tenu de i) Pl =0.  

Si s~,#0 alors rv~l+q =0. Si r < q ,  v') entraine q,,_~=0 soit d'apr6s ii) puis 
i) p l=0 .  Si r > q ,  v) entraine qm_~ =0  soit d'apr6s ii') soit rp=0 et alors d'apr6s 
i) p l=0 ,  soit s~_~ =0.  s~_,l=0 implique q~_~ = 0  soit, d'apr6s iv'), rv(i~_l~+q = 0  
et iv) implique q~ = 0 soit s,. = 0 et d'apr6s i) pa = 0. 

Ceci ach6ve la preuve du th6or6me 2.1. 

Ce premier r6sultat nous conduit ~ l'6tude de C ( a t , b O c ~ C ( a 2 , b 2 )  off 
a 1 b I = a 2 b2, 6tude faisant l'objet des lemmes 2.4 et 2.6. 

Lemme 2.4 ~ lemme d'arrachage>>. Etan t  donnOs deux  entiers m e t  n sup~rieurs 

d u n ,  premiers  entre  eux  et  deux  entiers a et b supOrieurs ou Ogaux d u n ,  on a: 

C (a m, b n) c~ C (a n, b m) = C (a, m"N, b). 

Ce lemme apparait comme un corollaire d'une partie du th6or6me suivant, 
16g~re g6n6ralisation du th6or~me 2.1. 

Th~or~me 2.2. Les  ent iers  a, b, m, n ~tant tels que : a et b sont supdrieurs ou 
~gaux d un, m e t  n sont sup~rieurs d u n  et premiers  entre eux,  soient  les polyndmes  
P, Q., R,  S d coef f ic ients  complexes  tels que : 

(x) = e ( x  ~m) O. (x) = R (x ~") S (x) (1) 

et d ~  < a n ,  d ~  d ~  < a m ,  d ~  L a  valuation d'un polyndme A ~tant 
notre  v ( A ), on pose i ( A ) = d o A - v ( A ) et  on d~finit les entiers a 1, n 1, m I , n 2 , m 2 , b 1 par 

i(E) = b m (a 1 n q- nl) -t- b m 1 + b 1 = b n (a~ m + m2) + b nz + b~ 

avec 0Nnl <n,  0Nm2<m,  0=<b~ <b. 
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On a l'alternative suivante : 

ou bien A) m n~ + m~ = m n - 1  et alors, il existe un nombre complexe A et deux 
polyn6mes E~ et E 2 tels que 

E(~)=/~(x "~") 

avec d~ <a  et d~ <b. 

1 - ( A  xb) ~" 

1 - -  A x b E 2 ( x )  

ou bien B) m n 1 + ml < m n - 1  et s i n  < m, alors il existe un polyn6me E 1 et un 
entier k tels que: p(xbm)=El(X bran) X kbm avec d~ <a  et O<k <n. 

Le th6or6me 2.2 entraine bien le lemme 2.4; en effet si on pose N = a n  rob, 
de faqon analogue au lemme 2.1, #N x ~ C (a n, b m) c~ C (a m, b n) entra~ne m n 1 + m~ = 
m n - 1  et par consdquent  l 'assertion A) du th6or6me 2.2 entraine le lemme 2.4. 

D~monstration du th~or~me 2.2. Supposons  n < me t  posons:  

a-1  b-1 

n(xbm) = 2 Pj(xbm) xbm"J' Q(X)= 2 Qk(xb) X~' 
j=0  k=0 

a - 1  b--1  

R(xb") = 2 R~(xb") xbm"~, S(x )=  Z S~(xb) xP, 
~=0 /?=0 

avec, pour  tout  j, d~ pour  tout  k, d~ pour  tout  c~, d~ pour  
tout  fi, d~ 

La relation (1) entra~ne i ( E ) = b m i ( P ) + i ( Q . ) = b n i ( R ) + i ( S ) ,  soit i (E)=  
b m(a 1 n + n O + b  m 1 +b x =b n(a I m+m2)  + b  n 2 + b  1 . 

I1 est clair que la relation (1) entraine: pour  tout  j, O<=j<a et pour  tout  k, 
O < k < b  

EL k (x b) _ pjj (xb m) Qk (Xb) ~---- Rj (x b") S k (xb) . (2) 

Le lemme qui suit, est essentiel pour  la preuve du th6or6me 2.2. 

Lemme 2.5. S i n  < m e t  s'il existe Jo, 0 <Jo < a, et ko, 0 < k o < b, tels que i (Ej, k) < 
m n--  1, alors il existe un entier r, 0 < r < n e t  une suite {cj, 0 < j  < a} tels que pour 
tout j, O<=j<a, Pj(x)=cjx  r. 

m n l + m l < m n - 1  est ~quivalent d l'existence d'un couple (j ,k) tel que 
i(Ej, k ) < m n - - 1 .  

Compte- tenu  du th6or6me 2.1, i(Ejo ' ko) < m n - 1 implique i(Pjo) = 0 et par con- 
s6quent, m et n 6tant premiers entre eux, n6cessairement soit i (Qko)<m-1 ,  soit 
i ( Sko )<n-1 .  Ceci implique que, pour  tout  j, i(Ej, ko)<mn--1,  soit compte- tenu 
du th6or6me2.1,  i(Pj)=0. Pour  achever la preuve de la premiere assertion, il 
suffit de remarquer  que s'il existe Jl,J2 et deux entiers q ,  r 2 de {0, 1 . . . . .  n - 1 }  
avec q < r 2 tels que 

PJ1 (X)  = C jl  X rl et PJ2 (x) = c j2 x ~ 
alors 

cjl Rj~ (x") = cj2 x (r=-~l)m Rj, (x") 

d'ofl, m e t  n 6tant premiers entre eux, la contradict ion.  
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La  premi6re assert ion entra~ne en part iculier  que 1'existence d 'un couple 
(i,j) tel que i(Ej, k ) < m n - - 1  implique mn 1 + m  1 < m n - - 1 .  De plus, il est clair que 
m n 1 + m 1 < m n - 1 impl ique l 'existence d 'un couple (j, k) tel que i(Ej, k) < m n -- 1 ; 
ce qui ach6ve la preuve du l emme 2.5. 

Si m n 1 + m 1 < n m -  1 et si n < m, le l emme 2.5 ach6ve la preuve de l 'assertion B) 
du th6or6me 2.2. 

Si m n ~ + m ~ = m n - 1 ,  compte - t enu  du l emme2.5  et du th6or6me2.1,  pour  
1 - (p xb) ""  

tout  j, O < j < a  et pour  tout  k, 0 < k < b ,  Ej, k(X b) est de la forme a 
od a et p d6pendent  d e j  et de k; on note  a(j, k), p(j,  k). 1 - p x  b 

Pour  achever  la preuve du th6or6me 2.2, il suffit de r emarque r  que si (Jo, k0) 
est un couple d 'entiers tels que 0 <Jo < a, 0 < k o < b, alors:  

pou r  tout  k tel que O < k < b ,  P(Jo, k)=P(Jo,  ko) 

pour  tout  j tel que O < j  <a ,  p(j, ko)=p( jo ,  ko) 

et par  cons6quent  que p e s t  ind6pendent  de j et de k. 

L e m m e  2.6. Soient deux suites d'entiers sup~rieurs dt un, {aj, 1 <=j < n} et {bj, 
l < j < m }  telles que m < n  e t a  1 ... a , = b  1...  bm. 

S'il existe une suite d'entiers {i i, 1 <j<-m} telle que: 

1=< i1< i2< . . .  <im=n 

Vj, l < j < m ,  a l . . . a i j = b a . . . b j  

alors M(a~ . . . .  , an) c M ( b  1 . . . . .  bm). 

La v6rification est imm6diate.  

L e m m e  2.7 ~pet i t  l emme d'arrachage>>. Si a, b, m sont trois entiers sup~rieurs 
fi un alors C (a m, b) c~ C (a, b m) = C (a, m, b). 

Soient N = a b m  et X une var iable  al6atoire telle que #Nx appar t ienne  ~t 
C (a m, b) c~ C (a, b m), alors il existe deux variables al6atoires ind6pendantes X~, X 2 
(resp. I11, Y2) p renan t  leurs valeurs:  

X 1 dans {0, 1, . . . ,  a m -  1} (resp. Y1 dans {0, 1 . . . . .  a -  1 }) 

X 2 dans  {0, 1 . . . . .  b -  1} (resp. Y2 dans  {0, 1 . . . .  , b m -  1}) 

telles que N X  = b X~ + X 2 = b m I11 + }72" 
Ceci entraine que 

E (x) = P (x b) (2 (x) = R (x ~ m) S (x) (1) 

o/t P (resp. Q, R, S) est la fonct ion g6n6ratrice de la variable al6atoire X 1 (resp. 
Xa,  I11, I12). Si on pose:  

a--1 

p (x  b) = y" Pi(x b) x bmi, 
i = 0  

a - i  
R(xbm) = Z bm~ r~x , 

~ = 0  

il est clair que la relat ion (1) entraine:  

pour  tout/3,  0 < / 3 < b ,  

pour  tout  i, 0 < i < a,  

b - - 1  

Q (x)= Z qj x~ 
j = O  

b - 1  

S (x) = Y~ S~ (x b) xP 
~=o 

r o Sp (x b) = Po (xb) " q~ 

qb - 1 Pi (xb) = ri Sb - 1 ( x b )  �9 
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Les nombres r6els r o et %_1 6tant non nuls, on a: 

- q-~-~ Po (x b) pour tout fl, O<f i<b,  S~(x b)-  ro 
(I) 

pour tout i, O<i<a ,  P/(xb)= - r~  Sb_l(Xb). 
q b - 1  

g6ciproquement (I) v6rifie (1) e t r  o E (x) = R (x bin) Po (xb) Q (x). 

Ceci, compte-tenu de C (a, m, b) c C (a m, b) ~ C (a, bm), ach6ve la preuve du 
lemme 2.7. 

Lernme 2.8 <demme de recollement,. Si a et d sont des entiers supOrieurs ou 
dgaux d un et be t  c deux entiers sup~rieurs d un, alors: 

C (ab, "~)n C (a, b-c, d)= C (a, bc"~) 

C(ab, cd)c~ C(a, bc, d)-- C(ab c, d). 

Soient N = a b c d ,  X une variable al6atoire telle que la mesure associ6e/~ N X  
soit un 616ment de C ( a b , ' ~ ) n  C(a, b"~, d) alors, par d6finition, on peut 6crire 
N X = c d X l + X 2 = b c d Y l + d Y 2 + Y  3 ce qui se traduit g l'aide des fonctions 
g6n6ratrices de ces variables al6atoires par: 

E(x)=P(x~)  �9 A 1 - ( p x f  d _Q(xb~d) " B 1 --(qxd) b~ 
1 - p x  1 - q x  a e(x)  (1) 

avec d ~  d~ a - l ,  d ~  - 1, et les nombres P(0), A, p, Q(0), B, q, 
R(0) strictement positifs. Pour simplifier les notations, nous pouvons toujours 

d - - I  

supposer, que P(O)=A=B=Q(O)=R(O)= 1. I1 est clair que R(x)= ~ pkxk et en 
k = O  

explicitant le coefficient de x d de E(x) que pa= q ce qui implique, ~t un facteur 
multiplicatif 2 > 0 pr6s, que E (x) est 6gal/t 

Q(x b~a) 1-(px)b~a 1-(px)a  soit laNx~C(a, bc"~d) 
1 - ( p x )  d 1 - p x  

ce qui ach6ve la preuve de la premi6re assertion, compte-tenu de 

C(a, ~ bcd)~C(ab,'Ud)c~ C(a, bc, d) 

et du lemme 2.8, la relation sym6trique se d6montrant de fagon analogue. 

3. Th~or~me principal de l'~tude du cas fini (th~or~me 3.1) 

Etant donn6es n suites t~a<J)k, l__<k< tj} d'entiers sup6rieurs / tun ,  telles que, 
pour tout j, 1 <j<n,  a] j) a(J)=A on pose' " '"  t j  

Vj, l <~j <=n, c~)=l  

V j ,  Vk, 1 <_ k <_ t j, c~ J) = a~J).., a~ j). 

Si I e s t  un n-uplet (i 1 . . . . .  i,) avec 1 < i k < tk, on pose 

A,={(clj) lai,  l=<j=<n); c~jlalj )} et B , = { x ;  ( x , . . . , x ) eA t } .  
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Pour  tout  n-uplet I tel que B r soit non vide, on pose: 

M r = m a x { x ;  x e B  I} 

m r = m i n { x ;  x~Bz} .  

Lemme 3.1. Si B res t  non vide alors m r divise Mg. 

Soit I = ( i  1, ,i ,) avec 1 <_ij<_tj Pour  tout  j, il existe deux entiers p e t  qj 
. . . .  _ _  .,--- �9 . J 

diviseurs de al J) tels que: mr=cl~ ) lPj, M r = c l  J) lqj.  D'apr6s la d6finition de m I, 
J s - -  J - -  

il est clair que les entiers p l , . . . ,  p, sont premiers dans leur ensemble. De  plus, 
on a la relation, pour  tout  j, 1<=j<~n, (i) p l q j = q l p j .  Si Pt ne divise pas ql, alors 
il existe deux entiers r et s, sup6rieurs ~ un, premiers entre eux tels que Pl = r [Pt, ql] 
et ql = s [Pl, ql] off [Pl, ql] d6signe le p. g. c.d. des entiers p~ et qt- 

La  relation (1) devient r qj = s pj ce qui implique r divise le p. g. c. d. [Pl . . . . .  P,] 
des entiers Pl . . . .  , p,, d'ofi la contradict ion.  Ceci entraine que PI divise %, soit 
m r divise M r . 

Etant  donn6s deux n-uplets I = ( i l , . . . , i , )  et J=(J l  . . . . .  j ,) tels que, pour  
tout  k, 1 <__ k < n, 1 < i k__< tk, 1 ----<Jk < tk, on notera  I__< J si, pour  tout  k, i k <Jk" 

Lemme 3.2. Si Bf et Bj  sont non rides et si I +- J, alors 

ou bien m I = M r = m s = M s 
ou bien I < J e t  M ,  divise mj 
ou bien J < I e t  Mj  divise mr. 

De plus si M x = M  s alors, pour tout k, l < k < n ,  lik--Jkl<l et s'il existe k tel 
que l i k - j k l  = 1 alors ~/t - , (k )  �9 "~  I - -  ~ m i n  ( i k ,  Jk)" 

Si I _< J, comme I ~= J, il existe k tel que i k <Jk ce qui entraine A/t I,(k) c (k) - -  ~ " I I ~ i k  j k - - 1  " ' J "  

De m6me si J _< I, M s divise mx. 
Si I et J ne sont pas comparables ,  n6cessairement il existe k~ et k 2 tels que 

ik~ <Jk~ et Jk~ < ik~, soit, compte- tenu du lemme 3.1, 

(k~) (k~) m M (k2) (k2) mrlMrlci~ [c)~_,l s[ s et mslMs[e)~ ~ [cik2_llmlIM I 

ce qui implique m I = M I = m s = M s. 

Si Mx=M~,  il ne peut exister k tel que i k <Jk--1,  sinon Mr<__ clk)< cj~_~(k), < M s  
d'ofi M r < M s; de m~me, il ne peut exister k tel que Jk < ik -- 1. 

Si M,  = M j  et de plus, s i l i  k- jk l  = 1, il est facile de voir que A/t --,-(k) 
' *  I - -  ~ m i n  ( i k ,  J k ) "  

Corollaire. Si M I = Mj  et I ~: J alors ou bien m I = M I, ou bien m s = M s. 

C'est une cons6quence immediate de la derni6re assertion du lemme 3.2. 

D6signons par S + l ' image de l 'ensemble des n-uplets I, tels que B~ soit non  
vide, par l 'application I ~->M x et par  M~, ... ,  Mp les 616ments de S + rang6s par  
ordre croissant. I1 est clair que Mp = A. 

Soit, pour  tout  k, l < k < p ,  E k l 'ensemble des n-uplets I tels que M ~ = M  k 
et S~- l ' image de E k par l 'application I ~ rnf. 

D'apr6s le corollaire du lemme 3.2, S~- a un ou deux 616ments; on pose 
mk = min {x; xES~} .  

Les 616ments de S + sont  distincts, par  contre, les 616ments m~ . . . .  , rn v ne sont 
n6cessairement ni distincts entre eux, ni distincts des 616ments de S +. 
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On note par S la suite ml, M1, m 2 . . . . .  rap, Mp. Plus pr6cis6ment, on a le 
lemme suivant: (on note a divise b par a]b). 

Lemme 3.3. Les suites d' entiers m~ . . . . .  mp et M 1 . . . .  , Mp satisfont aux propri~t~s 
suivantes : 

i) l=ml]M1]m2] ... ImplMp=A,  
ii) pour tout k, 1 < k < p ,  il existe un n-uplet I tel que m i = m  k et M I = M  k, 

iii) M I = M  k entraine: <<ou bien m i = m k  ou bien rex=M1, .  

Les assertions ii) et iii) d6coulent immSdiatement de la d6finition des M k, 
mk et du corollaire du lemme 3.2. 

I1 est clair que ml = m i o = l  off Io=(1, . . . ,  1) et doric que 1 =m~lM1. 
Pour achever la preuve du lemme, il suffit donc de montrer que pour tout k, 

l < k < p ,  on a Mk_l tmk[M k. Par construction il existe un n-uplet J tel que 
Mj = M k_ ~ et rassertion ii) du lemme implique rexistence d'un n-uplet I tel que 
M I = M  k et m i = m k .  Le lemme 3.2 entraine, Mr 5rant diff6rent de M s, ou bien 
M~ divise mj ou bien Mj divise m~. Si M~ divise mj alors M r divise Ms et comme 
Mj divise MI, nous avons une contradiction avec M~ 4: Ms. 

Ceci, compte-tenu du lemme 3.1, achSve la preuve du lemme 3.3. 
Le th~or6me qui suit, est le th6or~me principal de l'~tude du cas fini et le 

reste de ce chapitre est cons-ncr6/t sa preuve. 

Th6or6me 3.1. Etant donn~es n suites ~,~r 1 _<- k ~ ti}, j = 1, 2, . . . ,  n, d' entiers 
sup~rieurs dun,  telles que, pour tout j, a] j) a tJ) = A  o~ A est un entier donnO, on a: " ' "  l j  

~ C(a~ 2), , a(J)i= C ( M1 
" ' "  t j  / 

j =  1 t f l  l 

off les suites m 1 . . . . .  m e et M 1 . . . . .  Mp 
convient de supprimer les termes dgaux 
prdcddente. 

~12 M 2 Np Mp 

M 1 m 2 Mp _ a mp / 

sont d~finies comme ci-dessus et off on 
d u n  clans le second membre de I'OgatitO 

Pour d6montrer ce th~or6me, nous allons proc~der par r6currence su rn .  
Dans une premi6re 6tape, nous allons 6tablir le th6or6me pour n = 2  et tout 
d'abord, 6tablir la proposition suivante qui nous a 6t6 propos6e par Letac. 

Proposition 3.1. Si les suites d'entiers {a~ j), 1 ~ k<=tj}, j =  1, 2 sont telles que 
la suite S correspondante se rOduit gl 1, 1, A, A (on dira que les suites vOrifient 
l'hypothOse (H))  on a: 

2 

(~ C (a~ ;), a(S)~ = C (A). 
" ' ' '  t j /  

j = l  

Le lemme 2.6 entraine 

2 2 

" " ~  1 " "  t j z '  
j = l  j = l  

L'hypothSse (H) entraine en particulier que, si I o =(1, 1), Bxo= {1} soit les entiers 
a~ ~) et a~ 2) sont premiers entre eux. Le lemme d'arrachage entrMne donc: 

(~C(a~ j), '~(J)~ (~t'(1)'(:) T) off T _  A /.(I).(2) � 9  ~ 1 - -  znt/ca I t~ 1 . 

j = t  
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Pour  d6mont re r  cette proposi t ion,  procddons par  r6currence: le l emme qui 
suit est essentiel: 

L e m m e  3.4. S'il existe un entier p sup~rieur gt un, diviseur de A tel que 
2 

A/p > 1 et (-] C (a~ j) . . . . .  al~ )) c C (p~, Alp), 
j = l  

alors il existe un entier q supOrieur gt un tel que : 

pq divise A, 
2 

('] C (a~ J) . . . .  , alj )) = C (ff~, Alp q) . 
j = l  

Posons,  pour  j =  1, 2, e j -  1 = m a x { k ;  C(kJ)[p}, f i j=p/C~)l  . 
C o m m e  A / p > l ,  n6cessairement,  pour  j = 1 , 2 ,  ei<tj  et par  construct ion,  

a(~ n'est  pas un diviseur de ft. De  plus, d 'apr6s l 'hypoth6se (H), il existe j e  {1, 2} 
tel que fii ne divise pas a ~ sinon ~ix = ~2 = 0 et fil = f 1 2  = 0 soit p = 1. 

On peut  donc  supposer ,  sans perte de g6n6ralit6, que fix ne divise pas _(1) 
aO)3 (1)q a m = s [fl,, ~ J Si nous d6finissons alors les entiers r et s par  fil = r [fiix, % J e t  =~ 

o6 [ill,-(1)~ est le p.g.c .d,  des nombres  fiix e t a  <ix) on a, d 'apr6s le l emme 2.6: ('~i A O~ I 

2 
- - ,  (1) ..(1) A (1) / '~(p(1) (~ C(al i), ..., alj)) ~ C(%_ix , ,~,  /% )c~ - , ~ -  1 fiix,A/P) 

i=ix 

et, r et s 6tant premiers  entre eux, d 'apr6s le l emme d 'a r rachage:  

2 

C(a] i), a~ 1] ix[-flix,a(i)l ~ , N )  off N = A / p s  
�9 " " ' t j  ! - -  ~ 1  A 

j = l  

soit 
2 

0 C (a]i), a 0)) = C (p/r, ?~, N) c~ C (~, A/p). 
"'" ' tj 

j = l  

2 

Le lemme de recol lement  entraine ~ C (a~ i), , a(ih ~ C (p~, N) ce qui ach6ve "'" tj ! 

la preuve du l emme 3.4. i= 1 

I1 est clair que 2 
c(4i), 

j = l  
compte - tenu  d e la r emarque  

2 
C (ali), . . . ,  al~)) = C(@ ) aV ), T), 

j = l  

le l emme 3.4 avec C(~'~, Alp q)=  C(.4) si p q = A ,  ach6ve donc la preuve de la 
p ropos i t ion  3.1. 

Remarque. Avec la convent ion  faite dans l '6nonc6 du th6or6me 3.1, la pro-  
posi t ion 3.1 peut  se met t re  sous la forme:  

C(ail), (1) . . . .  a~ )= C Mix m2 M 2  . 

j = l  IT/1 ' m l  ' m 2  

M o n t r o n s  main tenan t  le th6or6me 3.1 pour  n = 2. 
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Posons pour  tout  k tel que 1 <<_k<p, 0(j(k)=inf{i; MklCl~)}, j =  1, 2, et 0((k)= 
(cq(k), 0(2(k)). Etudions les propri6t6s des suites {0(~(k), 1 < k < p } ,  j =  1, 2. 

Lem me  3.5. Pour tout k, l < k < p ,  on a Mk=M~(k),  mk=m~(k). 

Les suites {0(~ (k), 1 < k < p}, j = 1, 2, sont croissantes. 

I1 est facile de voir que M k 6tant un 616ment de S +, Mk=M~(k).  Si mk#m~(k) 
alors n6cessairement d'apr6s la d6finition de m k et le corollaire du lemme 3.2, 
il existe un couple f i=  {fi~, fi~) tel que mk=ma<m~(k).  Ceci implique l 'existence 

M c ~) d'ofl la contradict ion.  d e j  tel que fi~<0(j(k) et k at' 
Pour  tout  k tel que 0 < k < p ,  M k divise ink+ 1 entraine 0( ; (k)<0( ; (k+l )+ l  

pour  j = l , 2 .  Or il est clair que s'il existe j tel que 0( ; (k )=0( ; (k+l )+ l  alors 
mk= Mk = mk+ ~ = Mk + 1 d'ofl  la contradict ion avec M k < M k + 1. 

Ceci ach6ve la preuve du lemme 3.5. 

L e m m e  3.6. Soit k un entier f ixd,  1 < k < p, les trois proposition suivantes sont 
dquivalentes: 

1. Mg=mk+l ;  

2. il existe j6{1 ,2}  tel que: ou bien i ) c g ( k + l ) = a j ( k ) ,  ou bien ii) 0 ( j (k+ l )=  
ll/l - -  ,-.(J) __ p(j)  �9 0(~(k)+ 1 et -- 'k--~j(k),  OU bien iii) 0(j(k§ 1)=0(j(k)+ 1 et mk+l--~ , j (k+l) - l ,  

3. pour tout j~ {1 ,  2} I'une des trois assertions i), ii), iii) est vraie. 

1.-+3. Compte- tenu  du lemme 3.5, il suffit de remarquer  que c (j) - -  ~j ( k ) -  1 ~'j - -  

c(J) (resp. qj) est diviseur de ,,(J) (resp. Gj(k+l)) entraine bien a A k + l ) _ l q j  01]  pj un (J) ~ a i  (k) 

que l 'une des trois assertions i), ii), iii) est v6rifi6e. 
' (3) 2 . ~  1. D apr6s le lemme 3.5, on peut 4crire M k = G(k) 1Pj et mk+ 1 = d~](k+l)_ 1 qj, 

(J) (J) "1 -- pour  j =  1, 2, avec pj (resp. qj) divise a,j(k ) (resp. Gj(k+l))" 
Si i) est v6rifi6e, supposons,  sans perte de g6n6ralit6, que cq (k+ l )=0( l (k  ), 

alors (2) (2) C~2 (k + 1 ) -  1 q 2  ----= C~2(k) -  1"  P 2 "  ( q l / P l ) "  N6cessairement,  0(2 ( k  ~-  1) > 0( 2 ( k )  s i n o n  

Mk-----Mk+ 1 et 0(2 (k + l) < 0(2 (k) + l sinon (2) __C(1) (2) ~(2) avec Ca2 (k) + 1 - -  ~1 ( k ) -  1 P l  (a~2 ( k ) /P2)  u~2 (k~ + 1 
(2) (2) [a~2(k)/P2 ] a~(k)+l diviseur de ql/Pl et par  conshquent il existe un 616ment x de 

< (2) , (2) < C ( 2 )  S + tel que Mk=c==(k ,<X=%~k)+l= =~(k+1)--1 <Mk+l  compte- tenu de la d6fini- 
t ion de 0(2 (k + 1), d'ofl la contradict ion.  

(2) 2 Ceci implique donc q2(a~Ik)/P2)=ql/p~ soit, les nombres  G~(k)/P et qa/Pl 
6tant premiers entre eux d'apr6s la d6finition de M k et, de m6me, q2 et ql/P~ 6tant 
premiers entre eux d'apr6s la d6finition de ink+l, on a Pl = q l ,  soit Mk=mk+ ~. 

Si ii) est v6rifi6e, supposons,  sans perte de g6n6ralit6, que 0(1(k+ 1)=0(~(k)+ 1 
et M - c  (~) alors c (2) ,-I - - C  (2) n ,-i k - -  ctl(k) ~ a2(k + 1 ) -  1 "/2 - -  a2 (k) - 1 Y2 ~/1 �9 

De fagon analogue ~t la d6monstra t ion pr6c6dente, on mont re  que si % (k + 1)#  
0(2 (k), n6cessairement 0(2 (k + 1) = 0(2 (k) + 1 et alors (2) q 2  ( a ~ z ( k ) / P 2 ) =  q l "  

Les entiers q~ et qz 6tant premiers entre eux, ou bien ql = 1 ce qui implique 
Mk=mk+a O u b i e n q 2 =  l,qa > l c e q u i c o n d u i t ~ u n e c o n t r a d i c t i o n ,  c (2) - - e  (2) ~ 2 ( k + 1 ) - - 1 - -  ~2(k) 
ne pouvant  atre un 616ment de S +. 

Si iii) est v6rifi6e, supposons 0(i (k + 1)= 0(1 (k)+ 1 et ,,,k+1"~ -- '~(k +1)-1--A~) alors mk+l 
est un 616ment de S + et, comme d'apr6s la d6finition de 0(j(k+ 1), mk+ l < M k + l ,  
n6cessairement mk + l = Mk.  

Ceci ach6ve la preuve du lemme 3.6, compte- tenu de 3. entraine 2. 
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Lemme 3.7. Etant donn~es deux suites ga (j) 1 < k <  ti} d'entiers sup~rieurs fi t k ~ .. 

un, relies que 2 
a(J)~ a~ j) a (j) - A j = 1, 2, ~ C ( a~ j), .., ~ ~ ~ 

" ' "  tj - -  ~ 
j = l  

est contenue dans 

C ( M 1 ,  C (j) / M  a u) (J) (J) Mp/mv) ~(a)/ 1, aA1)+l , . . . , a~(2)- l ,mz/e~j (2) - l ,Mz/m2,- . . ,  
j = l  \ ma 

en convenant de supprimer le <<segment>) u) ,~(J) m /c (j) ( C ~ ( k ) / M k ,  ~ (k) + 1, " " " , k + l /  o~ j (k+l ) - l !  

si mk=m~+ ~. 

Si on pose pour  tout  k, l<k<=p, .(J)_,,u) a u) avec @ = 1  si c~j(k)=tj 'k - - ~ a j ( k ) + l  "'" tj 
le lemme 2.6 entra~ne pour  tout  k: 

2 2 

('~ C (a~ j), . . . ,  a (j)'~t2 , = (-~ C ( M k  (C(j)(k) /Mk) , r(~J)). 
j = l  j = l  

Mont rons  que cette intersection L k est  contenue dans C ( M  k, c (j) / M  @). ~j (k)/ k,  
En effet si A, -~(J) pour  j =  1, 2 l 'assertion est triviale 

s'il existe j tel que ~,~k--~j(k),~ --,.O) C(1)~(k)-'-4- C(2)~(k), le petit lemme d 'arrachage ach~ve 
la preuve de l 'assertion. 

si, pour  tout  J, ~"ka~r -1-~-'O)~j(k), les nombres  A~J)--~j(k)/.. k , -  "(J) /A* j =  1, 2, 6tant premiers 

entre eux,, le lemme d 'arrachage entraine: L k =  C ( M  k,. z~ kh(1)d(2)za k , T) off --T--v(1)/A(2)-- 'k /Zak 
ce qui, compte- tenu de la propri6t6 de la loi g6om6trique, ach6ve la preuve de 
l 'assertion. 

De m~me, pour  tout  k, en posant  c(~) t = 1, on a: 

2 2 

0 C(a] j), u) ~ Ctc(J) ,~/AJ) (Mk/mk) (C~Ak)/Mk) ri ). " " ,  a t j  )~--- ( ~  ~ ct j (k) - l ,  " ~ k / ~ a j ( k ) - l ,  (J) (J) 
j = l  j = l  

Le petit lemme d 'arrachage et le lemme 2.6 entrainent,  pour  tout  k, tel que 

a v e c  

soit 

2 

1 < k < p, 0 C (a] j), a u)~ ~ F k 
- -  " ' '~  t j !  

j = l  

2 

F~= (~ ~J> ~J) c ~ / M  d ~>) C (e~j(k)- l ,  mk/e~(k) -  l ,  Mk/mk, ,j(k)/ k, 
j=l 

2 P 

0 C(a] j), a(Jh= ~ Vk" " ' '~  t j l  
j = l  k = l  

Etudions pour  j =  1, 2, et tout  k tel que 0 < k < p ,  l ' intersection: 

' ~v~g)-I .... ~/ ~v(k)-l, Mffmk, e~j~g)/Mg, r~ ) 

V5 C (c  (j) (J) (J) ~'(J) ~ , ~j(k+l)-l, mk+/C~jt~+l)-l, Mk+/mk+l,  c~j(k+l)/Mk+l, 'k+l," 
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(;) ~.(;) / A/t ~ - . ( ; )  le l emme 2.6 et Si ej (k + 1) > ~; (k), c o m m e  (mk/%(k)_ 1) (Mk/mg) w.j(k)/~'~k, -- ~ ( k ) ,  
le peti t  l emme d 'a r rachage  entrainent :  

Ik (J) c r ~.(;) ~" /'(J) Mk/m k, c (~) / M  , :(J) /-(J) ' ~ - ' \ t ~ a j ( k ) - l ~ " ' k / ~ o ~ j ( k ) - l ~  ~j(k) k ~ j ( k + l ) - l / ~ o t j ( k ) ~  

m / c  (j) Mk+~/mk+~, "(;) / a t  ,(J) k + l /  ~ j ( k + l ) - - I ,  ~ a j ( k + l ) / ' * ~ k + l  , ' k + l / '  

Si c~j(k + 1)=~j(k) alors, compte - t enu  du l emme 3.6, M k = m k +  l, soit: 

m / c  (j) - (J) k + 1/ ~,(k + 1)-1 - (Mk/mk) (mk/c~j(k)-- 1) 

C (j) / M  - (c (j) / M  

I~ j) est donc de la forme I~ j) = C (A, a, b, c d, B) ~ C (A, a b, c, d, B) et par  cons6quent  
le l emme 2.6 entraine:  

l (J)~ (-'t,"(J) ~,. /e(J) Mk/mk ,  Mk+l /mk+l ,  c(J!(k+l)/Mk+l, r(J) ] ' k + l J "  *k ~ k~c~J ( k ) - l '  "~k/~aj (k)  - 1 '  .1 

P 2 p - - 1  (J) 

Le lemme 2.6 permet  donc d 'achever  la preuve du l emme 3.7. 

Pour  achever  la preuve du th6or6me 3.1, dans le cas n = 2 ,  c o m m e  il est clair 

que le m e m b r e  de droite de l'6galit6 annonc6e est contenue dans (~ C(a~ j), a(;)~ 
" " " ~ t j  1 ~  

j=l 
il suffit, compte - t enu  de la d6finition de la suite S e t  du l emme 3.7, d '6tudier les 
intersections du type:  

2 
T k ~ _  ( ~  (J) ,,7(J) .q(J) (J) m k + l / C ~ j ( k + l ) - l ) "  C (c~j(~)/Mk, ~j(k)+l . . . . . .  ~,(k+i)-i, 

j=l 

Si M k = m k +  ~ alors, d 'aprSs le l emme3 .6  et compte - tenu  des convent ions  
adopt6es dans l '6nonc6 du th6or6me 3.1, on pour ra  noter  Tk= C(~k+l/Mk) .  

Si M k + m k +  1 alors, d 'aprSs le l emme 3.6, on bien ~ ; (k+ 1)>c(j(k)+ 1, ou bien 

~ j ( k + l ) = ~ ; ( k ) + l  et a/t ~,(J) .~ ~-,(;) " ' ~ k T - ~ j ( k ) ,  t t t k+ 1 - r - t~a j ( k+ l )_  1 �9 

Par  construct ion,  il est clair que les suites 

C j) / M  ft(J) . . . . ,  a(J) m /C (j) ~ . ~xj(k)/ k ,  ~ T j ( k ) + l ,  c t j ( k + l ) - - l ,  " '~k+l /  a j ( k + l ) - - l l  j =  1, 2 

vdrifient l 'hypoth6se (H) et par  cons6quent  la p ropos i t ion  3.1 entraine 

r~ = C m~+~  . 

Le th~or6me 3.2 est donc  d6montr6 pour  n = 2, supposons  le vrai pour  n - 1  
et m o n t r o n s  le pour  n. 

] 
c ( 4  ;), c ( 4  ;), a a t e ) .  . . . v  t j ]  " " ~  . . ' ,  

j = l  t - j = 1  ~ J 
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On pose, si I est le n-uplet (i 1, . . . ,  i,), I* le (n -1 ) -up le t  (i 1, . . . ,  i,_1) et on 
note  I = (I*, i,). On d6signe par:  

AI,=H'4J) o~j, l < j < n ) ;  aj[al~ )} 
( \ ~ i j  - -  1 

B/,  = {x; (x, . . . ,  x)eA**} 

Ml,=max{x ;  xeBx,} 

m i , = m i n  {x; xeBi , } .  

* * - -  _ _  d .  
Soit S* = {m*, M*, ... ,mq, Mq } la suite S associde aux ( n -  1) suites {a~ j), 1 <_ k < t,I, 

__ �9 Mk= M* ' j =  1, 2 . . . . .  n - 1 ,  poss6dant les propri6t6s du lemme 3.3, avec m k -  rag, 
M I = M I , , p = q .  

Lemme 3.8. Si B, est non vide, alors : 

M ~ = m a x { x ;  mi, IxlM~, et x=cl")1% off ~,lal" )} 

m , = m i n { x ;  m~,IxlMx, et X:CI:)_IO~n Ol.I ~,lal, ")} 

(on rappelle que si I=(i> ..., i,_~, i,) alors I * = ( i t ,  . . . ,  i,_1) ). 

Pour  d6montrer  ce lemme, il suffit de remarquer  que 

B / , = { x ;  m~,lxlMx,} et que Bi=B,,(~{cl~)lo~,; Glal")}. 

Corollaire. BI, vide entraine B~ vide. 
Si Bx, est non vide et si m/,=M~,  alors ou bien B I est vide ou bien m~=Mx= 

mi, = MI,. 

C'est une cons6quence imm6diate du lemme 3.8. 

On pose, pour  tout  k tel que 1 _< k_< q et pour  tout  j tel que 1 < j <  t,, 

et si Bk, jest non vide 
Max(k, j) = max {x; X~Bk, j} 

min (k, j) = min {x; x ~ Bk, j}. 

On d6signe par s + l 'image de l 'ensemble des couples (k,j) tels que Bk, j soit 
non vide par  l 'application (k, j) ~ Max (k, j). 

Lemm e  3.9. s + = S  +. 

Soit x~s  § alors il existe un couple (k,j) tel que x=Max(k , j ) .  Le lemme 3.3 
entraine: il existe un ( n -  1)-uplet I* tel que m*=m~,;  M*=MI , .  Ceci implique, 
si I=(I*,j) ,  compte- tenu du lemme 3.8, que x = M  1 et par cons6quent x e S  +. 

R6ciproquement  soit x~S  +. I1 existe un n-uplet I tel que x=M~ et il existe k, 
l_<k<_q, tel que M ~ , -  * - M  k. Le lemme 3.3 entraine ou bien m,,=m*, ou bien 
m,, :# m~ et alors ml, = MI,. 

�9 alors, compte- tenu du lemme 3.8, x =  Max(k, i,), soit x~s  +. Si mi, = m k 
Si m~,+m* alors, B1 6tant non vide, le corollaire du lemme3.8 entraine 

x = M , = M I , = M *  et par cons6quent x = M a x ( k ,  i,) soit xEs § 

Ceci ach6ve la preuve du lemme 3.9. 



Sur la loi exponentielle tronqu6e 317 

On pose ~,(n+~)_ , , 1_< 
~2k-1 - M~/m e, k<_q 

a(~--1)_~,, /n/t* l < k  <q 2 k  - - H ~ k + l / ~ ' * k ~  

t,,+l = 2 q -  1. 

Certains entiers a~ "+*) peuvent 6tre 6gaux / tun.  Soient d I . . . . .  d~, D 1 . . . . .  D r 
les suites d'entiers ml, ..., rap, M 1, Mp associ6es aux suites {a~ J), 1 <k<t .*  
j =  n, n + 1. I1 est facile de voir que ces suites sont identiques/t celles obtenues 
en n6gligeant dans la suite fa ('+1) l < k < 2 q }  les entiers 6gaux ~t un, sauf, peut- t k , 

etre, si a~ "+1)= 1 off alors, n6cessairement, d I = D 1 = d 2 = l. 
On note par ~+ la suite {D k, l < k < r } ;  il est clair que s + c g  +. 
On d6signe par ek = {(i, j); Max(i, j )=Mk}  (cet ensemble est non vide d'apr6s 

le lemme 3.9) et par s/- l'image de ek par l'application (i, j) ~ m i n  (i, j). 

Lemme 3.10. Pour tout k, 1 < k < p ,  mk=min {x; x~s~}  et on a: 

s i m  k 4= M k et M k = Dj~ alors m k = d~, 

si m k = M  k et Mg=Dj~ alors sE={Mk} .  

Le lemme3.9 et la remarque s + c ~  + impliquent, pour tout k, l<=k<p, 
l'existence d'un entier Jk tel que M k = D j .  

Compte-tenu du lemme 3.3, il existe I tel que mk=m r et M k = M  I. Si mk:l=M ~ 
alors, d'apr6s le corollaire du lemme 3.8, m~,~M, ,  ce qui entraine, d'apres le 
lemme 3.3, l'existence d'un entier i tel que m, ,=m* et M~, =M* soit, compte- 
tenu du lemme 3.8, Mg=Max(i ,  i,), mg=min(i, i,) et par consdquent rakes ~. De 
plus, comme Mg=D~,  il est clair, compte-tenu du lemme 3.3 que s{-c {d~, Da~} 
et par consdquent que m~=d~ et mg=min{x; x e s ; } .  Si m k = M ~ = D ~  alors 
s[  ={D~k}. En effet, si d~q=D~ et d ~ s ; ,  alors il existe un couple ( i , i , ) te l  que 
da =min(i,  i,) et Da =Max(i ,  i~) et m*#:M* Le lemme 3.3 implique l'existence 
d'un (n-1)-uplet I* tel que m* =m** et M* =M~,. Si on pose I=(I* ,  i~), compte- 
tenu du lemme 3.8, on a alors m~ = d~, M, = D~ et mi + M~. Le lemme 3.3 entraine 
donc m, = m k avec mg ~ Mg d'ofl la contradiction. 

Pour tout k, l < k < p ,  on pose: 

(on rappelle que pour tout k, 1 =< k < p, il existe un entier Jk tel que M k = Djk). 

i k=min{ i ;Mk  < M *  } soit M * = m i n { M * ; M k < M *  } 
Zk 

I1 est clair que M p = D r = A ,  ip=q et que M I = D  1, i1=1. Les ~ sont non vides, 
p - - 1  

disjoints et U ~k =~+-{D1}- 
k = l  

Lemme 3.11. i) Pour tout k, l <=k <p, m* <mk < Mk < M*.  

ii) Si ik+l=ik alors ~k={M~+l} et mk+l=Mk=dj~+l. 

iii) Si ~k={Mk+1} alors ou bien mk+l=dj~+, et alors m*+ <ink+ 1 ou bien 
ink+ 1 =t= djk+ l et alors 

M*+~_ 1 < djk+~ < ink+ 1 = M / ~ + I  = m . *  l k + l "  
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i) est une cons6quence des l emmes3 .9  et 3.10 et de la const ruct ion des 
suites s + et s~-. 

ii) Si ~k+l=ik" alors, compte - t enu  de i), Mi,~*-i =<m* < M k < M k + I  < M * .  Ceci 
implique, d 'apr6s la d6finition de s +, que pour  tout  Dje@k,  on a D j e s  +, soit, 
compte - tenu  du l emme 3.9, Dj--  Mk+ ~. De plus il est facile de voir que ceci implique 
M k = m k + l ,  donc n6cessairement,  compte  tenu du l emme 3.10, ink+ 1 =dye+ 1. 

iii) Si @k= {Mk+l} alors Jk+t :Jk-}-1. Le lemme 3.10 entraine 

ou bien mk+ 1 =djk+~, 

OU bien mk+l 4=dj~+ 1 et alors n6cessairement dj~+l < m*§ sinon djk+l~Sk+ 1 ; 
de plus ink+ 1 = M k +  1 = M ~ +  1. Ceci ach~vc la preuve du l emme 3.11. 

Si ik=ik+a, on pose par  convent ion  Ik= C(A); si ik<ik+l,  on pose 

( /k+l ik+l--1 . . . . .  ) I k=  C M* m* M* m* A 
'~' M* ' " "  m* ' M*  ' * " tk i/r ik+1,--1 mik+t 

I1 est facile de volt,  compte - tenu  du l emme 2.6 et du petit  l emme d 'arrachage,  que 

Ik = C M'~, - -  . . . . .  - (on rappelle q u e i l  = 1, ip = q). 
k=1 M~ ' M~_ 1 m* 

De m~me, il est facile de voir  que:  

( ~ C  M k . . . . . . .  = C  . . . . .  
k = l  M k djk+l dj~+~ ' Mk+ 1 d 1 ' D:t ' D , .1  d r " 

Si nous posons,  pour  tout  k, 1 < k < p, 

j k =  C Mk ' J~ +_~AL . dj~+ , -, Mk + 1 , A 
M k . . . .  Dj~, ~1-1 dj~ +1 Mk + 1 ~ I~: 

p--1 ~_~ 
alors ~ Jk = C (a~ j~ . . . . .  al~)). I1 nous sumt donc d'6tudier les classes Jk, 1 < k < p. 

k=l j=l  
Siik+ 1 ---i k, le l emme 3.11 implique:  

( ~ Mk+'  , A ) 
J k = C  Mk,  mk+l - . 

M k ' ink+ 1 Mk+t 

Si i k + 14 = ik, mais  Jk + 1 =Jk + 1, soit @k = {Mk + 1}, alors:  

) { M  ~J~.l Mk+l A 
Jk=Ik~C~ ~, M~'  dj~+~'Mk.l " 

Le lemme 3.11 implique:  

soit ink+ 1 =-dj,~. ~ et alors m*,~__, _<djk+l et alors il est clair que 

jk=C (Mk, mk+l Mk+ 1 A ) 
Mk , mk+l ,  Mk+l avec m k + 1 = M k ,  
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soit mk+l+d;~ +~ et alors M*z~+~_l <dr~+l < ink+ 1 =Mk+ a ---- mik+t* et il est facile 
de voir que 

( ~ Mk+ 1 A )  D'lk + l mk + l �9 
Jk=C Mk, Mk , m k + l , m k + l  a v e c  m k + l  = 

Etudions Jk dans le cas g6n6ral, c'est-/t-dire en supposont ik+ 1 > i k et Jk+~ > 
Jk + 1, soit apr6s un changement d'indice pour simplifier l'6criture, 6tudions: 

v 

C DI' D 1 ' "' Dp_ 1 ' dp Dp 

c~ C M * ,  M ,  . . . . .  * ' * ' * - 
mq_l mq_a mq 

avec p > 2 ,  q >  1. 

Posons pour cela, pour tout k, l < k < q ,  ~ = { D j ;  M* <Dj<mk+l}.* 

Lemme 3.12. (m k = )D~ < m~ (=  M* ). 

q-1  

U (D2, ..., Dp_ } 
donc non vide. k=l 

Vk~{2, ..., q - l } ,  {Dj; m * < D j < M ~ } = ~ .  

La premi6re assertion est triviale (d6finition de M* ). 

M~' < D  2 en effet sinon, compte-tenu de la premi6re assertion du lemme 3.11, 
D 2 6 S  +, d'ofl la contradiction. 

�9 < D j < M *  }=0.  �9 et, pour tout k tel que l < k < q ,  {Dr; mk De m~me Dp_ 1 < mq 

Ceci ach6ve la preuve du lemme 3.12. 

Lemme3.13.  Si Dr~//~ alors M* <dr<Dr<m* et si d r=M* alors j = 2 ,  
M 1 = M *  = d  2 . 

Pour tout k tel que 1 < k  <q, D j e ~ M ~  < d j < D j < m * + i .  

Si ~ = (J alors D 1 < M*  < m* < d 2 . 
Ml* ~ m* Si ~q_~ =~) alors Dp_ 1 <~,-q-1 . . . .  q <dp. 

Si ~ = ~, 1 < k < q - 1, alors il existe Jk tel que 

Dj <M: <dr +l. 
D'apr6s construction des suites d 1 . . . .  , d~ et D1 . . . .  , D~, il est clair que Dje~s 

entraine M* <dj<Dj<m*+~.  Si d j = M ~  alors d f i s  + d'ofl la contradiction, sauf 
si k = 1 et alors j = 2 et M 1 = M* = d a . 

De la m6me fa~on, il est facile de v6rifier les trois derni6res assertions. 

Posons 

L l = C  D1, D1 . . . . .  Dp c~C M * , M ,  ' m *  

et pour tout k tel que 

mk+l 
l < k = < q - 1 ,  L k = L k _ l C ~ C  M~,  M~ ' * " 

mk+l 
22 a Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 21 
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I1 est facile de voir que 

Lq_ 1 = (~ Lk=Jk. 
k=l 

I1 suffit donc d'6tudier Lk; pour cela on pose: 

~k=min {j; D j e ~ }  

ilk=max {j; Dje~} 

avec par convention C~k=fik=fik_ 1 si ~ = 0  et %=fi0  = 1, alors 

D~ =min{x;  x ~ }  si ~=~0. 

D~ =max{x;  x ~ } .  

Remarques. Avec la convention faite, si ~=~),  la derni6re assertion du 
lemme 3.13 devient D~ < M* * <mk+l <d&+l.  

Si Yrk :t: 0 alors ~k+l =i lk+ 1. 

Pour tout k fik < P" 

Lemme 3.14. Pour tout k, 

) l < k < q ,  Lk=C D1 ' &+l D&+I da~+2 A 
= D1 ' d/~k+l ' D p k + l ' ' " '  Op- " 

Nous allons faire une d~monstration par r6currence. 

Etude de L 1. Si ~ = 0, compte-tenu du lemme 3.13, d6finissons 2 et # tels que: 

M* = 2 D1, d2 = # m2 
alors on a: 

L 1 = C  D 1 , 2 #  /Vl~" (3 C # 

et il est donc clair que L 1 est de la forme annonc6e. 

Si ~11 =t= 0 posons d2=2M ~ , 2> 1, M~ =2'D1, 2 '>  1, m~ = # D ~ ,  p >  1, d~+t = 
#'m~, # '~  1. 

L I = C ( D I , - ~ ,  ,D 2 D& ~ D&+ 1 A ) 
d ~ ' " "  dr ' # # '  d~+~ .. . .  'Dp 

d2 ~ " 

d'ofi, comme # > 1, si 2 > 1, le lemme 2.6 et le lemme de recollement entraine 
.-->....../- 

L I ~ C ( D I ,  d&+I D/~2+ 1 A) 
D1 ' d~+l  "" '  ~ �9 

Si 2=1 alors dz=M*,  d'ofi dzEs + et par cons6quent Dt=d 2 soit 2 '=1. Le 
lemme 2.6 et le lemme de recollement implique alors que L 1 est de la forme 
d6sir6e. 

Supposons la propri6t6 vraie pour Lk_ ~, l < k < q ,  et montrons qu'elle est 
vraie pour L k. 
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Si ~ = 0 ,  C~k=/3k=~,_~ d'ofl: 

V 

Lk=C(D1 dllk+l DBk+I " A )  
D 1 ' dflk+l . . . .  Dp 

V 

m k + l  
a C M~, M .  , . 

m k + l  

Le lemme 3.13 entraine, compte-tenu de la remarque, 

Da =D~ <M~ < * =mk+l < dpk+l 

et par cons6quent il est clair que 

L k= C D 1, flk+l Dp~+I 
D1 ' d~+l . . . . .  ~ " 

Si ~Fs ~, compte-tenu de la remarque: ~k=flk_l + i, 

d~ D~ D~ ~§ 
Lg=C D1, D~' d~ . . . . .  dp~ ' Dp~ ' " "  D v 

C M*, mk+l 
M ~  ' * " mk+l 

Le lemme 3.13 entraine M~ < d~ ___< D~ < d~ < D ~  < m*+ 1 --< dp~ + 1. 

Soient 2 k, 2~, #k, P~ d6finis par: 

d'ofi, 

d _ , / ! 
e k - - ~ k M k  , ;~k> l,  M ~  =2kD 1, 2k>1 car k > l ,  

d~+j --Pkmk+l, ~g> 1 * ' ' , ink+ 1 =#kDpk, ~tk> 1; 

( >-.--5, D~k Dl~k -..~, Dp~+l A )  
, . . . ,  - - ,  , U k P k ,  , . . . ,  Lk= C D1, A.k.~k, d~ dfl. dflk+l Dp 

( A), C3 C D 1 )~'k, )~k Df k l'Z'k, #k 
a~k 

soit, compte-tenu du lemme 2.6 et du lemme de recollement, 

L k = C ( D l ,  dl3k+l D/~k+ 1 A )  
D1 ' dl3~+1 . . . . .  Dv 

Ceci achSve la preuve du lemme 3.14. 

Compte-tenu du lernme 3.12, il est clair que flq-1 = P -  1, d'ofi 

Jk=Lq_~ = C D1, D1 ' dp ' Dp 

soit, en reprenant les notations, 

Jk = C Mk, mk+l , M~ 'm~+~ M~§ 
22b Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 21 
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I1 est clair que: 

AJ :c , , . . . ,  
k= 1 M I  m2 

ce qui ach6ve la preuve du th6or6me 3.1, puisque, comme nous l 'avons signal6, 

p--1 (~ 
('~ Jk C (al  j), (J) = . . . ,  a t j  ) .  

k=l j = l  

4. Etude du cas infini: (]  Caj 
./=1 

D6finitions. 1. Soient K un entier positif, /~ une mesure de probabilit6 sur 
{0, 1, . . . ,  K -  1}. On d6signe par EK(/t ) l 'ensemble des lois des variables X de la 

Y + E  
forme X -  K o/ l / ty  est 6gale/~/~, p~ est un 61~ment de C 1 et les variables 

al6atoires Y et E sont ind6pendantes. 

2. Si A est une classe de mesures de probabilit6 sur {0, 1 . . . . .  K -  1}, on note 
E K (A) la classe [.J E K (10- 

,u~A 
3. Si l tx~EK(A ) avec A = M ( K ) ,  on dit que la loi de X est quasi-exponentielle 

de type K. 

4. G k &ant le sous-groupe du groupe multiplicatif des rationnels positifs, 
engendr6 par l'entier k sup6rieur/t  un, soient X une variable al6atoire ~ valeurs 
dans [0, 1] et {aj, l < j < n }  une suite d'entiers, distincts, sup6rieurs / t u n ,  telle 

n 
que 0 Gaj+{1}. I1 existe alors une suite {c~j, l < j < n }  d'entiers telle que, pour 

j= =1 { " t tout  j, a~J=k avec k = i n f  x; x >  1 et x e  (~ Gaj . 
j = l  ) 

Nous dirons que #x est un 616ment de C,1 ..... ~, si X est de la forme X = j~l= k iEj 

off {Ej, j >  1} est une suite de variables al6atoires ind6pendantes,/ l  valeurs dans 
n 

{0, 1 . . . . .  k - 1 }  telle que, pour tout  j >  1, #EjE (~ C(a~ . . . . .  a~), la suite de terme 
g6n6ral a~ &ant de longueur ~ .  ~= 1 

Remarques. 1. C ......... c C k. 

2. Si on note A = ('] C(aj . . . .  , aj) alors Ek(A)c C~1 ....... , l 'inclusion 6tant stricte. 
j = l  

Nous d6buterons par un long 6nonc6 technique: 

Th~or~me 4.1. Soient une suite d'entiers {a,, n>= 1} sup~rieurs d un, pour tout 
n>_> 1 c , = a ,  ... a,, n o un entier supOrieur d u n ,  K un entier diviseur de C,o_a, une 
suite {A, ,  n>no}  d'entiers telle que, pour tout n>:no, c, divise K A ,  et une suite 
{B,,  n>no} d'entiers positifs. On pose, pour tout n>=n o, N , = K A , B , .  

On considOre une variable al~atoire X teUe que i~ x, la mesure associOe, soit un 
dldment de C [(a)] et une variable aldatoire Y discrOte, d valeurs dans {0, 1 . . . . .  K - 1 }. 
On suppose enfin qu'il existe, pour tout n > n  o, deux variables al~atoires Z ,  et T, 
d valeurs respectivement dans {0, 1 . . . . .  A , -  1} et {0, 1, . . . ,  B , -  1} telles que: 
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Y, Z.,  T. sont ind@endanres, 

la loi de Z. est gOomdtrique 

IN.X]  Y Z. T. 

o~ EX] ddsigne la partie enti&e de la variable aldatoire X. 
Alors I~ x est un dldment de Eu(l~). 

Remarquons que la suite {A,, n>=l} n'est pas major6e et que, pour tout 

n=>n o et tout k tel que no~=k<=n, 1<= K A y <  KA~_(ak_I)<A~. 
C n C k 

Pour simplifier les notations, on 6crira parfois P(X=k) au lieu de fLx({k}). 
Soient, pour tout n>n o, #~ (resp. v.) la mesure de probabilit6 associSe fi la 
variable al6atoire [N.X]/N~ (resp. Z jAn) et f .  (resp. G) la  fonction caract6ristique 
associ6e/t cette variable al6atoire. 

Avec les notations de l'introduction, si X est une variable al~atoire/~ valeurs 
darts [0, 1], dont la mesure associ6e soit un 616ment de C[(a)], X est de la forme: 

X = ~  X. 
n = l  Cn 

et d'apr6s les hypoth6ses on a, pour tout n > n 0, 

ENnX]= Z n Xk X. (z) avec X n = 
k = l  Ck k C n k = l  Cn+k 

I1 est clair que la suite 

Nn ' _ 

c o n v e r g e e n l o i v e r s X ,  que {T,, n>no } _ , N n  

converge en loi vers 0 et que si la suite 

An 

Y+E 
converge en loi vers E, X K off les variables aldatoires Yet E sont ind6pend- 
antes. 

Pour achever la preuve du th6orame 4.1, il suffit donc de montrer l'existence 
de E et que #e est un 616merit de C~. 

On pose: 
P(Y=O)=y, P(T.=O)= t. 

A~-I 1 -Pn 
Vn= E Cn k Pn G/A., avec C.--  A. 

k=o 1 --p. 
1 A,~ it 

- -  P n  e 
VtclR, g.( t )= Cn 1 it/A. " 

--Pn e 
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D'apr6s les hypoth6ses et compte-tenu des remarques, on a: 

n 

\ k  C n d = 

= y �9 t~ �9 C ~ .  

Vn>=n o, Vk,  no <__k<n , P ( [ N ~ x ] =  N~ ( a k - 1 ) I  
\ / C k  

j * k  

Px 6tant un 616ment de C [(a)], nous avons des hombres strictement positifs, d'ofi: 

( a k - - 1 )  r A n  P ( X k = a  k -  1) 
V n > n  o, Vk ,  no <k<=n, p, ck = P(Xk=O) 

En particulier, on a: V n__> no, e.+i'A"+'--'a'--e., soit en posant pAoO----e ~ Off 0 est r6el, 
Vn>=no, pn=e ~ 

I1 est clair que: 

d'ofi, 

VtelR, lim 1 - p ,  _ 0 
,~oo 1 - - p , e  it/A. O + i t  

0 1 --e O+ir 
lim g .  (t)  = 0 + i t 1 - -  e ~ n ~  oo 

VtelR, 

qui est la fonction caract6ristique de la mesure de probabilit6 sur [-0, 1] admettant 
0 

comme densit6 la fonction x ~ K(O) e ~ o5 K(O)= eO_ 1 

Ceci, compte-tenu d'un th6or6me classique sur la convergence d'une suite 
de fonctions caract6ristiques (voir Loeve, p. 191, [8]), ach6ve la preuve du th6or6me. 

Th6or~me 4.2 ((Conjecture de S.D. Chatterji~x Si m et n sont deux entiers > 1, 
premiers entre eux, alors on a: 

C m c~ C, = C 1 et M m c~ M ,  = C 1 t..) D. 

Avec les notations de l'introduction, si X est une variable al6atoire telle 
que la mesure associ6e appartienne ~ M,, c~ M,, X est de la forme: 

X =  ~ Xk/nk= ~ Yk/m k 
k = l  k = l  

les variables al6atoires X k (resp. Yk) 6tant ind6pendantes, ~ valeurs dans {0, 1, 
.... n -  1} (resp. {0, 1 . . . . .  m -  1}). 

Pour tout k > 1, on a: 
k 

[m k n k X]  = Z nk - j  mk X j  + [ m  k X~ 2)] 
j = l  

k 

= E m -Jn  nk y(2)] 
j = l  
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avec 

j = l  n J  ' Yk(2)=  j = l  m J  " 

Soit, pour tout k > 1, la mesure associ6e/t [mk nkX]  est un 614ment de 

M (n,  . . . , n ,  m k) ~ m (m, . . . , m, n k) 

et, si I~xeC,,c~ C, ,  il est clair que cette mesure est alors un 416ment de 

C ( n ,  . . . ,  n,  mk)  n C ( m  . . . . .  m ,  nk) .  

Les suites (n, . . . ,  n, m k) et (m, ..., m, n k) v6rifiant l'hypoth6se (H), la proposi- 
tion 3.1, donc le th6or6me 3.1, entraine 

C (n , . . . ,  n, m k) ~ C (m . . . . .  m, n k) = C (n k mk). 

On peut remarquer que les lemmes 2.6 et 2.1, compte-tenu de la propri6t6 de 
la loi g6om6trique, impliquent aussi cette propri6t6. 

La premi6re assertion du th6or6me 4.2 est donc une cons6quence imm6diate 
du th6or6me 4.1 avec K = 1, A k =  m k n k, B k =  1, compte-tenu de C~ ~ C,, c~ C,. 

Si p x ~  M,,  ca M , ,  mais # x r  alors il existe un entier k ~> l  tel que 
la mesure associ6e ~t [m k~ n k~ X] n'appartienne pas/t  

C(n, . . . ,  n, m~9 ~ C(m, . . . ,  m, nk'). 

Sans perte de g6n6ralit6, on peut toujours supposer n < m ;  si Vk est la mesure 
k 

associ6e/~ ~ n k - J x i ,  le lemme 2.1 entraine VkED(n  kl) soit par cons6quent, pour 
j = l  

tout j, l<=j<k l ,  px jED(n) .  Ceci entraine, pour tout k, la mesure associ6e /t 
[ m k n g x ]  n'est pas un 616ment de C(n . . . . .  n, m k ) n  C(m . . . .  , m, n k) d'ofi, pour tout 
k >  1, # x k e D ( n )  ce qui implique I~x~D et ach6ve la preuve du th6or6me 4,2. 

Lemme 4.1. Si {aj, 1 <=j < n} est une suite d'entiers > 1, distincts, tels que 

j = l  

alors 

 :max 

est f in i  et donc de la f o rme  K=(aj ) tJd j ,  l < j < n ,  oi~ tj est un entier > 0  et dj un 
diviseur de aj. 

Si on note par d le p.g.c.d,  des entiers a 1 . . . . .  a, ,  si on pose N = a  1 ... an/d "-1, 
pour tout k >= 1, c@ = max {i; (aj) ilN k} et B~ j) ,,k . . . .  ,J, = IV /taj) k , 1 <=j <-- n, si m 1 (k ) , . . . ,  m;k (k) 
et m l  (k ) . . . .  , Mp~ (k) sont les suites associ~es aux  n suites (aj, . . . ,  aj, B~J)), 1 < j < n, 
la suite de terme ggn&al  aj ~tant de longueur e(J),k dOfinies au cours du chapitre 3, 
possOdant les propri~tOs du lemme 3.3, alors il exis te  un k o > 1 tel que: 

i) pour tout k > k o, il ex is te  un entier ik, 1 < i k < Pk, tel que K = Mi~ (k), 
~(Jk) " " ii) pour tout k > k o, il ex is te  un entier jk, 1 < jk < n, tel que (aj~) ~ & w s e  m~k+l(k ). 
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Preuve du lemme4.1. On note par S, le support de l'entier n, c'est-&-dire 
rensemble des facteurs premiers de n. On a l'alternative suivante: ou bien les 
supports de tous les  entiers aj, l < j < n ,  sont 6gaux, ou bien il existe au moins 
deux entiers de {aj, 1 <j__< n} dont les supports sont distincts. 

Supposons qu'il existe j l e t  J2 tels que S% et Saj 2 soient distincts, alors la 
relation (1) (ajl) kl d 1 = (ah) k2 d 2 avec d 1 (resp. d2) diviseur de aj~ (resp. de a~2) entraine 
que l'un des deux entiers k 1 et k z au moins est nul et par cons6quent, il est clair 
que K est fini. Si tous les supports Saj sont 6gaux & S = {Pl, ..-, Pm} alors on peut 

6crire a j=  f ip]r  les /?~J)sont >0. L'hypoth6se (~ G~j={1} entraine m> 1 
r = l  j = l  

et l'existence de deux entiers j~, j :  de {1, 2 . . . . .  n} et de deux entiers q et r 2 de 
{1, m} tels que ~(J~)//~(J~)</~(J,)//~(h) La relation (1) entraine en particulier �9 " " ~ i -  r 1 / r  / ' i  r r 2 I f ' r 2  " 

[ l~(J')/ l~ (j2) - -  l~(J')/B (j2)] k 1 < I~(J~) / l~ (j2) 4- 1 
F r 2  / F r 2  r r 1 J F r  I - I  ~ r ' r  1 / r ' r l  - -  

et par cons6quent K est fini. De plus, il est clair que K est de la forme K = (aj)tJdj 
ce qui achOve la preuve de l'assertion i). 

Les suites ~(J) k_> 1}, 1 < i <  n sont strictement croissantes et par consOquent, 
il existe un entier ko>O tel que: Vk>_k o, Vje {1, n}, t < e  (j)' l'assertion ii) est - -  " " ,  j k ,  

alors triviale. 
Si k > k  o, il existe un entier Jk, l<=Jk<=n, tel que (aj~y (2~) divise mi~+l(k ). En 

effet, sinon mi~ + 1 (k) est de la forme (ayJ d r pour tout j, avec 0___< rj < a(k j) et d~ diviseur 
/ \ a ( J )  de aj. Ceci implique, mi~+l(k) 6tant diff6rent de taj) ~ pour tout j, M~ +l(k) est 

6galement de cette forme d'ofi la contradiction avec la d6finition de K, compte- 
tenu de Mi~(k)< Mi~+~ (k). Ced  ach6ve la preuve du lemme 4.1. 

Th6or6me 4.3. Si {aj, 1 ~ j  <__ n} est une suite d'entiers > 1, distincts, 

oubien i) (2) G~j#{1} etalors ~ C , j = C ,  1 ........ 
j = l  j = l  

ou bien ii) (~ G~j={1} et alors ~ C,j=EK(A) 
j = l  j = l  

off K est ddfini comme dans le lemme 4.1 et A = ( )  C (aj, . .. , aj, dj) la suite de terme 
gdndral a s ~tant de longueur tj(K=(aj)tJ dj). j= l 

Si les entiers aj, 1 < j<= n, sont premiers dans leur ensemble, alors ~ Caj = C 1. 
j = l  

Si (~ Gaj:t={1} alors il existe une suite d'entiers {c~j, l<j_< n} telle que, pour 
j = l  

tout j, (ajyJ = k off 
k = i n f  x t e l q u e x > l e t x e  

j = l  ) 

Soit X une variable al6atoire fi valeurs dans [0, 1] telle que 

#x ~ (~ C~j 
j = l  
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alors, par  d6finition, pour  tout  j, 1 < i < n 

x = ~ x~)/(a) ~ 
k = l  

off {X~ J), k >  1} est une suite de variables al6atoires ind6pendantes,  h valeurs dans 
{0, 1, . . . ,  a j -  1 }. Posons,  pour  tout  j, 1 < j  < n, et pour  tout  i > 1 

aj 

y i ( j  ) _ ~ (,~ ] c t j - r  y ( j )  
�9 - -  .{...a \ ~ j /  ~ ( i - t ) c t j + r ~  

r = l  

les variables a16atoires X~ j) 6tant positives ou nulles, il est clair que, pour  tout  j, 
o n  a :  

X = ~ ~(J)/k i. 
i=1  

De plus, pour  tout  i >  1, y(1) . . . .  , Y~(") ont  m6me loi d'ofl, 

Pr,,) s ~ C (aj . . . . .  aj), 
j = l  

la suite de terme g6n6ral aj 6tant de longueur ej. R6ciproquement ,  il est clair que 

j = l  

ce qui ach6ve la preuve de l 'assertion i) du t.h6or6me. 

D6mont rons  l 'assertion ii). Pour  tout  j, 1 <"  < n, = j =  on a 

X =  ~ X~')/(a,) k si /~x e (~ Ca.  
k = l  j = l  

Avec les notat ions  du lemme 4.1, si [X]  d6signe la partie enti~re de la variable 
at6atoire X, alors, pour  tout  k > 1, 

[NkX]  = ~ NkX}J)/(aj)i+ B(k j) ~ X ci) / 'a ' i]  
i=1 ~=t & +i/t jJ ] 

avec l < j < n .  Ceci implique que, pour  tout  k >  1, la mesure de probabili t6 sur 
{0, 1 . . . .  , N k -  1} associ6e ~ [ N k X ]  est un 616ment de 

C (aj . . . . .  a j, B(k j)) 
j = l  

off la suite de terme g6n6ral aj est de longueur  e(k j). 

La  deuxi6me partie du lemme 4.1 entra~ne l'existence d 'un entier Jo, 1 <J0 = n 
et d 'une suite {k, ,n=>l} telle que si no= t jo+2 ,  k , = n  si 0 < n < n o - 1 ,  et 
{k,, n_> n o -  1} est une sous-suite extraite de la suite {k > ko} telle que, pour  tout  
n>=n o -  1, (ajo)~ ~ divise m~,+~(k,). Compte- tenu  du lemme4.1,  le th6or6me 3.1 
entra~ne l 'existence d 'une variable al6atoire Y /t valeurs clans {0, 1 , . . . ,  K - 1 }  
telle que 

#v e (-] C (aj . . . .  , aj, dj), 
j = l  
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la suite de terme g6n6ral aj &ant de longueur t i, pour tout q > no, d'une variable 
al6atoire Zq ~ valeurs dans {0, 1 . . . . .  Aq-1},  de loi g6om6trique, avec Aq= 
mik,+l(kq)/K, d'une variable al6atoire Tq & valeurs dans {0, 1 . . . .  , Bq-1}  avec 

Bq=Nkq/mikq+l(kq) telles que [NkqX]=AqBqY+BqZq+Tq les hypoth6ses du 
th6or6me 4.1 6tant v6rifi6es en supposant #x 616ment de C% et m6me plus pr6- 
cis6ment de C [(a)] avec a k = ajo si 0 < k < n o - 1, 

~(Jo) --t a(3b) ~(Jo) 
a,o_ l=(aJo ) k.O-, Jo, a,=(ajo) k, - k.-a 

si n>n o. 
Le th6or6me 4.1 ach6ve la preuve de la deuxi~me assertion du th6or~me 4.3, 

compte-tenu de Er(A)c  (~ Car. 
j= l  (~ 

Si les entiers {aj, 1 Nj < n} sont premiers dans leur ensemble alors Ga~ = { 1} 
et n6cessairement K = 1, ce qui ach6ve la preuve du th6or6me 4.3. j= 1 

mont-Ferrand, 1970. 
8. Loeve, M.: Probability theory. Third edition, 

pany Inc. 1963. 
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