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Summary. In this paper  we calculate Hell inger integrals of  order  ~ for the 
dis tr ibut ion laws of processes with independent  increments.  We consider 
the p rob lems  of absolute  continuity,  mutua l  singularity and  contiguity in 
further applications.  By using Hell inger processes the above  p rob lems  can 
be t reated in a new systematic  manner .  

w 1. Introduction 

1.1. Pour  des mesures  2 et ,~ a-finies, donn6es sur un espace mesurable  (A, d ) ,  
la distance de Hel l inger -Kakutan i  [8] est d6finie par  la formule:  

H2 (2, 2) = �89 ~ ((d 2) ~ - (d 2)~)2 (1) 
E 

off <d'int6grale>> ~ droite d6signe 

S ((d2/d#) ~ -  (d2/d#){) 2 d# (2) 
E 

# 6tant une mesure  a-finie dominan t  la mesure  )~+~ ( 2 + , ~ # ) .  La  d6finition 
(1) c o m m e  distance entre les mesures  2 et )~ est coh6rente, puisque la valeur  de 
l ' int6grale en (2) ne d6pend pas du choix de la mesure  a-finie # dominan t  2 +)~. 

Pour  tout  ~, 0 < ~ <  1, On d6finit l ' int6grale de Hell inger  d 'ordre  ~ ([1, 8, 13, 
18]) de 2 et ,~ par :  

p (a, 2, ~) = ~ (d 2/d #)~ (d s #)1 - ~ d #. 
E 

re la t ivement  ~ une mesure  a-finie # dominan t  2 + 2. 
Si 2 et )~ sont des probabili t6s,  on a 6videmment :  

H 2 (2, 2) = 1 - p (�89 2, ~.). 

Le but  de ce travail  est de calculer H2(p, P) et p(~, P,/6) pour  des probabil i t6s 
P e t / 5 ,  appara issant  c o m m e  lois de deux processus X=(Xt)t~=o et 2=(_~t) t> 0 
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accroissements ind6pendants,  et d'6crire ensuite des crit6res d 'absolue conti- 
nuit6, de singularit6 et de contiguit6. Pour  mener  ~t bien ce programme,  
l 'utilisation d 'une famille de processus dits de Hellinger apparai t  ad6quate. 

1.2. Soit (f2, Y ,  IP) un espace de probabili t6;  ( ID,~)  l 'espace mesurable des 
fonctions 3~=(3~t)t>=o continues ~t droite et admet tant  des limites ~t gauche, 
valeurs r6elles, avec la tr ibu ~ des bor61iens associ6e ~t la topologie de 
Skorokhod  sur ID. Soit X =(Xt)t>=o et X = (Jft)t~o deux processus stochastiques 
d6finis sur (~2, @, IP), admet tant  des trajectoires darts 1D; dans la suite X et 2 
d6signent des processus /t accroissements ind6pendants tels que pour  chaque 
2 ~ IR, en posant  L (t) = IF, [exp (i2 Xt) ] e t  f~ (t) = IE [exp (i2)?t)], t ~ f ~  (t) t ~f2~(t) 
sont/~ variat ion time. Sous cette hypoth6se les processus X et 2 sont des semi- 
martingales,  [41, et l 'on a [4] pour  s et de fagon analogue pour  f~. la 
repr6sentat ion:  

avec 

IE[exp(i2(Xt-Xo)]=exp(Gt)  lq ( I + A G s ( 2 ) ) e x p ( - A G ~ ( 2 ) )  (3) 
O<s<t  

j~2 t 

Gt(2 ) = i2B t - ~  C t + ~ ~ (exp (i)Lx)- 1 -i,~xl~lxl ~ ~) v(dt, dx) 
ONo 

(4) 

Lorsque  X est cont inu en probabilit6, on a: v({s}),dx)=O et on obtient  la 
forme classique de la formule de L6vy-Hint~in: (voir par  exemple [17]) 

IE[exp( i2(Xt-Xo))]=ex p ( i 2 B , - @  C t 

+ ~ ~ (exp ( i 2 x ) -  1 - i2xll~l~l <= 1~) v(ds, dx) . 
o N o  

o/l IR o = I R -  {0}, et le triplet T = (B, C, v) poss6de les propri6t6s suivantes: 

(i) B = (Bt)t> = o est un 616ment de 1D, (non al6atoire)/ t  variat ion time, B o = 0. 

(ii) C = (Ct)t~ o est une fonction cont inue ~t valeurs r6elles, croissante avec 
C o =0.  

(iii) v=v(dt, dx) est une mesure sur (IR + xlRo,r |  ) telle que v({0} 
t 

x l R o ) = 0  , ~ ~ (xZA1)v(ds, dx) <0% at=v({t} x l R o ) < l  et AB, 
0 IRo 

= ~ xli~lxl<l~v({t}, dx) oil A B t = B t - B t _ ,  B o_ =0 .  
~.o 

Si l 'on note  B c, v c les composantes  continues de B et v, c'est-&-dire BCt=Bt 
- ~ ABe, vC(dt, dx)=ll~at_o~v(dt, dx), alors la formule (3) peut  encore 

O<s<=t 

s'6crire: 
22 

1E [exp (2(X t -  Xo))] = exp (i2B~ - - -  C t 
\ 2 

' ) 
+~ ~ ( e x p ( i 2 x ) -  1 -i2x~lxl<=l~)v~(dt, dx) 

0 ~ o  

I~ [1 + ~ ( exp( i2x ) -1 )v ({s} ,  dx)]. 
0 < s ~ t  NO 
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De fagon analogue on a la repr6sentation de IE[exp (i2(X t - 2 o ) ) ]  relativement 
au triplet ~r = (/~, ~, ~). 

Lorsque Vest un processus, V t d6signe le processus arrat6 en t. 
Soit maintenant P et/5 les lois des processus X et Jr, c'est-~t-dire: 

P(A)=IP[X~A], /5(A)=]P(X cA), Amg.  

Puisque P et /5 sont d6finies de fagon unique par les triplets T =  (B, C, v) et 
=(/~, C, ~) il est souhaitable d'obtenir une expression pour H2(P,/5) et pour 
p(~, P,/5) en termes de T et T. Remarquons que dans le cas des processus 
gaussiens ~ accroissements indSpendants, un tel r6sultat figure dans [9]. 

Pour la formulation du rSsultat essentiel de cet article, on introduit les 
notations suivantes. 

Soit Q=�89 9 ~ est la tribu a{~:~s ,  s<t} augment6e des ensembles 
de Q-mesure nulle de 9 ;  soit 9 t = / ~  9 ~ (la famille (gt)te o est alors continue fi 

s > t  

droite); P t=PI~,  fit=/5[~, Qt=Q[~ sont les restrictions de P,/5 et Q ~t 9 t. z 
=(zt, 9t,  Q) et 5=(~ t, 9 ,  Q) sont des martingales ~t trajectoires dans 119 telles 
que 

dP~ dfit 
Z,-dO t , zt=~-Qt, z t+z ,=2 .  

d e  d/5 
Posons aussi Z~o= ~ ,  zoo-d(2" 

En relation avec la d6finition donn6e pr6c6demment: 

De fagon analogue: 

H 2 ( p , / 5 )  _ r 2' - = m e  [(= oo - ~)=]  
O(a, P, 15)_ �9 -1-~ -IEa[zooz| ]. 

H ~ (P,, ~ )  = �89 m,Q [ ( z }  - ~)=] 

p(~, P,, f it)- ~ -,-~3. - IEQ [z, z t 

Remarque. Comme 9 [  peut-~tre diff6rent de 9 ,  Pt et fit ne sont pas 
nbcessairement les lois U et /5t des P.A.I. X t et 2 t consid6r6s sur l'intervalle 
[0, t]; ainsi, soit par exemple Xt=(t-1)l(t>l} et Xt=0 ;  P1 et Pl sont 
6trang6res, alors que 151 (dt) = eo(dt ) = p1 (dE). 

t 

On note aussi: At=B[-B t-~ ~ xll{ixl<l}(vc-gC)(ds, dx) lorsque l'intbgrale a 

i [ li.e.: si ~ Ixlll{ixl<=l}llvc-gcl[(ds, dx)<oo, Ilv~-~ll d6signant la varia- u n  sens 
\ 0~,o 

\ 

tion de (r 
-V)) .  At= oo sinon. (5) 

Soit Y=(Yt)t__>o une semi martingale avec Y0=0. Consid~rons l'6quation 
stochastique: t 

Ut=l+~Us dYs. 
0 
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I1 est connu que cette 6quation admet une solution unique, semi martingale, 
not6e g(Y)=(g(Y)t)t>=o ([3, 4]) donn6e explicitement par la formule de 
Dol6ans: 

~(Y)t=exp[Yt- �89 l~ (I + Ays)exp(-A Y~) (6) 
O<s<=t 

off (Y~) est la variation quadratique de la pattie martingale locale continue Y~ 
de Y, ([3, 4]). Indiquons 6galement que l'6quation 

t 

Ut= Uo+~ U~dYs admet la solution unique UoS(Y). (7) 
o 

En relation avec ces notations, et tenant compte de ce que la fonction G(2) 
=(Gt(~))t> o d6finie en (4) est /L variation finie (c'est par cons6quent une semi 
martingale), on peut 6crire la formule (3) sous la forme: 

IE [exp (i 2 (X t - Xo))] = ~ (G (2)) t . 

En plus de la mesure v, d6finie sur (R+ XRo, N~+| introduisons la 
mesure Z sur ( R + x  R,  NR+ |  par les relations: 

z({0} x r )  = 0 (8) 

et pour t>O, )~([O,t]xF)=v([O,t)xFc~Ro)+ ~ ~Er<o}l(1-a,) off F e ~ ,  a~ 
O<s<t  
as~O 

=v({s} x lRo). On d6finit de fagon analogue la mesure 2. 
Consid6rons la distance de Hellinger-Kakutani H0~, 2) et HtO 6 2) d6finie 

par: 
~ ~ 2  HI(Z, 2)=�89 I ((dz)~-(dz) ~) 

[O,t] x R  

il n'est pas difficile de voir que l'on a: 

off 

HtZ(Z, ~)=H2(v, ~)+�89 ~ ( ( 1 - a s ) 6 - ( 1 -  - ~ 2 as) ) ll(.~+a~,.o} 
O<s<t  

U 2 (v, ~) = �89 ~ ((d v) �89 -- (d ~)~)2. 
[O,t] x]Ro 

Posons enfin lorsque Cs= Cs, s<t  et lorsque la mesure sur ([0, t], ~co,tl) dAs 
est absolument continue par rapport "a d Cs (dAt ~ d C t) 

i ht(a, T, T)=~(12 o ~ !  dCs+q~t(a'dz'd2) (9) 

dAs 
off ~ est la densit6 de Radon-Nikodym de A par rapport ~t C avec la 

s dA~ 
convention - - =  0 si A s = 0 et C s = 0 pour s _< t et off 

dCs 

cb,(c%dz, d2)=adzt+(1 , d2t (dxt~ = (d2t'l *-= 
dU 

avec # dominant Z et ~; (lorsque e=�89 ~t(�89 dg, d2)=H~(z, 2)). 
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1.3. Th6or6me 1. Soit P e t  Ples  lois de deux processus X et X d accroissements 
ind@endants de triplets caract&istiques T = (B, C, v), T = (/}, C, ~) respectivement. 

a) Si C = C e t s i d A ~ d C  

p(a, P, /5)= p(~, Po,/5o)g(-h( a, T, T))~ (10) 

et p(a, U,/st) = p(a, Pt, Pt)= P( a, Po,/5o) e ( -  h( a, T, T)),. 
b) Soit 0=inf{t :  Ct ~ = ~t ou dAt ~.d C t} 

p(a, pO, /5O)= p(a, no,/5o)e(-h( ~, T, ~F)) o 

p(a, Pt, Pt)=0 pour tout t>O 

et 
p(~, pt,/st)= 0 pour tout t >  O. 

Corollaire. Soit [IP- /5t] = 2 s u p  [P(A)- /5(A)] la distance en variation de P e t  de 
A ~  

/5, on a de fagon classique 2(1-p(�89 1 1 ( - p ( ~ , P , / 5 ) .  C'est 
pourquoi si C =  C et si dA ~d  C 

2(1 - p(�89 Po, /5o)W(-h(�89 T, 3"))) 

= I[P-/SI] _-<]//8(1 -p(�89 Po,/5o) ~ ( -  h(�89 T, 7")~o)); 

si C+ C ou si dA ~ d C  IIP-/SH =2.  

Remarques. 1) La relation C:~ C (resp: Ct~ C~) signifie qu'on peut trouver un 
s > 0 (resp: 0 < s < t) tel que C~ @ C~. 

2) La formule (10) peut encore s'6crire: 

P(a, P,/5) = P(a, Po, 15o) exp ( -  h 2 (~, T, T)) ]-[ (1 - A h~(a, T, T)) 
$ 

=p(a,  p1, pl) p(a ' p2, p2) 

off pl, pl, p2p:  sont des lois de processus ~t accroissements ind6pendants 
(continus en probabilit6 pour p1 et 151 de triplets T 1 = (B c, C, vC), T1 = (/3c, C, v~), 
Po 1 = Po 1, et constants par morceaux avec des sauts fi des temps fixes pour p2 et 

P,2-  Po, PoZ = 5) .  p2, de triplets T 2 = (B - B c, 0, v - vC), T2 = (/~ - / ~ ,  0, Y-  ~) avec o - 
En outre p = p 1 ,  p2, /5=/51,/52 (, d6signant l'op6ration de convolution). 

3) La relation p(a, P , /5 )=0  est 6quivalente h la singularit6 des mesures Pet /5 .  

Exemple 1. Soit v=  ~=0;  c'est-fi-dire que X et 3f sont deux processus gaussiens 
avec ] E [ X t - X o ] = B t ,  t72(Xt--Xo) = Ct, ]E[Xt-)~o']  =/'~t, o '2 (Xt -Xo)=  Ct. Soit 
C =  C et d ( B - B ) ~ d C .  Alors: 

,)=P(~,Po,Po)exp ( - ~ i  [d(B--B!~-]zdCs) 
o \  dCs ] 

(11) 

(Voir aussi [9]). 
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Example2. Soit X et 2 deux processus /t accroissements ind6pendants, 
homog6nes; T, T peuvent s'exprimer sous la forme: 

B t = b  . t ,  C t = c  . t ,  v ( d t ,  dx)=dt F(dx) 
Bt=b. t, Ct=g. t, g(dt, dx)=dtF(dx) 

si C = C > 0 ,  et si ~ Ixlll~l~l<=x}lF-P[(dx)<oo 
No 

h,(�89 T,T)=t[~[(b-b)-Lx~,I~I<=I~(F-P)(dx)]2+�89 ] (12) 

et 

P(�89 Pr, 8 ) =  P(�89 Po,/50) exp [-ht(�89 T, ?)].  

En particulier pour des processus X et 2 de poisson d'intensit6 (de param&re) 
2 et 2 respectivement avec X 0 = 2  o =0.  On a l e  r6sultat classique: 

P(�89 Pt, ~ ) =  exp [ - t / 2 ( (2  ~ ~! 2 - 2  0 )]. (13) 

Exemple 3. Soit X et J? deux processus ponctuels (simples) /t compensateurs 
d6terministes respectifs D et /3 (voir [7] ou I-4]) alors B=O, /~=/), C =  C = 0 ,  
A = 0 ,  v(dt, dx)=dDtea(dx ) et ~(dt, dx)=dff)tel(dx ) 

1 ~ ~~  2 1  p(�89 - ~  (dD2-dD~ ~) ~ ((1--AD~)~--(1--AF)~)~) 2 (14) 
O<s<t 

Exemple4. Soit ~=(~t ,~2 . . . .  ) et ~ = ( ~ 1 , ~ 2  . . . .  ) deux suites de 
al6atoires ind6pendantes; notons: 

Fk(X)=IP[~k <X], Fk(X)=IP[~k <X], et posons 

X t : E  ~ k , 2 t : E  ~ k , avec  ~ o = ~ o = 0 .  
k<-_t k<=t 

variables 

Darts ce cas on a: 
z ( { k }  x ] - o% x])=Fk(X ) 
2 ( { k }  x ] - o% X])=Pk(X ) 

et H 2 (Z, 2)= �89 ~ ! ~i 2 (dF~ -dF~) = ~ H2(Fk, Fk) par consequent 
k<-_t k<__t 

p(�89 8, 8)= Z H2(Fk, Pk))= 1-I (1 -H2(F , Pk))= I] P(�89 Pk) 
k<t k<_~ k<t 

(15) 

ce qui ~videmment peut atre obtenu directement en utilisant l'ind6pendance 
des variables. 

Dans ce qui suit, l'accent est mis sur le r61e jou6 par les processus de 
Hellinger h(e, T, 7") darts les questions d'absolue continuit6, de singularit6, de 
contiguit6, de distance en variation. (Cette notion 6tudi6e aussi dans [5] 
apparait dans [11] explicitement pour c~=�89 et implicitement dans [2, 4, 6, 7, 9, 
12, 14, 163.) 
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La m6thode suivie peut 6tre utilis6e pour l'6tude des lois correspondant /~ 
des processus ponctuels simples ou multivari6s ou / t  des processus de diffusion. 

La d6monstration du th6or6me 1 sera donn6e dans le paragraphe 3; dans le 
paragraphe 2, on va introduire les processus de Hellinger d'ordre e, 0 < c~ < 1. 

Ensuite, dans le paragraphe 4, on s'int6ressera aux crit6res d'absolue conti- 
nuit6 (P~P) et de singularit6 (PIP)  pour les lois P et /5 de deux processus /i 
accroissements ind6pendants. Enfin, on donne dans le paragraphe 5 un critbre 
de contiguit6 et un crit6re de s6parabilit6 complbte. 

w 2. Integrales et processus de Hellinger d'ordre 

Les propri6t6s des int6grales et processus de Hellinger d'ordre ~, que nous 
donnons dans ce paragraphe ont un caract~re g6n6ral; aussi nous partons d'un 
espace mesurable ([2, Y), muni de deux probabilit6s P e t / 5  (nous ne supposons 
pas ici que ce sont los lois de 2 processus A accroissements ind6pendants). On 
note Q=�89 (~ )  une famille de sous tribus de ~ ,  continue ~ droite, avec 
V ~ = ~  et ~ contenant pour chaque t les ensembles de Q-mesure nulle de 

t 

De m~me que dans le paragraphe 1 on introduit les martingales 

z=(z , ,~ ,  (2),_>_o, ~=(~ .~ ,Q) ,=>o  avec z,+ ~,=2 

d P , .  d~ dP dO. 
Zt=dQ~t' z , = ~ t ,  z~~ et zoo d~signant encore ~ et ~ respectivement. 

2.1. Int~grale de Hellinger d'ordre ~. 0 < ~ < 1. 

Le but de ce paragraphe est de donner en termes <<pr6visibles>> une 
repr6sentation de p(~, P,/5). 

Pour cela, il est n6cessaire d'6tudier la structure du processus ~-1- ,  (z t z )t__>o, et 
utile d'introduire un processus dit <<de Hellinger>) d'ordre e. 

soi,,:infI,:z, 4, 
pour tout temps d'arrat T, [[0, T]] d6signe l'ensemble 

Posons aussi 

{(co, t): 0 _< t <_ T(co)} ; il est facile de voir que 

r={(co ,  t): z,_ (co) > o}, /~={(co, t): ~,_(co)>O}. 

~ = l i m % = i n f { t :  zt=O } 
n 

"~=lim'~=inf{t: St=O} 
n 

[o, z[ = {(co, t); z,(co) > 0}, 

[o, e[  = {(co, O; ~,(co) > o}. 

Oil a[  
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t A z n  d z  s 
Pour chaque n__>l, on peut d6finir l'int6grale stochastique M~= 

1 o Zs- 
( e a r - - < n ,  si s < z , ) .  

Z s _ 

Le processus M " = ( M t , ( ~ ) ,  Q) est une martingale locale, (on 6crira sou- 
vent: M "  est une Q-martingale locale) et 

t A ~ n  t 

dM: 
0 0 

en vertu de (6) et (7) 
z t ^ ~. = z o g ( m " )  r (16) 

De faqon analogue on peut d6finir M~ = 5 ~ et l'on a: 
0 Zs- 

z t ^ ~ . - Z o g ( M  )t' 

2.3. Utilisant la formule (7), on obtient: 

z t ^ ~. - z o ( g  ( M  It) - Z~o g (N" (a))t 

off 
/ 

Nt,(~)=eM~,. q 0~(a- 1) 2 <M"C>t + ~ [ ( I + A M ' ~ y - ( I + a A M ' ~ ) ]  (17) 
0 < s _ - < t  

et de faqon analogue 

avec: 
E,~-~-- 2~- ~ e(N"(1 -cO) t 

+ ~ [ ( I+A ~n l--a__ M') (1 +(1 - a) A 5]r~')]. (18) 
0_<s_<t  

Remarquons que chacun des processus N"(c 0 et N"(1-~)  est une Q- 
semimartingale; en effet, M" est une Q-martingale locale, <MnC> est un proces- 
sus croissant continu et ~, 1-(I+aAM~)-(1 +AM~"y] est croissant et locale- 

O_<s_<.  

ment Q-int6grable puisque 

AM2>= - 1  

O < ( I  + o ~ A M ' ~ ) - ( I  + AM'~y  

< (1 - ~)(A Msn) 21[ {IMP, I =< 1}--}- [ g A M~'I ~(IA M~"l > 1}, 

ce qui montre le rOsultat puisque, M "  6tant une Q-martingale locale, le 
processus 

( A Mn)2 ~-{IAM'~I <= I } -I- ]A Mn[ I[ {laM~I > I } 
0 < 8 =  < '  

est localement Q-int6grable (voir par exemple 1-4] p. 49). 

et 
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Remarquons  main tenant  que d 'apr& la formule de Yor  ([4] p. 191) 

g(N"("))t ~ (~r" ( 1 - ~)t = g (N"(.)  + N"(1 - ~) + [N" (~), N"(1 - ~)]), 

off [ N " ( ~ ) , N " ( 1 - . ) ]  est la covariat ion quadrat ique de N"(~) et ~ r" (1 -~) ;  & 
part ir  de (17) et (18) on t rouve que: 

N"(a) + N"(1 - ~) + [N"(a), N"(1 - ~)] 

=c~M~'+(1-.)3~t~' c~(1-~ (M"~-f4"r ~. (a(o~, I + AM", I + AM") 
2 o<s<~ 

avec ~(c~,x,y)=~x+(1-=)y-x~y ~-~ x>=O, y>O. 

=(1-~) (M"r  ~ {#(c~,I+AM~,I+A)QI~). On a Notons  W~" (c0 = 2 o<~__<~ 

alors: 

et 

ainsi 

g(N"(e)), g(N"(1 - e)), = g(eM" + (1 - ~))~" - W"(~)) t, 
et 

c~ ~1 - c t  ct ~1 -~ t  n zt^~zt^~.=ZoZ o g ( ~ M  +(1-00 . /~ ' / " -  W"(~)) t. (19) 

Le processus W"(a) est croissant car pour  tout  a, 0 < ~ <  1, tout  x > 0 ,  tout  y > 0  
4~(a, x, y ) > 0 ;  ensuite il est aussi Q-localement int6grable: on a en effet: 

ax +(1-~)y-x~ya-~<max(a, 1 - a ) l x - y [  

<=min [_~(XxY)2 , (l_~) (X--yy)2 ] 

[a(I + AM2)+(I_e)(I + AI~42)_(I + AM2)~(1 + AMs 1-~] 
s<=t 

s< t  

~ - 2  n ~ n 2  

s<t  

n ~ n 2  
+ ~ ~ t{ l~ l  ~}~{I~Mg-~I  ~ 1 2 ( A  M~ - A M~) . 

s < t  

Les trois sommes du c6t6 droit  de l'in6galit6 sont Q-localement int6grables 
puisque M " - ~ / "  est une Q-martingale locale. 

2.4. On note  h"(~)=(h~(~))t>=o le compensateur  pr6visible de W"(e) (pour la 
mesure (Q)); h"(~) est bien d6fini d'apr6s ce qui pr6c6de. De (19) on d6duit que 
(z t~̂  ~. zt~t-~̂  ~.)t e o est une Q-surmartingale born6e; utilisant (6), sa d6composi t ion 
de Doob-Meye r  s'6crit sous la forme:  

t 

zo +/~ , ( cO-  ]" z( . . . .  ~_ 5~-  ~ Zt ^ ~. Zt A ~ ~ ZO (s ^ ~ ) - -  
0 
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off L"(e) est la Q-mar t ingale  locale: 

t 

L](a )=~  z( . . . .  )_ (~,, ~.)_ -a)M'~ +(hs(c~ ) -  W; (cQ). 
0 

On en d6duit, en posan t  a ,  = z, A ~, : 

lEQ[z,, z,,,, ~ -1 . . . .  ] _ l E Q [ z  ozo - l -~ ]_ lEQ[ i  ~ - . 

R e m a r q u o n s  ma in tenan t  que pour  t = a ,  on a: 

M n = M , + I  " = / ~ / n  + 1 t t , M~' t , Wt"(e)= Wt"+!(e), h~'(c~):h~'+!(e); 

puisque t ~h[  est croissant,  l a l imite l im h~'(~) existe; on note  ht(~ ) = lim h~'(e). 
n n 

De (20) on d6duit  alors:  

(20) 

~ l - a  e ~ l - - a  ~ l - ~ t  [ZoZ o ] z~_ dh~(a) lEo~[z,,~z~. ]= lEe  - lE~ z~_ . (21) 

N o t a n t  a = l i m a n ,  et r e m a r q u a n t  que ~ -1-~ o.p.s. ~-1-~  (en effet: soit il Z a  ~ Z a  n 4,. Z a  Z a  

n 

existe n avec a , = a ,  soit on a pour  tout  n a,,<a et alors " -1-~ O-P.S.,z ~ -1 -a  Zo- n Z a  n _ Z a _  

-z~z~ -0.) 

Z a ~ l - a  __ Z ~ ~ l - a  lEe[ ~zoo ] - l E e [ l l ( ~ , _ . > o  ~ ~oz~ ] 

-lEoU{~=~}zoz~ ] 
_ ~ - 1 - ~  {~<oo} ~ - 1 - ~  - 1 E  O[z~z~ ] c a r s u r  z~z~ = u  

�9 ~ - 1 - ~  = l l m l E o [ z ~  z~, ] .  =lEo[hmz~ z~" ] . ~ -1-~ 
tl n 

Ainsi, d 'apr6s les r emarques  pr6c6dentes et util isant (21), on obt ient  

[i ] Zoo ] = l E e [ z ~ 5 ~ - q - l E e  z~_'l-~dhs(CO IE e [z% - ~ -  ~ Z s _ 

ou encore  

a ~ 1  - - ~  p(a ,P ,P)=p(a ,  Po, Po)-IEa Zs Z~_ dh~(oO. (22) 

On appelle  h(e): processus de Hellinger d 'ordre  e. On appel lera  6galement  ainsi 
tout  processus h'(e) croissant  pr6visible coincidant  avec h(e) sur l 'ensemble 
Fc~P  Q.p.s. Le processus de Hell inger  h(c 0 ne d6pend pas  de Q au sens 
suivant:  soit (~ une autre  probabi l i t6  dominan t  P et P, no tons  Z = d P / d Q ,  
=dP/dQ;  soit/~(e) un processus pr6visible croissant  tel que l 'on ait la formule  
(22) avec, Z , Z , h ,  Q au lieu de Z, 2,  h, Q, alors ;~(c0=h(e ) /l un ensemble  Q- 
6vanescent  pr6s sur Fc~P  (voir aussi [5] th6orbmes 2.8 et 2.13). 
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w 3. D6monstration du th6or6me 1 

Lorque P et /3 sont des lois de semi-martingales /t accroissements 
ind6pendants, nous allons montrer que l'on peut obtenir un processus de 
Hellinger h(e) d6terministe, donn6 par la formule (9). 

Le pr0cessus canonique (~, (~t), N) est une semi-martingale pour la loi Q 
P+ /5  

- ([3] p. 235). On �9 notera T e--(B e , C  e,v a) le triplet de ses 
2 

caract6ristiques locales ([4], 3-46 ou [6]). On a P ~ Q  c'est pourquoi ([6] 
th6or6me 3-3) on peut trouver Y= Y(~, s, x) tel que pour tout t < 

dv = Ydv Q en restriction/t [0, t] x IR o P.p.s. (23) 

avec aas=V~ x lRo)= 1 ~ as=v({s} • I (o)=  1 

C = C  a sur [0, t] P.p.s. (24) 

Ensuite, on peut trouver un processus pr6visible fi=(fi,) tel que ~ fi~dCf soit P- 
localement int6grable et pour tout t < oo 0 

B,=B~+}fisdC~+}xll{ ixl<=l}(Y-1)dv~ P.p.s. (25) 
0 0 

En consid6rant comme pr6c6demment F = {(co, s), z S_ (co)>0}, les formules (23), 
(24), (25) sont vraies aussi Q.p.s. sur l'ensemble {co; (co, t )eF}.  

On a aussi/3 ~ Q et les formules correspondantes tiennent pour/~, C, ~. 
Introduisons les processus croissants pr6visibles K(P, Q), K(P, Q) avec 

t t 

K,(e, 5(1-y~)idva+ Y~ ((1-aa~)~-(1-as)~)  2 
0 0 NO O<-s<t 

(resp: la formule analogue pour K(P, Q)). 
Comme P ~ Q  e t / 5 ~ Q ,  on a Koo(P,Q)<oo P.p.s. et K~(P ,Q)<oo  P.p.s. 

(voir [4] (th 12.39 p. 382) et [7] th 15). 
On commence par montrer le lemme de singularit6 suivant: 

3.1. Lemme. Si C~= C, ou si dA non absolument continue par rapport fi d C, ou 
h 1 encore si o~(~, T, 7")= + oe P e t  P sont singuliOres. Plus gdn&alement, soit 0 

=inf{t" Ct+ C t ou dAt g, d C~} ; alors si O <oc, Poet /5o sont singuliOres de mdme 
_ h ~ que pt et pt pour tout t > O. pt et ~st sont singuliOres pour t <_ 0 lorsque ,(~, T, T) 

= + o 0 .  

D~monstration. Notons F t (resp" ~) l'ensemble {co: z t_(co)>O} (resp: 
{co: 5~ (co)>0}; sur/;,caP, on a d'apr6s (24) Ct=C t et d A ~ d C  t Q.p.s.; si donc 
t>O Ct~= ~t ou dAtg, dC ~ ce qui implique Q(F, caP,)=0 d'ofi la singularit6 de Pt 
et de ~, pour t>O donc aussi de P0 et 15 o d'apr6s la continuit6 ~t droite de 
s-+ZsSs; enfin si O<t<t '  @ ~ ' ~ t  de sorte que les lois pt. et P~' sont aussi 
singuli6res; le cas t  = + oo donnent la singularit6 de P e t / 5 .  
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Plagons nous maintenant en t<O; sur Ftc~ ~, on a Q.p.s. K,_(P, Q ) < ~  et 
Kt_ (/5, Q) < m. Utilisant l'in6galit6 616mentaire: 

h a K,_ (P, Q)+ K,_ (P, Q)>h,_ (�89 T, ~)> ,(~, T, ~')-1 

on en d6duit ht( 1, T, T)< oo sur Ftc~ ~ Q.p.s.; d'ofl le r6sultat. 
Le lemme pr6c6dent donne donc une partie du point b) du th6or6me; on va 

maintenant exhiber un crit6re de domination pour les probabilit6s Pe t /5 .  

3.2. Proposition. Soit P et ff deux lois de semi-martingales d accroissements 
ind@endants de triplets caract&istiques T---(B, C, v) et 7"= (B, C, F), il existe une 
loi P* de processus d accroissements ind@endants dominant P et P s i  et seule- 
ment si on a les trois relations suivantes: 

C=~ 
d A ~ d C  

h 1 | T, %<o0. 

Quand ces propriSt& sont satisfaites, on peut prendre pour P* la loi eorrespon- 

dant au triplet T*=(B*,C*,v*)  ofi B* B + B  C*=C,  v * = v +  - , , avee la distri- 
" 2 2 

bution initiale P* - Po + Po. 
2 

DSmonstration. a) L'hypoth~se est suffisante: on remarque d'abord que le triplet 

(B*,C*,v*) d6fini par B*= B + ~  C*=C,  2 ' 2 est bien un triplet 

caract6ristique d'une loi de processus fl accroissements ind6pendants (c'est fl 
dire satisfait les propri6t6s (i), (ii), (iii) de 1-2), on a 6videmment v~v*, ~ v *  
par construction; 

On v6rifie imm6diatement en notant f = d ~ - ,  dv* que 

B* a "dAs d B= +~Jd-C~ C~+('xll{Ixl<=x~(f-1)dv* 

B = B * - � 8 9  dAs dC~+~xll{ixl<=l)(1-f)dv* 
d C~ 

de sorte que ayant: 

h(�89 T, ~ 1 [dAs ] 2 
T ) = ~  \dC~] 

et Ocrivant: 

+ �89 ~ (f6 _f6)2 d v* + �89 ~ ((1 - as) ~ - (1 - as)-~) 2 
IRo s 

i [dA~2 ~ ( l - f )  dv +E((1  *~ !2  K~(P,P*)=�88  \dC~] dC~+ I i ~ 2 * - a ~ l : - ( 1 - a ~ )  ~) 
0 P.o s 

i (dAs 2 --a)q K~(P,P*)=�88  \dC~! dC~+~ ~ ( 1 - f � 8 9  ~ 1-2 
0 NO s 
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on a 4h(�89 T, 'F)> K~(P, P*)+ Koo(P, P*) ce qui d6coule, compte tenu de la 
relation f + f  = 2 de 

( f §  > ( f ~ _  1)2 + ( f ~ _  1)z 
et de 

~ •  ~ ~ 2 ((l_as)~_(l_as)=) __>((l_a.) ._(l_a~)~) +( ( l_a . )~_( l_a~)~) -  • 2. 

L'hypoth~se faite implique donc K oo(P,P*)< co et K oo(ff, P*)< o% et donc 
P4~P* et P ~ P *  d'apr6s ([-7] th. 15 ou [-4] th. 12.49 p. 387). Indiquons que la 
m6thode de d6monstration de cette domination consiste ~. consid6rer les P* 
martingales M, ~ d6finies par 

_ ' d A , [ }  ( f _ l + _ _ j l { ~ + a , 2 } a - a  ) Mt - �89  < d 3 ~ + ~  I d(/.t-v*) (26) 
o ~ 2 - a . a  

-Mr = -_Mr; /~ est la mesure des sauts du processus canonique ~ et ~t montrer 
que g(M), g(M) sont des P*-martingales uniform6ment int6grables, d6finissant 
donc des densit6s de probabilit6s, les probabilit6s ~og(.~r)dP* et ~og(_~i)dP* 
coincidant avec P e t  P. 

b) L'hypoth6se est n6cessaire. Soit P* une probabilit6 dominant P et /5; 
appliquant les relations (23), (24), (25) entre P et P* et entre ff et P*, il est clair 
que l'on doit avoir C = C  et dA~dC; ensure un calcul simple donne la 
relation: 

~(~, T, 5F)< K~(P, P*)+ K~(P, P*) 

d'ofl le caract6re fini de h~ (1, T, T). 

3.3. D~rnonstration du thOor~mel. On a vu que si C q=C ou si dAg, dC ou 
encore si boo(�89 T, ~c)= oo le r6sultat voulu est d6montr6. On suppose mainte- 
nant que l'on n'est pas dans un de ces cas; on consid6re alors P* loi de P.a.i. 
dominant P et P, d6finie comme dans l'6nonc~ de la proposition 3.2. Notons zt, 

dP ~ d ,] 
~ les densit6s ~p~ ~.  On a donc utilisant les P*-martingales ~r et 

d6finies par (26), z =  z 0 g(M), 5 = Zo g ( ~ )  de sorte que: 

z ~ - ~  = ~ ~ - ~ ( M ) ~ ( ~ ) ~ - ~  

On peut d6finir par analogie aux processus W"(~), h"(~) du paragraphe 2 les 
processus W(~),/7(c~) et on obtient: 

Zoo ]-IEp,[ZoZo ] - I E p ,  zs_z,_ 

kT(e) est le P*-compensateur pr6visible de W(e) off: 

l,~,(~) = e (1 - :Q ( ) ~ c - ~ / c ) t +  ~ ~b(e, 1 +AMs,  1 + A )~7/s) 
s<=t 

2 o \dCs! dCs+~t~(~'  y I+AMs ,  1 -AMs) .  

(27) 
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I1 reste /t calculer la partie de /7(c~) compensant la somme ~ ~b(c~, 1 + A M,, 1 
-AM):  ~t 

posons D = { t : A Y ~ t ~ 0 } = { t : # ( { t } x l R o ) = l  } 

et J =  {t: a**0}. 

A l~t(~) = e(1 +A fi4t) + (1 -~)(1  - A.Mt)- (1 + A Mt)~(1 - -Ajar)  1-~ 

= e(llD~s(t ) + A ]~t) + (1 - a)(~D~s(t)-- A _~r) 

- ( l ~ , ( t )  + d ~,t)  ~ ( l ~ , ( t ) -  ~ ; 9 ' - ~  = ~(~, ut, ~t) 

Off Ut=]leus(t)+Af/[t, Ut=~ws(t)-AMt. 
0 

En convenant encore que ~=0 ,  on a: 

Ut=~D~j(t)+ ~ ( f - l +  a t - a  t ) 
~o 2 - a t - a t !  #({t}, dx) 

at-at \ v + ~  . . .  -! (j-1 
+ a t - a  t 

2 - a t - a t !  #({t}, dx) 

Fat-a t at-a t ( a t e ) ]  
- [ - 2  -'~ a - a t - a ,  

=~ID~j(,)+ * ( f - - l ,  at-at t at-at 
2--at--at/ /~({t}, dx) 2--at--at 

={D~s(t)+ ~ f/~({t}, dx)+l[D(t ) (-- 1 d 
IRo 

=~ID~s(t)--]ID(t)+ ~ f(t, X)#({t}, dx)- 
IRo 

=~f#({ t} ,dx)+l l s~D~( t  ) 2 - 2 a t  
~ o  2 - a t - a t ' 

On fait un calcul analogue pour U, et on obtient: 

enfin 

a Z -  at ] at-  a t 
2 - a t - a t / 2 - -  a t - -  a t 

a,-at llDc(t ) 
2 - -  a t - -  a ,  

2 - 2 a  t 
U,= 5 (2 - f )# ({ t} ,  dx)+ls~Dc 2--at--at  

No 

A 17v~t(~) = ~ ~(~, f ,  2 - f ) # ( { t } ,  dx) 
No 

-[-]ljnDc(t) qb 0~, 2 _ a t _ a t ,  2-a t -a t !  

= S ~(~,f ,Z-f)~({t} ,dx)+~ (~, 2-2a,  , _2-2a, ] 
~o 2 - a t - a t  2 - a t - a ~ /  

(  -2a, t 
-~cb ~,2_at_~t ,2_at_at /  #({t},dx). 
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Le P*-compensateur de Z ~(~, 1+  A 3)s, 1 - A  ~r)  est alors: 
s 

i ~( ~ ( e , f ,  2 - f ) d v * +  2 (p a, 
o ~o o<s 2 - a ~ - 5 ~ ' 2 - a ~ - a s ]  1 - . 

On en d6duit 

= ~ 2 - - o  ~dCs! o~o 

+ ~ (b(c~, 1 -a~ ,  1-5~)-h,(c~, T, ~r). 
O<_sNt 

(28) 

Utilisant maintenant  l'6galit6 (27), comme/7(c 0 est ddterministe, d'apr6s l'6galit6 
(28), on obtient: 

t 

p,(~, P, P)=po(e, P, P)+[. ps_(~, P, P)dh&, T, ~) 
0 

en notant  pt(e, P, f ) = p ( ~ ,  Pt,~)=IEe,[Z~5~-~] de sorte que utilisant (6) et (7), 
on ddduit: 

pt(~) = po(~) ~ ( -  h(~)) t (29) 

d'ofi le rdsultat attendu, pour p(~, Pt, ~). 
Ensuite comme ~o  = ( V ~s) v ~ et comme pt = U -  | p~t~, f t  = p t -  | f~t} 

$<t  

Off p{t}, f{t} sont les lois des variables Xt, )(t et pt-, ~t- sont les lois de X et 
sur [0, t[, on a: 

p (~, p~, fit) = l i m p  (~, Ps, Ps) P (~, p(t), p(,~) 
s ~ t , s < t  

= po(C~)oC(- h(c~))t_ p(a, v { t}, ~{t}) 

= P o (~) # ( - h (e))t = P (~, Pt, ~).  

Pour terminer la d6monstration, il reste ~t consid6rer le cas off 0 < ~ ;  on peut 
appliquer ce qui pr6c6de aux processus arr~t6s X ~ 2~  on obtient pour t < 0 

et coinme 

on a encore 

P(~, P,, P,)= P(~, Po, fo) g ( -  h(~)), 

po = pO- | p~O~ 

f,o = po- | p~o~ 

p(~, pO, p0)= p(a, Po, fo) # ( -  h(a))0 - 

w 4. Criteres d'absolue continuite ou de singularite pour les lois P et P 
de deux processus a accroissements independants 

Pour la simplicit6 de l 'exposition on donne maintenant  le crit6re d'absolue 
continuit6 (figurant d6j/t dans [4] et [7]). 
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4.1. Th~or6me 2. Pour que /5 ~ P  il est n~cessaire et suffisant que soient satisfai- 
tes les quatre propri~t~s suivantes: 

(AC~): /5o ~Po 

(AC2): C=(~ et d A ~ d C  

(AC3): Z ~ Z (i.e. ~ ~ v et pour tout t < oo a t = l ~ a t = l )  
(AC4): h o~ (1, T, T) < ~ .  

Voici maintenant un crit6re de singularit6 nouveau (semble t'il) dans ce 
cadre g6n6ral sans hypoth~se d'absolue continuit6 locale; ce crit6re complete le 
lemme 3-1. 

4.2. Th~or~me 3. Pour que P et /5 soient singulidres, il faut  et il suffit qu'au 
moins une des conditions suivantes soit satisfaite: 

($1): /5o -(- no 
($2): C r  ou d A , ~ d C  

($3): II existe s < oo tel que: Hz(x({s}, dx), ~({s}, dx))= 1 

($4): hoo(�89 T, T)=  oo. 

D~monstration. La suffisance de la condition Po3_/5o est 6vidente; si C4=C, 
d'apr~s le th6or~me 1, on a H ( P , / 5 ) = 0  et donc P_L/5. Si ($3) est satisfaite, alors 
Ah~(�89 T, T ) = I ,  et en vertu de la formule (7) on a g ( -h ( �89  T, ~r)) = 0  et donc/ t  
nouveau d'apr& le th6or~me 1 P_L/5. Enfin si ($4) est satisfaite, hoo(�89 T, ~)= oo 
et g ( -h ( �89  T, T))~ = 0  d'ofi encore une fois la singularit6 de P et de/5. 

La n~cessit~: Soit P_L/5 et supposons qu'aucune des conditions (S~), ($2), 
($3), ($4) ne soit remplie. D'apr6s le th6or6me 1, 

P(�89 P, /5)= P(�89 Po, /5o) g ( - h ( � 8 9  �9 T, [F))~ 

avec p(�89 Po,/5o)oo>0 et g ( - h ( � 8 9  T, T))oo>0, on en d6duit p(�89 n , /5 )>0  ce qui 
contredit la singularit6 de P e t  de/5. 

4.3. Consid6rons le probl6me de l'alternative / 5 ~ p  ou /SA_P. D'abord remar- 
quons qu'en g6n6ral, marne en partant de Po = Po, on n'a pas cette alternative, 
la condition ($3) du th6or6me 3 n'6tant pas la n6gation de la condition (AC3) 
du th6or6me 2. 

Donnons deux cas classiques off l'on a dichotomie: 
1) Soit/5 localement absolument continue par rapport / t  P (voir [73). 
Alors ( A C I )  , (AC2)  , (AC3) sont satisfaites et ($3) ne peut donc pas se 

pr6senter et l'on a: 
/5 ~ P ~*, h o~ ( 1, T, 7")< oo 

/s A- n r h~o (�89 , T, ~r)_= oo. 

2) Supposons que P e t / 5  soient des mesures gaussiennes, alors Po ~/50 et on 
a la dichotomie: 

/5~P~:~ C = C ,  las-5~[=0 p o u r t o u t  s,h~(�89 T, 7")<oo 

PA_P~*.(C:t:C) ou ( i lexis tesavec[a~-Ss[4=0)  ou h~o(�89 T ,T)=oo .  
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(Le seul point ~t v6rifier est que la n6gation de S 3 est AC3: dans le cas gaussien 
v~=0 de sorte que si a~#0 n6cessairement a~=l  et la relation Non(S3) impli- 
que ~ = 1. 

Ensuite, soit s avec a~+0 et 8~:0 ;  notons 

F~(x)=IP[AXs<x ] P~(x)=IP[Afs 
on a: 

v({s} x 1 -  ~ ,  xl c~lRo)=Fs(X), ~({s} x ] -  ~ ,  x] nlR0)=P~(x); 

A X~ et A){~ sont des variables gaussiennes, elles sont donc mutuellement 
absolument continues, F~(dx)~P~(dx) et doric v ~ g d'ofl (AC3). 

w 5. Critere de contiguite 

On consid6re dans ce paragraphe une suite (P", P") de couples de probabilit6s 
sur (]D, ~), telle que pour chaque n P" et 16" munissent le processus canonique 
d'une structure de processus ~t accroissements ind6pendants; on notera les 
triplets caract6ristiques correspondants T" = (B", C", v") et T" = (/~", C", ~"). 

On se propose de donner un crit6re de contiguit6 de (P") relativement 
(W), crit6re portant sur le comportement asymptotique relatif de T" et i"". Ce 
crit6re g6n6ralise celui de Oosterhoff et VanZwet [161 qui concernait des 
sommes de variables al6atoires ind6pendantes (voir aussi Liptser, Pukelsheim, 
Shiryayev [12]) et celui de Eagleson-M6min [2] off figurait une hypoth6se 
d'absolue continuit6 locale. Rappelons d'abord que (P") est contigue fi (P") (et 
on note (P")< (P")) si pour toute suite (F") d'616ments de ~ on a rimplication: 
P" IF"1 ~ 0  ~ / 3 ,  [F"] ~0 .  

Nous utiliserons le critare suivant de contiguit6 tir6 de Jacod [51, et portant 
sur le comportement des int6grales de Hellinger d'ordre a, p(a, W, P"). 

5.1. Lemme. (/3") est contigue ~ (P") si et seulement si: lim,+oliminf, p(a , P", P") 
=1 

5.2. Lemme. Si (/3,)<(p,) alors liminf, p(�89 P",/~")>0 et on a: 

(a) (16g)< (Pg). 

(b) lira sup, h ~ (�89 T", T") < ~ .  

DOmonstration. L'implication (P")< (P") ~ (P~)< (P~) est triviale. 

Ensuite on a (P")< (P") ~ lim sup, HP"-/3"][ <2;  sinon, on pourrait trouver 
une suite (F ") d'616ments de ~ avec P " [ F " ] ~ 0  et l imsup, P"(F")=l ,  ce qui 
contredirait l'hypoth6se de contiguit6 ((P")< (P")). 

On en d6duit donc liminf, pt~,-~l p,, P")>0 et de m~me liminf, p(�89 P~, P~)>0 
d'ofl compte-tenu du th6or6me 1, lim sup, h~ (�89 T ", 7"")< ~ .  

On va maintenant faire intervenir directement les composantes de T" et T". 
Notons Z" et ~" les mesures a-finies d6finies ~ partir de v" et ~" respectivement 
par (8), et A" d6finie ~ partir de B ",/~", v ", ~" par (5). 
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5.3. Proposition. Soit (P')<~(P"). Alors il existe n 0 s N ,  il existe K > 0 ,  tels que 
pour tout n > n o on ait les propridtOs : 

(a) C " =  C". 

(b) A" ddfinit un processus gt variation finie; la mesure dA" est absolument 
continue par rapport fi d C" et 

o \dC~] dC2<=K. 

(c) (2")<~(ff) et H2(ff , )~")<K.  

DOmonstration. De la formule (9) d6finissant h(�89 T", T"), et du lemme(5.2)  
pr6c6dent, on d6duit imm6diatement  les points (a), (b) et la borni tude 
h(�89 T", 7" ' )<K it partir  d 'un certain rang n 0. 

I1 reste seulement it mont re r  la contiguit6 (2")<z(Z"); c'est-it-dire les 
contiguit6s (~")-~ (v") et (~" - ~n)<Z (ff -- V"). 

1) (~")<~ (Vn). 

No tons  fn  la densit6 de Lebesgue de ~n par  rappor t  it v" (pour tout  

A ~ o |  ~"(A)=~f"(s,x)v"(ds, dx)+~'[A~{f.=oo}]). 
A 

On commence  par  mont re r  que, sous l 'hypoth6se H2(v ", ~n)<K pour  n>no ,  on 
a:  

(V)<~ (v") <:~ lira k lim sup, ~" [ f"(s ,  x) > k] = 0. (30) 

Cette 6quivalence est classique lorsque ~" et v n sont des mesures finies (voir par 
exemple [-2, 12]); ici on aura la m~me propri6t6 grfice it l 'hypoth6se 
H2(v n, ~")< K si n > n  o. 

En effet on a alors S((f"(s,  x)) ~ -  1) 2 v"(ds, d x ) < K  pour  n > n  o d'ofi 

limk~ll~f.(s,x)>k} V'(ds, d x ) = O  si n > n  o. 

(v")<~(v")~ limk~][~f.(s,:~)>k)'~'(ds, dx )=O si n > n  o. 

Dans l 'autre sens, soit A"e  ~ao | ~ +  avec v" [-A'] ~ 0 ;  

gn [A"] = S f n (  s' X) l[li.(s" x)<k} v"(ds, dx)  + ~" [A n ~ { f "  > k}]. 
A n 

Le premier  terme du membre  de droite tend vers 0 quand n ~ o o  car v ' [ A " ] ~ O  
et le second d'apr6s l 'hypoth6se lorsque k ~  o% d'ofl l '6quivalence. 

Mon t rons  donc  (pn)<~ (p.) ~ limk lim sup. "~" [ f "  > k] = O. 
Or (Pn)<~ (P') ~ ~ ((fn)-~_ 1)2 dv <= K sin_-> n o, et donc d'apr6s de qui pr6c6de: 

Mais 

et 

(/5,)~ (p,) ~ limk lim sup, C [ f "  > k] = O. 

v '~ [ f "  > k] = IEp.[11(f.(~,:~)> kI # (ds, dx)] 

lim k lim sup, IEp.I-I[~I.(~ ' x) > kl # ( d s, d x ) ] = 0 
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entraine que pour  tout  e > 0 

l im k l im sup.  P" Ill{f .(s, x) > K} #(ds,  dx)  > e] = 0 

par  la contiguit6 (/5.)< (p.), on d6duit:  

l im k l im supn P" []l{ rn(s, ~) > k} #(ds,  d x) > e] = O. 

Prenons  e =  1, et n e t  k 6tant fix6s, soit r~ le temps d 'arr6t  

t oi 1 
[ ~ ; [ f  >kJ>eJ__<71Ep.  ~ ll(i.>k}p(ds, d x  ) . 

LO N.O 

Mais  

IEP'[I I ~{f.>k}#(ds, dx)]<=-Pn['c~<~176 <=p" ~ Jl{f~>kid#>=l " 
L O n %  a NO 

Ensuite on a: ~" [ f "  > k] =< e si 

~" ~ ~ e [ ~ ' , T E f ' > k ] > ~ ] < l  P ' [ (  - ~ ) [ f  > k ] > ~ ] + / 5 "  ~ . 

Mais  

On en d6duit 

>2 + p" ~ > k] 

(2).. (!) 
= 1+ P D~<oq< 1+ P"ES Sn~z~ 

ONo 

Ainsi, soit e > 0  il existe n o et il existe k 0 tels que l 'on ait: 

e 2 

/~'[~ 5 l l { i n > k } d # = > l ] < - -  
o ~  2 + ~  

on a alors g " [ f " >  k] < e  d'ofi l im k l im sup.  ~ [ f "  > k] = 0 ,  et la propri6t6 de 
contiguit6 de (g") r e l a t ivement / t  (v"). 

2) (2" - ~7")<a (Z" - v ' ) .  

Soit ma in tenan t  qS" la densit6 de Lebesgue de )~"-~" par  r appo r t  /t Z " - v ' ;  
de la propri6t6 de contiguit6 (P")<  (P") on d6duit d 'apr6s le l emme 5.2 que pour  
n > n o H z ( z " -  v', 2 " -  v") < K;  et avec cette derni&e propri6t6 on a 
l '6quivalence: 

(Z" - v ' ) <  (Z" - v') ~=> l im k l im sup,  (~" - ~") [r  > k] = 0 (31) 
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et on doit  seulement mont re r :  

(P")<~ (P") =~ lim k lim sup. (2" - v") [q~" > k] = 0. 

On proc6de exactement  comme pr6c6demment  pour  (~") et (v"). On a 

(P")<~ (P") ~ lim k lim sup. (Z" -  v") [q~" > kl = 0 

cette derni6re 6galit6 s'6crit: 

lim k lim sup. ( ~  1 ~e. > k~ (1 -- as") 11~a~.. o~) = O. 
s 

Soit I . = { s :  a~"=~0} / " = { s :  ~"4=0}. 
On a sur l 'ensemble ["\I" ~b~" < 1 et par  cons6quent  pour  k > 1 

( _~ n~o.~k}(1-as"))=o. 
S E [ \  I n 

Nous  voulons donc  mont re r  seulement que:  

lim k lira sup. ( ~ ~,~ >k~ (1 -- ~))  = O. 

Or 

11~0.>k/(1 --a~)= lEe.[ ~ ll~o.>k/(1 --11(u((s},Ro)= 1 } ) ]  
S G 1  n S E I  n 

limk lim sup,, l ee , , [  ~ 11~4~ > k~(1 - 11~.(~1,~o~= ~})] = 0 
s ~ l n  

entraSne pour  tout  e > 0 

lim k lim sup. P" [ ~ 11/*~ > k}( 1 -- 11~.(~},~o)= 1}) ) e ]  = 0 
8 f f  I n 

et par  contiguit6 de (/5.) par rappor t  ~t (P") 

lim k lim sup. t5. [ ~ 11~,. > k~ (1 - 11~.(~,~o)= 1~) > e] = 0. 
S ~ I  n 

On peut  alors proc6der de la mame fa~on que dans la partie 
d6monstrat ion,  en d6finissant ( n e t  k 6tant fix6s) le temps d'arr6t  

o-~ avec a~= in f{ t :  ~ ~.>k}(1--1~u(~s},ao)=~})>l} 
S ~ I n 
s <=t 

on t rouve:  

s ~  I n 

___ 1 + ~  P [~k<OO]< 1 + ~  [ ~  l~O.>k}(1--11{u({s},~o)=X})>l] 
s ~  I n 

et on termine de la marne fa~on que pour  le 1). 

J. Memin et A.N. Shiryayev 

1) de la 
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On peut alors 6noncer le crit6re de contiguit6 suivant qui manifestement 
g6n6ralise le crit&e d'absolue continuit6 6nonc6 au th6or6me 2 (prendre P" = P  
et P"--P) .  

5.4. Th6or6me 4. (P") est contigue fi (W) si et seulement si il exis te  n o e N ,  K > 0 
tels que pour tout n > n o on ait les propridtOs : 

(CT 1): (fig)< (Pg) 

(CT2): C"= C~ et A" est un processus ~ variation f inie  avec d A " ~ d C  ~. 

(CT3): (2")< (Z") 
(CT4): h(�89 T", T")=<K. 

Compte tenu du lemme 5-2 et de la proposition 5-3, on a seulement ~t 
montrer que les conditions donn6es sont suffisantes pour assurer la contiguit6 
(P")< (P"). 

Utilisant (CT2) on a d'apr6s (29) 

p(~, P", P")=p(~, P~, P~) g ( - h ( a ,  T", 7"")~ 

la condition (CT1) implique (lemme 5-1) limlim~inf, p ( a , P ~ , / ~ ) = l ;  il suffit 
donc de montrer: 

lim~ lim inf, ~ ( -  h (e, T", T")~ = 1, c'est-~-dire 

lim, lim sup. h(e, T", T ) ~ - 0 .  

Notant la reprdsentation (27) de h(e, T", T") et utilisant la propri6t6 (CT3) de 
l'6nonc6, on se ram6ne ~ montrer: 

En consid6rant f "  et q~" les densit6s de Lebesgue de ~" par rapport ~t v" et ~" 
-~"  par rapport A Z"-v"  respectivement on obtient: 

S ~(e ,  dv",d~")+ ~ q~(e, 1 - a 2 ,  1 - ~ )  
0 R o  sEI"ur_'* 

- [. O ( ~ , f " ) ' d u " + ( l - ~ ) ~ " [ f " = ~ l  
0 No 

+ F~ 0(~, q~")(l-a~")+ F, ( 1 - ~ ) ~ = ~ } ( 1 - ~ )  
s~l-uT~ s E I  ~ 

off ~(~, x ) = ~ + ( 1 - ~ ) x - x  ~ - ~  

Utilisant (CT3) et les 6quivalences (30) et (31) on a: 

l i m s u p , ~ " [ f " =  ~ ] = l i m s u p ,  ~ ]l~4,=o~}(1-a~)=0 
S E [  n 

puis 
lim k lim sup, ( ~ ((f")~ - 1 )  2 ]l{f. >k} dr" = 0 

S ~ ] ' n  

lim k lim sup, ( ~ ((~b") } - 1) 2 ~{~bn>k} (1 -- a~) = 0. 
S e I  n 
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D o n n o n s  une ma jo ra t ion  de O(e, x) pour  0<c~<�89  et x_>_0: on a: 

c3a ( c~ ' x )=x l -~L~  + l - x  

02T  
e2 - - (Log x) 2 x 1 - ~ d'ofi l 'in6galit6: 

T(e ,  x)__< c~[x Log  x + 1 - x ] ;  

pour  0_< x_< 4 on peut  mon t r e r  la ma jo ra t ion :  

x L o g x + l - x < = 4 ( x  ~ - 1 )  2 

et pour  4_< x_< exp (k) (k > 2) 

x Log  x + 1 - x < ( k -  1)x + 1 __<2(k- 1)(x ~ -  1) 2 

enfin on a d i rec tement  pour  k > 2 et x > exp (k), ~ < 1 

t/u (~, X) ~ 2(X ~ -- 1) 2 

ainsi en r6sum6 pour  e < 1  

si x < e x p ( k ) ,  7 J (e ,x )<(2c~2(k -1 )  v 4 )  7J(�89 

si x > e x p ( k )  T(c~,x)<4kg(�89 

On d6duit  alors de la ma jo ra t i on  (32) pour  c~ < �88 

J. Memin et A.N. Shiryayev 

(32) 

' m limsup. 0 

l im k lira sup,  ( ~ ~ (~, qS") 11~, > k~ (1 -- as")) = 0. 
S ~ I  n 

main tenan t  de (32) appliqu6 /t f f < k  et qS"<k, on obt ient  le C o m p t e  tenu 
r6sultat  l imite d6sir6. 

On peut  aussi donner  un crit~re de compl6te  s6parat ion pour  les suites (W) 
et (P"); on a cette propri6t6 s'il existe une sous-suite (F,,) d 'ensembles  off F,, ~ 
tels que: 

P , , (F , , )~I  et ~,(F,,)--*0 

ce qui r ev ien t / t  6crire: l iminfP(�89 P" , /5")=0 .  

Le th6orSme 3 s '6tend alors a i sbmen t / t  cette si tuation:  

5.5. Th6or~me 5. (P") et (P") sont complOtement s@arables si et seulement si une 
au moins des conditions suivantes est v~rifi~e: 

(CSt): (P~) et (P~) sont complOtement s@arables, 

(CS2): pour n appartenant gt un sous-ensemble infini de N C"+C" ou 
d A ~ d C " ,  
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(CS3) :  pour n appartenant d un sous-ensemble infini de N ,  il existe t n tel 
que 

H2(Z({t ,} ,  dx), 2{ t , } ,  dx) )=  1, 

(CS4):  l i m s u p ,  hoo(�89 P ' ,  p n ) =  + oo. 

Les auteurs tiennent ~t remercier J.Jacod et les referees: leurs remarques ont permis 
d'am~liorer la premi6re version de ce texte. 
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