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Introduction 

0.1. Dans ce travail, nous donnons un cadre hilbertien ad6quat pour poser et 
r6soudre le probl6me de Dirichlet Stochastique (P.D.S.). Les th6or6mes 2.1 et 
2.2 6clairent la notion de P.D.S. 6tudi6e dans Benassi [4] (voir aussi Rozanov 
[17]). La m6thode conduisant au th6or6me de traces nous permet, avec la 
proposition 2.6, de montrer la continuit6 de ces traces <<par rapport fi la surface 
F>> o4 elles sont d6finies. Dobrushin-Surgailis [6] obtiennent une version faible 
de ces r6sultats, tandis que les n6tres sont forts dans le cadre fonctionnel que 
nous d6finissons. 

Dans un second temps, nous appliquons ces r6sultats ~t diverses questions 
de la m~canique statistique et de la th6orie des champs. Nous 6tablissons 
d'abord dans les th6or~mes 3.1 et 3.2 une formule qui est l 'analogue stochasti- 
que de la formule de Green usuelle. Ceci nous permet, avec le th6or6me 4.1 
d'6crire de fagon nouvelle et d'examiner quelques propri6t6s de mesurabilit6 
des modules de quasi-invariance d'une probabilit6 gaussienne Markovienne 
d 'ordrep (Prob. GpM). Ensuite, avec la proposition 4.1, nous d~crivons Fen- 
semble des probabilit6s localement 6quivalentes et de mames sp6cifications 
locales qu'une Prob. GpM. Enfin, la proposition 4.4 montre que lorsque deux 
Prob. GpM sont localement 6quivalentes, elles le sont multiplicativement. Ceci 
est dfi au caract6re markovien et s'exprime sous forme de fonctionnelles multi- 
plicatives. Pour un expos6 complet sur ces notions, on pourra consulter 
Fr61ich [8]. La proposition 4.6, en g6n@alisant les r6sultats de Etemadi- 
Kallianpur [7], donne explicitement la d6riv6e de Radon-Nikodym des fac- 
teurs r6guliers de deux Prob. GpM localement 6quivalentes. Le paragraphe un 
de ce travail, et notamment le th6or6me 1.4, est ~t la base de tout eet article. 

0.2. Hypotheses et notations, a) T d6signe un ouvert r6gulier connexe (c-A-d 
de fronti+re C ~) de R a. Soit A un op6rateur diff6rentiel elliptique et de degr6 
2p d6fini par: 
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(0.1) Af (x)=  ~ ( - 1 )  lal D~a~(x) D~f(x) pour x dans T 

off ~ et fl d&ignent des multi-indices ~--(~1 . . . .  , %), fi=(fil ,  ..-, flu) de longueurs 

r + . . -+%,  ]fi]=fil + ..-+rid et si D i d6signe le symbole de d6rivation - -  
OX i' 

alors D ~ d6signe le symbole de d6rivation D~=D~'. . .D~ ~. Pour tout ouvert A 
de T ~t l'op6rateur A d6fini par (0.1) on associe la forme de Dirichlet 9.1 A par: 

(0.2) 9~A(f, g) = ~ ~ a~(x) D~f(x) �9 D~g(x) dx .... 
A l~l, Ifll -< p 

Si aucune confusion n'est ~t craindre, ~I d6signera la forme ~I T. 
Si H~(T) d6signe l'espace de Sobolev d'ordre p usuel, nous raisons 

l'hypoth6se (HA) suivante: 

(HA) a) L'op6rateur A est formellement auto-adjoint: c-~-d a~(x)=a~(x) pour 
tout couple de multi-indices ~ et ft. 

fi) Lest coefficients a~ de l'op6rateur A sont C ~ et born6s sur T. 
7) La forme de Dirichlet 9.i associ6e ~ l'op6rateur A est H~(T) elliptique (on 

dit aussi H~(T) coercive). 
c5) Le degr6 2p de l'op6rateur A et la dimension d de l'espace euclidien qui 

contient l'ouvert T v6rifient: 2p > d. 
b) L'espace ~(T) est celui des fonctions C ~ /~ support compact et l'espace 

~'(T) est celui des distributions g support dans T. L'expression" 

(0.3) 9.I((p, q))~= II~0]lA 

d6finit une norme sur ~(T). D6signons par HA(T) l'espace suivant: 

(0.4) HA(T) = {~o eL2(T)I I1~o IIA < ~}  

et par H~(T) la fermeture de ~(T) dans HA(T) pour la norme I]-I1~ d6finie en 
(0.3). 

Sous (HA), les espaces H~(T) et Hg(T) sont alg6briquement at topologique- 
ment isomorphes. 

c) Nous dirons que deux ouverts r6guliers A_ et A+ de T sont 
compl6mentaires s'ils ont une fronti~re commune F et que de plus: 

(0.5) T = A _  ~ F u A + .  

La locution <<soit (A , F, A+) deux ouverts compl6mentaires>> signifiera que le 
triplet (A , F, A+) r6alise (0.5). 

D6finissons alors les espaces suivants: 

(0.6) HA(A+) = {~oCH~(T)IAq)=0 sur A _~}, 

( 0 . 7 )  HA(F)={~o~H~(T)IAcp =0 sur A_ wA+}, 

(0.8) H A(A +) = fermeture de ~(A__) dans H A(A _+). 
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Dans ces conditions, nous avons (cf. Pitt [15]), 

(0.9) H~ (T) = H A (A _) | H~ (A +) = H~(A _) @ H A (F). 

Soit g u n  616ment de HAo(T), nous traduirons (0.9) par: 

(O.lO) g =g  +go  = go_ + g r  +g+,o 

off g+ d6signe la projection de g sur HA(A_~). gO celle de g sur HoA(A+) et gr 
celle de g sur HA(F). D'autre part, nous 6crirons ~I+ pour 9X,~ off 9XA~ est la 
forme de Dirichlet d6finie en (0.2). 

1. l~tude de la covariance d'un P.G.pM 

Soient, T un ouvert born6 r6gulier de R ~, (A ,F,A+) deux ouverts 
compl6mentaires de T, off l'on suppose l'ouvert A_ born& Soit A un op6rateur 
elliptique de degr6 2p satisfaisant l'hypoth~se (HA) de l'introduction. Les 
formes de dirichlet ~l T, 9.I• sont d6finies dans l'introduction. Enfin, soit G a" 
(resp. G -+) la fonction de Green de l'op6rateur A sur l 'ouvert T (resp. l 'ouvert 
A+). 

1.1. Dans ce paragraphe, nous allons montrer que la covariance G T se 
d6compose de fagon unique en somme de trois covariances: 

(1.1) G T = G  + G r + G  + 

off G r, G -+ sont les fonctions de Green ci-dessus, et G r u n  noyau/~ d6terminer. 
Pour ce faire, posons: 

(1.2) Gr(x, y)=Gr(x,  y ) - G - ( x ,  y ) -G+(x ,  y) (x, y)~Tx T, 

Gr(x, y) est ~videmment sym6trique. 
Pour toute fonction r6elle f d6finie sur Tx T, notons f~ la fonction 

yv--~f(y,x). Les espaces Ho(T), H(A_+), Ho(A+ ) et H(F) sont ceux de 
l'introduction. 

Lemme 1.1. (i) Le noyau G r d~fini par (1.2) est reproduisant pour H(F). 
(ii) Les fonctions {G~; x~T} sont solution unique du probI~me suivant: 

A G x = 0  sur A_ •  A+ "[ 
(1.3) r pour tout x de T 

7jG x =TjGxj  =0, p - 1 

oit 7j est la d&ivde normale d'ordre j fi F. 

D~monstration. (i) Soit gr un ~16ment de H(F), alors: 

F F F T F 9XT(g , Gx)= 9.IT(g , G x ) -  9XT(g , G~-)-  9XT(g r, G +) 

= 91r(g r, G ~ ) -  9.1 (gr, G~-)_ ~i+(gr, G +) 

par d6finition des formes 9.1+ et puisque pour tout x de T, G + est 616ment de 
Ho(A+). Mais d'apr6s (0.1), il vient: 
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(1.4) 9.IT(g r, G r) = 9.Ir(g r, G r) = gr(x) Vx 6T. 

(ii) Soit p u n  616ment de ~ ( A _ ) w f ~ ( A + ) ,  par d6finition de "~[T et de Ho(T ) 
il vient: 

92T(G r, p ) =  <AG r, p>; 

et 
9.-[T(Gx F, p) = ~[T(G T, p) - 9.I_ (G~-, p ) -~1+  (G +, p) 

= p ( x )  - p - ( x )  - p + ( x )  -= 0 .  

Ce qui prouve que A G r = 0  sur A ~ A + .  
Maintenant, pour p 616ment de 2)(T)~H(F),  de (1.4) et de la formule de 

Green on d6duit: 
p--1 p--1 

G r <?j ~,S~p>= Z <TjGx T,Sip>, 
j = 0  j = 0  

F T et par densit6 de ~ ( T ) ~ H ( F )  dans H(F), on a finalement: , / jG~=7jG~ dans 
HP-J-+(F) pour j = 0 ,  p - 1 .  Ce qui d6montre (ii). 

Lemme 1.2. Eopdrateur K r sur L2(T) de noyau G r est strietement positif  

Puisque G r e s t  reproduisant pour H(F), on a l e s  6galit6s DOmonstration. 
suivantes: 

(1.5) 

(1.6) 

9.1T(KF p, K r p ) = ( K r p ,  qO)o p+~(T) ,  

~ T ( K F p ,  p ) = ( p ~  P,9)0 p + ~ ( T ) .  

De (1.5), on d6duit l'in6galit6 (Krp ,  p)o=>0; et de (1.6) Krp=-O ssi p - 0  par 
densit6. 

Les lemmes 1.1 et 1.2 fournissent le th6or6me suivant: 

Th6or6me 1.3. (i) Le noyau Gr(x, y) ddfini par (1.2) est une eovarianee. 
(ii) La eovarianee G T s e  ddeompose de maniOre unique en somme de trois 

covariances selon (1.1). 

1.2. t~tude de l'operateur K r. Dans ce sous paragraphe, nous allons d6montrer 
le th6or6me suivant: 

Th6or6me 1.4. EhypothOse (HA) dtant vdrifide, l'opdrateur K r est nucldaire; de 
plus, sa trace ne d@end que de la frontidre F de A . 

DOmonstration. Soit T 1 et T 2 deux ouverts r6guliers tels que: /1_  ~ T 1 et "1~1 = 3"2, 
T 1 6tant suppos6 born6. 

D'aprSs le lemme 1.1, on a les  d6compositions: 

GTa = G A _ + GrT1 + G T J  - A  _ ,  

GT2 = G a _ + GTr2 + GT2 -zi _. 

Soit KrT, l'op6rateur de noyau G rTi sur L2(Ti); i=1,2 .  Et soit {ark, erk;k+N} le 
syst~me des valeurs propres et des vecteurs propres de 1 op6rateur ~ r ;  i=  1, 2. 
En supposant les e r orthonorm6s dans L2(Ti); i=  1, 2, on a alors: i ,k 
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(1.7) (a,rk) -~ =9.Ix,(erk, e~rk) i=1,2 k e n  

par la propriSt5 de reproduction. 
D6finissons l'application L de HTI(ff ) sur HT2(F ) par: L U t  = U  2 si U 2 est 

solution unique du prob15me 

A U 2 = 0  sur T 2 - / "  
(1.8) 

yjU2=o/jU~; j = 0 ,  p - 1  sur F. 

I1 est immSdiat que L e s t  une isomdtrie bijective. Pour d~montrer le th~or~me, 
nous avons besoin du. 

Lemme 1.4. On ales relations 

(1.9) K~T2 = L K ~ I L  , 

(1.10) L r _ r keN.  e l , k  - - e2 , k  

Ddmonstration du Lemme. L'op6rateur KTr a pour noyau K r 

- -  a f K I - ~  1,k r r e l , k @ e l , k ,  
k 

D6finissons le noyau Kr par: 

K [ : F  a[,~Lef,~|  
k 

Alors, pour tout 616ment U de Hx2(F ) de la forme U =  ~ UkL er,k, on a: 
k 

9.IT2(K2, U) = ~ u k al,kr L el,kr ~lr2(L e rl,k, Ler, k) 
k 

=~UkLe : r  k------U. 
k 

Puisqne d'apr~s (1.8), (1.7) et la formule de Green on a n6cessairement 

9AT2(L r ej,,,) r -1 el,k,L r =Sk,,,(al,k) 

- f _ _  F Puisque L e s t  une isom6trie, on a n6cessairement K 2 = K  2 si K r e s t  le noyau de 
Kr2, ceci d6montre (1.9), (1.10) est une cons6quence de (1.9). 

Dans ces conditions, nous avons les 5galit6s a~r.k----a2,k,r keN.  Donc la trace 
de l'op6rateur K r si elle existe, ne d~pend pas de l'indice i. Par ailleurs, lorsque Ti 
l 'ouvert T e s t  bornS, l 'op6rateur K r e s t  nucl6aire car l'op6rateur K T de noyau 
G T l'est. Dans le cas off T 1 n'est pas inclus dans T2, on raisonne comme 
pr~c6demment en prenant un ouvert born5 rSgulier U v6rifiant' 

I~I~TIAT2, /1 c U  et l'on compare Kfj et K r 
- -  Ti" 

2. Th6or6me de traces stochastiques 

Soit {X(t); teT}  un P.GpM centrb d6fini sur un espace de probabilit~ (f~, 9.1, P) 
et de covariance GX(t, s). Soit A un ouvert born5 r~gulier de frontiSre F inclus 
dans T. 
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Dans ce paragraphe, nous voulons donner un cadre fonctionnel hilbertien 
pour poser et r6soudre le P.D.S. Par 1/~-mame, nous d6finissons les d6riv6es 
normales 7iX d'ordre j /t F pour le champ X. Notre d6marche utilise le 
comportement asymptotique des valeurs propres d'un op6rateur elliptique et le 
d6veloppement de Karhunen-Lo6ve du champ X. 

2.1. Quelqaes preliminaires. 2.1.1. Developpement de Karhunen-Loeve. Soit T u n  
ouvert de R d et soit A un op6rateur elliptique de degr6 2p v6rifiant l'hypoth6se 
(HA) de l'introduction. G d6signe la fonction de Green de A sur T. Soit {2k, ek; 
keN} le syst6me des valeurs propres et des vecteurs propres de A sur L2(T). 
Nous pouvons supposer les e k orthonorm& dans Ho(T ). Posons 

(2.1) ak=2k-1; ~Ok=a}ek; pour k dans N 

les Ok sont alors orthonorm6s dans L2(T). 
Soit ~/la mesure brownienne sur L2(T) et posons" 

(2.2) ~k =r/(Cpk) 

et d6finissons un processus gaussien centr6 X n par: 

(2.3) X"(t)= a k ~ (Pk(t)~k pour chaque entier n. 
k = 0  

Lemme 2.1. Dans le cas off T est bornO, nous avons les propriOt& suivantes. 

(2.4) (i) G(t, s)= ~ a k Ok(t) Ok(S) 
k 

(2.5) (ii) limX"(t)=X(t)uniformOmOnt sur tout compacte de T presque 
n ~ o o  

s~rement et dans L 2 (~2, 9.1, P). 

Ddmonstration. (i) est 6vidente et r6sulte de la th6orie des op6rateurs compacts. 
(ii) D'apr6s le th6or6me 4.4 de Rajput [16] et en prenant pour mesure 2(dt) 

la mesure de Lebesgue, il existe une suite {~, keN} de variables al6atoires 
independantes 6quidistribu6es 9l(0, l) telle que (2.3) et (2.5) soient v6rifi6es. 
Mais d'apr6s ce marne th6or6me ~k ~ ak -~X(cpk); alors d'apr6s [4] 

a~-+ x ( ~ o  = X(A~ ~o0 = A~ X(,pO ='7(~~ 

2.1.2. Quelques espaces fonctionnels. Voici un lemme dfi ~t Agmon, cit6 par 
Zarubin [19] dont nous raisons un large usage. 

Lemme 2.2. Soit A un opdrateur elliptique sur LZ(T) de degr~ 2p et v&ifiant 
(HA). Si {2k; k e N }  d&igne l'ensemble des vaIeurs propres de A, alors iI existe 
deux constantes ~'1 et 72 0<Tt  <72 relies que: 

(2.6) 71" kZP/d<---2k~/2  " k2p/d pour tout entier k. 

Indications. Zarubin ne cite pas de r6f6rences off (2.6) est d6montr6e explicite- 
ment. Cependant la mhthode employde par Mikhlin [13] dans le cas p = l  
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formule (14) chapitre 15 se g6n6ralise facilement au cas g6n6ral. On peut aussi 
se reporter au th6or6me7 Bis chap. 13 de Agmon [1] qui donne la premi&e 
in6galit6 de (2.6) et o6 7~, est calcul6e explicitement. 

Dans le cas o6 T est born6, nous allons d6finir une 6chelle hilbertienne 
H~o(A) isomorphe/t l'6chelle hilbertienne H~o(T) usuelle. Soit: 

(2.7) H~o(A)= { f  = ~ f,, rPml Vz_. "'k~ +s/Pr2~'Jk -- + CO}, 
m k 

06 les {~0m} sont donn6s par (2.1). On muni HSo.(A) du produit scalaire 

(2.81 ( f  g)s, A = Z 2• s/Pf k gk. 
k 

Lemme 2.3. EOchelle {H~(A), s >__0} est isomorphe algObriquement et topologique- 
ment ~ l'Ochelle hilbertienne {H~(T), s__> 0} usueIle des espaces de Sobolev. 

Ddmonstration. Reprenons l'exemple b) page 10 de Daletskii [5]. Soit: pour une 
constante c positive convenable, l'op6rateur B de degr6 2p, 2 p > d  d6fini par: 

( 2 . 9 )  B~o=(-1)PdPq~-k-c2~o pour ~p clans ~(T),  

v6rifie l'hypoth6se (HA) si A d6signe le laplacien sur R d. L'6chelle hilbertienne 
engendr6e par l'op&ateur B e s t  celle des espaces de Soholev usuels H~o(T). 
D'autre part, l'6chelle hilbertienne engendr6e par B se d6finie aussi par (2.7) 
(2.8) ~ 1aide des vecteurs propres et des valeurs propres de B. Alors, le 
lemme 2.2 permet de conclure. 

Soit ~=(~1, . . . ,%) un multiindice, on pose I~ l=~a+. . .+~d.  A l'aide des 
D ~ �9 lemmes pr6c6dents, nous pouvons estimer les d6riv6es d'ordre I~l { ~g, keN}  

des vecteurs propres de A. 

Lemme 2.4. II existe une constante positive c ind@endante de l'entier k telle que: 

(2.10) IID~ ~o~11o < c ;~ ~1/2~ keN. 

DOmonstration. 

la constante 7 est universelle, 
c=7  C1 on obtient (2.10) car 

d'apr6s (2.8). 

[ i D ~ k l l ~ < ~  l 2 < II ~o~ [Iwo~ , (T) = Y C1  I] (~k I1~,~, (A) 

la constante C~ provient du lemme 2.3, en posant 

k HIo~ ( A ) -  'k 

Remarque 2.1. Pour tout couple (s, e) de r6els positif on a: 

(2.11) A-~ppH~o(T) =H~+~(T) 

d'aprbs le lemme 2.3. Si C~(T) d6signe l'espace hbld6rien d'ordre ~, le lemme 
d'injection de Sobolev dit que 

d 
Hg(T)cC~(T)  si c~<p 2" 
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En prenant s=p  dans (2.11), par continuit6 et densit6, l'op6rateur A -e/2p s e  

prolonge en un op6rateur continu de C~(T) dans C~+~(T). 

2.2. Th6or6me de traces stochastiques. Dans ce paragraphe, outre le th6or6me 
de traces annonc6, nous donnerons un th6or~me de continuit6 de ces traces 
<<par rapport ~ la surface>> o/1 elles sont d6finies. 

2.2.i. Dans un premier temps, nous supposerons l'ouvert de r6f6rence T born6. 
Soit A un op6rateur elliptique de degr6 2p et G sa fonction de Green sur T. 
Soit {X(t); t~T} un P. GpM centr6 de covarience G. 

Th6or~me 2.1. Supposons que l'opdrateur A vdrifie l'hypoth~se (HA). Alors 

(2.12) IP(X(.)eHo~(T)) = 1 pour tout r~el fl v~rifiant 
d 

(2.13) O<=fi<p 2" 

D~monstration. Soit X"(t) l 'approximation d'ordre n de X(t) donn~e par (2.3). 
Alors, par d6finition de H~(A) nous avons: 

(2.14) IE IIX'll2g~A) = ~ ak II(Pkll2gtA) = ~,  ~/~ "~k:+fl/P 
k=0 k=0 

d 
Sl 1'on pose f l=c~-e avec c~=p-~ ,  en tenant compte de (2.6) le dernier terme 

de la chaine (2.14) est major6 par 

k=0 k=0 

On en d6duit que X"~-~X P.p.s. dans H~o(A) et donc dans H~o(T) par le 
lemme 2.3. 

Maintenant pr~parons le th6orame de traces proprement dit par le catalo- 
gue de faits suivant, fi 6tant un r6el v6rifiant (2.13): 

a) n p c  ~ra continuement et dens6ment. J*0 **0 
p 1 

b) L'application trace 7: HP(A) ~ I ]  HP-;-~(F) est continue pour tout ou- 
j = 0  

vert r6gulier A, de frontiare F inclu dans T. 

c) Pour tout entier n, X n donna par (2.3) est P.p.s. 616ment de HP(T). 
d) Soit {B;; j = 0 ,  p - 1 }  p op6rateurs diff6rentiels d'ordre j/~ coefficients C ~ 

de traces {?j; j = 0 ,  p - 1 }  sur F, alors d'apr& (2.10) 

(2.15) IIBj(pkll2n~o-~m<C2~k/p k e n  

et par continuit6 de l'application trace (point b) ci-dessus), 

(2.16) 2 < c' ff/v IlYj~~ k k~N. 
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(2.17) 

alors YA=XA P.p.s. 
thhor6mes 2.1 et 2.2. 

Alors de (2.14) et (2.16) on ddduit: 

e) IE c" Z k -(1 
k = 0  

ce qui permet de poser la 

D~finition 2,1. Nous appellerons (et noterons 7jX(w)) ddriv~e normale d'ordre j dl 
F, Ia limite presque sfire dans H e J - } ( f )  de la suite {y/X": nelN}. 

En reprenant les points a) a e) ci-dessus, nous avons dhmontr6 le 

Th6or6me 2.2. Sous (HA), l' application trace 

7 X =(70 X, ..., ?p_ 1 X) 
p 1 

est P.p.s. continue de He(A) dans A He-Y--~(F) pour tout ouvert bornd r@uIier 
j = 0  

A de fronti~re E 

Les thhorhmes 2.1 et 2.2 donnent un cadre fonctionnel adhquat pour poser 
et rhsoudre le problhme de Dirichlet stochastique. 

Soit A l'ouvert ci-dessus, mais ne supposons plus que l'ouvert T soit born& 
Soit X a la restriction du champ X h A et dhsignons par X* le processus dual 
de X A (cf [4]). Si Y est l'unique solution du P.D.S. suivant: 

AY A =X~ } 
7jYa=TjXA j = 0 ,  p--1 P.p.s. 

sur A. Ceci nous amhne au corollaire suivant des 

Corollaire 2.3. Eouvert T n'est pas supposd bornd, fi d~signant un rod; O<=fi<p 
d 

- -  alors sous (HA) nous avons: 
2 

(i) IP(X(.)~H~o~(T))=I, 
(ii) IP(yjX(.)eHe-J--~(F); j =0, p -  1)= 1. 

Ddmonstration. (i) d6coule de (2.17) et du th6orhme 2.1. 
(ii) D'aprhs la d6composition (1.1) et d'aprhs le thhorhme 1.4, la norme de 

7;X dans He-J-�89 ne d@end pas de l'ouvert de rhfhrence T. 

Soit By j =0, p - 1  les ophrateurs diff6rentiels du point d) ci-dessus. D'apr6s 
~+~ d 

la remarque 2.1, pour tout rhel e positif, l'op6rateur BjA zp est, pour ~ = p - ~ ,  

continu sur Ca(T). I1 semble doric possible de ghn6raliser le thhorhme de Traces 
de Benfatto, Galavotti, Nicol6 [3] dans le cadre fonctionnel hSld6rien qu'ils 
utilisent, ainsi que la propri6t6 de continuit6 des traces par rapport a la 
fronti6re E Ce que nous allons maintenant 6tudier dans le cadre fonctionnel 
qui est le n6tre. 

2.2.2. Continuitd des traces. Nous allons donner comme conshquence du 
thhorhme 2.2 une propriht6 de continuit6 presque sfire des traces {TjX; j=O,p  
-1} lorsque la surface F varie continuement et parallhlement ~ elle-m6me. 
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Reprenons le formalisme de Lions-Magenes [12] chap. 2-(8.1). Soit {Fp; 
0<p__<po<l } une famille de surfaces <<parall61es>> ~t F et <<tendant>> vers F 
lorsque p tend vers z6ro. D'apr6s la d6finition 8.1 de [12], p. 205, on peut se 
ramener localement au cas du demi-espace. 

(2.18) F o ~ { ( X 1 ,  . . .  , Xd) ; Xcl = p }  

ce qui permet de d6finir un hom6omorphisme 

(2.19) x~-* 7J(x, p) de F o su F. 

Puisque U FpcT, alors pour un 616ment u de H~(T), l 'hom6omorphisme 
O~p~=po 

(2.19) 7 t nous donne une application 

~: HP-J-�89189 not6e 

(2.20) k~(7 ~ u) = 9-~ u j = 0, p - 1, 

off ~ u d6signe la d6riv6e normale d'ordre j ~t Fp de u. 

Lemme 2.5 [12]. Sous les hypoth&es pr&ddentes, lorsque p tend vers zOro, aIors 
70 u tend vers 7j u dans H p-j-~(Ir') pour j = O, p - 1. 

Maintenant soit X" l'approximation de rang n de X donn6e par (2.3). 
Notons 7~X" la d6riv6e normale d'ordre j ~t Fp, ?-a~ X" son image par q~ (d6finie 
en (2.20)). 

Dans ces conditions, l'applications p~-~f~X" est pour IP presque tout co 
continue de [0, po ] d a n s  HP-a-#(F) (cf. point c) ci-dessus) et v6rifie 7fX"=TjX" 
j = 0 ,  p -  1. Alors: 

Proposition 2.6. Soit {Fp; 0=<p=<po<l } la famille de surfaces parallOle d F 
J 

prOc~dente. Sous l'hypoth&e (HA) et pour tout rod fi, 0 < f l < p  - a  l' application 
Z 

(2.21) p~-+{7~ X; j = 0 ,  p - 1 }  

p - - 1  

est P.p.s. continue de [0, Po] dans I] H~-J-+(F). 
j=o 

D~monstration. Nous avons P.p.s. l'in6galit6 suivante; pour j = 0 ,  p - 1  

+ II ~ X" - 7i X" I1.~ -J-~<r~ + [I ~ X "  - ~j X [I.p -~-~<r~. 

D'apr6s le corollaire 2.3. Faisons tendre p vers z6ro. D'apr6s le lemme 2.5 
p n n �9 z ][TjX - 7 j X  [Inp-a-~r) tend vers z6ro pour tout n. Mais comme 

tl �9 1 HP-J-r  on en d6duit que IFyfX'-yj.X ][n~-J-:(r) tend, pour 
tout n, vers zdro avec p. Puis, lorsque n tend vers l'infini, les premier et 
troisi6me termes du second membre de (2.22) tendent P.p.s. vers z6ro d'apr6s le 
th6or+me 2.3. 
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Dobrushin et Surgailis dans la r6f6rence [6] donnent un r6sultat 
(Proposition 2.2 de [63) de nature diff6rente, mais d'esprit identique & notre 
proposition 2.6. En effet, ces auteurs d6finissent les traces yjX comme 616ment 
al6atoire de ~'(F), et leur r6sultat est une continuit6 faible, et non forte comme 
le notre. 

Remarque 2.2. Soit {Fp; po_>__p~0} la famille de surfaces parall61es pr6c6dente. 
Soit Ap l'ouvert born6 de frontiSre Fp. Soit YAo--=Xp la solution de (2.17), il est 
imm6diat que l'application p~-~Xp est continue de [0, p0] dans Hfoc(T ). Ceci 
permet de r6soudre le ~probl6me d'innovation~ pour les P.GpM. Se reporter ~t 
[6] pour plus de d6tails. 

3. Formule de Green stochastique 

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'Stablir pour un P.GpM l'analogue 
stochastique de la formule de Green usuelle. Outre la formule de Green usuelle 
et le th6orSme de trace ci-dessus, pour 6tablir la formule annonc6e nous aurons 
besoin d'une d6composition d'un P.GpM X, correspondant A la d6composition 
(1.1) de sa covariance. 

3.1. Decomposition d'un P.GpM. Soient X le P.GpM pr~c6dent et T l'ouvert de 
r6f6rence. Soit (A_, F, A+) deux ouverts compl~mentaires r~guliers de T; o6 A_ 
est suppos6 born6. 

D6signons par X• le champ r6gulier sur A• de covariance G -+ (G -+ est 
d~finie au paragraphe 1), de processus dual X* (cf. Benassi [43) et par X r la 
solution unique de: 

A X r = 0  sur A _ • A + )  
(3.1) y j x r = T j X  j = 0 ,  p - 1  ~ J P.p.s. 

Rappelons que ([4]), si X+ ~X13~, on a: 

(3.2) AX+ =X* sur A+ 
7jX• =yjX j = 0 ,  p - 1 .  

Soit G la covariance d6finie par le lemme 1.1, alors: 

Lemmc 3.1. (i) X a pour covariance G. Les champs X , X r, X+ sont 
ind@endants deux d deux et l'on a la d~composition unique suivante de X: 

(3.3) X = X _  + x r + x + .  

(ii) Soit IP la probabilitd engendrke par X, si IP + (resp. IP r) ddsigne ceIle 
egendrke par X+_ (resp. xr), on a la factorisation: 

(3.4) IP = IP o x IP r x lPo + . 

Ddmonstration. (i) D'aprSs la proposition 1.4 de [4] le processus X• v6rifie: 

(3.5) AX+ =X* 
7jX+ =0  j = 0 ,  p -  1, 
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et d'apr6s (3.1) (3.2) on obtient: X_+ =X_+ +X r Rp.s. Comme X+ et X+ ont le 
m6me processus dual, on en d6duit: 

IEX__(Ago)X_+(~,)=IEX_+(Ago)X_+(~,); go et ~k dans ~3(A_+). 

Mais d'apr6s (HA) Ago est 616ment de ~(A+) si O l'est. L'6galit6 ci-dessus 
conduit 5,: 

IEX+ (A O)X+ (~) - I E  X + (A go)X + (~)= ]E Xr(A go) X + (6) 

=IEXr(go) X+(A6) 

pour go et A6  dans ~(A+) ce qui conduit ~ l'ind6pendance de X r et X+. Que 
X+ et X soient ind6pendants est trivial. I1 est alors imm6diat d'apr6s le 
th6or6me 1.3 que X r a pour covariance G r. La d6composition (3.3) de X 
r6sulte par lin6arit6 de (3.1) et (3.5), et l'unicit6 d6coule de l'unicit6 des solu- 
tions des P.D.S. (3.1) et (3.5). L'assertion (ii) est alors une reformulation de 
rassertion (i). 

Ce lemme illustre le caract&e markovien d'ordre p des P.GpM, de plus la 
proposition 2.6 montre que (3.3) et (3.4) d6pendent ((continuement de F)). 

Maintenant soit K -  (resp. K r) l'op6rateur nucl6aire sur LZ(A)  (resp. L2(T)) 
d6fini par le noyau G -  (resp. Gr). Soit {ak-,Ok; keN} (resp. r r. {ak, Ok, k e N ) )  le 
syst6me des valeurs propres et des vecteurs propres de K -  (resp. Kr). On 
suppose que la famille {O +} (resp. gor) est orthonorm6e dans Lz(A_) (resp. dans 
L2(T)). Alors, d'apr6s le th6or6me 4.4 de Rajput [-16] il existe une suite de 
variables al6atoires gaussiennes ind6pendantes equidistribu6es 9l(0, 1) {~k-; 
keN} et une suite {~r; keN} ayant la m~me propri6t6 et ind6pendante de la 
pr6c6dente telle que: 

X _ = ~ (ak-)~ Ok ~k- 
(3.6) k P.p.s. 

x r  = 2 (ar) ~ O r i f  
k 

La suite {~k-; keN} vSrifie (2.2) en remplaqant Ok par Ok-- 
Avant d'6tablir la formule de Green stochastique, nous avons besoin des 

deux lemmes suivants: 

L e m m e  3.2. Pour tout entier k, O f e s t  ~ldment de H(F). 

Lemme 3.3. Pour tout dlSment O de H ( A ) ,  X*(O)=0 P.p.s. 

DOmonstration des lemmes. Pour le premier: par d6finition, K r envoie L:(T) 
dans H(F), et puisque O f est vecteur propre de K r le lemme 3.2 s'en suit. 

Pour le second. Par d6finition de X* et par (3.3), 

X* (O) = X (A go) = X _ (A go) + X r (A O) + X + (A go). 

Comme Ago=0 sur A+ par hypoth6se, on en d6duit le lemme 3.3. 

3.2. F o r m u l e  de G r e e n  s tochast ique .  Nous pouvons maintenant 6tablir la for- 
m u l e  annonc6e. Si O_ est un 616ment de H ( A ) ,  0 ~ d6signera la projection de 
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~o sur Ho(A_ ). G ddsigne toujours la fonction de Green de l'op6rateur 
elliptique A. 

Th6or6me 3.1. Sous l'hypothOse (HA), le P.GpM X centrd de covariance G vOrifie 
p--1 

( 3 . 7 )  X*(~o_)=X*(~o~ ~ (TjX, Sjqo_>r P.p.s. 
j = o  

pour tout ~lOment ~p_ de ~(T)c~H(A ). 

Ddmonstration. D6composons X selon (3.3); alors par d6finition: 

X*(cp_) =X(Aqo) =X (A(p_) +Xr(A (p_) 

en tenant compte du lemme 3.3. 

Mais en utilisant les d6veloppements en s6rie de (3.6), il vient: 

(3.8) X_ (A(p)=~ (a~-) ~ ~- <(Pk-, Aqo_ >, 
k 

X (A ~o) = ~ (a k) (3.9) r r ~ r r ~-k <q~k, A ~o_ >. 
k 

Comme I<~ok-, A~o_>] et [<O r, A~o_>[ sont uniform6ment born6s en k, les s6ries 
(3.8) et (3.9) convergent darts L2(Q, 91, P) et presque sfirement. Nous pouvons 
transformer les expressions (3.8) et (3.9) de la fagon suivante: 
Per d6finition de la forme de Dirichlet 91 associ6e /~ l'op6rateur A sur T, et 
comme ~o =~o ~ + o r ,  [avec ~o ~ dans Ho(A_), O r dans H(F) si qo est dans 
H(A )], si 9 1  d6signe la forme de Dirichlet associ6e/t A sur A ,  il vient: 

(3.10) <qo~-, Acp_> = 91(~o~-, ( o ) =  91 (qo~,-, (po_) 

puisque (p~- est pour tout entier k 616ment de Ho(A_ ). De marne, 

r A 91 r 91 r r <~o~, ~o_> = (~ok, ~o_)= _(~o~, ~o ) 
p 1 

= ~ Acpr. r r (Pk dx + ~ <?/Pk, S /P r>r  . 
A j = O  

Soit: 
p = l  

(3.11) r A r r 
j = 0  

En portant (3.10) dans (3.8), il vient: 

(3.12) A X_((o_)=~,(a~-)  ~{91((p~-, (p~176 
k 

et en portant (3.11) dans (3.9), il vient: 

p 1 
Xr(Acp )= ~ r~  r r (ak) ~k <TiCk, Sj~_>r, 

j = O  
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ce qui s'6crit, en utilisant la d6finition 2.1" 

p - 1  

(3.13) Xr(Acp _)= ~ <?jX, Sj~o ->r,  
j=o 

(3.12) et (3.13) d6montrent le th6or6me. 

Remarque 3.1. L'application q0~--,Xr(Aq0) est continue de H ( F ) c ~ ( T )  dans 
L2((2, 2[,P) pour la topologie de H(F). Elle se prolonge par densit6 en une 
application continue de H(F) dans L2(~2, 2[, P). Soit {~0g} une suite d'616ments 
de H(F)c~ ~(T) qui converge dans H(F) vers q~. La suite <TjX, Sjq0g>r est donc 
convergente dans L2(Y2, 2[, P) vers un 616ment que nous noterons: 

(3.14) lim dans L 2 <?iX, Sj(pg>r = <~X, Sjp>/-. 
g ~ o o  

C'est la d6finition de la d6riv6e normale en moyenne quadratique d'ordre j/~ F 
de X. 

Nous avons donc d6montr6 le th6or6me suivant: 

Th6or6me 3.2. Sous l'hypothdse (HA), le PGpM X centrd de covariance G 
v~r~'e : 

p--1 

( 3 . 1 5 )  x*(~o_)=x*_(q~~ Y~ %x, sj~o>r 
j=o 

pour tout Oldment ~o_ de H(A_). 

4. Quelques applications 

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques applications des r6sultats 
obtenus jusqu'ici pour r6soudre ou illustrer des probl6mes de th6orie des 
champs et de m6canique statistique. 

4.1. Notations. D6finissons l'espace probabilisable (f2, 2[) par: 

(4.1) (f2, 2[)= (C(T); ~3(C(T))) 

off C(T) est l'ensemble des fonctions r6elles continues sur T muni de la norme 
de la convergence uniforme sur les compacts. Soit A l'op6rateur diff~rentiel 
elliptique de degr6 2p ci-dessus. Si G A d6signe la fonction de Green de A sur 
1R d, (]AT d6signera la restriction de G/ t  TxT,  de m~me G T d6signera la fonction 
de Green de A sur T. Alors soit {X(t); t~T} le'processus canonique sur (f2, 2[), 
PA (resp. liA) d6signera la probabilit6 sur ((2, 2[) qui fait du processus canonique 
un gaussien centr6 de covariance G~ (resp. t~T). Les tribus N(A); Z(OA) sont 
pour tout ouvert A d6finies comme usuellement (cf. [4]). 

Notons Zoo la tribu des 6v6nement lointains, 

Z~ = (~ Z(A~). 
A ouvert born6 r6gulier 
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D'autre part, IE A d6signera l'esp6rance conditionnelle par rapport ~t N(A) pour 
A dans N. 

4.2. Modules de quast-invarianee. Soit (~2,~I, PA) l'espace de probabilit6 
pr6chdent. Le processus gaussian centr6 {X(t), tET} de covariance GI  a pour 
espace reproduisant l'espace Ho(T ) d6fini dans l'introduction. I1 est connu que 
la translat6e de PA par un 616ment g de Ho(T ) soit PI est 6quivalente ~ PA (cf. 
Neveu [14]). 

Th6or6me 4.1. Sous l'hypoth~se (HA), pour tout ouvert porn~ r~gulier A de 
fronti&e F et pour tout dldment g de Ho(T ) on a: 

dP~ , 1 
(4.2) dPA = e x p -  IX (g)+~ ]]g]]2o~T)] PA.p.s. 

(4.3) IEAd~A=ex p -  X*(g~ y, (~X, Ssg)r+511gA[12</) PA.P.S.. 
j=0  

dPJ ~ 
(4.3) - -  est N(A) mesurable si gAeH(A), 

aPa 

off gA dksigne la projection de g sur le sous-espace H(A) et gO dksigne celle de g 
sur le sous-espace Ho(A ). 

DOmonstration. (4.2) est connu, voir par exemple la Proposition 3.1 de Fralich 
[8]. En 6crivant g=gO +gr +g ] ~  avec g~ greU(F)  g~162 d'apr+s le 
th6or6me 3.2 (4.3) s'6crit, si B r d6signe le compl6mentaire dans T de l'ensemble 
mesurable B; 

dP~ �9 p 1 ( / ] j X ' S j g ) r + 2 1  IIgAI[2(A)]] (4.4) lEA d~A =IEA exp -- [X*(g~ + Z 
j=0  

x exp - [Xx~(g~ +�89 ][gA~ oil Ho(A*)]. 

Ou ga =gO+gr est la projection de g sur H(A), par d6finition de X* et par le 
th4or4me de Pythagore darts Ho(T); en effet, 

1] g ] ] 2 o ( T ) i l g A  H2o(T) + 0 2 = IIg~= IIHo(T) 
0 2 

= II gA l] 2(A) -}- [I gzie II H(AC)- 

Posons" 

de~A 
(4.5) PA-- dP pour tout ouvert A. 

Alors 

(4.6) 

, 0 et comme XA(gA)q- E (~X, Sjg)r  est Z(A) mesurable, 
j=O 

donc (4.3); (4.3) bis est d6montr6 en marne temps. 

* 0 1 0 2 --  
IE A {exp - [Xac(gac) +3  I[gAcllHo<aC)] } - -  I E ( p ~ c )  = 1 

p--1 
on en d~duit (4.6) et 
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ROmarque 4.1. Le th6or6me 4.1 reste vrai si PA est remplac6e par /5 A car (4.2) 
reste vraie. 

4.3. Specifications locales. 
Soit PA la probabilit6 gaussienne sur (f2, 9.I) d~finie au sous-paragraphe 4.1. 

D6finissons un ensemble gX A de probabilit6s sur (~2, 9.I) par: v est 616ment de 
~J~A si 

a) v iN(A)</SA] Z(A) pour tout ouvert born6 r6gulier A 
b) v e t /~  ont les mames sp6cifications locales c-~-d 

(4.7) IE~[@IZ(AC)] ---- IE;A [~bl2;(~A)J l~.p.s. 

pour tout ~ dans L(Q, 9A, 1~). 
Soit H(T) l'espace de noyaux reproduisants associ6/t /~ et d6finissons le sous- 
espace H(~?T) de H(T) par: 

(4.8) H(OT) = {H~H(T)IAH =0  sur T}. 

im d6signe l'ensemble des probabilit6s m sur H(OT), alors: 

Proposition 4.1. Sous l'hypoth~se (HA) nous avons: 

(4.9) gJ~A = {VmlVm=n(!T) ~A m(dH); m~m } 

D~monstration. Pour d6montrer la proposition, nous avons besoin du. 

Lemme 4.2. Sous l'hypoth~se (HA), l'application 

d/~ 
(4.10) gv--~dp A 

est continue de Ho(T )dans Ll(~2, 9.I, tiA). 
La d6monstration r6sulte de l'6galit6 (4.2) du th6or6me 4.1 et de la re- 

marque 4.1. 
Ainsi l'hypoth6se fondamentale (2.1) de FrSlich [8] est v6rifi6e. Alors le 

th6or+me 2.14 assertion (1.b) de [8] indique que/sffA---/~ et que dISffA/dfia est X~ 
mesurable pour/-/616ment de H(0T); On a donc l'inclusion: 

{ V m t m ~ m  } ~ m A. 

Pour montrer l'inclusion en sens inverse il suffit de remarquer que les cocycles 
d~a/dP a engendrent LI(D, 9.i, d/~) et r6sulte du th6or6me 2.14 assertion 3 de [SJ. 

Corollaire 4.3. Sous l'hypoth~se (HA) 

(4.11) gXA={PA} ssiH(~T) =0.  

D~monstration. Si H(0T)=0  /~=PA (par abus de notation), et 1'on a triviale- 
merit 9)l A = {PA}" R6ciproquement, si ~[J~a = {PA} alors la tribu Zoo est triviale et 
donc PA=PA ce qui implique H(0T)=0.  
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4.4. Equivalence locale et fonetionnelles multiplicatives. Dans ce sous-para- 
graphe, nous 6tablissons un rapport entre les 6quations de Dobrushin-Landford- 
Ruelle (D.L.R.) de la m6canique statistique et les probabilit6s gaussiennes 
markoviennes d'ordre p. Donnons la d6finition suivante due fi FrSlich [8]. 

D6finition 4.1. Soient P e t  Q deux probabilit~s sur (f2, 9.1). Pour tout ouvert bornO 
r~gulier ddsignons par Pa (resp. QA) la restriction de P (resp. Q) ti Z(A). Nous 
dirons que P e t  Q sont muhiplicativement localement Oquivalentes si 

a) il existe des ~l~ments positifs F a e t  O~A respectivement Z(A) et Z(OA) 
mesurables tels que 

(4.12) dQ A = FA~/oAdP A. 

b) Pour tout couple (A1, A2) d'ouverts bornOs rOguliers tels que fllk-)fl2 ait 
son intOrieur rOgulier et vOrifiant de surcroit A lc~A2cOAlwOA2,  il existe un 
dl~ment positif t)O A~ ,~ A~, 2~(~?A 1 ~ 0 A 2) mesurable tel que : 

(4.13) dQA 1 w A 2 = FA 1 - FA 2 �9 ~/(oA~ ~A2)dPA1 u A 2 . 

Soient A e t  B deux op6rateurs elliptiques de degr6 commun 2p et v6rifiant 
(HA). Soient P~ et P~ les probabilit6s gaussiennes r6guli6res qui leurs sont 
associ6es. Alors : 

Proposition 4.4. Sous la condition 

(4.14) degr6(A - B )  < 2p _ d _  1 
z 

les probabilitOs PAet PB ci-dessus sont muhiplicativement, localement ~quivalentes. 

D~monstration. Soit A un ouvert born6 de T de fronti6re F et A+ son ouvert 
compl6mentaire. Alors, la factorisation (3.4) du lemme 3.1 donne pour PA et PB 
successivement: 

(4.15) • 

Lorsque l'ouvert T e s t  born6, la condition (4.14) assure (cf. Inoue [10]) que 
PA~--PB. Supposons donc que provisoirement T soit born6, alors en plus de 
l'6quivalence ci-dessus, nous avons celles suivantes: 

PA, A- ~--PB, A_ et PA, A+ --~PB,~+ 

ce qui entraine pf~_pr; et qui permet d'6crire: 

dP r ~ /ar\~ ( a r ] 
(4.16) dPAr=lk I [~@-rl exp~ 1 \bk ! [ - - 2  ~k \bk (~-kr - 1 ]~ (~kA'r) 2j- PA.p.s. 

en reprenant les notations du lemme 3.1. Mais (4.16) est 6quivalente/t: 

(4.17) b~rk r -- 
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Or d'apr6s la d~monstration du th6or~me 1.4, les valeurs propres {ar; keN}  
({br; keN})  ne d6pendent que de la surface F et non de l'ouvert de r6f6rence T, 
alors la convergence de (4.17) est aussi ind6pendante de T ce qui assure 
finalement l'6quivalence de pr  et de p r  ind~pendemment de l'ouvert T. En 
posant: 

dPB A dP~ 
(4.18) FA_ =dPA',A~ ; OOA ~ d p~  

la condition (a) de la d6finition 4.1 est remplie. I1 reste /t v6rifier la condition 
(b) de la d6finition. Pour cela, donnons-nous un ouvert born6 r6gulier V 
contenant A1 et posons A E = V - z i  1. Dans ces conditions, %Allan = % v .  %A, 
ce qui d6montre la proposition. 

Remarques 4.2. 1) La condition (b) de la dOfinition 4.1 exigeant que l'int6rieur 
de A~ u A2 soit rdgulier est tr6s forte. 

2) De mame que pour la remarque 4.1, la proposition 4.4 reste vraie si l'on 
remplace les probabilit6s PA et P~ par /~ et /~ respectivement ceci grfice au 
caract6re local de (4.15). 

Remarque 4.3. Soit (5 le groupe des translations de C(T) par les 616ments g de 
Ho(T ). On v6rifie (th6or6me 2.14 assertion (3) de [8]) que /~ (5 ergodique 
6quivaut ~t/~--PA, et donc que: 

Proposition 4.5 [8]. Soient A et B deux op~rateurs elliptiques de mdme degrO et 
v~rifiant (HA); alors, lorsque l'ouvert T n'est pas bornd, les probabilitds gauss- 
iennes p markoviennes PA et PB sont ou mutuellement singuli~res ou identiques. 

Lorsque l'ouvert de r6f6rence T est born6, la condition (4.14) assure que 
PA--~PB. Nous allons donc calculer la d6riv6e de Radon-Nikodym dPB/dP A de PB 
par rapport ~t PA. 

4.5. D6riv~e de Radon-Nikodym. 4.5.1. Soient A et B les op6rateurs elliptiques 
pr6c6dents. Dans tout ce paragraphe, nous raisons l'hypoth6se que T est born& 
G A (resp. G ~) d6signe la fonction de Green de A (resp. B) sur T; Ho(A ) (resp. 
H0(B)) est alors l'espace des noyaux G A (resp. GB). De m~me si K A (resp. K B) 
d6signe l'op6rateur nucl6aire sym6trique de noyau G A (resp. G B) sur L2(T), 
alors {ak, q0 kA., keN} (resp. {bk, q~; keN}) d6signera le syst6me des valeurs 
propres et des vecteurs propres de K A (resp. KB). Nous supposerons que la suite 
{q~} (resp. {q)~}) est orthonorm6e dans L2(T). 

D6finissons un op6rateur continu z de LZ(T) dans L2(T) par: 

(4.19) ~ ( p = ~  B A CPk (q~k, (P)0 pour q9 darts L2(T). 
7" 

D'aprhs (2.6) la suite - -  bk est born6e et (4.19) d4fini bien un op6rateur continu. 
ak 

Maintenant, soit . ~  ( resp . .~)  le sous-espace gaussien de L2(f2, 9~, Pa) (resp. 
L2(f2, ~I,P~)). Si t/ (resp. t/~) est la mesure brownienne de L~(f2, 9I, PA) (resp. 
L2(f2, 9.1, P~)) d6finissons la suite {~ ;  keN} (resp. { ~ ;  keN}) par: 

(4.20) ~ _ A . {~  -t/(q) k ), keN} (resp. { ~  = ~ �9 ~(~0 k), keN}). 
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Alors, nous pouvons d6finir un opdrateur continu { de -~A dans -~B par: 

(4.21) ~Z ~ B A ~--- ~k ( (k '  Z).~ A pour Z dans *~A" 
-V \ak / 

Dans ces conditions, nous avons la relation: 

(4.22) ~PA =PB 

puisque (4.22) est 6quivalente ~t l'6galit6 KB=zKA'c * que l'on v6rifie facilement. 
On sait que les probabilit6s gaussiennes Pa et PB sont 6quivalentes si et 

seulement si: l'op&ateur (~*-~-I) est nucl6aire, et que l'op6rateur g n'admet 
pas z6ro pour valeur propre. Alors, l'6quivalence de PAet PB est soumise ~t la 
condition: 

(bk--l t  < oQ. (4.23) 
T \ak ! 

Mais d'apr~s un r6sultat d'Inoue [10] (4.23) est 6quivalente fi la condition 
(4.14). 

4.5.2. Calcul de dPs/dP A. Darts toute la suite, nous faisons l'hypoth6se que (4.14) 
est satisfaite. Alors, d'apr~s Rozanov [18], ou en adoptant de faqon naturelle 
les calculs de Etemadi-Kallianpur [7], il vient: 

dPB d -lim exp 
, ~ k = o  \bk! 

1 " 
+ -  2 2k=O \bk ] 

La convergence (4.23) entraine celle du produit infini ~ (a~) ~. On a donc: 

d5 

ce qui peut aussi s'6crire: 

dPB 

e x p - ~  ( ~ - 1 ) ( ~ )  2 PA.P.S., 

1 -1) exp -  ~ ( ~  

1 

ceci afin de faire apparaitre l'expression: 

ak (4.25) 6 u(1)=kl]b~kexp--(~--l) .  

PA.p.s., 



352 A. Benassi 

Soit U l'op6rateur de L2(T) dans L2(T) d6fini par le noyau lI(x, y) 

(4.26) ~l(x, y)=k~ a(~ k -  1)OAk(X)oA(y). 

Alors U est nucl6aire et 3_u(1) d6fini en (4.25) est le d6terminant de Carleman- 
Fredholm de l'op6rateur - U .  

Maintenant, pour un 616merit O de LZ(Tx T), notons par 

(4.27) I2(O) = .It O(X, y) dtl(X) dtl(y) 
T x T  

l'int6grale double de Ito. Rappelons la propri6t6 (Ito [-11]): 

(4 .28)  I2(O| q(0)-(O, ~)0 pour O et ~ dans L2(T) 

lorsque | d6signe le produit tensoriel de O par ~. A l'aide de (4.28) nous 
pouvons 6crire: 

(4.29) ~ [ak--l~ [(~a~2-- 1~ 
\b k ! t k I 

1 I2( 02• o2)=I2(U), 

off 11 est d6fini en (4.26). 
Arriv6s g ce stade, nous voulons d6terminer un op6rateur M sur L2(T) 

satisfaisant/t: si U est Fop6rateur de noyau (4.26) alors: 

(4.30) I + U = (I + M) (I + M*). 

Pour cela d6finissons un opdrateur continu 5 de LZ(T) dans L2(T) par: 

(4.31) 6 0 = ~  a(~) ~ a Ok (Ok, O)0 pour O dans LZ(T), 

3 est le transpos6 de l'op6rateur z d6fini en (4.19). I1 est facile de v6rifier que: 

I + U = 6 5 "  

l'op6rateur M + 5 - I  v6rifie alors (4.30), et donc l'op6rateur U 

(4.32) 

et qu'ainsi 
s'6crit: 

(4.33) U = M + M * + M M * .  

Caractdrisons l'op6rateur M. 

Th6or~me 4.6. Eop~rateur M est d noyau, et son noyau re(x, y) s'Ocrit: 
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DOmonstration. I1 suffit de v6rifier que m e L 2 ( T x  T), car formellement (4.34) 
convient. En utilisant le d6veloppement en s6rie (2.4) pour G Ae t  G B successive- 
ment, et en experimant que G A - G  B est 616ment de la deuxi6me puissance 
tensorielle Ho ~ 2(A) de l'espace Ho(A), on v6rifie en posant 15 = G A - G  B que 

k, 1 [-6 b~ A,~O~)2] (4.35) 11151t~2(a)= ~ [ kl--~(~0k 

-}-k~l[akl bk A B2 ] -<< <)o] 
-[- 2 [t~kl - b  B kbl ((p k A~of) 23 

k, 1 

(4.35) est fini par hypoth~se. D'autre part: 

Ilmll2=(~ ~ , - -~  [ak+ 1 - - 2 ] / a k  (q~, q)e)o] 
I_b k l~ b k 

et comme d'apr   (43 )i  d co,, e   c ,ement que [1- 
I_ v Uk 

(P2)0 converge et puisque, par hypoth6se, la s4rie ak--1 est convergente, 

il s'en suit rapidement que la norme de m, [ImllL2(r• T) est finie. 
Si mm* d6signe le noyau de l'op6rateur M M * ,  le th6or6me 4.6 permet de 

d6finir les int6grales doubles de Ito, I2(m), I2(m*) et I2(mm* ). D'autre part, il 
est imm6diat que 

(4.36) I2(m)=I2(m*).  

Lemme 4.7. 

(4.37) I2(mm*)= I/~2 I ra( ' ,  X)] d x - t r ( M M * )  
r 

D~monstration. Par d6finition 

PA.p.s. 

mm*(x,  y) = S re(x, z) m(z, y) dz = ~ re(x, z) re(y, z) dz. 
T T 

Mais 

(4.38) I2[m(., z)| z)] = t/2(m(., z)) - ~ re(x, z) m(y, z) dz. 
T 

Et en int6grant (4.38) par rapport ~t z, nous obtenons pour le premier membre 

I2 [m(., z) |  z)] dz =12(ram* ). 
T 

Ce qui se justifie ais6ment (cf. [7]) et pour le second membre de (4.38), nous 
obtenons (4.37). 

Finalement, donnons le r6sultat suivant: 

Lemme 4.8 (p. 36 de ref. [7]). Soit U l' opdrateur ddfini par son noyau lI(x, y) en 
(4.26), si cS_v(1 ) est le d~terminant de Carleman-Fredholm qui lui est associ~ par 
(4.25), alors: 



354 A. Benassi 

_ v(1) = exp  -- t r a c e ( M  M*) .  

N o u s  s o m m e s  m a i n t e n a n t  en  m e s u r e  d ' a n n o n c e r  la 

P r o p o s i t i o n  4.9, Si les opdrateurs elliptiques A et B, outre l'hypoth&e ( H A )  

v&ifient la condition (4.14), ators: 

(4.39) d P B - = e x p - [ I 2 ( m ) + � 8 9  ~ t/2(m(., x)) dx] PA.P.S.. 
dPa r 

D~raonstration. E ' e x p r e s s i o n  (4.24) de  dPn/dP A s '6cri t  auss i :  

dP~ , 1 
dp A = a:_ v( t )  e x p - ~  I2( ! I  ) 

ce qui ,  c o m p t e  t e n u  du  t h 6 o r ~ m e  4.6 et  des l e m m e s  4.7 et 4.8, c o n d u i t  & (4.39). 
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