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Eine Bemerkung zum Konvergenzsatz fiir Verteilungstypen 
Von 

G. LETTA* 

Von allgemeiner Bedeutung fiir asymptotische Probleme der Wahrscheinlich- 
keitstheorie ist der folgende 

Konvergenzsatz fiir Verteilungstypen. Es sei (In) eine Folge yon zu/iilligeu 
GrS[3en, und es seien (an), (bn) zwei Folgen von reellen Zahlen mit  bn :~ 0/i~rjedes n. 
Is t  (/n) gegen die nichttriviale zu/gllige Gr6[3e / u n d  an Jr bn/n gegen die nicht- 
triviale zu/gllige GrSfie g verteilungskonvergent, so gibt es zwei reelle Zahlen a, b m i t  
b :~ O, so daft g dieselbe Verteilung wie a -~- b / h a t .  

Dieser Satz, der erstmalig yon A. K~TCHIN]~ ffir bn > 0 bewiesen wurde, 
wurde yon M. Lo]~vE** auf den allgemeinen Fall erweitert. M. L o i r e  ffigt in 
seinem Buch (wo er den Beweis des Satzes weitgehend auf die Verwendung der 
charakteristischen Funktionen stfitzt) hinzu, dal~ die Zahlen a, b mit  den Folgen 
(an), (bn) durch die Limesbeziehungen ] bn ] --> ]b[ sowie an --> a, b n --> b im Falle 
bn > 0 verbunden sind. 

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis dieser Eigenschaften mit  
elementaren Methoden (unter Benutzung der Verteilungsfunktionen s tat t  der 
charakteristischen Funktionen) und der Beweis yon zwei S~tzen ((2.4), 2.8) ), aus 
denen hervorgeht, in welchen F~llen die st~rkeren Beziehungen an ---> a, bn --> b 
erffillt sind. 

. 

Eine Verteilung ist ein normiertes Ma~ ~ auf dem a-K6rper  ~ der Borelschen 
Teilmengen yon R***; 2 ist durch die Verteilungsfunktion F(x)  ~- ~ ( - -  0% x) 
eindeutig bestimmt. Mit A (~): --~ {x e R : ~({x}) r 0} sei die Menge der Sprung- 
stellen yon F bezeichnet. 

Die Folge (An) mit  den Verteilungsfunktionen Fn heist  gegen ~ mit  der Ver- 
teilungsfunktion F verteilungskonvergent, wenn lira Fn (x) ~-- F (x) ffir jedes x e R 
- -  A (A) gilt. Es gilt dann n 

(1.1) F ( a -  0) ~ l iminf  Fn(X) ~ lim sup Fn(X) ~ F(a)  ffir - - c~  ~ a--~ ~-c~, 
�9 - + a ~  n - - ->  o o  x - - - > a ,  n - - >  o o  

wobei F ( a  - -  O) = F ( •  oo) hn Falle a = • oo zu setzen ist. 
Mit J bezeichnen wir die identische Abbildung yon R in sich und mit  a -~ b J  

die lineare Abbildung x--> a ~ bx  (b =~ 0). Der Bequemlichkeit halber werden 

* Herrn Prof. H. RICHTER mSchte ich an dieser Stelle Ffir seine wertvollen Anregungen 
meinen aufrichtigen Dank sagen. 

HH M. LO~VE: Probability Theory. New York: 2. Auflage, 1960. 
*** Hier sowie im folgenden bedeutet R die Menge der reellen Zahlen. 
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wir dabei sowohl eine lineare Transformation T als auch die durch sie induzier~e 
Abbildung B--> { T ( x ) : x  ~ B} yon ~ in ~ mit  demselben Symbol bezeiehnen. 
Unter  einer Spiegelun9 verstehen wir eine lineare Transformation S mit  $2 = J 
und S # J ;  d .h .  eine lineare Transformation vom Typ S = a -  J m i t a  ~ R. 

Die Verteilungen 4, # nennen wir ~iquivalent, wenn es eine lineare Transforma- 
tion T gibt, die ,X in tt t ransformiert"  in dem Sinne, dab tt = 2 T  gilt; d .h .  
/~(B) = 2 (T(B))  ffir B e ! ~ .  

Jede in bezug auf diesen ~quivalenzbegriff in der Menge aller Verteilungen 
gebildete ~quivalenzklasse heiSt ein Verteilungstyp. Eine Verteilung 2 heis t  trivial, 
wenn es ein a e R gibt, so dab ~ ({a}) = 1. Das System aller trivialen Verteilungen 
bildet einen Verteilungstyp, der als trivialer Typ bezeichnet wird. 

V e r a b r e d n n g .  Wenn im folgenden nichts Gegenteiliges bemerkt  ist, werden 
Verteilungen (oder Verteilungstypen) stets als nicht trivial voransgesetzt. 

Damit  k6nnen wir nun den folgenden Satz beweisen. 

(1.2) Satz. Ist 2 eine Verteilung und S eine lineare nicht identische Trans/orma- 
tion mit 2S  = 2, so ist Se ine  Spiegelung. 

Beweis. Setzen wir S 2 = T ~ a ~ b J, so ist 2 T  ~- 2S = X und b > 0: also 
(x) = F (T (x)) ffir x ~ R, wobei F die Ver~eilnngsfunktion yon ~ ist. 

Angenommen b =~ 1, so folgt mit  c:--~ a / ( 1 -  b) 

{ F ( •  ffir x > c ,  falls b > l  
F ( x ) = l i m F ( T n ( x ) ) =  F ( c •  ffir x > c ,  falls b < l ,  

n 

so da$ 2 trivial ware. 
Also ist b = 1. Dann ist auch a = 0: sonst w/~re n~mlich 

F ( x ) = l i m F ( n a  § x ) =  F ( •  fiir x e R ,  
n 

was wieder die Trivialit/it yon 2 zur Folge h~tte; q.e.d. 
Wenn es eine Spiegelung S gibt mit  AS = 2, dann heis t  ~ symmetrisch. I s t  2 

symmetriseh, so ist jede mit  2 aquivalente Verteilung # ebenfalls symmetrisch. 
Aus # = AT und 2 = - k S  folgt namlich # = t t T - Z S T .  

Aus (1.2) unmit telbar  folgt der 

(1.3) Satz. Es seien 2 und # zwei Verteilungen vom gleichen Typ. Da]iir daft 
es zwei verschiedene lineare Trans/ormationen gibt, die 2 in tt trans/ormieren, ist 
notwendig und hinreichend, daft 2 und ~a 8ymmetriseh sind. Ist diese Bedingung 
er[i~llt, so gibt es genau zwei lineare Trar~/ormationen T -= a -4- b J, T' = a' • b'J, 
die 2 in # trans/ormieren: und e8 gilt b' =- --  b. 

2.  

Die Folge (~En) yon Verteilungstypen heist  konvergent, wenn es eine passende 
Folge (2n) von Verteilungen gibt mit  ~n e ~n fiir jedes n, die gegen eine Ver- 
teilung ). konvergiert ; dann heis t  der Typ yon ~ der Limes von (~n). 

Diese Definition wird durch den eingangs ausgesprochenen Konvergenzsatz ffir 
Verteilungstypen gerechtfertig% Mit den oben eingeffihrten Begriifen und Be- 
zeichnungen kann man diesen Satz fo]gendermaBen formulieren. 

(2.1) Konvergenzsatz fiir Verteilungstypen. Konvergiertdie Verteilungs/olge (2n) 
gegen 2 und die Verteilungs/olge (ttn) gegen # und sind /iir jedes n 2n und #n vom 
gleichen Typ, so sind auch ~ und # vom gleichen Typ. 
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Mit anderen Wor ten :  konvergiert  (~n) gegen ~ und  (fin) gegen tt, und  gibt es 
zwei Folgen (an),  (bn) von reellen Zahlen mi t  

(2.2) bn ~= O, fin ---- ~n(an Jr bnJ) fiir jedes n, 

so gibt es zwei reelle Zahlen a, b mit  

(2.3) b :# O, # = ~(a -~ b J) .  

Es tauch t  zus~tzlich die Frage auf, in welchen Fi~llen es mSglich ist, unter  den 
Voraussetzungen yon  (2.1) die Folgen (an), (bn) mit  den Eigenschaften (2.2) und  
die Zahlen a, b m i t  den Eigenschaften (2.3) derar t  zu ws dab die Limes- 
beziehungen an --> a, bn --> b erfiilt sind. 

Die Antwor t  ist in den folgenden S~tzen (2.4), (2.8) enthalten, die gleichzeitig 
den Konvergenzsatz  (2.1) einschlie~en. Aus diesen S~tzen geht  insbesondere her- 
vor, dal~ in jedem Fall die Limesbeziehung I bn ] --> ]b I erfiillt ist. 

(2.4) Satz. Unter den Voraussetzungen yon (2.1) seien (an), (bn) zwei Zahlen/olgen 
mit den Eigenscha]ten (2.2). Ist bn > 0 (bzw. bn < O)/i~r schliefllich all�9 n, so lcon- 
vergieren beide Folgen (an), (bn), und /fir 

(2.5) a : ---- lim an, b : ---- lim bn 
n n 

gelten die Beziehungen (2.3). 
Beweis. 1. Es sei zuns bn > 0 fiir schliel~lich all�9 n. Es sei b �9 (eigentlicher 

oder uneigentlicher) Hs von (bn) : b ---- lim bm, wobei M eine passende 
m e M  

unendliche Teilmenge der Menge N a]ler natfirlichen Zahlen ist. Es sei ferner a 
�9 in Hi~ufungswert y o n  (am)meM : Ct ~ Jim a l ,  wobei L eine unendliche Teilmenge 

l e L  

yon M i s t .  Bezeichnen wir mit  Fn,  Gn, F, G die Verteilungsfunktionen yon  An, 
#n ,  ~,/t ,  so gilt 

(2.6) G (x) ~- lim Gz (x) ---- lim Fz (al ~- bl x) ffir x �9 R - -  A (#). 
l e L  l ~ L  

I s t  b endlich, so ist a ebenfalls endlich; denn angenommen,  es w~re 0 ~ b < c~ 
und  a = • c~, so folgt aus (2.6) unter  Beachtung yon  (1.1) G(x) = F ( ~  oo) ffir 
alle x �9 R -  A (#), was nicht  mSglich ist. 

I s t  b = 0, so folgt aus (2.6) F(a -- O) ~ G(x) ~ F(a) fiir alle x � 9  R - -  A(#) ,  
und  daher F ( a -  O) = O, F (a ) -~  1; d . h .  die Trivialits yon 1, so da~ b > 0 
sein mu~. Vertauschen wir die Rollen yon  in  und/~n ,  so finden wir ganz analog 
b < c~. Also ist O < b < ~ .  Dann  ist a ebenfalls endlich, und  aus (2.6) folgt 
G ( x ) = F ( a  ~-bx)  fiir jedes x e R  mit  x ~ A ( # ) ,  a ~ - b x ~ A ( t t  ), und daher  
G(x) = F(a  4-bx)  ffir alle x e R :  d . h .  

(2.7) # ---- ~(a -~ b J ) .  

Das hat  gem~l] (1.3) zur  Fo]ge, dal~ b eindeutig, d . h .  (bn) konvergent  ist. 
I s t  dann 5 ein H~ufungswert  yon  (an), so liefern uns die obigen ~ber legungen 

(wobei wir lediglich N an Stelle yon  M und  5 an Stelle yon  a setzen) tt -~ ~ (5 -~ b J), 
woraus wir durch Vergleich mit  (2.6) auf  5 = a, d . h .  auf  die Konvergenz der 
Folge (an) schlie~en kSnnen. 
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2. Nun  nehmen w~r an, es sei bn < 0 fiir schlieBlich ~lle n. Aus der ffir a l l e n  
gfiltigen Beziehung ten ( - - J )  ~- ~n (an -- bnJ)  folgt dann  verm6ge des bereits be- 
wiesenen Tells des Satzes die Existenz der Limiten (2.5) samt  dem Bestehen der 
Beziehungen b :~ O, t e ( - - J )  ---- ~ (a --  b J),  die mit  (2.3) gleichbedeutend sind. 

(2.8) Satz. Unter den Voraussetzungen yon (2.1) seien (an), (bn) zwei ~olgen mit 
den Eigenscha/ten (2.2). Sind die beiden Mengen P : - - ~  {n : bn > 0} und Q : =  
~- N - P unendlich, so existieren die Limi ten  

a : ~ lira ap,  a' : ~- lira aq, b : ---- lim bn 
p e p  qeQ n 

und es gilt 

b • O ,  t e - ~ ( a - ~ b J ) = ~ ( a ' - - b J )  

(insbesondere sind die Verteilungen ~ und # symmetrisch). 
Beweis. Verm6ge (2.4) existieren die Limiten a : ~- lim ap,  b : = lim bp, a' : 

p e p  p e P  

~- lira aq, b' : = lim bq und es gilt bb' ~ O, # = ~(a • b J)  ---- Z(a' ~- b'J) .  I-Iier- 
qcQ q~Q 

aus folgt gem&l] (1.3), dab ~ und  te symmetr isch sind und  dab b' --~ - -  b ist. 
B e m e r k u n g .  Die S i tze  (2.4) und  (2.8) bleiben gfiltig, wenn man  die Folgen 

durch gefilterte Famil ien und  dementsprechend unendliche durch konfinale Mengen 
ersetz~. 
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