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Allgemeine Systeme yon Repr~isentanten 
Von 

HANS G. KELLERER 

Jedem Index i e M----{1 . . . .  , m} sei eine Menge /s c N = {1 . . . . .  n} zu- 
geordnet. Dann heiBen die Mengen Kl c 1s ein ,,disjunktes System yon Repr~i: 
sentanten", wenn sie ffir jedes i e M mindestens ein Element enthalten und die 
Mengen Ik = {i : k e Kf} ffir jedes/c e N h6chstens ein Element enthalten. Dieser 
Begriff ist vor allem dahingehend verallgemeinert worden, dab die M~ehtigkeiten 
[K, ] und [Ik ] anderen Bedingungen unterworfen sowie Nebenbedingungen KioKi  
berficksiehtigt werden (vgl. [3]). Ausgehend yon Hilfssgtzen fiber ]ineare Pro- 
gramme lassen sieh dann Kriterien ffir die Existenz derartiger Systeme von 
Reprgsentanten ableiten. 

Die versehiedenen in der Literatur behandelten Vera]lgemeinerungen sind 
ihrerseits Spezialfiille der folgenden Definition: Die Mengen Ki bilden ein ,,all- 
gemeiaes System yon Repr~sentanten" zu den Teflmengen _Kl, /s yon N und 
den ganzen Zahlen _z,, 5, bzw. s~, gk, falls 

K, c K~ c 1~, und 

zi~=IK, l~=5~ fiir i e M ,  

Ausgehend yon Untersuchungen eines einfachen Marginalproblems soll im 
folgenden eine notwendige und hinreiehende Bedingung ffir die Existenz all- 
gemeiner Systeme yon Repr/~sentanten abgeleitet werden (vgl. [2]). Bezeiehnet/" 
die Gesamtheit der ganzen Zahlen und F bzw. f die dureh -- oo bzw. ~- oo ver- 
gr6Berte Menge it", so lautet der dort bewiesene Satz in der hier zweekm~Bigsten 
Form: 

Satz 1. Unter den Voraussetzungen 

(1.1) z ~ e F  ffir i e M  

s ~ ] "  ffir k e n  

ist die Existenz ganzer Zahlen ci~ mit den Eigenschalten 

(1.2) 

c i ~ g c ~ k ~ 5 ~  ffir (i,k) e (M,N)  

cl~zz~ ffir i e M  
ken 

~.c~kzs~  ffir k e N  
i e M  
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gleichwertig mit dem linearen Ungleichungssystem 

Y ~ - 2 ~  <= 2 2 ~ - 2 ~_~ 
i e I  k e K  l e I  k e g  i f s I  k e K  

(1.3) Zs~-Zz, < y  2c,~-Z Y -c,~ 
k e K  i e I  i r  k e K  i e I  k C K  

[iir beliebige Teilmengen I von M und K von N. 

Diese Aussage lgBt sich folgendermaBen verallgemeinern: 

Satz 2. Unter den Voraussetzungen 

/ _ F ~ c i ~ i ~ e F  fiir (i,k) e ( M , N )  

(2.1) _/'~_zi ~5~ e /~  ffir i e M  

_F~sk g~k  e F  ffir k e n  

ist die Existenz ganzer Zahlen c~k mit den Eigenscha[ten 

[ c ~  =~ ct~ ~ ci~ ffir (i, k) e (M, N) 

(2.2) _z~ ~keiV ~ C/~ ~ ~ ffir i e M 

_se ~ c i e < = ~ k  ffir k E N  
i e M  

gleichwertig mit dem linearen Ungleichungssystem 

[ 5_~-Z~--<Z 5~-5 Z_+ 
i e I  k e K  i e [  k ~ K  i ~ I  k e K  

k e K  i e I  i ~ I  k e K  i e I  k C K  

]i~r beliebige Teilmengen I yon M und K yon N. 

Beweis. Es sei M' = {0} w M und N' = {0} w N sowie 

�9 , --_z~ f/ir i 4 : 0 = k  
- -  2i und ~ik = 

ci~= --~e --s~ ffir i = 0  # k  

cte ~k f/Jr i . 0  # k .  

Dann ist die Existenz ganzer Zahlen ci~ mit den geforderten Eigensehaften gleieh- 
r 

wertig mit der Existenz ganzer Zahlen cik mit 

e ik = Cik < Cik fiir (i, k) ~ (M', N') 

5 4 ~ = o = 5 4 ~  far i e M ' ,  ~ e N ' ,  
k e N "  i eM"  

also nach Satz 1 mit dem linearen Ungleichungssystem 

/ o =< Z Z ~-' - Z Z -~ 
ie, keiV'-K ~eM'--• ~K fiir I c M ' ,  K c N ' .  

, , j  
i e M ' - - I  k e K  i e I  k e N ' - - K  

22* 
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Da die rechte Seite der beiden Ungleichungen ffir 0 e I + K* stets unendlich 
ist, und beim Ubergang (I, K) --> (M'-- I, N ' - -  K) lediglich die Reihenfolge der 
beiden Ungleiehungen vertauscht wird, kann ohne Einschr/inkung 0 ~ I und 0 ~ K 
angenommen werden, d. h. das System ist gleiehwertig mat dem System 

t �9 

o=< Z Z Z Z -M 
i e I  k e { 0 } L ) ( N - - K )  i e (O}L) (M-- I )  k e K  

0 :< 5 5 ci'k -- ~, 5 -c+:'+l fiir I cM, K c N .  
i~{O}L)(M--I)  k e K  +el  ke{O}Ld(N--K) ) 

�9 t 
Durch Einsetzen yon _cik und cik folgt daraus die Behauptung. 

Nun ist es mSglich, zum Problem der Reprgsentanten zurfickzukehren. Dabei 
ist es zweckms Systeme yon Mengen K~ c N ffir i e M zusammenzufassen zu 
Teilmengen A = {(i, k) : k e K+} yon (M, N) mit den Schnittmengen 

A ~ = { k : ( i , k )  e A } = K ~  ffir i e M ,  

A ~ = { i : ( i , k ) ~ A } = I ~  fiir k e N .  

Anwendung yon Satz 2 auf die charakteristischen Funktionen 

_c,:k = Z~_(i ,  k)  und ~ = Zs (i, k) 

ffihrt dann unmittelbar zu folgendem Ergebnis: 

Satz 3. Unter den Voraussetzungen 

OcA_cAc(M,N)  und 

(3.1) F~z_l <:5i e-P [i~r i e M  

F_~s_~ <:g~eF [iir k e n  

ist die Existenz eines allgemeinen Systems von Repr~isentanten 

A c A c A  mit 

(3.2) z+ <:IA+I ~2+ ]iir i e M  

gleichwertig mit dem Ungleichungssystem 

y_~+ - E ~  =< I+:n r  K![ - - I _ A n ( M - -  LK) I 
i e I  k e K  

( 3 . 3 )  ~.s_k-- ~ 5,+ < I J n ( M - -  I ,g ) I  - I A n ( I ,  N - - K )  I 
k e K  i ~ I  

/i~r beliebige Teilmengen Ivon  M und K yon N. 

Im Fall A = 0 lautet das System (3.3) : 

i e I  k ~ K  k(~K 

IceK i e I  i ~ I  

ffir I c M, K e N .  

* I ~ K bezeichnet den Unterschied der Mengen Iund  K. 
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Daraus folgt sofort: 

Satz 4. I m  Fall  A = 0 ist (3.3) gleichbedeutend mi t  dem Ungleichungssystem 

_zi < ~ min {~k, I Ak n I I}  ]iir alle I c M ,  
i~I kelV 

_ s ~ m i n { z i ,  I A i n g [ }  / i iral le  g c N .  
keK ieM 

Abschliei~end sei dieses Ergebnis auf  den Fall disjunkter Systeme yon Repr~- 
sentanten angewandt. Durch Einsetzen der Werte z~ = 1, 5 / =  oo und s~ ~- 0, 
gk = 1 entsteht hier die Bedingung 

] I [  = < ~  min{1, [ A ~ I I }  
ken 

=l{k:X nz.O}l=luX l f i i r a l l e  I c M ,  
ie i  

die sich auch durch kombinatorische IJberlegungen ableiten li~l~t (vgl. [1]). 
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