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Mellfehler und Information* 
Von 
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Einleitung 

In dieser Arbeit wird untersucht, welche Folgen es ffir die Informationstheorie 
hat, wenn man Beobachtungsfehler berficksichtigt, deren statistisehe Natur  man 
nicht genau kennt. Das Ergebnis ist eine Verallgemeinerung der Haupts/~tze yon 
S~A~NO~r auf den Fall, da$ an die Stelle von Wahrseheinlichkeitsverteilungen 
totalmonotone bzw. totalalternierende Kapazit/~ten im Sinne der Potentialtheorie 
treten. Die Lektfire der Arbeit setzt keine Vorkenntnisse fiber Potentialtheorie 
voraus. 

Wir beghmen mit einer heuristischen Betrachtung. Eine zuf/~llige GrSBe (ein 
zuf/illiges Experiment) wird mathematisch dureh eine WV (Wahrseheinlichkeits- 
verteilung) w besehrieben, die auf einem ~-KSrper yon Teilmengen einer Menge A 
definiert ist (KoLMoooI~OrF [1]). In vielen Anwendungen ist A eineAifferenzier- 
bare Mannigfaltigkeit. Die bei einer Messung der zuf/~lligen GrSBe mSgliehen 
MeBwerte bilden dagegen stets eine endliehe Menge X, die gewShnlich aus Dezimal- 
zahlen oder Vektoren yon solchen besteht. 

Den Ubergang yon A naeh X, also die Beobaehtung, besehreibt man h/~ufig 
dureh einen Markoffsehen Kern P von A nach X: P(E ,  a) ist die Wahrsehein- 
liehkeit daffir, dal~ ein x ~ E beobachtet wird, falls a der wahre Wert der zu- 
f/~lligen GrSl~e ist. 

Unter der Annahme, da$ P bekannt ist und sieh bei unabhangiger Wieder- 
holung des Experiments unabh/ingig reproduziert, werden die relativen H/tufig- 
keiten der MeSwerte x e X ebenfalls durch eine WV, n/~mlich P w  geregelt 
( (Pw) (E) = f P (E, a) w (da) ), wobei P w  bekannt ist, sobald man w kennt. 

Die Voraussetzungen fiber P sind allerdings selten mit hinreiehender Genauig- 
keit erffillt. Die Fehlerquellen, die etwa beim Ablesen eines Voltmeters auftreten, 
verhalten sich meist entweder nicht invariant (z.B. tageszeitliche Temperatur- 
schwankungen) oder nicht unabh/tngig (z. B. Parallaxe, grSbere mechanische Er- 
schfitterungen, W/insche des Experimentators). Aul3erdem besteht gewShnlich die 
einzige verwertbare Kenntnis, die man fiber P besitzt, darin, dal~ P ({x}, a) nur 
ffir solehe x posi t ivist ,  die in unmittelbarer NKhe yon a liegen (gegebenenfalls 
unter Vernachl/issigung sehr kleiner Wahrscheinlichkeiten, vergleiche die fiber- 
naehste Seite unten). 

Man hat es also in Wahrheit nicht mit einem eJnzelnen P, sondern mit einer 
Klasse K yon Kernen zu tun, deren Elemente sich bei unabh/s Wiederholung 
des Experiments nicht unabh/~ngig zu reproduzieren brauchen. Nach dem Voran- 
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274 V. STRASSE~: 

gehenden liegt es nahe, K folgendermaBen zu definieren: Jedem a e A wird eine 
nichtleere Teilmenge T (a) yon X zugeordnet mit der Bedeutung, dal~ ein xe  T (a) 
beobachtet wird, falls a der wahre Wert der zuf~lligen GrSl3e ist (ebensogut kann 
man jedem x die a zuordnen, die als wahre Versuchsergebnisse in Frage kommen, 
falls x abgelesen wurde: Dies deckt sich mit der empirischen Fehlerabseh/itzung 
des Physikers). Dann ist 

K---- {P : P Markoffseher Kern yon A nach X ,  P(T(a ) ,  a) -= 1}. 

Bezfiglich einer n-maligen Wiederholung des durch w beschriebenen Experiments 
wird man annehmen, dal3 die dem Ergebnis 

an : (a I . . . . .  a n) e ~-[ A 
1 

zugeordnete Menge Tn (an) mit der Menge 

T (a 1) • . . .  • T (a n) 

fibereinstimmt und wird 

Kn ---- (Pn :  Pn Markoffscher Kern yon ~ [ A  nach ~ [ X ,  Pn(Tn(an) ,  an) = 1} 
1 1 

setzen. 
n 

Kn induziert in ~ X eine Klasse von WVen, in der Sprechweise der Informa- 
l 

tionstheorie eine Klasse yon Quellen, n~mlich 

(1) { P n w n  : Pn  e Kn} 
n 

mit wn = l ~  w. Es scheint vern/inftig, dieser Klasse mit einer Minimaxstrategie 
1 

zu begegnen (vgl. ROOT [27]). Versehiedene bekannte Methoden, die Shannonsehen 
Resultate auf Klassen yon Quellen bzw. Kan~ilen im Sinne des Minimaxstand- 
punktes zu verallgemeinern (BLACKWELL-BREIMAN-THOMASIAN [2], [3], WOLFO- 
WITZ [4], [5], KIEFE~-WoLFOWlTZ [6]), sind allerdings hier nieht anwendbar, da 
{Pnwn : Pn E Kn} nicht nur invariante oder unabh/~ngige Quellen enth~ilt. 

Es erweist sich nun als zweckm~l~ig, den statistisehen Gesetzm~il]gkeiten, die 

in X oder I-[  X herrschen, eine andere/~quivalente Formulierung zu geben. Dazu 
1 

fragen wir direkt nach den relativen H~Lufigkeiten eines Ereignisses E C X bei 
unabh~Lngigem Wiederholen des Experimentes w. 

Zun/~ehst ist klar, dab die l=Iitufigkeit von E niemals die yon 

{a : T (a) __C E} 

unterschreitet. Denn ist ein b E {a: T (a)C E} der wahre Weft der zuf~lligen 
GrSBe, so wird sicher ein x ~ T ( b ) C  E beobachtet. Ebenso ist die H~ufigkeit 
yon E stets ~ der H~ufigkeit yon 

(a : T (a) (~ E ~: 0 } .  
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Sind nun die Mengen {a: T(a) C E} und {a: T(a) • E  ~: 0} meBbar (was man 
von der Abbildung T verlangen wird), so streben ihre relativen Hi~ufigkeiten mit  
Wahrseheinliehkeit 1 gegen w{a: T(a)C= E} und w{a: T ( a ) n E  ~: 0}. Setzen wir 
also 

u(E) = w{a : T(a) C E} ,  

v(E) = w { a  : T ( a ) n E  4: 0}, 

so liegen alle l imes-Punkte der Folge der relativen H/iufigkeiten yon E m i t  Wahr- 
scheinlichkeit 1 zwischen u (E) und v (E). Mehr k6nnen wir andererseits fiber die 
H~ufigkeit yon E nicht allgemeingfiltig aussagen, so dab durch die beiden Mengen- 
funktionen u und v die gesuchten Gesetzmi~Bigkeiten ffir das Auftreten yon MeG- 
werten beschrieben sind. 

u ist eine totalmonotone, v eine totalalternierende Kapazit/ i t  im Sinn yon 
C~OQU~T [7]. Das wird deutlieh, wenn man den Raum /2 der nichtleeren Teil- 
mengen yon X einfiihrt : T ist eine meBbare Abbildung yon A nach/2,  transpor- 
tiert also die WV w in eine WV # in /2 ,  und naeh Defni t ion yon # gilt 

u(E) ~- #{~o : (o C E} , 
(~) 

v ( E )  = t t { o  : o~ n E .  0 }  = 1 - -  u ( X  - -  E ) .  

Sieht man yon der Normierung u (X) = v (X) = 1 und einer additiven Konstanten 
ab, so li~Bt sich (2) als Definition totalmonotoner bzw. totalalternierender Kapa-  
zit~ten verwenden (siehe CgOQV~T [7], Satz 50.1). 

Die hier ffir w und T durchgeffihrte Betrachtung kann man ebenso ffir Wn 
n 

und Tn anstellen und erh~lt s tart  /~ das ProduktmaB #n = ] -~# und start  u 
1 

und v totalmonotone bzw. totalalternierende Kapazitiiten Un und Vn, die man die 
unabh~ngigen Produkte von n Exemplaren yon u bzw. v nennen wird. Eine ganz 
analoge Interpretat ion haben die in Abschnitt  4 definierten Begriffe der Invarianz 
und Ergodiziti~t totalmonotoner Kapaziti~ten. 

Der Zusammenhang mit  (1) wird dutch die leicht zu beweisenden Formeln 

Un (En) ---- rain { ( Pn wn) (En) : Pn c Kn} n 
vn (En) = max{(Pnwn) (En): Pn + Kn} (En C]~ 

hergestellt. Diese liefern zusammen mit  der Minimax-Forderung (siehe oben) ein 
Rezept, Verallgemeinerungen yon Siitzen der mathematischen Statistik (der In- 
formationstheorie) anf  totalmonotone bzw. totalalternierende Kapazit~iten zu 
formulieren. So wird man Ungleichungen der Art p (E) > 1 - -  a (p eine WV) 
im allgemeinen dureh u (E) > 1 - -  s, Ungleiehungen p (E) ~ s dutch v (E) < s 
zu ersetzen haben. 

Wir bemerken noch, dab auch die Beobachtung yon stochastischen Prozessen 
mit  kontinuierlicher Zeit auf  totalmonotone Kapazit/iten ftihrt: tI ier ist ein nicht- 
trivialer MeBvorgang bezfiglich der Zeit zu berficksichtigen. 

Ferner kann man die Abbildung T yon A n a c h / 2  durch einen Markoffschen 
Kern yon A nach /2 ersetzen (yon dem man allerdings annehmen muG, dab er 
sich bei unabh~ngiger Wiederholung des Experiments unabh/ingig reproduziert). 
Ein Beispiel ware der Kern S mit  S ( {T  (a)}, a) = 0,99, S ({X}, a) = 0,01. 

20* 



276 V. STRASSEN: 

In Absehnitt 1 werden einige Hilfsmittel zusammengestellt. 
In Abschnitt 2 werden das Neyman-Pearsonsche Lemma und eine Verseh/ir- 

lung des bekannten Resultats yon SHANNON fiber das asymptotisehe Verhalten 
der MinimalmKehtigkeit hoehwahrscheinlieher Mengen ffir station/~re Quellen mit 
unabh/ingigen Zeichen auf totalmonotone Kapaziti~ten verallgemeinert (Satz 2.1, 
Satz 2.2). Die Methode ist repr/s in dem Sinne, dab irn Fall des Neyman- 
Pearsonsehen Lemmas zwei WVen, im Falle des Shannonschen Satzes eine Quelle 
konstruiert werden, die den jeweiligen totalmonotonen Kapazit/~ten im Hinbliek 
auf das betrachtete Problem vSllig /~quivalent sind. Die Verallgemeinerung des 
Shannonschen Satzes auf nichtstationiire (z. B. fastperiodische, vgl. JACOBS [8], 
[28]) totalmonotone Kapazit~ten mit unabhi~ngigen Zeichen bietet keine Schwie- 
rigkeiten, die auf ergodische totalmonotone Kapazit/~ten wird in Absehnitt 5 
behandelt. 

In Abschnitt 3 wird ein Coding-Theorem mit schwaeher Umkehrung ffir sta- 
tion/ire Unterkan/ile ohne Ged/ichtnis bewiesen (Satz 3.1): Die Definition eines 
Unterkanals erh/~lt man aus der des Kanals, indem man alle auftretenden WVen 
durch totalmonotone Kapazit/iten ersetzt. Den Beweis des Coding-Theorems kann 
man leider nicht mit einem im obigen Sinne repr/isentativen Verfahren ffihren (wie 
einfache Beispiele zeigen, vgl. auch den Ausdruck (3.13), (3.15) fiir die Kapazit/~t). 
Die Verallgemeinerung auf Unterkan/~le mit endliehem Gedi~ehtnis ist leicht. 

Satz 3.1 ist /~quivalent zur folgenden Aussage: Sei (Pn)n>l ein station/~rer 
Kanal ohne Ged~chtnis von Y naeh A (siehe Absehnitt 3 ; Y und A sind endlieh), 

R eine reflexive und symmetrisehe Relation in A und Rn = R == 1-[ A • 1-~ A 
1 1 1 

(bis auf triviale Isomorphie). Eine Menge 
~ n 

t,~S(#i), E(0~, : i =  1, . . . ,N}  mit y(~) ~l-I  Y, E(~) CI - [A , =  
1 1 

Pn, 'E  (On, Y(~)) = > 1 - -  ~, (E(~) • E(n i)) n Rn  : 0 (i :~ j )  

heiBe ein ~-Code der L~nge N ffir Pn bezfiglich Rn. Das Maximum solcher N be- 
zeichnen wir mit Nn (n, e). 

Dann gibt es ein C mit 

nC q- o(n) < log 2 ~  (n, e) < nC + eO(n) 

(man kann n/imlich A in die Menge ~2 der nichtleeren Teilmengen einer geeigne- 
ten endlichen Menge X so einbetten, dab 

R = {(~o, o)'): eon w' # 0 ) n  (A •  

ist; hieraus folgt leicht die J~quivalenz mit Satz 3.1). 
Abschnitt 4 enth/~lt unter anderem das folgende Ergebnis (siehe Satz 4.3): 

Seien X und A metriseh kompakte R/iume, R eine abgeschlossene Relation zwi- 
schen X und A und q und w je eine WV in X bzw. A. Notwendig und hinreichend 
ffir die Existenz einer WV in R mit q und w als Marginalverteilungen ist 

q(E) <= w(projA (E X A) n R) 

ffir jedes abgesehlossene E C X. Ein Spezialfall dieser Aussage folgt auch aus 
dem Heiratssatz der Theorie der fastperiodischen Funktionen (siehe MAAK [29]). 
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1. Totalmonotone Kapazifiiten auf endlichen Mengen 

Sei X = {x . . . .  } eine nichtleere endliehe Menge, Q = ~ ( X ) =  {~o, . . . )  die 
Menge der nichtleeren Tei lmengen yon X (behebige Tei lmengen yon X bezeichnen 
wir mi t  E,  F . . . .  ), sei Q = {q, p . . . .  ) die Menge der endlichen MaBe in X (start  
q((x}) schreiben wir q{x}) und  M = {/Z . . . .  } die Menge der endliehen Mal3e in Q. 

Die durch 

(~0/Z) (E) = ~ /Z{w} =/z{eo : o~ C E }  
wc_E 

(1.1) 

und  

(1.2) (~ #) (E) = ~ /z{~o} =/z{eo : co • E 4 0} (E C X) 

definierten Abbi ldungen ~o und  ~o von M in die Menge der Mengenfunkt ionen in X 
sind eineindeutig (S~APL~Y [9], C~OQVET [7], es gilt z. B. 

/z{w} = ~ ( - -1 ) [~-z l (~o /z ) (E) ,  
E_coJ 

wobei ]oJ - -  E l  die Anzahl  der x ist, die in co, aber  nieht  in E liegen; siehe aueh 
L e m m a  4.2). Die u e ~0M heiBen to ta lmonotone  Kapaz i t g t en  mi t  u (0) = 0 und  
die v E ~oM tota la l ternierende Kapaz i t g t en  mi t  v(0) ~- 0 (CImQVET [7]; wir wer- 
den im folgenden , ,mit u (0) = 0" und  , ,mit  v (0) = 0" weglassen; wenn yon u, 
v und /Z  die Rede  ist, wird stets  u = ~0/z, v = !P/z angenommen) .  Es gilt 

(1.3) v (E) = u (X) - -  u ( Z  - -  E) (E C X ) .  

Wir  schreiben q > u f/ir 

q e Q ,  q ( X ) - - u ( X ) ,  q ( E ) > u ( E )  (E__CX) 
und  q < v ffir 

q a Q ,  q ( X ) = v ( X ) ,  q(E) g v ( E )  ( E C X ) ,  

q > u und  q < v bedeuten  also dasselbe. 
I s t  P ein Markoffscher Ke rn  yon Q naeh X, d. h. ist P(E,  ~o) ffir jedes oJ + D  

als Funk t ion  yon E C X eine W V  ( ~  Wahrscheinl ichkeitsvertei lung) in X, so 
ist durch  

(P/z) (E) = ~ P(E,  o))/z{co} 
eoeT2 

ein P /z  ~ Q erklgrt .  Die Menge aller Markoffsehen Kerne  P yon Q nach X mi t  

P (o~, ~)  - 1 (~o ~.(~) 
bezeiehnen wir mi t  P. 

Satz 1.1. 

Beweis. 

folgt aus 

{q: q ~ u)  : { P / z :  P E P ) .  

{ P / z :  P E P }  C{q:  q ~ u} 

(P /Z) (E) ~ ~, P(E,  co) /z{a>} = ~ ,#  {~o} = u(E) . 
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Sei umgekehr t  q ~ u, 

V ~- {E : q (E) ---- v (E)} 
und 

V+ = {E : q (E) = v (E),  co n E * 0} (o~ + f2). 

Ffir 09 e l2  mi t  ~(o~) > 0 ist V~ eia Mengenverband.  D e n a  aus 

q(E) = v(E) = ~ #{co'},  
~ ' ~ E * O  

q(F) = v(F) = ~ ~{~'}, 

folgt zun/~chst 

q (E u F)  -~ q (E) ~- q (F) - -  q (E (~ F)  

o/f'~ E ~: 0 o/f'~ F * 0 o ) ' ( ' ~ E ~ F  * 0 

~ ~{W}=v(EuF)>=q(Eu~).  
~ ' ~ ( E L J F ) * O  

Da die Enden  dieser Ungleichung fibereinstimmen~ ist jedes ~ ein ~ .  Ffir die 
beiden KuSeren ~ impliziert  das 

q(EnF)  = v (E~F)  
und  

und fiir das mit t lere  
q(Ew F) = v(Ew F) 

co n ( E n F )  , 0 ,  

da sonst ju{o)} > 0 links des _--> zweimal, reehts  davon  aber  nur  einmal auftr/~te. 
Ebenso sieht man ,  dab  V ein Mengenverband  ist. 

Wir  nehmen  nun  an, q sei ein E x t r e m a l p u n k t  der konvexen  k o m p a k t e n  
Menge {q: q > u} = {q: q < v}. Dann  t r enn t  V Punkte .  Sind n~mlieh x, y ~ X, 
x * y und  gilt 

q(E) < v (E) 

fiir alle E,  welche x und  y t rennen,  so ist q ~- s~x - -  sSy < v fiir hinreichend 
kleines l el, was der Extremalit/Lt yon  q widerspricht  (~x bedeute t  die Einheits-  
masse  im P u n k t e  x). Es  gibt  also ein E e V, das x und  y t rennt ,  t t ie raus  und 
aus der Definition der V+ fotgt, dab V~ die Punk t e  von o~ t rennt .  

Ffir #{co} > 0 ist eo n ( '~ Vz naeh dem Vorausgehenden eine einpunkt ige 
Menge, deren E lement  wir mi t / (o~)  bezeiehnen. Ff i r /~{~}  = 0 sei/(~o) e o~ be- 
liebig. Wir  setzen 

1~ wean ](oa)~E 
P (E, ~o) = sonst .  

Ersicht l ieh ist P ~ P. Naeh  der Definition v o n /  gilt 

(1.4) P(E, ~) = 1 ( E z r a ,  ~{~)  > 0). 
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Sei E e V. Dann ist 

{to: #{o~} > O, ~o c~ E r O} = {~o: #{eJ} > O, E ~ V~} 

und aus (1.4) folgt 

d .h .  

(P / z ) (E) :  ~, P(E, co)#{e~} 
a)E.Q 

= ~, P(E,o))#{co} 
,u(~o}> O, a~ ~ E *  0 

= Z P(E,w)#{o~)} 

~:~{~} > O, E E V  o ~ E * O  

q(E) = (P/z)(E). 

Da V ein punktetrennender Verband ist, haben wir 

q =  P/~. 

Der Satz folgt jetzt  aus dem Satz von MI~KOWSKI-K~v,~-MILMAN. 
A n m e r k u n g .  Faint man ~t als charakteristische Funktion eines kooperativen 

Spiels mit  der Spielermenge X auf (siehe yon NEUMANN-MO~GENSTERN [10], 
BU~OE~ [11]), SO charakterisiert Satz 1.1 diejenigen Imputat ionen,  die yon keiner 
anderen dominiert werden. 

Setzen wir im AnschluI~ an CHOQUET [7] 

o o  

y/d~  = y u{! > t} ~t 
0 

o o  

y/~v = y v{/  > t} et 
o 

fiir nichtnegative Funktionen ] auf  X, so haben wir das 

Corollar 1.2. 

Beweis. Aus 

folgt sofort 

I s t  ~ndererseits 
~o e f), so gilt 

fldu -- rain { f /dq  : q __> u} 
fldv = m a x { y / d q : q  < v } .  

c o  

f / a q  = . f q { / >  t),It 
o 

y/du <= min(y I dq : q >= u}. 

P e P  mit  P((x:xe~o,  ](x) ~](y)(yeo~)},~o)= l fiir alle 

f / du = f / d(Plt ). 

(das Corollar kann man auch direkt aus dem Satz yon HAHz~-BANACH, angewand~ 
auf die Halbnorm f i l l  dv im linearen Raum der reellen Funktionen auf X ge- 
winnen). 
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Seien q, q' e Q und  q' > 0 (d. h. q'{x} > 0 (x ~ X) ) .  Dann  heiBt 

(1.5) H(q,q')---- -- ~ q{x}log q{x} 
q{x} > 0 q '{X} 

die relat ive Ent ropie  yon  q bezfiglich q'. Sind u, u '  E ~ M  und  ist u '  > 0 (d. h. 
u'{x} > 0 (x e X)  ), so nennen wir 

(1.6) H(u,  u')  : sup (H(q ,  q') :q > u, q' > u '} 

die relat ive Ent ropie  von u bezfiglieh u ' .  

L e m m a  1.3. Seien u, u' E 9~ M und u' > O. Die Menge 

R = {(q, q') :q >= u, q' >= u', U(u,  u') = H(q, q')} 

ist konvex, kompakt und nichtleer. Die Dichte dq/dq' und deren Verteilung bezi~glich q 
ist /i~r alle (q, q') ~ R die gleiche. Ist q ~ u, q' >= u', so liegt (q, q') genau dann in R, 
wenn /i~r alle a > 0 

qldq > = u  { ~ 7  > 
(1.7) 

~ >  = v ' { ~  > 

gilt. 

H ' Beweis. Aus der Stet igkeit  yon  (q, q ) au f  {(q, q') : q > u, q' > u'} folgt, 
dab R k o m p a k t  und  nichtleer ist. Sei (q, q') e R, a > 0 und  Ea = {dq/dq' > a}. 
I s t  u ~-- ~ t ,  so gibt  es nach Satz 1.1 ein P e P mi t  q : P # .  Angenommen,  wir 
haben  q (Ea) > u (Ea), also 

o~eQ coeEa 

r~r em co~ E: ist dann P(E:, co)~{o,} > O. Ski ~+E: ,  P({x}, co) > 0 ~ d  
y ~ 0) -- Ea. Definieren wit  ftir co' + a und E C X 

IP (E ,  co') wenn ~o' . co 

E, co') [P(E ,  c o ) + e ~ y - - e $ x  wenn co'----co, 

so ist P e P ffir hinreiehend kleine s > 0 und wegen 

dq dq 
dq~ (x) > a >~ ~ (y) 

gilt 

H(q, q') < H(~,  q') 
(wie m a n  leicht nachreehnet) ,  im Widerspruch zu (q, q') e R. Dami t  ist die erste 
der Gleichungen (1.7) bewiesen. Genau so folgt die zweite. 

U ' Sei nun S = { ( q , q ' ) : q >  ,q  > u ' ,  (1.7)}. Wir  zeigen, dai3 H(q,q ' )  auf  S 
kons tan t  ist. Ffir ein beliebiges P a a r  (q, q') e S bes teht  {{dq/dq' > a}:  a => 0} aus 
endlich vielen ineinander geschachtel ten Tei lmengen yon X, e twa 

0 - -  F o c F l c ' "  c F n .  
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Aus (1.7) folgt 

u ( F ~ + l )  - -  u ( Y ~ )  = q ( t ' ~ + l  - -  F l )  
(1.8) 

v '  (F~+I) - -  v '  (F~) ---- q '  ( F i + l  - -  F~) (0 =< i < n ) .  

FOr beliebiges E D= El gilt also nach Definition der F~ und  wegen (q, q') E S 

v'(F~+D v'(Fi) - -  ' F q ( i+1 -- Fi) = q'(E - -  Fi) - -  q'(E) --  q'(Yi) = v (E) --  v (Yi)" 

Das erste ~ ist ein > ,  sobald E - -  Fi+l  ~= 0 ist. Daraus  folgt 

~,  ~ , z .  u ( F )  - -  u(~V~) > u,(E) - -  u(~'~) _.. 
F i + l  ~- [, . .J(F : ~ ~_ ~ ~, v'(F) --  v'(F~) : v (E) --  v'(F~) ffir alle E ~ F~}. 

{{dq/dq '  > a}  : a ~ 0} h~ngt  also nicht  yon  (q, q') E S ab. Wegen (1.8) und  well 
nach Definition der Fk die relat ive Dichte  dq/dq'  kons tan t  auf  F/+l  - -  k~ ist, 
haben  alle (q, q ' ) ~  S dieselbe relat ive Dichte  (also wegen R _C S erst  recht  alle 
(q, q') ~ R .  AuBerdem ergibt  sich je tz t  aus der Definition yon S, dab  S konvex  
ist). Der  yon dq/dq'  induzierte Mengenk6rper  ist aus den Fi+~ - -  Fi  als Atomen  
aufgebaut ,  wegen (1.8) h/ingt also auch die Vertei lungsfunkt ion yon dq/dq'  be- 
ziigfich q und  dami t  H ( q ,  q') nieht  yon  (q, q') e S ab. Hieraus  und  aus 0 ~ R =C S 
folgen R ~- S nach Definition yon R und  die restl ichen Aussagen des Satzes (die 
Konvexit /~t  yon  R h/~tte m a n  auch aus der wohlbekannten  Konkavit /~t  yon  H 
ablei ten kSnnen). 

Das  L e m m a  besi tzt  eine Veral lgemeinerung ffir den Fall, dab s ta r t  der Voraus- 
setzung u '  > 0 nur  die schw~tchere Tota l s te t igke i t sannahme 

u ( E )  = 0 ( E C X ,  v ' ( E )  = O) 

erffillt ist. Die Formul ierung m a c h t  aber  etwas mehr  Mfihe. 

2. Entropie 

Seien u, u '  ~ ~ M .  Ein Test  / ist eine Abbfldung yon X nach (0,1}.  Das  Risiko 
yon / beztiglich u,  u '  ist der Vektor  

(2.1) ru, u ' ( l )  = (~ l  dv, ~(1 - -  l ) dv ' ) .  

Eine Klasse F yon Tests  heiBt im wesentl ichen vo]lstgndig ffir u,  u ' ,  wenn es zu 
jedem Test  g ein / ~ F m i t  ru, u ' ( / )  <= ru, u'(g) gibt. Eine im wesentl ichen voll- 
st/~ndige Klasse heiBt minimal  im wesentl ichen vollstgndig, wenn sie keine echte 
im wesentl ichen vollst/~ndige Teilklasse enthi~lt (siehe LEEMAZ~N [12], WALD [13], 

LECAM [14], ]3LACKWELL-GIRsHZCK [15]). Sind q, q' ~ Q, q' > 0, so heil~t 

Fq, q, = { /a ,b :a  ~ O, O ~ b  ~ 1} 

i fi /a ,  b ( x )  = w e n n  = a 

wenn ~x~_ ~ a 

die Klasse der Neyman-Pea r son-Tes t s  zwischen q und  q' (siehe e twa LEHMAZ~Z~ [12]). 
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Satz 2.1. Seien u, u' ~ q~ M,  u' > O, q ~ u, q' ~ u' und H (q, q') = H (u, u') . 
Die Klasse Fq,q, der Neyman-Pearson Tests zwischen q und q' ist minimal  im wesent- 
lichen vollstiindig /iir u, u'. Dari&er hinaus gilt 

( 2 . 2 )  ru ,  u , ( / )  = rq, q , ( / )  ( /  ~ Fq ,  q , ) .  

Beweis. Da nach dem Lemma yon Neyman und Pearson Fq, q, minimal im 
wesentlichen vollstgndig ffir q, q' ist und da fiir beliebige Tests / 

(2.a) ru,~,(/) ~ rq, q,(]) 

gilt (Corollar 1.2), genfigt es, (2.2) zu beweisen. Aus (1.7) und der Definition yon 
f(1 - - / )dv '  folgt aber sofort 

f(1 - - / )  dv' = f(1 - - / )  dq' ( /~  Fq, q~), 

da 1 - - / s  / e  Fq, q, monoton yon dq/dq' abhgngt. Analog erhglt man 

fS v= S q 
indem man (1.3) heranzieht. 

Ein Test zwischen u und u' mit dem Risiko (2.1) ist nach Corollar 1.2 nichts 
anderes als ein Test zwischen den zusammengesetzten Hypothesen { p : p  ~ u} 
und {p' : p '  ~ u ')  mit dem fiblichen supremum-Risiko. Der Satz behauptet die 
Existenz yon q, q' aus den beiden t typothesen mit der Eigenschaft, dab eine ver- 
nfinftige Entscheidung zwischen q und q' zugleich auch eine vernfinftige Ent- 
seheidung zwisehen { q : p  ~ u)  und {p' :  p '  ~ u ' )  ist und daft das (nach q, q' 
berechnete) Risiko einer solchen Entscheidung mit dem supremum-Risiko fiber- 
einstimmt. Ein entsprechender Satz s beliebige konvexe kompakte Hypothesen 
ist falsch, selbst wenn die eine eins ist (vgl. aueh L]~HMA~N [16]): Setzt man 

t t 
X = {1,2,3}, H = { ( 1  ~- y )  51 ~- ( 1 - -  3 )  ~2 ~- ~-~a : 0 --~ t --< 1 } 

3 

und g = {q'} (wobei q ' =  ~. 5. ist), so gibt es kein q e H mit 
x = l  

qldq dq a } = m i n { p { ~ > a } : p ~ H }  

Wir gehen nun zu Anwendungen auf die Informationstheorie fiber. Ist  
i n = { x  n = ( x  I . . . . .  x n) : x ~ ~ i } ,  ~ n  --" {6On = ( o ) 1 , . . . ,  c o n ) :  (D]c ~ ~r 

so gilt bis auf triviale Isomorphie 
~ __c ~ (z . ) .  

Wir bilden die zu (1.1) und (1.2) analogen Abbildungen ffir die Menge X n  an 
Stelle yon X,  deren Einschrgnknngen auf ~n  wir mit ~0n und Wn bezeichnen. Sei/~ 
eine WV in Q,/~n das (unabhgngige) Produkt yon n Exemplaren yon/z  und 

Un =- ~On ttn 

(start Ul schreiben wir auch u). Sei # ' e  M, 

(2.4) u' ~- ~# '  > 0, 

tt: das Produkt yon n Exemplaren yon/~'  und 
] , p t 

un = q~n #n, Vn ----- ~fn Inn 
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(es ist u '  = ul ;  s ta r t  v 1 schreiben wir auch v'). Wir  wol l en  das asympto t i sche  
Verhal ten  (n --> oo) yon 

(2.5) ~ (~, ~) = rain {v~ (En): un (En) => 1 -- ~} 
und  

(e.o) p ( n ,  ~) = rain{fin dv:  : ] In  dun > 1 - -  ~} 
bei gegebenem s mi t  0 < e < 1 untersuchen (mit En werden Tei lmengen yon 
X n  bezeichnet,  m i t / n  Abbi ldungen yon X n  in (0,1>). Seien q ~ u, q' ~ u '  m i t  

H (q, q') = H (u, u') . 

q ist eine WV. Aus L e m m a  1.3 folgt, dal~ die Vertei lung der Funk t ion  

h ---- - -  log dq 
dq" 

beziiglich q yon dcr Wahl  yon q und  q' un~bh/ingig ist. Wir  bezeichnen den Er-  
war tungswer t  von  h (beziiglich q) mi t  H (es ist H--~  H(u ,  u')),  die St reuung 
von h mi t  S und  schlieBea den ffir das Folgende t r ivialen Fal l  S ---- 0 aus. Sei 

f (h--H)  a dq (t 2 1) (t reell) Q(t) = 6s~ - 

2 die durch 
). 

bes t immte  reelle Zahl  und  sei fiir gegebenes r > 0 

( r e  r §  (t reell) w (t) = - -  d (t) -t- log d (t) -~ ~ er - -  

wobei  d(t) der absolut  kleinste Res t  von  t mod  r ist. 

Satz 2.2. Es gilt 

l og / "  (n, e) ~- n H  -~ ~ 2 S  - -  log (V2 Jr nS)  -~ Q (~) - 1 2 2  ~- o(1),  

/alls die Verteilung von h nicht gitter/Srmig ist und 

l o g I ' ( n , e ) = - n H + ~ S - - l o g ( V 2 n n S ) + Q ( 2 )  2 ~ 2 +  

+ w ( - - n a  ~- ~ S  -~ Q(2)) § o(1),  

/aUs die Verteilung von h gitter/Srmig ist mit  der Gitter~onstanten r, wobei a eine 
reelle Zahl mit  29 {h --  H ~ a} ~ 0 ist. Ferner 

log B(~, ~) = ~ H  + f ~ ; ~  --  log ( l / 2~g  S) + Q(~) - � 8 9  + o 0 )  

/iir nicht gitter]Srmig verteiltes h und 

log B(n:  e) = n H  -~ ~ n  2 S  - -  1 ~ l o g n  + 0(1) 

allgemein. 
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Beweis. Wir bemerken zun/~chst, dab ffir beliebige E k C X 

un(E1 • . . .  • E ~ )  = u(E1) .. .  u(En) 
und 

v~(E 1 • . . .  • E n) = v '(E1). . ,  v'(En) 
I 

ist (dies folgt leicht aus der Definition yon Un, Vn). 
Sei qn (bzw. qn) das ProduktmaB yon n Exemplaren yon q (bzw. q'). Dann gilt 

t ~ t 
qn ~ un, qn = vn" Ffir jedes a _~ 0 ist die Menge 

dqn > a  I 
dq" I 

eine Vereinigung yon Durchschnitten yon Mengen der Gestalt 

xn: q'{xe} > b  ( l < _ k < _ n , b > = 0 ) .  

Es gilt naeh Lemma 1.3 und der Definition -con q, q' 

qn [xn : q{x~} = qLdq, ] _ _ d q  dq b } [Xn q{xk} b } q'{x~} > b }  = u { ~ >  =Un : q'{x~} > 

und 

q~ xn: q'{xe} > b  q / ~ > b  �9 (X)n-l~--V I ~ > b  v'(X) n- l :  

, {  q{x~} ] 
---- vn xn : q'{x~} > b . 

Wir wissen bereits, dab die Mengen En C Xn  mit 

' E  ' E  qn( n)='vn(  n) 

einen Verband bilden (siehe Beweis zu Satz 1.1). Das gleiche gilt fiir die En mit 

qn (En) = Un (En) 

(wegen (1.3)). Daraus und aus dem Vomusgehenden folgt 

q n { ~ q q n > a I = u  , dqn > 

und 

d.h. nach Lemma 1.3 

qn a -= v n a , 

H (qn, q'n) ~ H (us, u'~) 

(wegen (2.4) und u'~ixn}-= u'{x 1} . . .  u '{x  '~} ist u:  > 0). 
Wir haben nun 

(2.7) / ' (n,  s) ---- min { f /n  dv'n: [.]n dun >= 1 -- e} 

= min{f /ndv'n:  ](1 - - /n)  dun <= s} 

(benutze Corollar 1.2) 

= min { f in  dv'~: 1 - In s Fq., q:, ~ (1 - In) dvn <= s} 
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(Satz 2.1) 
---- min{f/n  dqn: 1 - - / n  ~ Fq~,q~, f(1 -- In) dqn <= s} 

(Satz 2.1) 
= min{flndq',~: f(1 -- ln) dqn <= e} 

(Neyman-Pearsonsches Lemma) 

= min {f in dq'~: f /n  dqn ~ 1 -- s} 

= y(n, e) (etwa). 

Setzen wir 

fl (n, ~) = rain {q:~ (En): qn (En) >= 1 -- e} , 

so folgt aus dem Beweis yon Satz 1 in [17] (oder auch direkt) 

log 7(n, s) =- log fl(n, e) + o(t) ,  
also nach (2.7) 

(2.8) log F(n, s) = log fi (n, s) -[- o (1). 

Anwendung yon Satz 1 (allgemeinere Fassung) yon [17] liefert die Behauptung 
fiber F(n, s). 

Aus dem Beweis yon Satz 1 in [17] (siehe (2.7), (2.10), (2.11), (2.17) und (2.19)) 
ergibt sich ffir nicht gitterf6rmig vertefltes h die Existenz yon an mit 

qn ~ > a n  ~ l - - e  

und 

l , [ d q n  o g q n ( ~ >  an} = log/3(n, e) ~- o(1). 

Nach Definition yon B(n, s) und Lemma 1.3 hat  man deshalb 

log B(n, s) ~ log fl(n, s) ~- o(1), 

also wegen ]'(n, s) ~ B(n, s) und (2.8) 

log B(n, s) = log fi(n, e) JF o(1), 

woraus nach Satz 1 yon [17] die erste H~lfte der Behauptung fiber B(n, s) folgt. 
Die zweite ergibt sich analog. 

Ist  v: speziell das Anzahlmal~ in Xn,  so liefert Satz 2.2 eine Aussage fiber 
Klassen yon Quellen, der wir das folgende Resultat (Satz 2.3) gegenfiberstellen: 

Sei T eine beliebige Menge yon WVen in X, T* die konvexe abgesehlossene 
Hfille yon T, 

Tn ~-- {qn : qn ~- ql • ... X qn mit q~ e T} 
und 

b ( n , s ) = m i n { p n ( E n ) : q n ( E n ) ~ l - - s  ffiralle qn~Tn} ,  

wobei 0 < ~ < 1 und Pn (En) die Anzahl der Punkte yon En ist. Sei fcrner 

S = s u p { - -  ~ q { x } l o g q { x } : q e T * } .  
q(x} > o 
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Satz 2.3.* Es ist 
logb(n,e)  =- nH + o(n). 

Beweis. Wir k5nnen ohne Beschr/inkung der Allgemeinheit annehmen, daI~ ffir 
kein x e X alle q{x} verschwinden (q ~ T*). Sei q*e T* mit 

-- ~ q* {x} log q* {x} ----- H.  
q * { x } >  0 

Aus der eben gemaehten Annahme folgt leicht, dab q* ~ 0, also h (x) = log q* {x} 
endlieh ist. Es gilt 

(2.9) ] h dq* ~ ] h dq (q e T*) , 

wie weiter unten bewiesen wird. Sei ~ ~ 0 und 

Dann folgt aus (2.9) fiir hinreichend groi~e n 

q.(E./>q, h(x~/>~j'hd ~ q  --n 
" i = 1  

=qn n (h (x~) - - ]hdq~)>--5  ~ = l - - s  

gleichms in qn ~ Tn. Andererseits ist aber 

pn(En) = 29n {eXp ( ~ h(xk) ) > exp (~ f hdq* -- n(~' } 
1 

g e x p ( - - n ] h d q *  + n~ + nlog]eadpl) = e "(H+a) 

nach der Tschebyscheffschen Ungleichung und der Definition yon h und H. Also 
haben wir 

log b(n, e) ===- logpn(En) ~= nH ~- n(5 

ffir hinreichend groBe n, und da ~ > 0 beliebig ist, 

log b (n, s) <=nH + o(n). 

Ist  qn* das unabhgngige Produkt  yon n Exemplaren yon q*, so ]iegt q* in der 
konvexen abgeschlossenen Hfille yon Tn und es gilt 

log b(n, s) ~ logmin {pn(En) : q~ (En) ~ 1 -- e} = n H  + o(n) 

(bekanntlich). 
Wit haben noch (2.9) zu beweisen. 
Dazu sei T1 eine beliebige konvexe kompakte Teilmenge yon T* so, dab 

q* e T1 und q > 0 fiir alle q e T1 ist. ]:)as Zweipersonennullsummenspiel mit den 
Strategienmengen T1, T1 und der Auszahlungsfunktion 

~_, q'{x} log q{x} 
g~ 

* Es ist nicht anzunehmen, dall dieser Satz neu ist. 
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(wobei q eine Strategie des ersten, q' eine Strategie des zweiten Spielers bedeutet) 
hat den Gleichgewichtspunkt (q*, q*), wie sieh leieht aus der bekannten Un- 
gleichung 

q' {x} log q{x} < ~ q' {x} log q' {x} (q # q') 
,T X 

ergibt. Also gilt 

q* {x} log q* {x} ~ ~ q' {x} log q* {x} (q' e T1), 
x x 

woraus (2.9) folgt. 
Beschr/~nkt man sieh in Satz 2.2 auf eine Genauigkeit yon o (n) und ist v' n das 

Anzahl-MaB in X n ,  so erh/~lt man keinen Spezialfall yon Satz 2.3, da im all- 
gemeinen Un nieht das Minimum yon Produktmagen qn mit qn >= Un ist. 

3. Das Coding Theorem 

Sei Y =  {y . . . .  } eine zweite endhche Menge, Yn = {Yn = (yl . . . . .  y~): y~eY} und 
(Pn)n__> 1 ein stations Kanal ohne Ged/ichtnis yon Y naeh t9 (siehe etwa [17]), 
d. h. sei 

Pn(cOn, Yn) = p(col,  yl) .. .  p(con, y,~), 

wobei P ein Markoffscher Kern yon Y naeh t9 ist (P (co, y) ist eine Abkiirzung 
fiir P ({co}, y)). Wir setzen 

Un ( , Yn) = ~n Pn ( , yn) (yn ~ Yn) , 

D~Iso 

Un (En, yn) = Pn ({con : con C En},  Yn) (En C Xn)  . 

Die Folge (Un)n>l heigt ein station/trer Unterkanal ohne Ged/ichtnis yon Y 
naeh X (statt U1 schreiben wir auch U). Ein Code ffir Un ist eine Abbfldung ]n 
einer Teilmenge yon X n  nach Yn. Gilt 

Vn(/;~{yn} ,  y~) ~ 1 - s (yn e /n (X~ , ) ) ,  

so heigt ]n ein s-Code ffir Un. Die Anzahl der Punkte yon /n  (Xn) heigt die L~nge 
des Codes. Wir wollen das Verhalten ffir groBe n der maximalen L~nge 2V (n, e) 
yon s-Codes f/Jr Un untersuchen. 

Sei # eine WV in Y und heine  reelle Funktion auf X • Y. Wir ffihren den 
n a u m  

D = ~ g x Y = { ~ = ( c o ,  y):coe~Q, y e Y }  
ein und setzen 

(min h) (y) = (min h) (~) = min {h(x, y) : x c co} 
(o 

(max h) (y) = max {h (x, y) : x e co}. 
~o 

Seien die WVen ~ in 5 ,  #'  in Y2 und r in Y durch 

~{~} = P(co, y)/~{y}, 

= • r )  = y p ( c o ,  y) (dy) 

erkl/irt und sei 
(co ~ sg) 
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(3.1) H = f m i n  hd '~  = f # ' ( d o ~ ) f m i n h d # o ~ ,  
to  

(3.2) G = ] #'(&o) log ] exp (max h) d/~. 
O) 

Is t  N eine niehtnegat ive ganze Zahl, so bezeichnen wir mi t /~v  das unabhiingige 
P roduk t  yon N Exemplaren  von ~u, #iv ist also eine WV in 

YN = {yN = (yl . . . .  , yN) : yi e Y }  . 

Jedem yN e YN ordnen wir den Code ]y• fiir U mit  

/y~ (x) = y~ falls h (x, y/) > H --  ~ ~ h (x, yJ) (i r j )  

zu, wobei ~ > 0 ist u n d / y ~  nicht definiert wird, falls es kein i mit  1 _~ i _~/V 
gibt, das die rechtsstehende Bedingung erffillt. Gelfl~gt es uns, ffir ein e m i t  
0 < e < l  

----~ (1 < i  _<N) (3.3) f U(/;_~{y~} ,y , )~,N(dy~)  > ~ 2 - -  

z u  beweisen, so ist auch die Existenz eines e-Codes ffir U einer Li~nge ~ 1V/2 ge- 
sichert. Denn aus (3.3) folgt zun/~ehst 

N 

Z U ( / ~ { Y i } , Y i ) / ~ N ( d Y  N) > 1 - -  ~ ,  
i = l  

also ffir mindestens ein yN 

1 e 

i 

Das ist aber nur  mSglich, wenn f/ir mindestens die H~lfte der i 

u ( / ;~ {yq,  yq > 1 - 

ist. 
Sei nun  i e {1 . . . .  , N} lest gewiihlt. Nach Definition y o n / y ~  gilt 

{co: w C / ~  {y~} } ---- {w: ~o C ( (~{x : h (x, yi) ~ H - -  (~} - -  {x : h (x, y~) ~ g - -  (~} ) } 
~ ' . i  

= ('~{o~ : (max h) (yJ) g H --  6} --  {~o: (min h) (yi) ~ H --  ~}, 
] * i  co 

naeh Definition yon U also 

(3.4) ] U(/;~{y'}, y')#N(dy~v) = f P ( { o )  : co __C/~l{y~}}, yq#N(dyN) >= 

] P(( '~{w : (max h)(y~) ~ H --  6}, y~)lzN(dy~) 
i * i  to 

- -  f P ( ( o )  : (rain h)(y~) ~ H - -  (~}, y~)t~v(dy~v). 
t o  

t i le r  ist das zweite Integral  

= f P({o) : (min h)(y) ~ H - -  ~}, y ) # ( d y )  
t o  

= ~{min h ~ H --  ~}, 
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das erste ist aus Symmetriegrfinden 

2 / - - 1  

= f P(('~{~o : (max h)(y~) = H -- 0}, y2/)~u~v(dyN) 
] = 1  

2 / - 1  

= f #'(('~{co : (max h) (yl) g H -- (~})#zr (dyer-:) 
1 co 

2 / - - 1  

= f#N-I(('~{YN-I : (max h)(yJ) =~ H - -  5})#'(rico) 
1 ~o 

= S(#{max h ~ H -  ~})~v-l#'(dco). 
~o 

Aus (3.4) folgt also 

(3.5) f u (l;~ {yq, y~) ~(~y~) > 
f (#(max h) =~ H - -  ~})2//t'(dco) - - ~ { m i n  h ~ H - -  5). 

a) 

Nach (3.3) gibt es einen e-Code ffir U einer Ls ~ N/2, sobald die rechte 
Seite von (3.5) > 1 -- e/2 ist. Wir sind allerdings nicht so sehr an einem Code 
ffir U interessiert, a]s vielmehr an einem fiir Un (n groB). Desh~lb denken wir 
uns die vorangehende Betrachtung an Un stat~ U durchgeffihrt, indem wir an 
Stelle yon # und h jetzt #n (unabh/ingiges Produkt aus n Exemplaren yon #) 

und hn mit hn (Xn, Yn) = 1 i h(x~' Y~) verwenden (aus ~, #'  werden ebenfalls 
~k=l 

Produktmalte ttn,/~,). Wir erhalten dann 

f (/~n{max hn ~ H -- ~})~v/t: (dcon) -- "fin {min hn ~ H ~} > 1 2 
a) n 

als hinreiehende Bedingung ffir 

N 
N(n,  ~) >-- ~ .  (3.6) 

Nun ist 

(3.7) - ~ } )  m(a~o.) f ( ,un{maxh.  =<H ~v ' 
09 n 

/({ }; = /~n Yu: (maxh)(y k) <=n(H-- d) ,u'n(d~on ) 
k= i mk 

](1 -- Nltn{yn: ~ (max h)(y~) > n(H -- 5) })/tn(dcon ) 
On k tok 

nach der Bernoullischen Ungleichung, wobei 

o} O n =  ran: ~ log exp(maxh)  d/~-- < d  
k= 1 ,/ ~ok 

sei. Ffir ~n ~ On haben wir 
r Z.  ~% a h r s c h e i n l i c h k e i t s t h e o r i e ,  B d .  2 21 
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(3.8) f n { Y n  : ~  (max h)(y~) > n ( H  - -  ~)} 
k to k 

( +  llogf N exp -- n (H --  d) exp (max h) 
(ok 

(nach der Tschebyscheffsehen Ungleichung) 

< e-n( I t -  a-2~) 

Wir w/ihlen jetzt  n so grol3, dag aus dem schwachen Gesetz der grogen Zahl 

(3.9) ~n {min hn _--< H -- O} 

1 n e 

= ~n{~On: nTl(minh)(~gk)_~< H--(~} <~ 
und 

t 8 

(3.10) fin(On) > I - -  y 

folgt (siehe (3.1) und (3.2)), und augerdem 

e-n0 < _~ (3.11) 

gilt. Ist  
1~ ~ e n(H-G-3~), 

so haben wir wegen (3.7) bis (3.11) 

f ( f n { m a x h n  < H - -  ~}) fin(do)n) - -" f fn{minhn < H --  O} 
to  n 

8 

> (1-- Ne-'~(H-a-2~))f~(0n) 6 

( > I---- --~>I--~-. 

N (n, e) > e n (~-  a -  4 ~) (n hinreiehend grog). 

Aus (3.6) folgt nun 

(3.12) 

Wir setzen 
exp (Imin h d/t~) 

(3.13) C(U) -= sup (H -- G) = sup #'(do)) log to 
~,h z,h J fexp(max h) d# ' 

wobei das supremum fiber alle WVen # in Y und alle Funktionen h auf X x Y 
zu erstrecken ist. Aus (3.12) folgt, dal3 C(U) endlich ist, c ( U  ) > 0 ist trivial 
(h--~ 0). Ebenso wie C(U) k6nnen ~ r  C(Un) bilden. Durch Einsetzen yon f 
und h in Produkt- bzw. Summengestalt erkennt man 

(3.14) c(u~+~) >= c(u~) + c(Um), 
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so daI~ 

(3.15) c = lim  C(U.) = s u p S -  C(U.) 
n ---> c o  Tb 

existiert (vgl. C~INTSC~IN [18]). Aus (3.12), (3.13) und (3.15) folgt leieht 

log N(n,  e) > n C  + o(n) .  

Ist  andererseits ] ein e-Code ffir U der L/inge N, so setze man 

1 

y~l(x) 
und 

logN falls y = / ( x )  
h (x, y) ---- 0 sonst. 

Eine einfache Rechnung liefert 

H --  G ~ (1 --  2 ,) log N --  (1 -- e) log (2 -- l /N) 

(Fanos Lemma). Das entsprechende Ergebnis erhalten wir bei einem e-Code ffir 
Un der Liinge N. Es folgt also 

logN(n,  e) < nC + s0(n) .  
Damit haben wir den 

Satz 3.1. (Coding Theorem und schwache Umlcehrung.) Ist  ( U n ) ~  l ein sta- 
tiongirer Unterlcanal ohne Gediichtnis, 0 < e < 1 und C durch (3.13), (3.15) de- 
finiert, 80 gilt 

n C + o (n) < log N (n, s) < n C + s 0 (n). 

C ist ira allgemeinen versehieden yon C(U), wie das folgende aus SHAN~O~ [19] 
stammende Beispiel zeigt: X = Y ~- {1, 2, 3, 4, 5}, P (  , y) ~- O(u,u+l > (Addition 
rood 5). Man hat 

5 exp(min{h(y, y), h(y + 1, y)}) 
c ( u )  = sup s {y}  log 5 

#,h y = l  E exp(max{h(y, z), h(y + l, z)})/~{z} 
Z = l  

5 eh (y, y) 
sup ~ #{y} log e h(y-x u-a) ~{y -- 1} + e h(u,u)/~{y} + e h(u+l,u+l)~{y+l} 
~ , h  y = 1 

(da man sich, wie man leicht sieht, auf Funktionen h mit h(y, y) = h(y, y + 1) 
(y e Y) beschriinken kann) 

5 eh(y ,Y) /~{y}  

suplog ~ eh(y-a,Y-1)S{y -- 1} + eh(y,y>#{y} 4- eh(y+l,y+D#{y 4- 1} 
l~,h y =  1 

5 
sup log ~, g (y) 

g y = l g ( y - - 1 ) + g ( Y ) 4 - g ( y 4 - 1 ) '  

wobei das supremum fiber alle nichtnegativen Funktionen g auf Y zu erstrecken 
ist. Dutch eine einfache Rechnung folgt (vgl. MO~])ELL [30]) 

C (U) g log 2. 
1 

Es ist aber C ~ ~ log 5 (siehe S~AZ~ON [19], S. 9). 

21" 
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(3.16) 

und 

Der Ausdruek (3A3), (3.15) ffir die Kapazit/i t  C eines station/~ren Unterkanals 
ohne Gedgchtnis ist ziemlieh unhandlich. Wir haben eben gesehen, dab sieh der 
Grenzfibergang in (3.15) nicht ohne weiteres vermeiden lgBt. Dagegen kann man 
die Konkurrenzmenge des supremums fiber h in der Definition yon C(Un) (siehe 
(3.13)) wesentlich verkleinern, ohne dab man ffir C einen kleineren Wert  erhglt : 
Sei etwa n ---- 1, also Un = U. Bei gegebenem tt definiere man dig totalmonotonen 
Kapazit/i ten u und u' in X • Y durch 

u'(~)  = (~' x ~) {~ : ~ c ~} (E g x x y)  

und bilde dq/dq' wie in Lemma 1.3. Setzt man 

C' (U) = sup sup (H - -  G) 
tt he{t  log (dq/dq') :t _>--0} 

c '  = lira 1- C ' ( U . ) ,  
~t--->co T~ 

so ist C' = C. 

Wegen C' ~ C genfigt es n/tmlieh, ein Fanosches Lemma ffir C'(Un) zu beweisen. 
Der Leser kann die Rechnung mit  Hilfe yon Lemma 1.3 leicht selbst durchffihren, 
indem er 

l - -  log N 
1 - - e  

2 log - -  
e 

setzt (siehe (3.16)). 
Ob die starke Umkehrung ffir beliebige station~re Unterkan~le ohne Ged/~eht- 

nis gilt, ist nieht bekannt. I m  fibrigen ist eine ~hnliehe Bemerkung am Platze wie 
im AnschluB an Satz 2.3 (vgl. aber BLACKW~LL-B~mMAz~-T~oMASlAN [3] und 
K I E F E R - W o L F O W I T Z  [6]). 

4. Totalmonotone Kapazitiiten in metrisch kompakten R~iumen 

Sei X ein metrisch kompakter  Raum (mit der Metrik I, [), Q die Menge der 
nichtleeren kompakten Teilmengen yon X. Mit der Hausdorff-Metrik 

I co, ~ ] = max {sup inf I x, y I, sup inf ix ,  Y l} (m, ~ s D) 
Xa~O y ~  y a v  Xato 

ist bekanntlieh aueh sQ metriseh kompakt .  Sei C(X) (bzw. C(T2)) die Banaeh- 
algebra der stetigen Funktionen auf X (bzw. f2) und D (bzw. B) der s -K6rper  
der Borelsehen Mengen in X (bzw. $2). Ffir beliebige besehr/inkte reellwertige 
Funktionen / auf  X definieren wit A / d u r e h  

(AI) (co) = m i n / (x  ) (~ ~Y2). 
ZE(O 

Lemma 4.1. Die lineare Hiille L von A C(X) liegt normdicht in C (Y2). 
Beweis. Offenbar ist A C(X) __C C (D). Da L Punkte  trennt  und die 1 enthi~lt, 

kSnnen wir den Satz yon Stone-WeierstraB anwenden, sobald wir wissen, dab 
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e twa die abgeschlossene Hfille yon  L mi t  h, h' aueh h �9 h' enthiilt. Dazu miissen 
wir zeigen : 

I s t  e > 0 und  [~ e C (X) (k = 1, 2), so gibt  es am reell, gm c C (X) mi t  

(4.1) [ ] A h A / 2 - - ~ a m A g m [ [  < e. 
o n  

Wir  kSnnen /~ ~ 0 annehmen  (Translation).  Aus 

(~Z{//:a6i} ~]]C ~ ~(SZ{/k>d(i--1)} (8 >0) 
i_~ l  i > l  

(ZE ist der Ind ika to r  der Menge E) folg~ 

~(~Az{/~ ~_~ <= A/~ <: ~ (~Az{/~ > ~(~_~) ~, 
i<_l i~_l 

also 

(4.2) 
i,i>=l i , j~_l  

mit  Ai, j  : { /1  ~--~ ~i, /2 ~ ~j} und  U~,j = {/1 > (~(i - -  1),/2 > 6 ( j  - -  1)}. 

Da  A~j abgeschlossen, Uij often und  Atj C Uij ist, gibt  es g~j e C(X) mit  

ZAij ~ gij ~ Zuij, 
also 

i] i,] i, j 

I t ie raus  und  aus (4.2) folgt 

] [ A h A h - - ~ 2 A g i j l ]  < I l y ~ 2 A z v i j - ~ ; ~ A z ~ i j l l  
~,2 % )  %J 

= II A y (~Z{L>~<i_l)iA ~ (~Z{A > ~ d - , ) ) -  A ~ ~Z{A>=~i} A ~ ~Z{/,->-~'}I I 
i i i j 

--< ~(l[hll + 6) + Ilhll 6, 
und  daraus  (4.1). 

Sei Q = {q, p . . . .  } die Menge der endliehen MaBe auf  D, M = {/t, v . . . .  } die 
der  endlichen MaBe auf  B. 

L e m m a  4.2. (CI{oqvE~ [7]). Die durch 

(q;#) (E) = #{o~ : co C E} (# ~ M, E C= X abgeschlossen) 

definierte Abbildung q~ ist eineindeutig. 
Beweis. Sei u = r #.  Dann  gilt 

oo  oo  

y ~{/=> t} dt = f ~ {~:  (A 1) (~) > t} dt = S A 1 d~. 
0 0 

Die linke SeRe ist durch u festgelegt, die rechte  Seite bes t immt /~  nach L e m m a  4.1 
und  dem Satz yon Riesz. 

Die u E ~ M  heiBen endliehe to ta lmonotone  Kapaz i t~ ten  mi t  u(0) = 0, kurz 
to ta lmonotone  Kapazit/~ten. Wenn  im Z u s a m m e n h a n g  yon u u n d / z  die Rede ist, 
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wird u ---- ~/~ angenommen. Wir schreiben q ~ u fiir 

q e Q, q(X) --  u(X) ,  q (E) ~ u(E) ,  (E C X abgeschlossen). 

Ist  P ein Markoffseher Kern yon ~ naeh X (beziiglich D und B; siehe JAco]3s [20]) 
und ist /z e M, so sei P/~ e Q durch 

(P ~) (E) = ] P(E,  co) #(dco) (E e D) 

definiert. Ffir jedes # e M i s t  die Menge der Markoffschen Kerne y o n / 2  nach X 
in der yon den Funktionalen 

(4.3) P - +  f / d(P~,) ( / e C ( X ) ,  ~ , e i ,  ~ ~ [~) 

erzeugten Topologie ein kompakter (i. a. nicht tIausdorffscher) Raum (siehe 
LECAM [lg], DUNFO~D-ScHwA~TZ [21]). Sei 

P = {P : P Markoffscher Kern yon ~ nach X, P (co, co) : 1 (co e /2) ) .  

Satz 4.3. Die Menge {q : q ~ u} ist konvex und w*-kompakt, d. h. in der von 
den Funlctionalen ] --~ f / d q  (] e C(X) ) erzeugten Topologie lcompakt. Es gilt 

(4.4) {q:q ~ u} = { P # :  P e P }  

und 

(4.5) u (E) = min {q (E) : q ~ u} (E abgeschlossen). 

Beweis. Die Konvexiti~t yon {q : q ~ u} ist trivial, die w*-Kompaktheit folgt 
aus der bedingten w*-Kompaktheit  normbeschr/inkter Mengen in Q (siehe etwa 
JACOBS [20], LOOMIS [22]) zusammen mit der w*-Oberhalbstetigkeit der Funk- 
tionale E--> q(E) (E abgeschlossen). Klar  ist ferner ~ in (4.4). Sei nmgekehrt 
q ~ u und seien A 1, A 2 . . . .  die Komplemente einer abzi~hlbaren Basis der Topo- 
logie yon X, Dl die yon {A 1, . . . ,  A~} erzeugten Mengenk6rper. Es grit 

(4.6) q(E) ~ #{co :co C E} (E ~De), 

denn zu jedem E ~ Di gibt es eine aufsteigende Folge (En)n> 1 von abgeschlos- 
senen Mengen mit 

E - ~ J E n ,  

also 

{co : co C E} = [,,.J{co : co C En} , 

also (4.6) 
Wir w/ihlen in jedem Atom yon De einen Punkt,  bezeiehnen mit X~ die Menge 

dieser Punkte und mit fie die Abbildung, die jedem x e X das xe ~ X i zuordnet, 
das im gleichen Atom yon D e liegt. Sind 

und 

so folgt aus (4.6) 

ql (Ee) = q{x : fle x ~ Ee} 

/~e(09 =/~(co :/~e co e Oe} 

ql(Ee ) >= #e{co~ : col e Q(Xe), coe C E q .  

(Ef __C X~) 

(0 '  __c .0 (X~)), 
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Nach Satz 1.1 gibt es einen Markoffsehen Kern Pi yon s9 (X  i) naeh X~ mit 

pt  (e)/, e)0 = 1 (e)/e ~ (X 0) 
und 

q~ = p i # i .  
Sei 

Pi (E, 09) ---- Pl  (E n Xt,  file)) (E C= X,  e) ~ f2) . 

Pf ist ein Markoffscher Kern von Q nach X, der (wegen A ~ ( 3 X  i ~ f l i A k  (k <= i)) 

(4.7) P i ( A  k, co) -~ Pi(f l iA~, flie)) >= pl(l~l~o 'fiie)) = 1 (k <= i, 09 C A  k) 
und 

(4.8) q (A ~) ~_ qi (fli A~) = f p i  (fii Ak  ' o90 #t (de~) 

~_ ~ p i  (151Ak, fli w) # (de)) = f Pi (A ~, e)) tt (do9) 

= (P~ t*)(A~) (k g i) 

erffillt. Die Funktionale 
P --+ (P v) (A k) (v e M,  v ~ it, k >= 1) 

sind oberhalbstetig in der durch (4.3) definierten Topologie. Ist also P '  ein tIgu- 
fungspunkt der Folge Pi,  so gilt wegen (4.8) 

d .h .  wegen q(X)  = (P '# )  (X) 

(4.9) 
Aus (4.7) folgt 

daraus 

und hieraus 

q(A 7c) <= (P'  tt) (A k) 

q = P ' t t .  

(Pi v) (Ak) ~ v{e) : e) C A k} 

(P'v)(A,~) > v{co : w CA k} 

P ' (A  ~, e)) = 1 

(k >= 1), 

(k < i ,  ~ e M ) ,  

(k > 1, v e M ,  v ~ / , )  

(/,-fastalle ~o C A~). 

Es existiert also eine/~-Nullmenge 0 ~ B m i t  

P ' (A  ~, o9) = 1 (k > 1, ~o C= Ae, e) ~ [2 --  0 ) .  

Da jedes m ~ Q Durehsehnitt gewisser A e ist, ergibt sieh 

(4.10) P'(o), e ) ) =  1 (e) ~ D -  0 ) .  

Um die Nullmenge 0 zu eliminieren, zeigen wir, dag es megbare Abbfldungen g 
yon D naeh X mit 

g (e)) e e) (e) e ~2) 

gibt. Die folgende Konstruktion stammt von K. JAco~s: Sei 

/ :  (e)) = ~ ,  

/~+: (re) = {/k/k (e)) n A ~ + : ( e ) )  fallSsonst ,]~(e))nAk+: 4:0 

(4.~1) 1 ( @  = ~ / ~ ( e ) ) ,  0 .  
k ~ l  
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Die /~ sind offenbar B-meBbare Selbstabbildungen yon Y2. Ffir w c ~ und 
k ~ 1 gilt entweder /(co) C A  ~ oder / ( ~ ) n A  ~ ----0, ] (o ) ) i s t  also einpunktig 
(die A k trennen die Punkte  yon X). Sei g die Abbildung von Q nach X mit 

Wegen 

ist g meBbar, 

ist trivial. 
Setzt man nun 

/(~) = {g(~)}. 

g-1 (A~) = {~ :/~ (~) =C Ak} (k_>-D 

und 

(4.12) 

Setzt man 

0 ,  h(~)G ~ 

h (o~) n E = 0 

so ist offenbar P e P und (wegen (4.12)) 

(Pt t )  (E) = u ( E ) .  

I)araus folgt (4.5) und der Satz ist bewiesen. 
Sei T ein ttomeomorphismus yon X. T kann auch als ttomeomorphismus yon $2 
aufgefa~t werden. Eine totalmonotone Kapazitiit u heil~t invariant (bezfiglich T), 
wenn # (bezfiglich T) invariant ist, u heist  ergodisch, wenn # eine ergodische W V 
ist (siehe JACOBS [20]). Wir bezeichnen die Menge aller invarianten Mal~e aus 
{q: q ~ u} mit J(u).  

Lemma 4.4. Ist  u invariant, so ist J (u) lconvex, w*-kompalct und nichtleer. E in  
q ~ Q liegt genau dann in J (u), wenn es einen Marlco//schen Kern P yon Y2 nach X 
mit 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

gibt. 

q = P # ,  

P((o, co) = 1 

P ( T E ,  T~o) = P ( E ,  co) 

(#-/astalle co) 

(E ~ D, #-/astalle (o) 

(~ - - E  ~ 0) .  

(o~ e f2), 

I 
P'(E,o~) falls o~e /2 - -  0 

P ( E , o ~ ) =  1 falls coeO,  g(eg) e E  

0 sonst, 

so ist P E P und q = P #  (wegen (4.10) und (4.9)). Damit ist (4.4) bewiesen. 
Um (4.5) zu zeigen, nehmen wir an, E sei ein abgeschlossener Tell yon X. Ist  

(Ek)~>l eine aufsteigende Folge yon abgeschlossenen Mengen mit 

X - -  E = ~ J E ~ ,  
k 

so definieren wit d ie  Selbstabbildung h yon ~ ebenso wie ] (siehe (4.11)), nur 
unter Verwendung der Ek an Stelle der A ~. h ist dann me ,bar  und es gilt 



MeSfehler und Information 297 

Beweis. I s t  q ~ J(u), so gibt  es nach Satz 4.3 ein Po e P mi t  q ---- P0# .  Durch  

(4.16) ( T P )  (E, to) = P(TE,  Tto) (E + D, a, e Y)) 

ist eine stetige Abbi ldung T i m  k o m p a k t e n  R a u m  der Markoffschen Kerne  von Y2 
naeh X definiert (siehe (4.3)). Die Folge 

1 n-I 

Pn  = ~-~=~o T~Po 

ha t  einen H~ufungspunk t  P.  Ein  bekann te r  Schlul] (siehe JACoBs [20], S. 9) 
liefert 

~ / d ( P v ) :  ~ /d((TP)v)  (f~C(X), v e M ,  v < #), 

d.h.  (4.15). (4.14) ist s  zu 

(4.17) (Pv)(A~)>~v(to:toCA Ic} (k>=l, v e M ,  v < # )  

(siehe Beweis yon Satz 4.3), folgt also aus der Gtiltigkeit yon (4.17) ftir die Pn e P. 
(4.13) und  der Res t  des L e m m a s  sind klar. ' 

L e m m a  4.5. Ist u ergodisch, so sind alle Extremalpunkte von J (u) ergodisch. 
Beweis. Sei q ein E x t r e m a l p u n k t  yon J (u), P ein Markoffscher Ke rn  mi t  

(4.13) bis (4.15). Fiir  beliebiges invar~antes E e D ist P (E, ) eine #- fas t invar ian te  
B-mel~bare Funkt ion ,  also t t - fas tkonstant ,  e twa --~ a mi t  0 <-- a ~< 1. I s t  0 < a < 1, 
so definiere m a n  P1, P2 durch 

P I ( F ,  t o ) =  a P ( F n E ' t o )  w e n n P ( E ,  c o ) = a  

P (F, to) sonst 

und  

P2(F ,  t o ) =  ~ P ( F - - E ,  to) w e n n P ( E ,  t o ) = a  

P (F, to) sonst .  

Man ha t  Plan, P 2 ~  ~ J(u), P1/~ 4= P2~ und  

q = a P l #  + (1 - -  a) P 2 # ,  

im Widerspruch  zur Ext remal i t i i t  yon  q. Also ist a ~ {0,1} und  dami t  

q(E) = ( P # )  (E) e{0,1},  

worans die Ergodizi ts  yon  q folgt. 
Die U m k e h r u n g  des L e m m a s  ist falsch. Das  liegt daran,  datl verschiedene u 
dasselbe J (u) besi tzen kSnnen. 

5. Ergodische Unterquellen 

Sei X 0 eine endliche Menge, 

(5.1) X ---- {x = (...  x -1, x ~ x 1 . . . .  ) : x i ~ X ~ (i ganz)} 

und  
O=={~9=(...to-l, to~ ~ ( iganz)} .  
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Dann sind X und O metrisch kompak t  und  O ist in natiirlicher Weise homeomorph  
(v q --> .-- • to -1 • co 0 • ~o 1 • ...) einem abgeschlossenen Teil von /2 -~ /2 (X). Wir  
identifizieren O m i t  diesem Teil. 

Eine to ta lmonotone  Kapazit / i t  in X heiBt eine Unterquelle,  wenn 

# (O) = 1, /x (/2 - -  0 )  ---- 0 
gilt. 

Sei u eine Unterquelle,  

X ~  = {x~ = (xl,  . . . ,  xn) : xl  e X0 (1 -< i -< n ) )  

und 
Un (En) ~- ~u{x : (x 1 . . . . .  x n) e En)  (En C Xn)  . 

Man sieht leicht, dal3 un eine to ta lmonotone  Kapazit / i t  ist. un heil3t die 
Projekt ion yon  u auf  Xn.  Is t  • irgendeine W V in X u ,  so bezeichnen wir mi t  
H (z) die Entropie  yon ze, also 

H ( = ) = -  y. 
{Xn} > 0 

Wir setzen 

(5.2) H(un)  = sup{H(~)  :~r > Un} 
t 

(es gilt H(un)  =- H(un,q'~) (siehe (1.6)), wobei qn das Anzahlmaf~ in X n  ist) und 
nennen 

(5.3) H ~- H (u) ~-- lim sup 1 H (Un) 
n - - > ~  

die Entropie  yon  u. 
Satz 5.1. Angenommen, es gibt ein p > u mit  

f l + .l ( xl = o 

(Pn ist die Projektion von 19 au/ Xn) ,  dann gilt ]iir jedes e > 0 

" �9 E - -  . (5.5) m l n { q n ( n )  : E n  C__Xn,un(En) >~ 1 e) = e nH+~ 

Beweis. Aus (5.4) folgt bekanntl ich 

m i n  (qn (En) :.pn (En) ~ 1 - -  ~} = e nH +~ , 

also > in (5.5) (wegen pn > Un). U m  ~ in (5.5) zu zeigen, genfigt es, fiir be]iebige 
e, ~ > 0 etwa 

(5.6) qn{xn : qn{Xn} > e -n(H + s~) } > 1 --  5 e (n hinreichend groG) 

nachzuweisen, wobei qn > un und 

(5.7) H (qn) = H (un) 

ist (qn ist nach Lemma 1.3 eindeutig bestimmt).  Denn die Menge 

E .  = { x . : q . { x . }  > 

hat  sicher nicht  mehr  als e n(//+a~) Punkte ,  andererseits folgt aus L e m m a  1.3 
und  (5.6) sofort 

un(En)  > l --  5 e .  
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Leider werden die qn im allgemeinen nicht durch eine W V q in X induziert, d.h. 
es gilt nicht notwendig 

qn{Yn} = qn+l{xn+l : Xn -= yn} (Yn ~ X n ) .  

Nun ergibt sich aber aus (5.4) unmittelbar 

pn{Xn :pn{Xn} > e -n( '+~)} > 1 - -  e (n hinreichend grog) (5.8) 

und 

also wegen (5.7) und (5.3) 

lim 1 H (Pn) = H ,  
~b 

n 

1 
lim sup n (H (qn) - -  H (Pn) ) = 0 

n - - - >  ~ 

oder 

(5.9) H (qn) - :  H (Pn) < n e r} (n hinreichend grog). 

Ferner haben wir nach (5.7) und Lemma 1.3 

(5.10) qn{Xn : qn{Xn} > a} ~ pn{Xn : qn{Xn} > a} (a >_~ 0). 

In  Lemma 5.2 und Lemma 5.3 wird nun gezeigt, dab (5.6) aus (5.8) bis (5.10) 
folgt (man ersetze in Lemma 5.3 a dutch e - n ( H + 6 )  und b durch e-n~). Daraus 
ergibt sich der Satz. 

Wit  vereinfachen die Bezeichnungen. Sei X eine endliche Menge, und seien q 
und p endliche MaBe in X. q , / /p  bedeute, dab es endliche Mage pj  (j = 1 . . . . .  k) 
a j > 0 ,  x ~ , y ~ e X ( j = l , . . . , k - - 1 )  mit 

Pj+I = P j  +ajr} , ,  - -  ajax, (j = 1 . . . .  , k - -  1) 

p~+l (y~) < pj+l (x~) 

{ x j : j  = 1 , . . . , k - -  1} n { y j : j  = 1 , . . . , k - -  1} = 0 

gibL Die Folge (pj)i = 1 ..... k heiBt eine Abtragung yon p naeh q. 

Lemma 5.2. Sind p, q W Ven und gilt 

(5.11) q{x:  q{x} > a} <=p{x: q{x} > a} (a >= 0),  

80 ist q ./" p.  

Beweis. Um Induk$ion nach der M/ichtigkeit yon X durchfiihren zu kSnnen, 
beweisen wit etwas allgemeiner : 

Sind q,p endliche MaBe in X ,  ist 

E < p{x} }, 
x - E c q{x} >= p{x} },  
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und ist (5.11) erffillt, so gibt es ein p '  m ~  

p '  f p ,  

p'{~)__>q{x} 

p'{x}=q{x} 
und 

(x e E) ,  

( x e X - -  E) 

(5.13) 

und 

(5.14) 

so hat man 

(5.15) 

~{x :p{x) =< a) < ~, 

q{x: q{x} __< abe) < ~ .  

Beweis. Wir wfihlen eine Abtragung (PJ)I _~j_~k rondo nach q so, dal~ ffir kein j 

(5.16) pl{xj) > ab > pj+l{Xj} 

ist (das ist durch Aufspaltung der einzelnen Schritte (und der al) immer mSglich) 
und zerlegen F = {x: q{x} <= ab 2} in die Menge E1 der Punkte,  die als ein y~ 

x~eE, y j E X - - E  ( j = l  . . . .  , k - -  1). 

Ffir einpunktiges X ist dies trivial. Allgemein sei 

(5.12) Z = {z: q{z} ---- min {q{x} : x e X } } .  

~ach  Induktionsvoraussetzung gibt es ein p "  in X - -  Z mit  folgenden Eigen- 
schaften : 

p " z / p  

p"{x} _>_ q{x} (x ~ x - z )  

p" {x} = q{x} (x e X -- (E u Z) ) 

x ~ E - - Z ,  ~ E X - - ( E w Z )  ( i = l  . . . .  , l - - l )  

(xt, yi seien die bei einer Abtragung yon p nach p "  auftretenden Punkte.) Is~ 
ql die Einschri~nkung yon q auf  E w Z und Pl  in E (J Z so definiert, dab Pl  in 
Z mit  p und in E - -  Z mit  p "  fibereinstimmt, so genfigt es, die Induktionsaussage 
fiir ql, P l ,  E in der Menge E u Z (an Stelle yon q, p, E in X) zu beweisen, da ein 
p' mit den gesuchten Eigenschaften dann in naheliegender Weise durch Zusammen- 
setzen der beiden gefundenen Abtragungen gewonnen werden kann. Wir wissen, 
dab ql {x} als Funktion yon x auf Z - -  E (sogar auf  Z) konstant  ist und da~ 

ql {x} ~ pl  {Z} (x e E) 
und 

ql (E w Z) ~ p l  (E u Z) 

gelten. Der Beweis ffir die Existenz einer Abtragung der gesuchten Art ist unter  
diesen Bedingungen leicht zu fiihren und ~ r d  dem Leser fiberlassen. 

Lemma 5.3. Sind q, p WVen in X,  a > O, 0 < b < s < 1 und gilt q z i p ,  

H (q) - -  H (p) < - -  e log b 
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v o r k o m m e n  und  in den Res t  F2. Diesen zerlegen wir weiter  in 

-F21 : { x : x e F 2 , p { x }  > a) und  _E22 = .F2 - -  F21. 

Seien 
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F (3 F22 ~-- 0 und (5.14) folgt 

p (F1) + p (F22) < e. 
Wegen  

p{x) > .  

ist die M/ichtigkeit yon  _FZl < 1/a, also 

q(F21) < l a b 2  < e. 
a 

~ , a i <  e 
left1 

folgt aus (5.14) ( ~ a j  ist eine aus {x: p{x} <= a) abget ragene  Masse). 
je~ 

Die Mi~ehtigkeit der Menge 

E = {x :  z = xj f~ir g e e i g . e t e s  j ~/?2} 

ist < l/a, setzt  m a n  also 

j (x) ---- rain {i : i e/72, xi = x} 

so folgt aus dem Verbot  yon (5.16) und  der Definition yon flz 

jefl~ 
x j ~ X  

also 

x i = x  

Aus 

p(x} < q{x} ~ ab 2 < a (x E F1),  

(x ~ ~21) 

(x ~ E), 

(x ~ E), 

fll = { j :  1 <__j <= k - -  1 , y j eF l , p {x l }  < a ) ,  

fi2 = { j :  1 ~ j  =< k - -  1 , y ~ e F l , p { x j }  > a,pj+l{xj} < ab}, 

fla = {j : 1 =<j ~ k - -  1, yy e F l , p { x j }  > a, p1+l{Xj} >= ab}. 

Beim j - t en  Schri t t  der Abt ragung  wird die Wahrseheinl ichkei t  yon  F1 u m  
aIZF 1 (yj) erh6ht,  w/~hrend die jeder Tei lmenge yon F2 h6chstens erniedrigt  wird. 
Wh'  haben  also 

q(F)  = q(E1) -~- q (F21) -~- q(F22) 

< p(F~) + ~.r  + ~a j  + y aj + q(P~l) + p(r~z). 
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Sei  nun  j ~ .t~, 

Dann ist 

also auch 

V. STRASSEI~: 

pt = Pt + t a~ Our - -  t aj ~x~ (o_<_t_< ~) .  

d H ( p t  ) = a~ log ~ ~ a t mg ~o~-~~{~,}- 

> ar log " "} > ar log ab 2 - -  - -  a~ log b ,  

H (Pi+1) - -  H (pj) > - -  aj log b. 

I )a  sich bei jedem Schritt der Abtragung yon p nach q die Entropie vergr61~ert, 
folgt hieraus und aus (5.13) 

- -  log  b ~ aj < ~ (H (pi+1) - -  H (p~)) __< H (q) - -  H (p) < - -  e log  b,  
ie~ jefl~ 

also 
~ a i <  e. 

Fassen wit unsere Ergebnisse zusammen, so erhalten wir (5.15). 
Sei nun wieder X der Produktr~um (5.1) und sei T die Shift-Transformation : 

( T x)~ = x~+t (i ganz, x e X) .  

Satz 5.4. I s t  u eine ergodische Unterquelle in  X ,  H = H (u) die Entropie von u 

und q'~ das Anzahlmaf l  in  X n ,  so g i l t / i i r  jedes e > 0 

�9 t 

mm{q~,(En)  : un (En)  > 1 - -  e} ---- enH+o(n). 

Beweis.  Wir setzen 

iX~  = {~xk = (x~ . . . . .  x~) : xJ e X0  ( j  = i . . . . .  k)} 

und 

~0~ = { ~  = ( ~ ,  . . . ,  ~ )  : ~ e t g ( X 0 )  ( j  = i, . . . ,  ~)} (i :< k ganz). 

Seien luk hzw. ,#~ die Projektionen yon u bzw. # auf  iXk bzw. ion ,  ferner ,9~ und 
,P~ ffir iXk wie ~v und P ffir X definiert. Fassen wir ,O~ als Teflmenge yon Q (~Xk) 
auf, so ist ~#~ eine W V in $2 (,X~) und es gilt 

, u ~  = i ~  ( / /~D �9 

I s t  iq~ ~ tu~ mit  
H ( ~ q k )  = H ( i u ~ ) ,  

so gibt es nach Satz 1.1 ein iP~ ~ ~P~ mit  

Iqk = iPk (i/z~) �9 

Wir sehen i~u~ wieder als W V in iO~ und iPk (nach Einschr/inkung des Deft- 
nitionsbereiehs) aIs Markoffschen Kern yon ~O~ nach iX~ an. Sei k > 1 und 

k 
P (  , v~) ~ - - N  • i k + l  P ( i + l ) k  ( , i/~+1 v ~ (~+1) k ) .  

i ganz 
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Wir haben 
k 

(5.17) P e P 

und f/Jr i ~> 1 folgt aus dea drei letzten Gieichungen 

1 k 1 1 k k 

k 
(~(P ~)~ ist die Projektion yon P/~ auf~X~) 

(siehe (1.5)) 

i k i - - 1  k 

ik [II(l(P[~)ilr --  ~ H(i~+l (/~t)(/+l)k)l 
i = 0  

\/=0 

\i=O 

ik ificgk, ik+l~(j+t)k 

(siehe etwa KVLm3AcK-LEI]3L~R [23], DO13RFSCttlN [24]) 

i~-~ \I )i H 1 

\ r  ]}  

Ist e > 0 and 1: hinreiehend groB, so haben wir 

g 

und 

(siehe CHI~TSCHI~ [18]), also auch 

k 1 

(5.1s) 

Setzen wit 

(i ~ ]) 

(i ~ 1). 

I k - t ~ i  k 
P - ~ - ~  P 

j~O 

(siehe (4.16)), so ist PM inv~riant (da P invariant ist), P #  ~ u (wegen P ~ P, 
siehe (5.17)) und 

H(P/J) >= I i (u)  -- 

(wie m~n leieht aus (5.18) und der Konkavit~tt yon H folgert), also 

H-=- sup (H (p) : p e J(u)}.  
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I-Iieraus folgt  die E x i s t e n z  eines E x t r e m a l p u n k t e s  p y o n  J (u) m i t  

H = H ( p )  

(siehe B~EIMA~ [25]). N a c h  L e m m a  4.5 is t  p ergodisch,  n a c h  d e m  Satz  y o n  
M A c M I z ~  erfi i l l t  P die  V o r a u s s e t z u n g  v o n  Satz  5.1. D a m i t  is t  Satz  5.4 bewiesen.  

Herrn KONRAD JACOBS gilt mein dauernder Dank fiir seine langj~hrige FSrderung, sein 
Interesse an dieser Arbeit und zahlreiche anregende Bemerkungen. Einen wiehtigen Literatur- 
hinweis verdanke ich auch Herrn H~I~Z BAv~m 
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