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Uber die Desintegration von abstrakten Massen* 

PAUL GEORGIOU 

Summary. Under the condition that a lifting exists, the existence of the "disintegration" of abstract 
positive bounded measures is established. Basic properties of this disintegration as well as the special 
case of bounded Radon measures are studied. 

Die Frage, die in dieser Note untersucht wird, ist jene nach der Existenz der 
Desintegration yon abstrakten, positiven und beschr~inkten Magen in bezug auf 
einen a-Homomorphismus. Es handelt sich niimlich um folgendes: es seien # ein 
positives Mal3, das auf einer abstrakten Booleschen a-Algebra 9X definiert ist, 
u n d p  ein a-Homomorphismus yon einer Booleschen a-Algebra ~B in 9.1; die 
Desintegration yon # beztiglich p ist dann eine Zufallsvariable auf ~3 mit Werten 
im Raum 3~/ aller (additiven) MaBe auf 92[, die gewisse Bedingungen erfiillt (s. 
Definition in w 1), wobei 03, ~) die zu 03, # o p) geh6rige strikt-positive Mal3algebra 
bezeichnet. Unter einer ,,Zufallsvariablen" auf ~3 versteht man im allgemeinen 
einen a-Homomorphismus von einer geeigneten a-Mengenalgebra des Wert- 
bereichs dieser ,,Zufallsvariablen" in ~3 selbst. Diese Frage, nach der Existenz 
n~imlich der Desintegration, wird unter der Voraussetzung der Existenz eines 
Liftings yon 03, # o p) geltist und zwar in folgender Weise: Mit Hilfe des Liftings, 
das als eine Isometrie yon 03, V) auf eine Mal3unteralgebra (~o, Vo) yon 03, # o p) 
aufgefagt wird 03o ist im allgemeinen keine a-Unteralgebra yon ~B), ist auf ~3 
ein a-additives MaB rap, mit Werten in ~/definiert, dessert Radon-Nikodymscher 
Integrand in bezug auf ~ die gesuchte Desintegration ist. Falls ~3 eine a-Mengen- 
algebra in S ist (S beliebige Menge), dann induziert die Desintegration eine meg- 
bare Funktion 2 yon S in M (ebenfalls Desintegration yon # beziiglich p genannt). 
Diese Funktion ,~ wird mit Hilfe eines durch das Lifting erzeugten Monomorphis- 
mus (der sogar eine Isometrie ist) Po yon ~3o in 92[ konstruiert, und aus dieser 
Konstruktion folgt, dal3 2(s) fiir alle seS yon den Elementen des Filters Po(~) 
in 9/ getragen wird, wobei ~ der yon s induzierte maximale Filter in ~3 o ist. 
Falls/~ ein positives und beschr~inktes Radonsches Mal3 auf einem lokalkompakten 
Raum E ist, dann induziert die Desintegration (durch Anwendung derselben 
Methode) eine weitere Funktion 2' auf S mit Werten im Raum der positiven 
Radonschen Mage m auf Emit  II m II _-< 1. Hieraus bekommt man nun eine Charak- 
terisierung des starken Liftings, falls S ein kompakter Raum und vein positives 
Radonsches Mal3 auf S mit Supp v = S sind; man zeigt n~imlich, dab (S, v) ein 
starkes Lifting besitzt, wenn ein Lifting L: (~3, v)~(~Bo, Vo) 03 bezeichnet die 
Klasse der v-mel3baren Mengen) existiert, so dab die Klasse {B; Be~30} die 
Punkte von S trennt (/3 bezeichnet die abgeschlossene Htille von B). 

* Die vorliegende Arbeit wurde w~ihrend einer FiSrderung durch die Alexander yon Humboldt-  
Stiftung abgefaBt. 
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w 1. Voraussetzungen und Definitionen 

Den Betrachtungen dieser Arbeit liegt zugrunde eine Mal3algebra (9.1, #), 
wobei # ein positives und o--additives (beschr~inktes) Mal3 ist, sowie ein a-Homo- 
morphismus p von einer Booleschen a-Algebra ~3 in 95[. Es sei v = # o p das Bild- 
maB auf ~3 yon # beztiglich p und es bezeichne 03, ~) die zu 03, v) geh6rige strikt- 
positive Maf3algebra. Folgende Voraussetzung ist weiterhin notwendig: 

Hypothese. (~, v) besitzt ein Lifting; d.h. es existiert eine Mal3unteralgebra 
(No, Vo) yon (~, v) rnit Vo=V[~o, die isometrisch zu 03, ~) ist. Es sei L ~-->~o 
diese Isometrie. 

Es sei nun (M,A) das Dualsystem der R~iume M der reellen, a-additiven 
Mage auf N und A der einfachen reellen Zufallsvariablen (d. h. Linearkombina- 
tionen von Indikatorfunktionen yon Elementen aus 9.1) mit der iiblichen Bilinear- 
form (m, @ =m(c~)=S~ din. Darfiber hinaus sei ~ /d ie  vollst~indige Hiille yon M 
beztiglich der uniformen Struktur der o-(M, A)-Topologie. Eine (schwache) Zufalls- 
variable [ auf ~ mit Werten in ~/ is t  [2] durch einen a-Homomorphismus h (l) 
yon ~ (2f/) in ~ definiert, wobei 5 (~/) die yon den Halbr~iumen von M (in bezug 
auf A) erzeugte _o--Mengenalgebra bezeichnet. Wenn nun n ein o--additives Mal3 
auf ~ ist und h(1): ~(M)-~ N eine h)-wertige Zufallsvariable auf ~ ,  dann [1; w 3, 
No 1] bezeichne m = ~ I dn jenes Element m yon/f/,  das durch die Relationen 

m(a)=~(l, Ia)dn; ae~I 

definiert ist, wobei (1, Ia) die Zufaltsvariable bezeichnet, die durch den a-Homo- 
morphismus h((I, I.)) vonder a-Algebra ~3a der Borelschen Mengen der Zahlen- 
gerade IR in ~3 definiert ist (d. h. also: (I, I.) ist eine reelle Zufallsvariable auf ~), 
so dal3 das Diagramm 

kommutativ ist; 

~ I R - -  h((I, Ia)) ) 

~io(~/) bezeichnet die o--Mengenalgebra in ~/, die yon den 
Halbraumen {m e M; (m, Ia) < p}; p e IR erzeugt wird (Ia Indikatorfunktion von a); 
den Isomorphismus zwischen ~i~ und ~3~ induziert die eineindeutige Abbil- 

dung {me/f/; (m, Ia)<p}-~{~elR; ~<p}; peN.  

Definition. Eine (schwache) Zufallsvariable 2 auf ~ mit Werten in ~/heil3t 
eine Desintegration von# beziiglich p, wenn # = S '~ d(~-S--p) ist. 

Bemerkungen fiber die Terminologie: Wie im folgenden Paragraphen gezeigt 
wird, ist die Desintegration von # beziiglich p nicht nur eine schwache Zufalls- 
variable mit Werten in/f/ ;  sie ist dariJber hinaus der (stochastische) Limes einer 
gerichteten Familie von einfachen M-wertigen Zufallsvariablen (sie ist gewisser- 
mal3en ,,vague" im Sinne von [1]). Wenn ~ eine o--Mengenalgebra in S ist, dann 
induziert die schon definierte Desintegration eine Funktion von S in ~/; diese 
wird ebenfalls Desintegration genannt. 
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w 2. Die Desintegration 

Es sei rap, folgende Funktion auf ~B mit Werten in M: 

mpu: fS~b-- ,  I~(b). # ~ M ,  

wobei p die Komposition der Homomorphismen 

L,~3o ~- ,~  P , 9 /  

ist. Es sei bemerkt, dab ~ ein Isomorphismus (genauer: eine Isometrie) yon ~5 
auf p03) ist. Es gilt nun das 

Lemma. mpu ist ein ~-f/l-Mafi_(im Sinne yon [3]); d.h. " fiir jedes e e A  ist c~ o rap, 
ein reelles a-additives Marl auf  ~ .  

Beweis. Es sei b, +% in ~3 und p (b,)$ a in 9/; dann ist aber #(a)= ~im # (p (b,))= 

lim~(b,)=0; d.h. also, dab a ein #-Nullelement yon 9/ist. Es sei weiter ~ A ;  
/ I - -+oO 

dann folgt die Behauptung des Lemmas aus den Relationen: 

lim (mpu(bn) , cx) = lim (I~(b.) �9 12, 0~) -= lim (I~(b.)" #) (00 

= a ) - - o ,  

weil a ein #-Nullelement yon 9/ist. 

Wenn nun i eine Zufallsvariable auf ~ mit Werten in ~/ist ,  dann ist auf 
folgende Funktion f definiert: 

f :  g~b--->(I  (Jb, I , )dV;  aeg/) .  
b 

Ist dariiber hinaus i eine Desintegration yon # beziiglich p, dann ist f =  rap,, weil 

I ( i ,  I , )  d~ = I ( i ,  Ia)" lb" dl~ o p 
b 

= I ( i ,  Ia).  I b �9 d(# o ~) 

= ~ ( i ,  I , )  d((I~(b)" #) o p )= (I:(b)" #)(a); 

das folgt unmittelbar aus den Tatsachen, dab (i) #o p = # o p und (ii) Ib" (# o ~) = 
(I:(b)" #) o ~ ist. Ftir die Betrachtungen dieser Note ist dieses a-~/-Mal3 rap, wesent- 
lich, weil gilt: 

Theorem 1. Es existiert die Desintegration i yon # beziiglich p, und sie ist gerade 
der Radon-Nikodymsche Integrand yon mpu in bezug auf  # o p. 

Beweis. DaB der Integrand von rap, beziiglich # o p existiert, wurde schon in 
[3; Satz 10] bewiesen. Es sei nun i dieser Integrand; dann ist j 2 d# o p = mp,(b) = 

b 
I:(b)'# ftir beY;  d.h. also i i s t  die Desintegration yon # beztiglich p. 

Aus dieser Tatsache folgt [3; Satz 10], dab die Desintegration i yon # beziiglich 
p folgende Gestalt hat: sie ist der stochastische Limes in bezug auf ~ (und auf die 
uniforme Struktur auf 2V/, die yon der schwachen Topologie a ( M , A )  induziert 
wird) der gerichteten Familie (ia)a~a von einfachen Zufallsvariablen auf ~ mit 
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Werten in M, wobei A die gerichtete Menge der (endlichen) Zerlegungen des 
Einselements yon ~ ist und 2a = ~ Ib mb; hier bezeichnet 

bg6 

mpu(b ) _ ( (mvu(b),c~} ) ~M; 
mb = V(b) \ ~(b) o~A 

d.h. dab mb folgendes Mag auf 9.I ist: 

~ a ~ m b(a) 
mit 

mo(a)= mpu(b) (a)= (Io(bl. #)(a) _ #(~(b)/x a) 
(# o p)(b) #(p(b)) 

Im folgenden sei vorausgesetzt, daft ~3 eine a-Mengenalgebra in einer gewissen 
Menge S ist. 

Wenn nun ,~ die Desintegration yon # bezfiglich p ist, dann induziert ,~ eine 
(schwach mel3bare) Funktion auf S mit Werten in A) in folgender Weise: Es sei 
( ,~)~  die schon definierte Familie, die stochastisch nach ~ gegen 2 konvergiert; 
d.h., dab die Familie ((2~, I~})~a_stochastisch nach ~ gegen (2, Ia} konvergiert 
(aeg, I). Hieraus folgt [7], dab ((2~, Ia})~A algebraisch gegen die reelle Zufalls- 
variable (,~,I~} konvergiert. Es sei nun f~=E((2, I0}), wobei E das Lifting auf 
dem Raum 9X~(S, ~3, v) aller beschr~nkten reellen und mel3baren Funktionen 
bezeichnet, das yon L induziert wird. E ist [6] eine positive lineare Funktion yon 
~lJt~(S, ~, v)/gl.(S, ~, v) in 9X~(S, ~3, v), die dartiber hinaus die Eigenschaften: 
(i) E ( i )= I  und (ii) E('fg)=E(f)E(~,) hat; 9l~(S, ~3, v) bezeichnet die Klasse der 
reellen v-Nullfunktionen auf S und f - -+ f  die kanonische Abbildung von 
~ff(S, ~B, v) auf 9X~(S, ~, v)/gt~(S, fB, v). Wie aus der Definition von (2~, la} 
fol_gt, ist (2, Ia)=I~-~(.) ftir jedes aefi(~); in der Tat konvergiert die Familie 
((2~,Ia})~ gleichmiil3ig gegen I~-~(,), weil (2~,I~}=I~_-~(~) fiir 3 feiner als 
{p-~(a),~-~(-a)}_ ist. Hieraus folgt nun, dab fa=E((2, I~})=I~,(,)fiir alle 
aepo(~3o) =p(~)  ist, wobei Po die Komposition der Homomorphismen 

bezeichnet (Po ist auch eine Isometrie). Da nun jedes (2, Ia) (also auch jedes fa) 
positivist, 1/ii3t sich dann die Abbildung 

/,--*fa; a~9.I 

zu einer positiven, linearen Funktion auf A mit Werten in den Raum der reellen 
~3-mef3baren Funktionen auf S erweitern. Hieraus und aus [-2; S~itze 2 und 3] 
folgt, dal3 eine Funktion 2: S ~ 29/existiert, so dab 

(2, Ia} =f~; a e 9.1. 

2 ist dann der stochastische nach v Limes der Familie (2a)a~a, wobei 2a = ~ IL(b)- mb 
bee 

ist. Dabei sei auch bemerkt [-2], dab der a-Homomorphismus yon ~(~/) in ~3, 
der von 2 erzeugt wird, die gemeinsame Erweiterung aller o--Homomorphismen 
h((2, Ia}): ~I.(M) --* ~ ist. 
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Wenn ~ den durch s~S definierten (maximalen) Filter in ~3 o bezeichnet, 
dann gilt das 

Theorem 2. F/ir alle s~S sind folgende Aussagen erfiillt: 

(i) 2(s) ist konzentriert auf a fiir aepo(~)" 

(ii) 2(s) hat das TotalmaJ3 1. 

(iii) 2(s) ist absolutstetig in bezug auf #. 

Beweis. Zun~ichst sei folgendes bemerkt: da (4, I,) ftir jedes a ~ I  eine positive 
reelle Funktion ist, so ist 2(s) ftir jedes s ein positives (additives) MaB. (i) und (ii) 
folgt dann unmittelbar aus der Tatsache, dab (2, I~)=Ip~1(,) ftir aspo_(fSo) ist. 
Wenn nun # (a)= 0 ist, dann ist (I~(b)" #) (a)= 0 fiir jedes b s ~3; d.h. also (4, Ia) = O. 
Hieraus folgt f ,  = E((2, I,)) = 0 und 2 (s) (a) = 0 for jedes s e S. 

w 3. Wertbereich der Desintegration; Spezialfall 

Es seien ( ~ ) ~ ,  2, f~ und 2 wie im vorigen Paragraphen. Wenn Mo die abge- 
schlossene (in bezug auf o-(M, A)) konvexe Hfille der Menge {rob; b ~ }  u {0} ist, 
dann gilt der 

Satz 1. Die Desintegration 2 hat Werte aus M o. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dab (2,@=<e ist, falls Mo~_H~ , wobei 
k 

~= ~ (i" I , ~ A  und H~ den abgeschlossenen Halbraum { m ~ / ;  (m, ~)-<e} be- 
i = l  

zeichnet. Aus der Definition yon Mo und }~ folgt, dab (2~, @ =< e ftir alle 5 ~A ist, 
und hieraus 

k 

i=1  

k 

= ~ (i alglim (,~, I~,) 
i = 1  5~A 

k 

= alglim ~ (i ('(~, I.~) _-< e. 
5cA i = l  

Es ist also 
k k 

i~1  i = l  

Die Desintegration v o n #  bezLiglich p hat, wie schon gezeigt wurde, im all- 
gemeinen Werte aus M, d.h. aus dem Bereich der (rein) additiven MaBe auf 91. 
Es sei nun folgender Spezialfall betrachtet: Bezeichne E einen lokalkompakten 
Raum, # ein beschr~nktes, positives, Radonsches MaB auf E und 9~ die Boolesche 
o--Algebra der ~-integrierbaren Mengen. Es sei weiter (2~)~ die gerichtete 
Familie des vorigen Paragraphen. Wenn man nun an der Stelle yon A die Klasse 
~U(E) der stetigen reellen Funktionen auf Emit  kompakten TrSger setzt und die 
Methode des vorigen Paragraphen anwendet, dann bekommt man eine Funktion 
2' auf S mit Werten in den Raum der (positiven) Radonschen MaBen auf E. Man 
betrachtet niimlich die lineare Abbildung h --+.fh Y O n  o~f'(E) in den Raum der reellen 
Zufallsvariablen auf ~3, wobei fh=E((2,  h)) ist; (4, h) bezeichnet den (alge- 
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braischen) Limes der Familie ((26, h))6~a. Dann ist 2' die von h ~ f h  induzierte 
Abbildung, die folgende Eigenschaften hat: 

Satz 2. Fiir jede offene Teilmenge a yon E gilt die Relation 
<2', Ia) < <2, Ia>. 

Beweis. Die Behauptung des Satzes folgt aus den Resultaten (tiber die Ord- 
nungsrelation in dem Raum der Martingale mit gegebener Basis und ihre Inte- 
grandsdarstellungen) [7; w167 1.4 und 2.3] und die Relationen: 

(2, I,> = alglim ('~a, I,> 
6EA 

= alglim (sup((,~a, h>; h ~ X(E)  und h < I,)) 
6EA 

>sup(alglim (2a, h>; h z S ( E )  und h<I~) 
6zA 

=sup(<J,h>; h~2gr(E) und h<Ia). 

Hieraus folgt nun offensichtlich der 

Satz 3. Fiir alle s~S sind folgende Aussagen erfiillt: 

(i) Supp 2'(s)_~ (~(8; a~po(~)) ;  8 bezeichnet die abgeschlossene Halle yon a 
und Supp den Trgzger des Mafles. 

(ii) Z(s) hat das Totalmafi <1. Ist dariiber hinaus E kompakt, dann hat das 
positive Radonsche Marl Z(s) das Totalmafi 1 fiir alle s~S. 

w 4. Bemerkungen iiber das starke Lifting 

Fiir die Betrachtungen dieses Paragraphen sei ~3 die Boolesche a-Algebra 
der integrierbaren Teilmengen eines kompakten Raumes S in bezug auf ein posi- 
tives Radonsches MaB v mit Supp v = S. Es seien weiter E ein kompakter Raum, 
# ein positives Radonsches MaB aufE, 91 die Boolesche a-Algebra der/~-integrier- 
baren Teilmengen yon E und rc eine stetige Funktion von E auf S, so dab Tc(~)= v 
(ira Sinne yon 1-13); somit wird v = # o ~  1. Es ist bekannt, dab 03, v) ein Lifting 
besitzt, und hieraus folgt, dab der Satz 3 gilt. 

Ein Lifting L yon 03, v) heiBt stark, wenn L(U)~_ U fiir jede offene Teilmenge U 
yon S gilt. Weiteres fiber starke Liftings s. in [6]. A. Ionescu Tulcea hat in 1-43 
das folgende Theorem bewiesen: 

Theorem yon A. Ioneseu Tuleea. Es seien S ein kompakter Raum und ve in  
positives Radonsches MaB auf S mit Supp v = S. Folgende Aussagen sind ~iqui- 
valent: 

(a) Das Paar (S, v) (d. h. (~3, v) im Sinne dieser Note) besitzt ein starkes Lifting. 
(b) Ffirjedes System {E, #, To}, wobei E ein kompakter Raum ist, p ein positives 

Radonsches Mal3 auf E und ~ eine stetige Funktion yon E auf S mit ~ (~t)= v, 
existiert ein Kern l: s ~ I(s), d.h. eine Funktion yon S in den Raum der positiven 
Radonschen MaBe m auf E m i t  r] m[] = 1, die folgende Eigenschaften hat: 

(bO /~= y I(s) dr(s) 
S 

und 
(b2) Supp l(s)_ ff~ ({s}) ffir jedes s6S. 
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Es sei nun 6 =  {B; B ~ 0 }  (B bezeichnet die abgeschlossene Halle yon B). 
Falls L ein starkes Lifting ist, dann trennt ~ die Punkte yon S. Umgekehrt: wenn 

die Punkte yon S trennt, dann folgt aus dem Satz 3, dab Supp2'(s)~_~l({s}) 
(man setzt p =  if1) und aus dem Theorem yon A. Ionescu Tulcea folgt nun das 

Corollar. Es seien S ein kompakter Raum, vein positives Radonsches Marl auf 
S mit Supp v=  S; (S, v) besitzt ein starkes Lifting genau dann, wenn ein Lifting 
L: fS---~ f~ o existiert, so daft die zu L geh6rige Klasse ~ die Punkte yon S trennt. 
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