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Summary. The principal aim of the paper is an analogue of Lévy’s theorem in the following
way: Let ¥ be a locally compact space denumerable in the infinity and consider the space
M (%) of all positive Radon measures on X with the “topologie vagie” in the sense of Bourbaki,
The Fouriertransform of a tight measure P on (X)) is the functional

9 L(¥) > Plp) = [ P(w expidu ¢
where £(X) is the space of all continuous functions with compact support.

Consider a sequence Py, Pg, ... of tight measures on IR (¥), with the property that ﬁl(qo),

f’g(zp), ... converges to F(g) for fixed p e £(X), and let F(Ag) > F(0) for ¢ =0, 2 - 0.
Then Pi, Pg, ... is uniformely tight and converges to a tight measure P on (%) for each

continuous bounded funetion on N (X) and F = P An application of this theorem is given.

Sei X ein lokal kompakter, im Unendlichen abzdhlbarer Raum und sei & die
Menge der stetigen, reellwertigen Funktionen auf ¥ mit kompaktem Trager. Ein
positives RadonmaB auf ¥ ist ein positives, lineares Funktional auf Q. Die Menge It
aller positiven RadonmafBe auf X, versehen mit der schwachen Topologie tiber &,
das ist die vage Topologie im Sinne von Boursaxi [1], bildet einen vollstindig
reguliren Raum. Sei P ein positives straffes MaB auf I, so ist die Fouriertrans-
formierte von P die Funktion

13: L>C
¢ —>P(p)= [ P(uyexpi{u, ¢},

also das P-Integral der Funktion g € I — exp ¢{u, p), wo (i, p) das u-Integral
von @ isb. Wir schreiben auch in Zukunft Infegrale entweder mit dem Integral-
zeichen oder mit spitzen Klammern als Skalarprodukt und denten manchmal die
Integrationsvariable in runden Klammern an. Ist P ein WahrscheinlichkeitsmaB,
so kann man P als die Verteilung eines zufélligen Radonmafes auf ¥ und P als
sein charakteristisches Funktional ansehen. Da diese Ausdrucksweise am kiirzesten
den wesentlichen Sachverhalt beschreibt, haben wir sie als Titel gew#hlt.

Die Funktion P ist positiv definit und stetig. Umgekehrt gehort zu jeder
positiv definiten Funktion F auf  mit der Eigenschaft, daB fir jedes ¢ € ,
@ = 0 die Funktion 1R — F (A ¢) die Fouriertransformierte eines Mafles auf
der positiven reellen Halbachse ist, ein positives straffes Mal P auf I, dessen
Fouriertransformierte F ist [5]. Das ist das Analogon des Satzes von BOCHNER.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Beweis fiir die Eindeutigkeit der Fourier-
transformation zu liefern und das Analogon des Satzes von Pavr Livy zu be-
weisen. Als Anwendung dieses Satzes wird ein kurzer Konvergenzbeweis fiir ein
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spezielles straffes Mal} gefihrt, das in einer fritheren Arbeit [4] das statistische
Modell eines unendlich ausgedehnten Gases genannt wurde und das eine Art
Verallgemeinerung des Poissonprozesses von der Geraden auf X darstellt.

Sei E ein topologischer Raum, so bezeichnen wir mit €(Z) den Banachraum
der stetigen, beschrinkten komplexwertigen Funktionen auf E versehen mit der
Supremumsnorm. Ein straffes Maf P auf E ist ein positives, lineares Funktional
auf € (%), dessen Einschrinkung auf die Einheitskugel £ (€ (X)) stetig ist in der
Topologie der gleichmaBigen Konvergenz iiber jedem Kompaktum von E. Zu
jedem & > 0 gibt es also ein Kompaktum K c & und ein 6 > 0, so daB |{P, )| Ze
ist fiir alle fe€(E), |f] =1, |f| < 6 auf K. Die Linearitdt von P garantiert die
gleichméBige Stetigkeit auf Q(€ (X)) beziiglich dieser Topologie. Eine Familie
{Peluecs vou straffen Mallen auf Z heil3t gleichstraff, wenn sie beschrénkt ist und
das obige &, K, §-Kriterium gleichméBig in « erfiillt.

Sei F ein weiterer topologischer Raum und sei zz: £ — F eine stetige Abbildung.
Jedem straffen MaB P auf E wird das Bild x(P) zugeordnet:

a(P): §(F) ->C
g=><n(P),gy ={P,gom).

Das Bild &z (P) ist ein straffes MaB auf F.

Ist Z lokal kompakt, so ist ein straffes Mafl auf # nichts anderes als ein be-
schrinktes Radonmaf. Dariiber hinaus besitzen straffe MaBe auf vollstéindig
reguldren Rdumen alle wesentlichen Eigenschaften beschrinkter RadonmaBe auf
lokal kompakten Réiumen (vgl. z.B. [4], Kap. I). Man kann in diesem Fall die
Gleichstraffheit von Maflen P, auch so formulieren, daf man sagt, die P, sind
beschrinkt und zu jedem & > 0 gibt es ein Kompaktum K in E mit

P,{E—K}<¢
far alle «.
Wir benétigen fiir das folgende eine Variante des Satzes von Stone-Weierstral.

Hilfssatz 1. Sei U eine Algebra reellwertiger, stetiger Funktionen auf einem
topologischen Raum E, die die beiden Eigenschaften besifzt
() led
(i) zu 2, ye B, z+y und —1 o, § =1 existiert ein fe U mit |[f] <1,
fley=w fy)=p.
Dann Gt sich jede stetige Funktion E —[—1, +1] durch Funkiionen f aus U
mat | fl| < 1 gleichmiifig iber jedem Kompaktum approvimieren.

Beweis. Man iiberlegt sich zunichst das folgende: sei Y ein dichter linearer
Teilraum eines normierten Raumes X, so ist ®(Y) = &(X) N Y dicht in der
Einheitskugel &(X) von X.

Sei €g(#) = Re €(¥) und sei B der NormabschluB von % in G (%). Laut
NrevMARK [3] §2,10. I ist B ein Verband. Die Einheitskugel & () ist ein Teil-
verband von B, der & (%) als dichte Teilmenge enthélt. Man tibertragt den Beweis
von NEUMARK [3] § 2.10.1T und sieht, dal & (B) dicht in & (Cg (E)) beziiglich der
Topologie der gleichmifigen Konvergenz auf jedem Kompaktum ist.

Wir kehren nun zu dem in der Einleitung genannten Raum I zurick und
folgern aus Hilfssatz 1:
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Hilfssatz 2. Die Menge der trigonometrischen Polynome der Norm =1 ist
dicht in der Einheitskugel von ©(IM) beziiglich der Topologic der gleichmdfigen
Konvergenz auf jedem Kompaktum.

Beweis. Die Menge der trigonometrischen Polynome, d.h. der Summen der
Form Z cx exp ¢y, @ry bildet eine komplexe Algebra, die Realteile

> axcos (u, @y + » brsin (u, pr)

eine reelle Algebra ¥, die die Konstanten enthalt. Sei g1 = pa e M, —1<a, f <1,
so gibt es ein ¢ € & mit {uy, @) = (u2, ¢>. Wir kdnnen & und % so bestimmen, dafl

sin (Eu1, @) +1)=ua
sin (& Cug, o> + 1) = f8

ist. Somit erfiillt 9 die Bedingungen von Hilfssatz 1.
Daraus folgt unmittelbar

Satz 1. Die Fouriertransformation ist wmkehrbar eindeutig.

Sei P ein straffes MaB auf IR, so bezeichnen wir mit P das Bild von P be-
ziiglich der Abbildung x4 € M — {u, ¢> € R. Somit ist P(#) ein straffes Mafl auf R,
das von R, getragen wird, falls ¢ = 0 ist.

Satz 2. Sei yi, k = 1,2, ... eine Folge von Funktionen aus g,
0=ym=L0=s=y1=sye=-, ypll fiir kfoo.
Eine Familie (Py),eq straffer Mafe auf MM ist genaw dann gleichsiraff, wenn fir
jedes feste k die Familien (PY9),4 gleichstraff sind.

Beweis. DaB aus der Gleichstraffheit der P, die Gleichstraffheit der P¥# folgt,
ist klar. Die Umkehrung bleibt zu beweisen. Wir wihlen bei vorgegebenem ¢ > 0
zu jedem k ein myz mit

POLEE > my) = Pof{ue M:u, pry > my) < 27k
fir alle «. Dann gilt fiir alle x € 4

Py{ueM: (u, pry > my fir mindestens ein k} < ¢
oder
P, —K}<e¢
mit
K={u:{u,ppy =mp fur k=1,2,..}.

Die Menge K ist abgeschlossen und beschrinkt in IR. Sei nidmlich ¢ € &,
dann gibt es ein g mit |@| = Ayg, A = 0 und somit ist | (u, > | = Amy fir
u € K. Kine abgeschlossene und beschrinkte Menge in I ist aber kompakt [1].
Aus (P, 1> = ( Py, 1) folgt, daB die P, beschrankt sind.

Folgerung 1 (Analogon des Soizes von Pavn Lévy). Eine Familie (Pylyey
positiver straffer Mafe auf M ist genaw dann gleichstraff, wenn die 1341 (0) beschrinki
sind und wenn fir jedes feste p € &, ¢ = 0 die Funkiionenfamilie

(2ER > Pu(dg)aca
gleichstetig im Nullpunkt ist.
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Beweis. Man wihit zunichst eine Folge 1, ya, wie in Satz 2 und verwendet
dann den klassischen Satz von L#vy: Eine Familie beschrinkter RadonmaBe auf
der Geraden ist genau dann gleichstraff, wenn die Fouriertransformierten im
Nullpunkt beschrinkt und gleichstetig sind.

Satz 3. Se: Py, Py, ... eine Folge positiver, straffer Mafle auf I und konvergiere
Py, Py, ... punkiweise gegen eine Funktion F: & —C mit der Eigenschaft:
F(Ap) — F(0) fiir festes p € &, ¢ = 0 und 4 | 0. Dann ist ' die Fouriertransfor-
mierte eines positiven straffen Mafes P auf It. Die Mafe P, Py, Py, ... sind
gleichstraff und {Pg,[> —< P, > fiir k- oo und feC(M).

Beweis. Die Mafle P1, Ps, ... sind nach [2] § 13 und Satz 2 gleichstraff, ihre
Einschrinkungen auf die Einheitskugel £ (€ ()) sind also gleichstetig gegeniiber
der gleichméBigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen und konvergieren auf
einer nach Hilfssatz 2 dichten Teilmenge. Also konvergieren sie fiir alle f € R(E(IN))
und damit fir alle f € €(IN) gegen ein lineares Funktional P auf € (M), das im
Abschlufl der Menge {P1, Ps, ...} im Dualraum von €(JX) versehen mit der
schwachen Topologie tiber € () ist. Da der Abschluf einer gleichstraffen Menge
straffer MaBe wieder eine solche Menge ist, ist P ein straffes Maf} und mit Py, Ps,...
gleichstraff.

Wir wenden jetzt Satz 3 auf die folgende, bereits in [4] betrachtete Situation
an, ¥ sei nicht kompakt und 4 sei ein nicht beschrinktes RadonmaB auf X. In X
sei eine aufsteigende Folge kompakter Teilmengen ¥ gegeben

%1C%2C§2C"'
UXr=%.

Ferner gebe es eine Folge Ny natirlicher Zahlen mit

—NE——»n (£~ o0).

A(Xr)
Wir definieren fiir jedes k ein straffes Ma Py auf 3% durch
Ny
(Pr, )= Z(xk)_Nk .f f}'(xl) }(xNk)f(zam)
£y Xy =1
fiir f € € (M). Dabei bedeutet §; das Diracmal an der Stelle a:
3z pel—>gpla).

Satz 4. Die Py sind gleichstraff und kowvergieren schwach auf € (M) gegen ein
straffes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P(n A) auf M mit der Fouriertransformierten

P@m2)” (p) =expndl,ev—1y.

Beweis. Die Fouriertransformierten der Py sind

N
P, " (@) = A{Xx) ™" j' '-'Ifl(xl) .- Azy,) eXp il_zlfp(xl)

Xx

= [A(X)! [ Aeio]r
Xx
=[1+4+ A(&Ep)1 fl(ei“’ — D=,
£
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Fiir gentigend groBes & enthilt ¥; den Tréiger von ¢. Dann dndert sich das Integral
_fl(efw — 1) bei der Vergroflerung von k nicht mehr. Der ganze Ausdruck kon-
Xy
vergiert gegen

exp n fl(eiw — 1) =F(p).

Da F die in Satz 3 geforderte Stetigkeitseigenschaft besitzt, folgt die Behauptung
des Satzes.

Ist X die Gerade und A das Lebesguemaf, so entspricht dem Mal P(n 1) ein
Poissonprozel der Sprunghéhe 1 und der mittleren Sprungdichte ». Ist ¥ = R3
und A das LebesguemaB, so charakterisiert P(n 1) ein Gas unabhingiger, gleich-
artiger Teilchen der mittleren Dichte n. Der (Gaszustand, in dem das 3-te Teilchen
am Ort z; sitzt, ist gegeben durch das Mafl y = Z Oy, (vgl. [4]). Diese Darstellung
eines unendlich ausgedehnten Gases hat die schone Eigenschaft, invariant gegen-
iber rdumlichen Bewegungen zu sein. Wir wollen dies ndher ausfithren.

Sei T': ¥ — ¥ eine topologische Abbildung. Dann ist g o T'e & fir p € &,
T: MM
=T (), @) =< po T

ist stetig und linear. Sei P ein straffes MaB auf I%, so ist T(P) das Bild von P
beziiglich 7': I — M.

Satz 5. T(P(n 4)) = P(nT(2)), insbesondere ist P (n 2) beziiglich T invariant,
falls 4 es st

Beweis. Wir vergleichen die Fouriertransformationen:

(T(PnN] " (9) =<T(P(nl), expilu, >
= (P(n 1), exp T (), p>>
=P (ni),expily,po 1))
= expndi, expi(poT)—1)
=expn{T(l),expip— 1)
=PnT2)" (p).
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