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Summary. The principal Mm of the paper is an analogue of L~vy's theorem in the following 
way: Let ~ be a locally compact space denumerab]e in the infinity and consider the space 
~0~ (~) of all positive l%adon measures on ~ with the "topoIogie vague" in the sense of Bourbaki. 
The Fouriertransform of a tight measure P on ~ (~) is the functional 

where ~ (~) is the space of ~ll continuous functions with compact support. 
Consider a sequence P~, P2 . . . .  of tight measures on ~ (~), with the property t h a t / 3  (~), 

P2(~) . . . .  converges to _F(c~) for fixed ~0 e ~(~), and let F(2~0)--> F(0) for ~0 ~ 0, 2-> 0. 
Then Pz, P2 . . . .  is uniformely tight and converges to a tight measure P on ~(~)  for each 
continuous bounded function on ~ (~) and 2" = P. An application of this theorem is given. 

Sei ~ ein lokal kompakter ,  im Unendlichen abz~hlbarer R a u m  und  sei ~ die 
Menge der stetigen, reellwertigen Funkt ionen  auf  ~ mi t  k o m p a k t e m  Tr/~ger. Ein  
positives RadonmaB auf  ~ ist ein positives, lineares Funkt ional  anf  ~. Die Menge 
aller positiven Radonmal]e  auf  ~, versehen mit  der sehwachen Topologie fiber ~, 
das ist die r age  Topo]ogie im Sinne yon  BOV~B~KI [1], bfldet einen vollst~ndig 
regul~ren Raum.  Sei P ein positives straffes MaB auf  ~ ,  so ist die Fouriertrans- 
formierte yon P die Funk t ion  

also das P- In tegra l  der F n n k t i o n / t  a ~ -> exp i ( # ,  ~0}, wo (#,  ~} das #- In tegra l  
yon  T ist. Wi t  sehreiben aueh in Zukunf t  Integrale  entweder mit  dem Integral-  
zeiehen oder mat spitzen Klammern  als Skalarprodukt  und  deafen  manehmal  die 
Integrat ionsvariable  in runden Klammern  an. I s t  P ein Wahrseheinliehkeitsm~B, 

so kann  man  P a l s  die Verteilung eines zuf/~lligen RadonmaBes auf  ~ und  f i  ats 
sein eharakteristisches Funkt ional  ansehen. Da diese Ausdrucksweise am kfirzesten 
den wesentlichen Sachverhal t  beschreibt, haben  wir sic als Titel gew/~hlt. 

Die Funk t ion  /3 ist posit iv definit nnd  stetig. Umgekehr t  geh6rt  zu jeder 
positiv definiten Fnnk t ion  F auf  ~ mi t  der Eigensehaft,  dab ffir jedes ~0 e ~, 

~ 0 die Funk t ion  2 E R -> F ( 2  9) die Fouriertr~nsformierte eines Mal]es auf  
der posit iven reellen Halbaehse ist, ein positives straffes MaB P auf  ~ ,  dessen 
Fouriertransformierte F i s t  [5]. Das ist das Analogon des Satzes yon  BOCE~Em 

Das Ziet dieser Arbeit  ist es, einen Beweis f/Jr die Eindeut igkei t  der Fourier- 
t ransformat ion zu ]iefern und  das Analogon des Satzes yon  P ~ - L  L~YY zu be- 
weisen. Als Anwendnng dieses Satzes wird ein kurzer Konvergenzbeweis fiir ein 
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spezielles straffes MaB geffihrt, alas in eiaer frfiheren Arbeit [4] das stat[sfisehe 
Modell eines unendlieh ausgedehnten Gases genannt wurde und das eine Art 
Verallgemeinerung des Poissonprozesses yon der Geraden auf ~ darstellt. 

Sei E ein topologiseher Raum, so bezeiehnen wir mit ~ (E) den Banaehraum 
der stetigen, beschri~nkten komplexwertigen Funktionen auf E versehen mit der 
Supremumsnorm. Ein straffes Mall P auf E ist ein positives, linea.res Funktional 
auf ~ (E), dessen Einsehr~nkung auf die Einheitskugel ~(~(E))  stetig ist in der 
Topologie der gleiehm~Bigen Konvergenz fiber jedem Kompaktum yon E. Zu 
jedem s > 0 gibt es also ein Kompaktum K c E und ein ~ > 0, so dab ] (P, /}]  ~ e 
ist ffir alle ] e G (E), H ] [] G l, l l[ G 6 auf g .  Die Linearit~t von P garantiert die 
gleichm~Bige Stetigkeit auf ~(~(E))  bezfiglioh dieser Topologie. Eine Famflie 
(P~)~,~A Yon str~ffen Maaen auf E h e i ~  gleichs~r~ff, wenn sie besehr~nkt is~ und 
das obige z, K, 8-Kriterium gleiehmgSig in ~ erfiillt. 

8ei F ein weiterer topologiseher Raum und sei s :  E --> F eine stetige Abbildung. 
Jedem straffen MaS P a u f  E wird das Bild s ( P )  zugeordnet: 

s ( P ) :  g(F)  - > r  

g i-+ (~(P) ,  g} = (P, go7~}. 

Das Bfld ~(P)  is~ ein s~raffes MaB auf F. 
Is~ E lokal kompakt, so is~ ein straffes MaB auf E nichts anderes als ein be- 

schr~nktes RadonmaB. Darfiber hinaus besitzen straffe Mai~e auf vollsti~ndig 
regul~ren Ri~umen alle wesentlichen Eigensehaften besehri~nkter RadonmaBe auf 
lokal kompakten Rgumen (vgl. z.B. [4J, Kap. I). Man kann in diesem Fall die 
Gleiehstraffheit yon Mafien P~ aueh so formulieren, dab man sagt, die P~ sind 
besehrankt und zu jedem s > 0 gibt es ein Kompaktum K in E mit 

ffir alle g. 
Wir benStigen ffir das folgende eine Variante des Satzes yon Stone-WeierstraB. 

ltilfssatz 1. Sei 9~ eine Algebra reellwertiger, stetiger Funl~tionen au/ einem 
topologisehen Raum E, die die beiden Eigenseha/ten besitzt 

(i) 1 e 
(ii) zu x, y e E ,  x ~ : y  und --1 ~ ,  f l ~ l  existiert ein ]~91 mit II/II ~=1, 

l (x) = ~, / (y) = ft. 
Danr~ 15fit sich ]ede stetige Fun/alien E - >  [--1,  d-1] dutch Funktionen f aus 91 
mit IIl I[ ~ 1 gleichmgflig i~ber jedem Kompalctum approximieren. 

Beweis. Man fiberlegt sich zungchst das folgende: sei Y ein dichter ]inearer 
Teilraum eines normierten Raumes X, so is~ ~(Y) = ~ (X) f~ Y dicht in der 
Einheitskugel ~ (X) yon X. 

Sei ~R (E) ~ Re ~ (E) und sei !~ der NormabschluB yon 91 in ~R (E). Laut  
lq~V~A~K [3] w 2,10. I is~ !8 Bin Verband. Die Einheitskugel 9(i8) ist ein Teil- 
verband yon !~, der 9 (~) als dichte Teilmenge enth~l~. Man fibertrggt den Beweis 
yon N~V~A~K [3] w 2.10.II und sieht, dab ~(i8) dicht in ~ (~R (E))bezfiglieh der 
Topologie der gleichmgBigen Konvergenz auf jedem Kompaktum ist. 

Wit kehren nun zu dem in der Einleitung genannten l~aum ~ zuriick und 
folgern aus Hflfssatz 1 : 
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Hflfssatz 2. Die Menge der trigonometrischen Polynome der Norm ~ 1 ist 
dicht in der Einheitskugel yon ~(Tk) bezi~glich der Topologie der gleichmii[3igen 
Konvergenz au[ ]edem Komloaktum. 

Beweis. Die Menge der trigonometrisehen Polynome, d.h. der Summen der 
Form ~ c~ exp i (/~, ~g} bildet eine komplexe Algebra, die Realteile 

as cos (/~, ~ }  + ~ b~ sin (/z, ~ )  

eine reelle Algebra 9/, die die Konstanten enth~tlt. Sei tel r #~ e ~J~, -- 1 ~ ~, t3 ~ 1, 
so gibt es ein ~0 e o mit (/~1, ~0} ~ (/z~, ~}. Wir k6nnen ~ und ~ so bestimmen, dal~ 

sin (~ </*1, ~} + ~) = 

sin (~ (#~, ~} + ~) ---- fl 

ist. S0mit erffillt 9/die Bedingungen yon Hilfssatz 1. 
D~raus folgt unmittelbar 

Satz 1. Die Fouriertrans/ormation ist umkehrbar eindeutig. 
Sei P ein straffes Mal3 auf ~ ,  so bezeichnen wir mit P(*) das Bild von P be- 

zfiglieh der Abbildung # e ~ --> <#, ~0} e ]~. Somit ist P(*) ein str~ffes Ma8 a u f ~ ,  
das yon R+ getragen wird, falls ~ => 0 ist. 

Satz 2. Sei V~, k ---- 1, 2 . . . .  eine Folge yon Funktionen aus ~, 

0=<%v~=<l; 0=<%v1~72_<. . - ,  y~,~l fiir k I 'oo .  

Eine Familie (P~.)=~A stra//er Marie auf T~ ist genau dann fleichstra//, wenn /iir 
]edes /este k die Familien (P(~))~eA gleiehstra// sind. 

Beweis. Dal3 aus der Gleiehstraffheit der P~ die Gleiehstraffheit der P ~ )  folgt, 
ist Mar. Die Umkehrung bleibt zu beweisen. Wir ws bei vorgegebenem e > 0 
zu jedem k ein m~ mit 

ffir alle r162 D~nn gilt fiir alle ~ e A 

P~ {/z e ~)2: (/t, ~p~} > m~ ffir mindestens ein k} ~ e 
oder 

mit 
p ~ { ~  - K }  <= e 

K----{#:(#,%v~}=<m~ ffir k - -~ l ,2  . . . .  }. 

Die Menge K ist abgeschlossen und beschr~nkt in ~)2. Sei n~mlieh ~ e 2, 
dann gibt es ein ~ox mit ]~0[ =< Z ~ ,  2 ~ 0 und somit ist [(/t, 9)[ ~ 2mk ffir 
# e K. Eine abgeschlossene und beschr~nkte Menge in ~ ist aber kompakt [1]. 
Aus (P(~) 1} = (P~, l )  folgt, dab die P~ beschr~nkt sind. 

Folgerung 1 (Analogon des Satzes yon PAw. L]~vu Eine $'amilie (P~)aeA 

positiver stra//er Marie au] ~2~ ist genau dann gleichstra]], wenn die P~ (0) beschriinkt 
sind und wenn ]iir ]edes /este q~ e ~, q~ ~= 0 die Punktionen]amilie 

gleichstetig im Nullpunkt ist. 
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Beweis. Man wghlt zun~chst eine Folge ~1, ~f2, wie in Satz 2 und verwendet 
dann den klassischen Satz von LEvy: Eine Familie beschrgnkter l~adonmafie auf 
der Geraden ist genau dann gleichstraff, wenn die Fouriertransformierten im 
Nullpunkt beschrgnkt und gleichstetig sind. 

Satz 3. Sei 1)1, P2, ... eine Folge positiver, stra]]er Marie au] ~ und konvergiere 
1'1, P2 , . . .  punktweise gegen eine Funktion •: ~ - ~  (~ mit der Eigenscha/t: 
F(,~cf) --> -~(0) /~r /estes 9~ ~ ~, 9) ~ 0 und ~ ~ O. Dann ist 17 die Fouriertrans/or- 
mierte eines positiven stra//en Maries P au] ~ .  Die Marie P, P1, P2 . . . .  sind 
gleichstra]] und < Pk , /} --~ ( P, ]} /i~r k -+ o0 und / ~ ~ (~) .  

Beweis. Die MM]e P1, P~, -.. sind nach [2] w 13 und Satz 2 gleichstraff, ihre 
Einsehrgnkungen auf die Einheitskugel ~ (~ (iYJ~)) sind Mso gleiehstetig gegeniiber 
der gleichmgl]igen Konvergenz auf kompakten Teilmengen und konvergieren auf 
einer naeh Hilfssatz 2 diehten Teilmenge. Also konvergieren sie ffir Mle ] ~ ~(~(~fJ~)) 
und damit ffir alle /E  ~ ( ~ )  gegen ein lineares Funktional P auf ~ (~ ) ,  das im 
AbschluB der Menge {P1, P2, ...} im Dualraum yon ~ ( ~ )  versehen mit der 
schwachen Topologie fiber ~ (~)  ist. Da der Abschlu$ einer gleiehstraffen Menge 
straffer Mage wieder eine solehe Menge ist, ist P ein straffes Mag und mit P1, P2,...  
gleichstraff. 

Wir wenden jetz~ Satz 3 auf die folgende, bereits in [4] betraehtete Situation 
an. ~ sei nieht kompakt und ~ sei ein nicht beschrgnktes Radonma$ auf ~. In 
sei eine aufsteigende Folge kompakter Teilmengen ~k gegeben 

o 

:~ c :~2 c ~ c-- -  

w : ~ =  ~ .  

Ferner gebe es eine Folge N~ natfirlicher Zahlen mit 

N~ 
~(~) -~n  (k-+ r 

Wit definieren ffir jedes k ein straffes Mall Pk auf ~ dutch 

<P~'/> = ~(~D-N~!" ~ 

ffir ] ~ ~ (]FJ~). Dabei bedeutet ~x das Diraemal] an der Stelle x: 

~ :  ~ r s -+ ~ (x). 

Satz 4. Die P~ ~ind gleichs~ra]l und konvergieren sehwach au/ ~ ( ~ )  gegen ein 
stra//es Wahrscheinlichkeitsmari P (n ~) au] ~J~ mit der Fouriertrans]ormierten 

P(n~)  ^ (~v) = exp n<2, e f~ -- 1>. 

Beweis. Die Fouriertransformierten der Pk sind 
~Vt 

p~ ^ (~) = ~ ( ~ ) - ~  ] . . .  ]x (~) - . .  x ( ~ ) e x p i  ~ ~(x~) 
~ ~ 1 = 1 

= [;~ (~)-1 ] ~ e~]~ 
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Ffir genfigend grebes k enths ~k den Trgger yon 9" Dalm ~ndert sieh das Integral 
~ ( d * -  1) bei der VergrSfierung yon k nicht mehr. Der ganze Ausdruck kon- 

vergiert gegen 
expn  ;2(e~r  1) = F (~ ) .  

Da F die in Satz 3 geforderte Stetigkeitseigenschaft besitzt, folgt die Behauptung 
des Satzes. 

Ist  ~ die Gerade und 2 das LebesguemaB, so entspricht dem MaB P (n ~) ein 
PoissonprozeB der SprunghShe 1 und der mittleren Sprungdiehte n. Ist ~ = R ~ 
und ~ das LebesguemaB, so eharakterisiert P (n 2) ein Gas unabh~ngiger, gleieh- 
artiger Teilehen der mit~leren Dichte n. Der Gaszustand, in dem das i-re Teflchen 
am Or~ x~ sitzt, ist gegeben dutch das Ma$ # = ~ 6x, (vgl. [4]). Diese Darsteliung 
eines unendlich ausgedehnten Gases hat die sehSne Eigensehaft, invariant gegen- 
fiber r~umliehen Bewegungen zu sein. Wir wollen dies nKher ausffihren. 

Sei T: ~ -> ~ eine topologisehe Abbildung. Dann ist ~ o T E s fiir ~ 6 s 

T:  i~ -~ !~ 

ist stetig und linear. Sei P ein straffes Mal~ auf F~, so ist T(P)  das Bild yon P 
beziiglieh T : !iX -* iriS. 

Satz 5. T ( P ( n  ~)) -~ P(n T()O) , insbesondere ist P ( n  ~) beziiglich T invariant, 
/alts ~ es ist. 

Beweiz. Wir vergleichen die Fouriertransformationen: 

IT (P (n ~))] ^ (9) = ( T  (P (n ~)), exp i (# ,  9 ) )  

= ( P ( n  ~), exp i (T (# ) ,  9 ) )  

( P  (n ~), exp i (/~, ~ o T>) 

= expn(X, e x p i ( ~ o  T ) - -  1> 

= exp n (T(2) ,  e x p i ~  - -  1) 

= P (n T (~)) ^ ( 9 ) .  
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