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Summary. Let Zt be a (one-type) Markov branching process in discrete or continuous 
time and with Z0 = 1. Assume EZ1 = m > 1 and Var Z1 ---- (;2 < co. I t  is then shown that  
the finite dimensional distributions of the processes 

y ~ ( t )  = (z~+~ - m~Z~)/(m~-I ~ U~) 

conditional on Zt 4= O, converge, as t -+ co, to those of a process Ys with Y0 = 0 and with 
independent normally distributed increments. 

Zt sei ein superkr i t i scher  Verzweigungsprozel] ,  enSweder in  d i skre te r  Zei t  
(t ---- 0, 1, 2 . . . .  ) oder  in  kont inu ie r l icher  Zei t  (t > 0) und  mi t  Z0 = 1. W i r  be- 
t r a c h t e n  die Prozesse 

Z t + s  - -  m s Z t  
Ys(t) - m~(a/m) l /~  . (1) 

t I i e rbe i  durchl~uf t  s dieselbe I n d e x m e n g e  wie t, m u n d  a 2 s ind E r w a r t u n g s w e r t  
u n d  Var ianz  yon  Z1; falls Zt -~ 0 setzen wir  Ys (t) =- 0. H u  [1] h a t  f i ir  den Fa l l  
d i sk re te r  Zei t  gezeigt,  da$  ffir t -+  oo der  nicht~ ausgear te te  Tefl yon  Y1 (t) a symp-  
to t i sch  no rmver t e i l t  ist.  I n  dieser  Arbe i t  geben wir  einen einfachen Beweis dieses 
I~esultats  und  zeigen darf iber  hinaus,  dal~ die gemeinsamen  Vertef lungen des 
Prozesses Ys(t) ffir t - +  r gegen die eines Prozesses Ys konvergieren,  dessen 
Var iab len  m i t  Wahrsche in l i chke i t  q alle gleich Nul l  sind. Mit  der  verb le ibenden  
Wahrsche in l i chke i t  1 - -  q is t  Ys ein Prozel~ mi t  unabhs  no rma lve r t e i l t en  
Zuwiichsen. H ie r  is t  q = l ira P(Zt--~ 0) die Wahrsche in l i chke i t  ffir das  Aus- 

t--+ co 

s te rben  des Prozesses.  
Als  ers ten  Schr i t t  beweisen ~ eine al lgemeinere  F o r m  des e rw~hnten  Satzes  

von IIu. 

Satz 1. Zt sei ein Verzweigungsprozefl mit  Zo = 1, m = EZ1 > 1 und 0 < cr 2 
---- Var  Z1 < oo. Es  sei 

Xs  (t) --  Zt+s -- m~ Zt 
~ V ~  ' (2) 

wobei 
2 V a r Z s  (~2ms(mS 1 ) / m ( m -  1). 

Dann gilt 

(a) l i m P ( X s ( t ) = 0 ) ~ - l i m P ( Z t - ~ 0 ) = q  /iir aUe s # O .  
t - + c o  t - > c o  

(b) Die bedingte Verteilung yon Xs  (t) gegeben Zt 4 0 ist asymptotisch N (0, 1). 

* Nach Fertigstellung dieser Arbeit erhielt ieh Kenntnis yon unverSffentliehten ResuRaten 
yon Prof. S. KARLr~ und Dr. K. ATm~EYA, die das vorliegende Ergebnis im snperkritischen 
Fall sogar ffir Prozesse mit mehreren Typen enthalten. 
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Beweis. fs, t sei die charakteristische Funktion yon Xs (t). Gegeben Zt = k hat 
(Zt+s --  msZt)/as die Verteilung einer Summe yon/r unabhi~ngigen gleichverteflten 
Variablen mit Erwartung 0 und Varianz 1. Bezeichnen wir die charakteristisehe 
Funktion dieser Variablen mit g, so grit 

= - ~  /8,t(u) E { e x p ( i u X s ( t ) ) }  - -  P (Z t  = k) {g(u/Vk)}~. (3) 
k=O 

Fiir k--> oo konvergiert {g(u/Vk)}} nach dem zentralen Grenzwertsatz gegen 
exp(--u2/2); andererseits konvergiert P ( Z t  = Ic) gegen Null fiir alle /~ > 0. 
Daraus folgt die Behauptung 

]im/s , t (u)  = q + (1 -- q) exp(-- u2/2). (4) 
t ---> o o  

B e m e r k u n g  1. Auch im Falle m = 1 konvergiert die bedingte Verteilung 
yon Xs(t)  gegeben Zs 4:0 gegen N(0, 1). Dies sieht man, indem man P ( Z t  = It) 
in (3) durch P (Zt -= k IZt r 0) ersetzt. 

Aus Satz 1 folgt schon, dab die ZufallsgrSl]en Y8 (t) f i i r t  -* oo asymptotisch 
normalverteflt sind. Um die behauptete asymptotisehe Unabhi~ngigkeit der Zu- 
wiichse zu zeigen, ben6tigen wit zun~chst Aussagen fiber das Grenzverhalten der 
gemeinsamen Verteilungen mehrerer Xs  (t). Zur Vereinfachung der Schreibweise 
nehmen wir im folgenden an P (Zt ~ O) ---- O. 

Lemma 1. $'i~r t--> oo 8trebt die gemeinsame Verteilung der Variablen Xs~ (t), 
XsB (t) . . . . .  Xsn (t) gegen eine n-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungen O, 
Varianzen 1 und Kovarianzen 

Coy (X~ (t), Xr (t)) = Coy (Z~, Z~)l~ ~ = mr  a J m ~  (r, s <= r .  (5) 

Bewei8. Lemma I ist eine mehrdimensionale Version yon Satz 1, der Beweis 
yon Satz 1 1/~Bt sich unmittelbar iibertragen. 

Lemma 2. _Vi~r t --> oo und s < 8 27 u ~ ~ < T 27 v konvergiert die gemein- 
same Verteilung der Variablen X u  (t 27 8) und Xv  (t 27 ~) gegen eine zweidimensionale 
.Yormalverteilung mit  Erwartungen O, Varianzen 1 und Kovarianzen O. 

Beweis. Ein ~hnliehes Argument wie im Beweis yon Satz 1 zeigt zun/~chst, dab 
Zt+~/Z, stochastisch gegen m v konvergiert. Die Beziehung 

und die entspreehende Beziehung ffir Xv (t 27 T) ergeben dann wegen Lemma 1, 
dag Xu(t 27 s) und Xv(t 27 ~) asymptotiseh gemeinsam normalvertefl~ sind. 
Die Kowrianz der Grenzverteilung 1/~Bt sieh dann aus (6) mit I-I_ilfe yon (5) be- 
reehnen und ist gleieh Null. 

Satz 2. ~i~r t--> oo konvergieren die gemeinsamen Verteilungen der dureh (1) 
bestimmten Prozesse Ys (t) gegen die eines Prozesses Y8 mit unabhgngigen normal- 
verteilten Zuwdchsen und mit  

m s -  1 / m - 1  
VarYs- -  ~ f ~ (7) 
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B e m e r k u n g  2. I m  Fall  diskreter Zeit heiB~ dies, dab Ys eine Summe unab-  
h/ingiger normalvertei l ter  Variabler Xe ,  k = 1, 2 .. .  s ist mi t  Var X~ ---- m 1-~. 
I m  Fall  kontinuierlieher Zeit is~ die Varianz des Zuwachses Y s -  Yu gleieh 

u / 1  
m / ( m -  1)((m s - -  1)/m s -- (m u -- 1)/m u) bzw. Sm-xdx / Sm-xdx.  

8 / o 

Beweis. Eine einfaehe Rechnung  ergibt ffir die Zuwgehse 

y~+,, (t) - y~ (t) = 1/N;~+~ m-(~+~-~) '~" X, ,  (t + 8) 
r Z~ a " 

Die asymptot isehe  Unabhs der Zuw~tchse folgt somit  aus L e m m a  2. 
Die Aussage fiber die Varianzen folgg unmit te lbar  durch VergMch yon  (1) und  (2). 

B e m e r k u n g  3. Satz 1 und  Satz 2 bleiben riehtig fiir Verzweigungsprozesse 
mit  kontinuierl iehem Zus tandsraum ( J I ~ A  [2]); die Beweise mfissen nur  ge- 
ringffigig modifizier~ werden. 
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