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Einleitung 

In  dieser Arbeit werden ffir diskrete Zeit definierte nieht notwendig station/ire 
ged/~chtnisfreie Kan/~le mit beliebigen Alphabeten behandelt. Das Hauptinteresse 
gilt den zeitasymptotischen Abseh/itzungen der maximalen L/ingen von s-Codes. 
tIergeleitet werden diese Absch/~tzungen aus Gleiehgradigkeits- bzw. Momenten- 
bedingungen mi~ Hills der Tschebyseheff- und Jensenschen Ungleichung. Die 
Untersuehungen bewegen sieh stets im Bereieh der direkten Anwendbarkeit dieser 
Ungleichungen. Zun/iehst wird das Verhalten der maximalen Codel/ingen unter 
reeht allgemeinen Voraussetzungen beschrieben. Danach werden die Forderungen 
sehrittweise versehgrft und dementsprechend genauere Codel/~ngenabseh/itzungen 
durchgefiihrt. SehlieBlich ergeben sich anf diese Weise notwendige und hinreichende 
Bedingungen ffir die Gfiltigkeit der starken Umkehrung des Coding-Theorems und 
(unter einer Zusatzvoraussetzung) ebenfalls genaue Bedingungen ffir die Giiltigkeit 
des Coding-Theorems. Die Bauart  dieser letzteren Forderungen ist vergleichbar 
mit der Bauart  der Bedingungen, die beim sehwaehen Gesetz der groBen Zahlen 
ffir Doppelsehemata unabMngiger Zufallsvariablen auftreten. Abgerundete Aus- 
sagen finden sich z. B. in Satz 2.1, Satz 7.2, Corr. 10.2.1, 10.3.1 und Beispiel 11.2. 

Ffir den Kanal wird ein vom fiblichen abweichendes einfaeheres mathemati- 
sehes Modell benutzt, das sich naeh der Analyse des yon JacoBs in [1] verwandten 
a]s zweekmgBig ergab: Fiir einen lessen Zeitpunkt ist ein Kanal einfaeh dureh sine 
Menge M yon Wahrseheinliehkeitsverteilungen p auf einem MaBraum (X, B) ge- 
geben. Diese Definition ist sieher dann sinnvoll, wenn die Buchstaben y aus einer 
Menge Y (Eingangsalphabet), die nach der Menge X (Ausgangsalphabet) fiber- 
tragen werden sollen, exakt (d-Verteilung) in das fibermittelnde Naehriehten- 
system eingegeben werden k6nnen. Denn in diesem Fall sind alle Nachrichten, 
die gleiehe Ubergangswahrseheinliehkeiten besitzen, vom Ausgang des Kanals her 
gesehen als ein und dieselbe Naehricht zu bewerten. Unter einem s-Code ist dann 
eine Serie yon Paaren (pi, Ei) (/)l ~ M, E~ e B paarweise disjunkt) mit 2DI (Ei) > s 
zu verstehen. 

GewShnlieh denkt man sieh auBer dem Eingangsalphabet Y noch einen Borel- 
k6rper A in Y gegeben nnd definiert dann Kanal  als stoehastisehen Kern P (y, E) 
yon (Y, A) naeh (X, B). Dureh das f/Jr P ( . ,  .) gegebene Eingangsquellensystem 
ist dann gerade festgelegt, mit welsher Genauigkeit die Naehriehten y in den 
Kanal eingegeben werden k6nnen. Vom Ausgang des Kanals her gesehen kann 
man aber in bezug auf Codierungsfragen die ungenaue Eingabe dem dureh den 

* Die Arbeit entstand im Rahmen eines yon der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
finanzierten Forschungsvorhabens. 
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Kern beschriebenen statistischen Rauschen hinzurechnen. Die ffir Codierungen 
interessante Menge yon Wahrscheinlichkeitsverteflungen ist dann gerade die 
Menge der yon P ( . , . )  und den Eingangsquellen induzierten Ausgangsverteilungen. 
Dieser entspricht die Menge M unseres Modells. Alphabete spielen danaeh also 
eine vSllig untergeordnete Rolle. Gestfi%zt werden diese heuristischen Uberlegun- 
gen dureh die Paragraphen 3 und 6. Der Grund dafiir, dab wit nieht mit  stoeha- 
stischen Kernen arbeiten, liegt auch zum Tefl darin, da[3 bei Kernen im Falle 
unendlicher Alphabete teehnische Sehwierigkeiten (MeBbarkeits- und Separabili- 
t/~tsfragen) auftreten, die mit  dem eigentlichen Codierungsproblem niehts zu tun 
haben. Schwierigkeiten dieser Art  ergeben sich in unserem Modell nicht, das ferner 
den Vorzug hat, da$ die wesentliehen Absch/~tzungen mit  endlichen Summen 
durehgeffihrt werden kSnnen. 

Die Theorie der station/~ren ged/ichtnisfreien Kan/fle mit  endlichen Alphabeten 
finder man ausffihrhch bei WOLrOWI~Z [2] abgehandelt. Die Abseh/~tzungen der 
Codel/~ngen werden dort ebenfalls mit  Hflfe der Tsehebyseheff-Ungleiehung dureh- 
geffihrt. I m  allgemeinen werden dabei ffir die starken Umkehrungen des Coding- 
Theorems Stationarisierungsverfahren verwandt;  wie der Vergleieh mit  den Be- 
weisen des w 8 zeigt, sind die Abseh/~tzungen aber grunds/~tzlich ebenso einfaeh 
ohne solche Verfahren. 

Erstmalig wurden allgemeine nichtstation~re Kan~le (Kernmodell) mit  end- 
lichen Alphabeten yon Herrn  R. An~swrDE in seiner Diplomarbeit  behandelt. 
Bei Einschr/~nkung der hier benutzten Verfahren auf den Fall endlicher Alphabete 
ergeben sich seh/~rfere Absch/~tzungen als doff. 

Ffir die in dieser Arbeit vielfaeh benutzten einfachen Aussagen fiber konvexe 
Funktionen sei etwa auf KRASNOSELSKII-RUTICKII [3] verwiesen. 

Besonders danke ich Herrn Professor Dr. K. JAeOBS ffir die FSrderung dieser Arbeit und 
einige anregende Bemerkungen. 

Inhaltsverzeiehnis 

w 1. Der Grundraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  11 
w 2. Unendlichlange e-Codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  15 
w 3. Endliche Codes und Kompaktheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  19 
w 4. Gleichgradigkeitsfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  21 
w 5. Separable Darstellung des Codierungsproblems fiber dem Intervall [0, 1] . . . .  23 
w 6. EingeschrKnktes Waehstum von/V(M, .) . . . . . . . . . . . . . . . . . .  25 
w 7. Coding-Theorem ffir station~re Kan~ile und schwaehe Umkehrung . . . . . . .  30 
w 8. Versch/irfte direkte Codel/ingenabsch~itzungen ffir M[1 ' t] . . . . . . . . . . .  35 
w 9. An die schwaehe Topologie angepaBte Kapazit~t . . . . . . . . . . . . . .  41 
w 10. Zeitasymptotische Absch~tzungen der maximalen Codel~ngen . . . . . . . . .  48 
w 11. Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  55 
Literatur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  61 

w 1. Der Grundraum 

Ein Tripel (X, B, M) bedeute im folgenden stets eine Menge X, versehen mit  
einem BorelkSrper (BK) B, und eine niehtleere Menge M von Wahrscheinliehkeits- 
verteflungen (WVen) p, die auf (X, B) erkl/irt sind. Wir interpretieren X bzw. 
(X, B) als System yon Ausgangssymbolen bei einer Naehrichteniibertragung und 
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M als System aller Ubergangs-WVen bei der Ubertragung yon Eingangsnaeh- 
richten naeh X. Die Eigenschaften der Nachriehtenfibertragung sollen ffir uns die 
Eigensehaften yon M sein. In dieser Auffassung ist es uninteressant, ob M eine 
Darstellung als M = {P(y , . ) :y~  Y, P(y,.) ist WV auf (X, B)} hat  mit einem 
speziellen System Y yon Eingangssymbolen; allein auf die Struktur yon M kommt 
es an. Unsere Aussagen beziehen sieh i. a. auf den Fall, dab (X, B, M) ,,Produkt- 
struktur '~ hat. Kan~le sind fiir uns Mengen ,,vertr~glicher" Tripel (X, B, M), 
wobei Vertr~glichkeit im Sinne einer Fortsetzung der ~achrichten auf grS~ere 
Zeitr~ume zu verstehen ist. Dies sei jetzt  genau formuliert. 

Sei Z die Menge der ganzen Zahlen (die Zeit). Jedem v ~ Z sei ein Tripel 
(Xv, By, My) zugeordnet. Ffir jede nichtleere endliche Teflmenge J =C Z sei 

X j  : = ]-~ XXv (Produktraum),  
v~J 

Bj  : = B(]--~ • (Produkt-BK),  
v~J 

s j :  = 1-[ • = • pv (Menge der  ttels der Mv(v Z) 
veJ veJ  ( X j ,  B j )  erzeugten Produkt-WVen). 

Ausgehend yon dieser Grundsituation definieren wir: 

Definition 1.1 (ged~chtnis]reier und ged~ichtnis/reier stationi~rer Kanal). Sei 
(Xv, By, My) ffir jedes v e Z vorgegeben. Dann heiBt {(Xj, B j ,  Mj) : 0 =~ J C Z} 
ged~ehtnisfreier Kanal. Der ged~ehtnisfreie Kanal heiBt stationer, wenn abe 
(Xv, By, My) Exemplare yon (X0, B0, M0) sind. 

Sparer besch~ftigen wit uns im wesentlichen nur mit Mengen Mj der Form 

M [ 1 ,  t] : = M 1  X "'" X Mt 

ffir wachsendes t. 
Der Begriff s-Code wird ffir beliebige Tripel (X, B, M) erkl~rt. 

Definition 1.2 (s-Code und N (M, s)). Sei (X, B, M) vorgegeben. Eine Serie yon 
hSehstens abzs vielen Paaren (p~, E~) (p~ e M, E~ e B) mit paarweise dis- 
junkten E~ heiBt Code yon M. Erffillt ein Code {(pt, Et)} yon M zus~tzlieh die 
Bedingung 

ffir ein s mit 0 ~ s ~ 1, so heiBt er ein Code ffir s oder s-Code yon M. Das Su- 
premum fiber die M~chtigkeiten aller ffir ein festes ~(0 ~ s ~ 1) mSglichen 
e-Codes yon M wird mit N(M, s) bezeichnet. Start  yon der Mi~chtigkeit eines 
Code sprechen wir much yon seiner L~nge. 

Einige einfache Eigenschaften yon N( . ,  .) erh~lt man sofort: 

(a) Es is t /V(M, s) ~ 1, da ffir jedes s und beliebiges p E M stets p(X) ~ 1 
ist. 

(b) N(M,  .) ist eine monoton fallende Funktion yon s, denn jeder s0-Code ist 
ein s-Code ffir abe s g so. 

(c) N(M,. )  ist yon rechts her stetig an jeder Stelle s0 mit N(M, so) ~ c~, 
da ein Code maximaler L~tnge ffir so noch ein (so ~- 5)-Code ist fiir ein hinreiehend 
kleines ~ ~ 0. 
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(d) Bei Einsehr~nkung yon M auf einen Unter -BK yon B wird N (., e) h6ch- 
stens kleiner, da dann ffir die Bildung der Codes weniger Ausgangsmengen zur 
Konkurrenz zugelassen werden. 

(e) Es ist N (M', e) ~ N (M, e) ffir M' C M. 

Die Definition 1.2 schliel~t zuni~ehst die MSgliehkeit nieht aus, dab fiir ein e 
N (M, e) = r ist, obwohl es nur e-Codes endlicher L~nge gibt. Dal~ dieses aber 
in Wahrheit  nieht eintreten kann, zeigt das folgende 

Lemma 1.1. Wenn es zu ]estem e beliebig lange e-Codes gibt, so existiert aueh ein 
unendlich langer e-Code. 

Beweis. Es gebe beliebig lange e-Codes, und es sei {(p~, Et)} (i = 1, . . . ,  37) 
ein e-Code. Zu zeigen ist, dal~ man diesen e-Code verl~ngern kann. Dazu nehrae 

/ 

man aus einem passenden anderen e-Code ein (p'~, Ek) mit 

1 
(1) pi(E~) < ~ (infp~(Et) - -  e) ---- eN (i = 1, . . . ,  N) .  

i=l , . . ,N  

Dies ist stets m6glich, denn anderenfalls gi~be es einen e-Code 

mit  der Eigenschaft, dab ffir mindestens ein zu {(pl, Ei)} gehSriges p~ 
R 

~=1 

w~re im Widerspruch dazu, dab pi WV ist. Den vorgegebenen Code ((pl, Ei)) 
t 

verl~ngern ~_r nun um ein (p,Tc, Ek ) mit  (1), ersetzen aber dabei El durch 
f 

E~ 1) --~ El - -  El (~ Ek. 

Durch I terat ion bekommt  man einen unendlieh langen e-Code {(p~, E~ wobei 

E ~ = n E !  1) n 2) n - - .  

ist und 

jeweils geeignet im Itera~ionsprozel~ gewi~hlt sind. Denn wegen der rechten Seite 
der Ungleichung (1) gilt noch 

p l (E 0 ) > e  (nichtnur  ~ e )  

fiir i--~ 1,2 . . . . .  
Ein wesenttiches Hflfsmittel ffir eine einfaehe Beschreibung yon Codels 

absch~tzungen liefert ein Substitut ffir Simultanverteilungen. Ohne Benutzung 
dieses modifizierten Begriffes ,,Simultanverteflung beziiglieh M",  der im folgenden 
eingeffihrt wird, wfirden die sp~teren Absch~tzungen erheblich unfibersiehtlicher. 

Definition 1.3. (Simultanverteilung bezi~glich M) .  Sei (X, B, M) vorgegeben. Sei 
{p/'} (i : 1, . . . ,  n) eine endliche Teilmenge yon M und jedem i (i : 1 . . . .  , n) 
eine reelle Zahl a i ~ 0 zugeordnet mit  

n 

~ , a  I - -  I .  
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Die auf (1 . . . .  , n) X X dureh 

(i • E) : = a ~ pi (E) (E ~ B) 

definierte WV p heigt die yon {a t} und {pi} (i -~ 1 . . . .  , n) bestimmte Simultan- 
verteilung bezfiglieh M. Ihre l~andverteilung auf (1 . . . .  , n) wird mit a(a(i) = ai), 
ihre Randverteilung auf (X, B) 1nit q(q = ~a~pi) bezeiehnet. Die Radon-Niko- 
dymdichte 

-- da • dq 

heiBt Simultandichte yon p. Die Menge aller auf diese Weise mit Itilfe yon M 

gebildeten Simultanverteilungen ~ r d  mit M bezeichnet. 
Wir merken noch an, dal~ 

1 p-fastfiberall bzw. a • q-fast/iberaU /'=< rain -~- 
a~>0 

ist. 
Von der Aussage des folgenden Satzes machen wit stets bei AbsehKtzungen 

yon Codel~ngen nach un~en Gebrauch. 

Satz 1.2. (Maxlmalcode-Satz (siehe [2]) ). Fiir ]edes reelle S und ]edes 19 e ~I ist 

S ( ~ { [ >  S } - -  s) < N(M,  e) (0 < s < 1). 

Beweis. Sei D ~ ~ / d i e  yon {al} und {pi} (i = 1 . . . .  , n) bestimmte Simultan- 
verteilung beziiglieh M und S beliebig reell. Ohne Einschri~nkung kann S > 0 und 

p { / >  S} > e angenommen werden, da andernfalls die behauptete Ungleichung 
trivialerweise richtig ist. Ffir mindestens ein p t e  {pl} ist dann 

~j tdr } [dq > S  > s .  

Sei 

{(p% E j }  (k = ] . . . . .  iv') 

ein e-Code maxima]er Li~nge yon {p] . . . .  , pn} unter der Nebenbedingung 

Ei C({= dq-q S} -- (Ei~ t,.).., uEi~_l)) ( k = 2 ,  . . . ,  N ' ) .  

Dann gilt 

p j l t d P J > S l - - ( E i l U . . . u E i ~ , ) ) < s / ~ \  ( j = l  . . . .  n) 
/ d q  = ' ' 

da sich andernfalls der Code verl/ingern lieSe. Also hat  man 

p l  I dpJ > S }  - -  s < p l  (Eil tJ . . .  U Ei~,) (] = 1, n) 
[ dq . . . .  ' 

und somit 
0~ 

~{7> s} - s : Z~jp j / ~ > s ~  ep~ } - s : <  
j = l  

n 

< ~ aCpJ (Ell w . . .  u E~,) q(Eil •""  u Ei~,). 
] = 1  
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Indem man noch ausnutzt,  dab 

dpi~ 
dg ~ S  auf Ei~ 

ist, gewinnt man hieraus die behauptete Ungleichung: 

S ( ~ { f > S } - - s ) < = S  (Ei~) < ~pi~(Ei~)<= 
k k = l  

=< N' __< N ({p~ . . . . .  p~}, s) < N (M, ~). 

Uns interessiert insbesondere die Aussage yon Satz 1.2 fiir Mengen M der 

Bauar t  M[1 ' q ~ M1 • "'" • Mr .  Sei fiir jedes v, 1 _~v ~ t, sin Pv e My vorge- 
geben; av sei die vordere Randverteilung yon Pv auf (einer endliehen Menge) Av ,  

]v die zu Pv gehSrende Simultandichte. Dann ist die auf 

] - [ X ( A v X X v )  bzw. XAv x XXv 
v = 1 \ v  = 1 \ v  = 1 

durch 

~[1, t ] :  = ~ l  X " "  X ~ t  

definierte WV P[1,t] offenbar sine Simultanverteilung bezfiglich M[1 ' t] mit zu- 
geh6riger Simultandiehte 

t 
li ,t : = x 

Wir erhalten somit das 

Corollar 1.2.1. Es ist 

M1 x . . -  x s  g M[1,,I, 

und liar jedes reelle S und jedes Pl X "" x pt E ~I1 x ""  X ~/lt gilt 

}) N(M[1, t ] , s ) > S  Xpv  X / v > S  - - e  ( 0 < e <  1). 
\\v = 1 

Wenn wir spgter die Aussage des Maximaleode-Satzes auf M[1 ' t] anwenden, so 
tun wir es stets in dieser letztgenannten Form. 

w 2. Unendliehlange s-Codes 

Sei ffir My (v = 1, . . . ,  t) bekannt, zu welchen s es unendlichlange Codes gibt. 
Der folgende Satz 2.1 beantwortet  die Frage, ffir welches  dann M[1, t] unendlieh- 
]ange Codes besitzt. Insbesondere ]iefert er, dab bei station~ren gedgchtnisfreien 
Kanglen, die unendlichlange s-Codes haben, die zeitasymptotischen Abschi~tzun- 
gen der maximalen Codelgngen fiir jedes rests e trivial werden (sogar noch fiir 
wesentlieh umfangreiehere Klassen yon Kani~len). Der im Beweis des Satzes be- 
schriebene AufsehaukelungsprozeB, durch den man aus langen sehlechten Codes 
(s ~ 0) mit  der Zeit lange gute Codes (s ~ 1) erh~lt, ist fiir station~re Kan~le 
unmittelbar  plausibel: H a t  man ein am Ausgang des Kanals nur mit  geringer 
Sicherheit unterseheidbares Stichwortsystem, so ]glUt sich die l~bertragungssicher- 
heir dadureh verbessern, dab man jedes zu sendende Wort  gleich mehrfach hinter- 
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einander eingibt, was natiirlieh auf Kosten der Zeit geht. Weiter geht aus dem 
Beweis hervor, dab selbst im Falle der Existenz nur endlieher s-Codes die schleeh- 
ten Codes stets zu beachten sind. 

Setzen wir fiir jedes gegebene (X, B, M) 

~0, wenn N ( M , s )  < oo i s t f f i r jedes  ee(0,1) ,  
u ( M ) : =  [ s u p { e : N ( M , e ) = o o }  sonst, 

so gilt der 

Satz 2.1. (Au/schaukelung unendlichlanger Codes). Es ist 
t 

(2) 1 -- u (M[1 ' t]) ---- ]-~(1 -- u (My)). 
v=l 

Beweis. Wit weisen nach, dab die beiden folgenden Aussagen riehtig sind, die 
zusammen offensichtlich zu (2) i~quivalent sind: 

t 

(3) Fiir 0 < e < l - I ~ ( 1 - u ( M v ) )  ist N(M[1,t ] , e ) = o o .  
v = l  

t 

(4) Ffir 1 - I - ~ ( 1 - - u ( M v ) )  < e < 1 is~ N(M[1,tl,e) < oo. 
v = l  

1. Beweis yon (3): Sei ohne Einsehriinkung 
t 

{ s : 0 < s < l - - ] - [ ( 1 - - u ( M v ) ) }  4 0 ,  
V = I  

dann ist 

Wegen 

J :  -~ {v: 1 ~ v  ~--t, u(Mv) > 0} :~ 0. 

2V (M[1 ' t], s) ~ iV (Mj ,  s) 

kSnnen wit weiter annehmen, dab 

u ( M v )  > 0 (v = 1 . . . . .  t) 

ist. Sei dann ffir sl N(M1,  sl) ----- oo und {(~, Et)} ein el-Code der L~nge N1 < oo 
fiir M1. Setzen wit 

N1 �9 
p ~ l ~ - ( 1 - - b ) ~ + b q z  ( 0 < b < l )  mit q l : = ~  1, 

i E so ist {(Pl, t)} ein (1 --  b) el-Code der L~nge ~V1 (ffir die konvexe Hfille yon M1). 
Man betrachte {p~} und ql in bezug auf den yon {El} erzeugten BK  B1 ({E~})C B1, 
desgleichen die mit {p~} und der vorderen Randverteflung 1/N1 auf jedem i ge- 
bildete Simultanverteflung Pl.  ~Tach der Tschebyscheff-Ungleichung hat  man 

1 i : q l ( E i ) >  I(E,~) < d  (d>O) ,  
~vl " d : ~ T  ~= q 

also 
/ 1 } 1 . i :  > d ' N 1  > l - - d  N1 ql (E~) 
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und  

Folglieh ist 

das heiBt 

�9 { pi(E1) } 
1 i :  > d ( 1 - - b )  ~1N1 > l - - d .  

N1 ql (E0 

N1 
1 i d(1 b) e lN1}  > ( 1  d)(1 b) e l ,  ~P~ = tl ~pl dq~ > - - - 

p1{/1 > d(1 - -  b) ~1N1} > (1 - -  d) (1 - -  b) ~1. 

Man setze nun  d ~- b und  behandele die anderen Mv(v -~ 2 . . . .  , t) entspreehend 
wie M1. D a n n  erhs m a n  fiir Pv (das in bezug auf  My ebenso kons t ru ier t  ist  wie 
p l  in bezug auf  M1) 

7pv{[ , ,>b(1- -b )  e ~ , N ~ } > ( 1 - - b ) 2 e ,  ( v = l  . . . . .  t) .  

Zu vorgegebenem K > 0 sei nun  Nv so groB gew~hlt,  dab  

bev Nv > K (v = 1 . . . . .  t) 

ist. Beaeh te t  m a n  noeh 

f~ > b (v = l . . . .  , t )  , 

so gilt ersichtlich 

P l • 2 1 5  b-~ v > ( 1 - - b )  K ~ p l X - . . •  
v 

t 

---- p l  •  • pt {sup (Tv) > b (1 - -  b) K} > 1 - -  1-~(1 - -  (1 - -  5) 2 ~v). 
V V=I 

D a  bei Einschr•nkung auf  U n t e r - B K  die Codel~ngen hSchstens kleiner werden, 
k6nnen wir auf  die linke SeRe der le tz ten Ungleiehung Corollar 1.2.1 anwenden:  
Sei M '  eine Menge von WVen  fiber B[1 ' t], in bezug auf  die Pl  • "'" X Pt Simultan-  
verteflung ist. D a n n  grit 

t 

N (M', s') > bt(1 --  b) K(1  - -  I - I (1  - -  (1 - -  5) 2 Sv) --  ~'). 
V = I  

N u n  sind aber  die W V e n  auf  B[1 ' t], mi t  denen Pl  • "'" • Pt erzeugt  wurde, konvexe  
Kombina t ionen  yon  WVen  aus M[1 ' t]. Daher  ist 

N(M[1,t] ,~ '  ) ~ b t ( 1 - b ) K ( 1 - ~ ( l v = l  - - ( 1 - - b ) 2 ~ v ) - - ~ ' ) '  

denn fiir konvexe  K o m b i n a t i o n  yon  WVen  gilt:  

( ) (5) Aus cipl  (E) > s' 0 ~ ci ~ 1, cl = 1 
] = 1  

folgt pt(E) > e' fiir mindestens  ein ](1 ~ ?" ~ r ) .  

L~Bt m a n  nun K --~ oo gehen (l~bergang zu neuen Codes) und  b (K) mi t  wachsen- 
dem K sehr l angsam gegen Null, so ergibt  sieh aus der le tz ten Abschs dab  

t 

M[1, t] fiir ~' mi t  0 < s '  < 1 - -  I - [  (1 - -  ~v) beliebig lange Codes hat .  Hieraus  ergibt  
V = I  

sieh die Behaup tung  (3), wenn m a n  noch yon  den ev zu den u (My) fibergeht.  

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie v e ~ .  Geb., Bd. 6 2 
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2. Beweis yon (4) : Wir beweisen (4) ftir t ---- 2. Allgemein ergibt sich dann (4) 
ffir beliebiges t > 2 dutch Induktion.  AuBer dem Maximalcode-Satz benutzen 
wir einen typischen SchluB ffir obere Abschgtzungen der Codel~ngen. Sei ohne 
Einschriinkung 

also 

u(Mv) < 1 (v = 1,2) .  

Sei dann aus dieser nichtleeren Menge ein s vorgegeben, und sei {(pi, Ei)} ein 
s-Code der L~nge 2V < oo ffir M1 X M2. Wir zeigen, d a b / V  nicht beliebig groI3 
sein kann. Mi~ 

p i =  : p ~ x p ~  ( i = l  . . . . .  N) 

und 

q : = q i  • q2:= P • P2 
\ i=1 / 

gilt ffir S1, $2 > 0 

pt I dp~ 1 | dq >S1S21:Pt{ (S~I  " dP~ 

{ (  1 dpi 1 p2 
g p i  sup ~-1 " dql ' S~" dq2 > 1  

�9 l@i tdPl- $21 _~ldPi_ "I~P'~ 

- -I (1 
Man setze 

ev : = u ( M y )  (v = 1, 2 ) .  

Da nach Satz 1.2 

oo > N ( i l ,  ~l + b) > S1 [ ~  , r  I ~  > S1 -- (~l + b) 

gilt und somit fiir hinreichend groBes S O 

1 ~v i |l dPldql }< ~ i~= iPi > S O si +2b 

ist, hat man nach der Tschebyscheff-Ungleichung 

-~ i:P- | dql l + b '  
also 

1 Fi:~_~ { :''^i~dpil~=- ~ } <(s l~-2b) (1-~b)  } ~ 1  1 b 
N - " $  "/Jl( ~1 > S- l + b  l + b "  

Setzen wit 
1 ~ 2 

q ~ : -  Iril Z~i ,  ie/~x 
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so ist ffir i e F1 

~ , ~  > a~,~ dq~ > = ~]~-~ > ~ -  , 
Wegen 

I-F~[ 82 /  1 ~ ~gdp'~ } 

gilt ffir hinreichend groBes S o 

{ d '  ]/~1, 8o} < ( s2  + 2b) (1  + b ) }  > l + b  1 i f  P2 b 
[.FI] F 2 : =  ieFl:p2~zq2 > ~ - - - - .  

Folglich haben  wit  

1 d * �9 . ~q0 2 

< (s2 + 2b) (1 + b) > (1 + b) 2 ' 

d. h. es ist  
] F2 [ b 2 
N ~ (1 + b) 2 

und 

/ / ~ apo > 8 ~  o < l _ ( l _ ( e ~ _ t _ 2 b ) ( l _ t _ b ) ) ( l _ ( s 2 + 2 b ) ( l + b ) )  (ieF2). P dq = 

Sei nun  b yon vornherein  als so klein vorausgesetzt ,  dab  die rechte  Seite dieser 
Ungleichung ~ e - -  d wird mi t  passendem d > 0. D a n n  grit 

~[dp~ o 0} p ] ~ - < 8 1 S 2  > l - - ( e - - d )  

also 

T i (Ei (~ t ~  q- < 8 ~ d 

Hieraus  erhi~lt m a n  

(i ~ F2), 

(i e F2). 

q(E~)>q E i n i d  q S ~ i o  E ~ n l d  q < S ~  ~ > ~ d  

was die Ungleichungen 
d b~ d 

1>~ ~,q(El) > = l F 2 ] ~  > - -  " N ' - -  
ie$'~ S~S~ (1 + b) 2 8 ~ S ~ 

und  

N <  (1 +b)~ . S o . s o  
b.d 

nach sich zieht. Da  S o (v --~ 1, 2) nach Satz 1.2 nicht  v o m  Code, sondern nur  yon 
N(Mv, ev -]- 2b) u n d e v  + 2b abhi~ngt, ist h iermi t  (4) ffir t = 2 bewiesen. 

w 3. Endl iehe  Codes und Kompakthe i t  

Auf  Grund der Tatsache,  dab sich Kani~le mi t  unendlichlangen e-Codes often- 
bar  erheblich yon den prakt i sch  vo rkommenden  unterscheiden,  und  auf  Grund 
des Resul ta t s  im vorigen Pa rag raphen  ist es vernfinftig,  unsere Untersuchung  yon 

2* 
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jetzt  ab auf Kan/ile mit nur endlichen e-Codes einzuschr/inken. Wir werden zu- 
n/~chst die Mengen M mit N(M,  s) < ~ (0 < s < 1)topologisch charakterisieren. 

Definition 3.1. (/2 Ig~ ~ 2) Eine Menge L yon Ladungsverteilungen auf (X, B) 
heigt gleiehgradig totalstetig beziigheh der WV X auf (X, B) (Bezeiehnung: 
L glgr ~ Jr), wenn zu jedem s > 0 sin 5 > 0 existiert derart, da$ aus X (E) < 
stets ] l (E) [ < ~ (gleiehm/~Big fiir I e L) folgt. 

Satz 3.1. Es ist N(M,  s) < oo (0 < ~ < 1) genau dann, wenn M gZg~ ~ 2 ist 
/iir eine WV ~ au/ (X, B). 

Beweis. 1. Sei N(M,  s) nicht endlich ffir ein s > 0. Nach Lemma 1.1 gibt es 
dann einen unendlichlangen Code {(p~, E~)} mit p~ (E~) > s. I-Iieraus folgt, da 

lim X (Ei) = 
i 

grit, dab M bezfiglieh keiner WV auf B 

2. Es existiere keine WV ~ auf B mit 
s > 0 gibt es dann eine Folge {pi} yon 

0 (2 WV auf B) 

gleichgradig totalstetig ist. 

M gIgr ~ ~. Zu einem hinreiehend kleinen 
WVen und eine monoton fallende Folge 

{E~} yon Elementen aus B mit (3 E~ = 0 derart, dab pt (El) > e ist fiir jedes i. 
i = l  

Ffir sine geeignete Terifolge {pi~} yon {p~} kann man p~(J~)  > s/2 erreiehen, 
wobei Ei~ : = E~ (~ compl (Ei~+l) bedeutet. Es ist Ei~ (3 Eij = 0 fiir ie * i I und 
somit {(p~, E~)} sin unendliehlanger s/2-Code. 

Ffir Ladungsverteilungen gilt die folgende VerMlgemeinerung des Satzes yon 
Arzel~ (vgl. DU~rO~D-ScawAI~TZ [4]) : Die in der schwachen Topologie des Banach- 
verbands der Ladungsverteflungen auf B bedingt folgenkompakten Mengea sind 
gerade die normbesehr/~nkten gleiehgradig totalstetigen Mengen. Andererseits sind 
nach dem Satz yon Eberlein ffir normbesehr/inkte Mengen in Banaehr/iumen die 
Begriffe bedingt folgenkompakt und bedingt filterkompakt beziiglieh der schwa- 
chert Topologie gleiehbedeutend. Wit  erhalten daher unter Verwendung yon 
Satz 3.1 eine welters Charakterisierung der Mengen M mit N(M,  s ) <  
( 0 < e < l ) :  

Satz 3.2. Es ist N(M,  s) < c~ (0 < e < 1) genau dann, wenn M bedingt kom- 
pakt ist in der schwachen Topologie des Banachverbandes der Ladungsverteilungen 
au/ (Z, B). 

Der Vollstandigkeit halber merken wir hier noch an, dab sich die Eigensehaft 
bedingt schwaehkompakt yon M1 und M2 auf M1 x M2 vererbt. Satz 3.2 und 
Satz 2.1 zusammen liefern z. B. einen Beweis daffir. 

Zum Schlul3 dieses Paragraphen weisen wit noch einige Konvexit/~ts- und 
Stetigkeitseigensehaften von N (., .) naeh. Ffir eine Menge M' von WVen bezeiehne 
2F7' ihren sehwachen Abschlul3, co (M') ihre konvexe I-Iiille und im Falle, dab M'  
konvex sehwachkompakt ist, ex(M') die Menge ihrer Extremall0unkte. 

Lemma 3.3. Es gilt/iir 0 < ~ < 1 

(a) N (M, e) = N (~ ,  e), 
(b) N(M,  s) = N(co(M),  s), 

(c) 2V (co (M), s) ~-- N (ex (co (M)), ~)/i~r bedingt schwachkompaktes M. 
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Beweis. 1. Beweis yon (a): Zu ~ e M  mit  ~5(E)> ~ existiert ein schwach- 
benachbartes p ~ M mi t  p ( E ) >  e. Man ersetze im Code (9, E) dutch (p, E). 
])ann ersieht man, daI~ N(I~ ,  ~) < N ( M ,  ~) ist. Andererseits ist N(2~, ~) >N(M,~).  

Folglich gilt (a). 

2. Die Behauptung (b) folgt mit  (5). 

3. Beweis yon (e): Ffir bedingt schwachkompaktes M i s t  co (M) konvex und 
kompakt .  Nach dem Satz von Krein-Mflman grit dann 

co (M) = co (ex (co (M))), 

woraus unter Benutzung yon (a) und (b) die Aussage (c) folgt. 

w 4. Gleichgradigkeitsfunktionen 

Satz 4.1 ]iefert weitere Charakterisierungen der Mengen M mit  M gl~r ~ ~ ffir 
eine WV ~. Wir beweisen den Satz ausffihrlich (obwohl es sich dabei um Standard- 
verfahren handelt und obwohl wir nieht mehr direkt von den Aussagen des Satzes 
Gebrauch machen werden), da die Art  der Schlfisse reprs ist fiir die 
Schlui~weisen bei einigen Beweisen in den folgenden Paragraphen. Sp~ter - -  vor 
allem in w 9 - -  begnfigen wir uns dann an den entsprechenden Stellen mit  einer 
Bemerkung. Die Bedingung (e) aus Satz 4.1 ist interessant fiir die Verwendung 
yon Lemma 8.5, das zu verschi~rften Codel~ngenabschi~tzungen fiir M[1 ' t] fiihrt. 
Die Aquivalenz der Bedingungen (a) bis (d) aus Satz 4.1 ist bekannt  als Satz von 
DE LA VALL]~E 1)OUSSIN. 

Zur Vereinfachung der Formnlierungen ffihren ~ r  den Begriff der G-Funktion 
ein. 

Definition 4.1. (G-Funktion).  Unter  einer G-Funktion verstehen wit eine Funk- 
tion g mi t  den folgenden Eigenschaften: 

(a) g ist auf R + definiert und dort konvex, und es ist 

g ( 0 ) = 0 ,  g ( y ) > 0  ( y > 0 ) .  

(b) Es gilt 
g(y) 
- -  - ~  o o  ( y  - - >  o o  ) . y 

Die Funktionen mit  (a) besitzen konkave Umkehrfunktionen g-1 auf  R + und 
lassen sich gerade darstellen in der Form 

Y 
g (y) = ~ dz m (z), 

o 

wobei meine  auf  R+ definierte monoton steigende, ffir z > 0 strikt positive Funk- 
tion ist. Eine G-Funktion erffillt wegen (b) zus/~tzlich 

m (y) --> ~ (y --> r ) . 

Satz 4.1. Sei ( / }  eine Familie von Funktionen au/ (X,  B), ~ eine W V  au/ (X,  B) 
und ~ d~ ]/[) gleichmSflig beschri~nlct ]i~r ] ~ (/}. Dann sind die/olgenden Aussagen 

X 

dquivalent: 
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(a) {/} ist gleiehgradig 2.integrabel, d .h . ,  zu ]edem s > 0 existiert ein (~ > 0 
derart, daft aus 

~(E) < ~ lolgt: fd~]/ [  < e (glm. liar /e{/}). 
E 

(b) Z u  ]edem s > 0 existiert eine Konstante K > 0 mit  

.[d;LIl I < s (glm. li~r l e { / } ) .  
{I/I > K} 

(c) Es gibt eine au/ R + definierte monotone, liar y > 0 strikt positive .Funktion m 
mit  m(y)  --+ oo (y --> oo) und eine Konstante A > 0 mit  

~ d i ~ [ / I m ( I / I ) < A  ( / ~ { / } ) .  
X 

(d) Es existiert eine G.Funlction g und eine Konstante D > 0 mit  

.[d2e(I/I) < n  ( / e  { / } ) .  
X 

(e) Es  existiert eine G-Funkt ion h, liar die h (V~.) konlcav ist, und eine Konstante 
D'  > 0 mit  

y d , ~ h ( [ l l ) < D '  ( / e { / } ) .  
X 

Beweis. 1. Aus (a) folgt (b) : W/~re (b) un te r  der Vorausse tzung (a) nicht  richtig, 
so g/ibe es ein e > 0 und  fiir beliebig groBes k noch e i n / g  e {/} mi t  

{If, I >k} 

Wegen der Be~ohr~nktheit yon (j" d~l l l} erh~elte m~n d~r~u~ 

~{I1'I > k} ' - ~  0 

im Widerspruch  zu (a). 

2. Aus (b) folgt (e) : Sei {sk} eine mono ton  fallende Nullfolge mi t  

~ k e ~  < oo. 
k = l  

Wegen (b) kann  m a n  zu jedem s~ ein ck > 0 so wi~hlen, dab  

{I/l > e~} 
ist und  {c~} eine s t reng monotone  Folge mi t  cg --> oo (k --~ oo) ist. Die durch 

1 , O < y < = c l  
m ( y ) : =  k + l ,  c g < y = < c ~ + l  ( k > = l )  

au f  R + definierte Funk t i on  m ist monoton,  s t r ik t  posi t iv  ffir y > 0 und  erffillt 
m (y) -> co (y -> oo). Es  ist  

oo 

Sd~lllm(lll)<=oons~+ ~e~ ( t ~ { / } ) ,  
X / c = l  

womi t  die Exis tenz  der K o n s t a n t e n  A aus (c) gesichert  ist. 
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3. Aus (e) folgt (a): Es gelte (c). Fiir K > 0 und gegebenes [ sei 

F:={I/I <g}, F : =  {III >=K}. 
Dsnn gilt ffir E e B 

A 
f d lll = III + fd lll <= K,,I(Erh.F) 4- re(K)" 
E E n F  Ec~F 

Man ersetze K durch 1/~/~(E) und w~hle ~ zu e so klein, dab ~(E) < (5 stets 

~/~ (E) + A . .  ] m(1/ I /Z(E) )  < e 

zur Folge hat. 

4. Aus (e) folgt (d): Die mit der Funktion m aus (e) dureh 
y 

g (Y) : = I m (z) d z  
o 

auf R + definierte Funktion g ist eine G-Funktion. Wegen g (y) ~ y .  m (y) wird 
(d) mit diesem g und D ---- A erffillt. 

5. Aus (d) bzw. (e) folgt (e) : Da g' (y)- fiir eine G-l~unktion g' monoton waehsend y 

nnd fiir y > 0 strikt posi t iv is t  und g'(Y) ---~ (y ~ ~ )  erfiillt, folgt (e) aus (d) 
Y 

m i t  r e ( y )  : - -  g(g) , A = D und aus (e) mit r e ( y )  : - -  h(y) , A = D ' .  
g y 

6. Aus (e) folgt (e): Wit zeigen, dab man beim l~Ibergang yon (b) naeh (e) 
m stets als konkave Funktion konstruieren kann. Mit den in 2. eingefiihrten c~ 
und co = 0 setzen Mr ffir # ~ 0 

~ ( y ) : = i n f  ~(y--c~)4-c~ ( c ~ y = < c ~ + z ) .  

ist (stfickweise linear und) konkav auf R +, liegt unterhalb der in 2. definier~en 
Funktion m u n d  erfiillt N(y) ~ ~ (g -->- ~ ) .  Fiir die dureh 

y 

h(y):  = ~ d z ~ ( z )  
0 

definierte G-Funktion h (.) ist dann h (V]) konkav, denn es ist 
V~ y y 

= IeV; (V ) r ;  = = � 8 9  
o o o 

und ~(~/zl/y~ bzw. ~ ( z ) / z  ist dabei monoton fallend, da g konkav ist. (e)wird 
mit h und D '  --~ A erfiillt. 

w 5. Separable Darstellung des Codierungsproblems 
fiber dem Intervall [0,1] 

Ffir die weiteren Betrachtungen spielen die folgenden Bemerkungen keine 
Rolle. Da alle Absch~tzungen der Codeliingen im Prinzip mit Ungleichungen ar- 
beiten, fiir die Separabilitgtsbedingungen keine Bedeutung haben, werden Mr 
auch auf diesen Paragraphen nicht wieder zurfickgreifen. Der Grund daffir, da6 
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wir dennoch nieht auf die Einffigung dieses Paragraphen verziehtet haben, liegt 
darin, dab es bei der Konstruktion reprgsentativer Beispiele yon Nutzen sein 
kann zu wissen, dal] die si~mtliehen m6glichen Fglle des Verhaltens der Code- 
lgngen dutch ein einfaehes, konkreteres Modell erfaBt werden k6nnen. Es besteht 
ngmlieh der folgende Sachverhalt: 

Zu jedem yon einer Serie Mv(v ~ Z) erzeugten gedgehtnisfreien Kanal kann 
man einen in bezug auf sgmtliehe Naehriehtenfibertragungseigensehaften gqui- 
valenten Kanal  angeben, der von einer Serie M~ mit  M~ C L~([0,I]) erzeugt wird, 
wobei s WV auf ([0,1], natfirlicher BK) ist (v e Z). 

Ausgehend yon einem durch {Mv:v ~ Z} gegebenen gedgchtnisfreien Kanal 
zeigen wir zun~chst, dab die My durch abzghlbare Teflmengen M'v C My so ersetzt 
werden k6nnen, dab der yon {M'v:v ~ Z} erzeugte Kanal  dieselben maximalen 
Codelgngen hat  wie der yon {My : v ~ Z} erzeugte. Die Konstruktion der M v kann 
folgendermaten dnrchgeffihrt werden: Zu festem J ,  0 # J (endlich) __C Z, wghlen 
wir eine Folge {s~}, die die rationalen Zahlen in (0,1) nnd die Sprungstellen yon 
1V (Mj, .) durchlguft, gedem ek werde genau ein ek-Code yon M j  maximaler Lgnge 
zugeordnet. Die Menge der dadureh erfaBten (anf Bj  erkI~rten) WVen ist ~bzghl- 
bar. Ffir v e J bezeichne P J ,  v die Menge der (auf By erklgrten) v-ten Komponenten 
dieser WVen. PJ.v ist abzghlbar, und 1-[• hat dieselben maximalen Code- 

v e J  
lgngen wie Mj.  Wir lassen nun J die sgmtlichen endiichen Teilmengen yon Z 
durchlaufen. Wegen der Abzghlbarkeit yon {J : 0 :~ J (endl.) C Z} und der yon 
Pj,, ist auch 

{J:v~J(endl.) C Z} 

abzghlbar, und welter hat  1-[• ffir jedes endliehe J C Z dieselben maximalen 
v ~ J  

Codelgngen wie Mj.  Bestimmt {My : v ~ Z} einen stationgren Kanal, so IgBt sich 
offenbar durch weiteres ttinzuffigen geeigneter abzghlbar vieler WVen aus My zu 
M;  erreichen, dab { / ; :  v a Z} einen stationgren Kanal  definiert. Sei nun 

Wegen p~ ~ p~ ist 

' 1 2 �9 ~ "  1 " Mo----:{p~,f~ . . . .  } ,  p~:= ~ P ~ "  

M'~ C Llvo (X~,, By). 

])a M; abzghlbar ist, werden aber alle topologischen, linearen und Verbands- 
relationen in M~ schon beschrieben fiber einem abzghlbar erzeugten Unter-BK 
B'v C= By (Treppenfunktionenkonstruktionen in L 1 ~ (Xv, By)). Sei dann 

t A 

10~ = Pv § Pv 

die Zerlegung yon p;  in atomfreien Anteil Pv und atomaren Anteil/~v- I)ureh einen 
MaBalgebrenisomorphismus lgBt sich (Xv, B'v, Pv) abbilden auf ([0,1], natfirlicher 
BK, I]Pv]] " ~) (2 das LebesguemaB), und Pv kann abgebildet werden auf eine 
Massenbelegung der Punkte  1/n in [0,1]. Hiermit  is~ sogar etwas mehr als die 
Behauptung yon oben bewiesen. 
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w 6. Eingeschr~inktes Wachs tum yon N ( M ,  .) 

Wir  untersuchen nun  die Beziehungen zwischen dem W a c h s t u m  yon  N (M, .) 
und  dem Verhalten der zu M gehSrigen Simultanverteflungen bzw. Simultan- 
dichten. Zum einen sind wir an dem Zusammenhang  zwischen dem Waehs tum yon  
N ( M ,  .) und  der Existenz der Suprema gewisser Integrale  der Simultandiehten 
interessiert und  an direkten Absch/i tzungen von N ( M ,  .) durch diese Suprema,  
zum anderen daran,  das W a c h s t u m  durch Ungleiehungen, wie sie im Maximaleode- 
Satz auftreten,  zu erfassen. Beides wird ffir die sp~teren asymptot isehen Ab- 
sch/itzungen der maximalen Codel~ngen benStigt. 

Den AnschluB an die Paragraphen  3 und  4 liefert das folgende L e m m a :  

Lemma 6.1. Genau dann i s t /V (M,  e) ~ c~ (0 ~ e ~ 1), wenn eine Konstante 
K > 0 existiert und eine monotone Funktion m a u /  (0, r mit re(S) --> oo (S ~ oo), 
so daft 

gilt. 

Beweis. 1. Sei N ( M ,  e) ~ c~ (0 ~ s ~ 1). Man setze 

naeh dem Maximaleode-Satz ha t  man  dann  

und son]it 

2 > s ' h ( s ' ) } ,  

was auch noch ffir 0 ~ S '  < 1 richtig ist. Man definiere nun  die Funk t ion  m auf  
(0, co) durch  

m (S) : = sup (S'  : S' h (S') < S} (S > 0).  

m i s t  monoton,  es gilt re(S) ---> r (S --~ oo), und wegen 

wfl~d (6) mit  diesem m u n d  K ---- 2 erffillt. 

2. Sei nun  umgekehr t  fiir eine monotone  Funk t ion  m auf  (0, oo) m i t m  (S)-->c~ 
(S --> ~ )  und  ffir eine Kons tan te  K > 0 (6) erffillt. Zu gegebenem e(0 ~ e ~ 1) 
w/~hle man  S > 0 so grof~, dal~ 

K e 
re(S) < Y 

ist. Sei {(p~, Ei)} ein e-Code der L/inge N < c~ und  
N 1 
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gesetzt. Dann hal man 

1 N " S }  K < s 

also nach der Tschebyscheffungleichung 

t d q  > u  
Es is~ 

p~ (E~ n ~ dp~ ~ (i ~ F) , [dq  < S } )  > ~- 
mithin 

und 

. J dp i }) s 
q(E,) > S -p~ [ dq < S > (i e F) ,  

1>= ~ q ( E I )  > I F I . ~ -  > N �9 12S '  
i e F  

also 

1 1 2 S ( e ) < o o  N (M, e) < ~- 

B e m e r k u n g  : Setzt man ffir/5 ~ 

HT(S) : = /5{[<  S) 

(0 < s < 1). 

(S reell), 

so gilt noch: Es ist N ( M ,  ~) < oo (0 < s < 1) genau dann, wenn {H~(.) : /5  e 2~} 
totalbeschr/~nkt ist in der Levymetrik der Verteilungsfunktionen. Von dieser Aus- 
sage werden wir keinen Gebrauch machen, vermerken aber ausdriicklich, dal3 im 
Grunde genommen unsere gesamten Wachstumsbeschreibungen yon N (M, ~) mit 

Itilfe yon Charakterisierungen der Menge {H~ (.) : ~ e M} durchgeffihrb werden. 

Lemma 6.2. Sei m e i n e  au/ (0, oo) definierte strikt monotone, positive stetige 
Funktion m i tm  (S) ---> c~ (S --> c~), und sei h eine strikt positive Funktion au/ (0, oo). 
Dann gelten die [olgenden Aussagen: 

(a) Falls 

gilt, so existiert eine Konstante K > 0 mit 

(8) S/5(m(/)  > h(Z)} < K 

(s  > 1) 

0). 

(b) Falls (8) [i~r eine Konstante K > 0 gilt, so ist 

Beweis. 1. Aus den Eigenschaften yon m folgt die Existenz eines S' > 0 mit 

m -z (m (S)) = m (m -1 (S)) (S ~ S ' ) .  

Hieraus und aus (7) erhalt man 

M 1 S N (  , ~ )  < m-l(h(S)) (s >__ s ' ) .  
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Anwendung des Maximalcode-Satzes liefert 

m-1 (]b (S)) 
S = 

woraus die Ungleichung 

2 > S p { 7 >  m-l(h(S))} (~ ~ S') 

folgt. Es existiert daher ein K > 0, so dab (8) auch ffir S ~ S' gilt. 

2. Sei (8) ffir ein K > 0 richtig. Ffir einen s-Code {(pt, Ei)} der Li~nge 5/setze 
m&n 

N 2K 
q : =  ~ p i  und S : - -  s 

i=1 
Dann gilt 

--~=ip ~ m > h ( S )  < 

und somit nach der Tschebyseheff-Ungleiehung 

d i 3 1 

Es is~ 

p~ E~m m~dq ]<h (S  ) > ~ - - ~ . ~ -  

Wegen 

ist folglich 

{~pi 
m \ ~ -  (x))< h(S) (xeE~ n {m (~P~ d~r/< h(,S')}) 

q(E~) 
und man erhiil~ 

K 

Daraus ergibt sieh 
N K 1 1_ K 1 

1 > ~q (E i )  > IF I �9 28 m-l(h(S)) > 3 N 2S m-~(h(S)) 
i = 1  

und schlielMich die Behauptung 

h ( ~ - ) > m ( - - l s N ( M , s ) )  ( 0 <  s < l ) .  

Corollar 6.2.1. Sei m wie in Lemma 6.2 gew~ihlt. Er/iillt m zusdtzlich dis Be. 
dingung 

re(S) ---> 0 (S --> oo) liar eine nati~rliche Zahl n, (9) lognS 

so gilt: 

(a) Es ist m(N(M,  e))=-O(1/e)  ( s -+0)  genau dann, wenn ]i~r ein K > 0 

S p {m (7) > S} < K ist (glm. liar ~ ~ 2~, S > 0). 
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(b) Es ist m(N (M, e)) = o(1/e) (e--> 0) genau dann, wenn Sp{m(/) > S}-~O 
(~ -~ ~) gilt (glm. /ar ~ ~ ~) .  

Voraussetzung (9)anm bewirkt ngmlich, dab m ( ~  N (M, s ) ) =  Die z u s ~ t z l i c h e  

0(l/e) bzw. = o(1/s) genau dann ist, wenn m(sN(M, s)) = O(1/s) bzw. = o(1/e) 
ist. Die Aussagen folgen damit direkt aus Lemma 6.2, wenn man ffir 0(l /e)  bzw. 
o(1/e) ein geeignetes h(1/e) einsetzt. 

Lemma 6.3. m sei wie in Lemma 6.2 gewiihlt. Dann gilt 
(a) Aus 

1 

0 

lolgt 
(n) 

p e M  

und somib 

(12) Is (q~E~))< e(1--b) 

Summation fiber i liefert 

m < dp i m ~ e(1 -- b) su m(/) .  

(b) Es ist 

supfd~m(])~ . > T - ~ s m  sN(M,s)  ( 0 < s < l ,  0 < b < l ) .  
~ e M  

Beweis. 1. Unter der Voraussetzung (10) existiert auf (0,1) eine strikt monoton 
wachsende stetige Funktion h (S) mit 

1 

m ( 1 N ( M , e ) ) < h ( 1 )  ( 0 < : e < l ) u n d  ] d ~ h ( 1 ) ~  r 
0 

Nach Lemma 6.2 gilt ffir dieses h nun (8) ffir eine Konstante K > 0. Die Behaup- 
tung (11) folgt dann aus 

Ie m(  = - s {md) > s}l + fes {m(/) > s} = 
0 0 

r h(~) = I d S ~ { m ( 5  > S} g KI + IdS-s2  Sp~ (m(l) > h(S)} 
0 K~ 

< g l  + K fdS ~h(S) = K1 -~ K f d e h [ ~ ) <  Ka (glm. ffir pe2~)  
Ks 0 

mit geeigneten Konstanten K1, Ke, Ka. 

2. Sei {(p~, El)} ein e-Code der Lgnge N und q : = ~ p~. Es ist 
i = l  

f (@)} Tl m \ d q ] >  e(1- b) dpim < e ( 1 - - b )  ( 0 < b < l ) ,  

also 

I dq ] < e(1 b) 
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Folglich ist 

= i :~ q(E~ < ~(~-b) su~fd~(  > ~ + ~ v  
T~M 

und daher 

und 

1 
q(E~) > sb (i ~ 2') 

b 1 
1 

p e M  

Dies liefert die in (b) behauptete Ungleiehung. 
Aus Lemma 6.3 und  Corollar 6.2.1 ergibt sich das 

Corollar 6.3.1. Er/i~llt m zusdtzlich (9), so gilt: 

(a) Die Bedingung (11)/olgt aus 
1 

(13) ~d~m(N( i ,  ~)) < ~ .  
0 

(b) Aus (11)/olgt 

m ( N ( M , s ) ) = O ( 1 )  (s-->O). 

Corollar 6.3.2. m er/iille (9). 

(a) Aus (13)/olgt dann die Existenz einer G.Funktion g mit 

sup f a~g(m(D) < ~ .  
p ~ M  

(b) Aus (11) lolgt 

g - l ( m ( N ( i ,  s))) = o(~) (s-~O) (g G-Pun~tion). 

Beweis. Die Aussage (b) ist k]ar. Zum Beweis yon (a) nutzen ~ aus, dab 
m (N (M, s)) mit (13) als einzelne Funktion gleichgradig integrabel ist und daher 
ffir eine geeignete G-Funktion gl noch 

1 

] d c g l ( m ( N ( M ,  s))) < oo 
0 

ist (Satz 4.1). gl (S) hat  eine Darstellung 
S 

gl (S) = ~ dy ml (y) 
o 

mit einer positiven monotonen Funktion ml (y), ffir die ml (y) -> r (y --> oo) gilt. 
Man setze 

S 

g(S): ---- ] dymin(ml(y) ,  yn). 
0 
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gist  G-Funktion, und es ist 

1 g (S) _--< ~ yn+l. 

])ann geniigt aber g (m (S)) der Voraussetzung (9). Die Behauptung (a) folgt daher 
aus Corollar 6.3.1 (a), indem man dort g (m(.)) anstelle yon m(.) einsetzt. 

Von den obigen Resultaten werden wir im folgenden vor allem die Aussage (b) 
yon Corollar 6.2.1, Lemma 6.3 und Corollar 6.3.1 mitm = log + bzw. m = g (log+(.)) 
benutzen. Die Beispiele am Schlug der Arbeit zeigen, dab die bier vorliegenden 
Aussagen in gewisser Weise optimal sind. 

w 7. Coding-Theorem fiir stationiire Kaniile und sehwache Umkehrung 

Wir ffihren den Begriff der Kapazitiit ein und behandeln einige einfache Eigen- 
schaften der Kapaziti~t. Ihre Bedeutung ergibt sich ffir station~re Kani~le anhand 
der Aussagen des Coding-Theorems und seiner schwachen Umkehrung. Im An- 
schlug an die Beweise dieser Theoreme werden noch kurz Codel~ngenabsch~tzun- 
gen diskutiert ffir den Fall, dab die Kapazit~t nicht endlich ist. 

Abweichend vom allgemeinen Brauch erkl~ren wir hier nicht den Begriff der 
Kapazit~t des Kanals, sondern den der Kapazitiit einer Menge M, da sich dies als 
gfinstiger erweist. 

Definition 7.1 (Kapazit~it yon M) .  Ffir (X, B, M) heigt 

C ( / )  : = sup yd~log] 
p ~ M  

die Kapazit~t yon M. 

Lemma 7.1. (a) Ei~r zwei WVen pl, pZ mit pl ~ pZ ist 

(14) J'dpllog ~ > 0, 

(15) ~dpllog d ~  1 > 0 genau dann, wenn pl # p2 ist, 

<Qv j log (16) j'dpHog+ 

(b) Fiir beliebiges (X, B, M) ist 

C(M) >__ O, 

(17) C(M) > 0 genau dann, wenn IM[ > 1 ist, 

f d~log+]< C ( M ) +  1 ( ~ I ) .  

(c) Fi~r M[1,t] -= M1 X "" • Mt gilt 
t 

C(M[I,t]) = ~ C(Mv).  

(d) Gibt es zu M eine W V ~ und eine Konstante K > 1 derart, daft [iir jedes 
p e M die Dichte dp/d2 existiert und 2.]asti~berall dutch K beschrlinkt ist, so gilt 

C (M) g log K.  
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Speziell ist 

C({p l  . . . .  , pr}) ~ l og r .  

Beweis. 1. Beweis yon (a): Die fiir y > 0 du tch  

z (y) : = y log y (y > 0) 

definierte Funk t ion  z 1/~Bt sich nach Null stet ig for tsetzen mi t  z (0) = 0. Es  ist 
z(1) = 0. z(y) ist  konvex  au f  R + u n d  n i m m t  ffir y = l ie ihr  Min imum - -  l ie  an. 
Un te r  Benu tzung  der  Jensenschen Ungleichung erh/~lt m a n  

epl = ydp~z [ ~ 1 ~  > z  y a p  ~ )  = z(1) = 0, f dp 1 log = f dp 2 log d-@ tdP 2 ] = 

also (14). Da  z (y) s t r ik t  konvex  ist, gilt 

h6chstens dann,  wenn dpl/dp 2 p2-fastfiberall kons tan t  ist. Daraus  gewinnt  m a n  
(15). Z u m  Nachweis  yon (16) beachte  m a n  

f dp ~ z -  ( dpl ~ 1 

2. Beweis yon (b): Man wende die Aussagen (a) an auf  

y d i l o g ] =  j 'd~ log  d/~ 
d a X - d q  " 

Wenn  ]M] > 1 ist, so gibt  es ein p ~ 2 ~  mi t  ~ 4:: a •  D a m i t  ersieht m a n  (17). 

3. Beweis yon (c): Nach  Corollar 1.2.1 gilt 

MU,t  ] ~ M~ • . . .  • Mr .  

Mithin ist  

C(M[1,t ])  ---- sup y d ~ l o g / ' >  sup f d71 x . . .  • d/~t log fz • . . . .  • ]t 
17~7~,~ ~-~ x... • p7~ ~ • • ~7~ 
t t 

= ~ ~up f d ~ l o g ~  = ~ r 

Wir  haben  daher  nur  noch 
t 

(18) C(M[1,t]) _--< ~, C(Mv)  

~ .  z~ig~., s ~ i ~  ~ ME~,~ ~ o .  {p~ ~ ME~.~D und {~}  (i = 1 . . . .  , ~) ~=~ugt. p~ b~- 
zeichne die v-to K o m p o n e n t e  yon  pi. Dann  ist  

j ' d ~ l o g ]  = f a~ j 'dp~log ~ ep~ 
i =1 Z ~S d~  

j = l  

mi t  

- - - - - - A - - B  

A 
• 2 1 5  
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B = ~ ai C dp~ J . k dPk 

i = i  J@~ x . . . •  ~@ 
J i 

Wegen (14) ist B > 0 und somit 

f dplog 7 < A = ~ f dp~ log dp~ < 2 C(Mv) .  

\ j = l  / 

4. Beweis yon (d): Entspreehend dem Sehlu$ im Beweis yon (18) erh~lt man 
n 

f d p l o g / - - - - f d p l o g  dp _ Z a ~ y @ , X o g  - dp~ _ 
dax-dq i = 1 ~,a~d~ 

k = l  (" ) 
= ~ a~ f dp I log dp' _ ~. a~ f dpi log k < 

~ -  i = 1 d~ -- i=l 
=< 5 ~ S dp, log -~-s~P~ - ~ a' log K = log K. 

r 

1 _~fl .  Dann ist dpi/d2 < r Ftir M = {pl . . . . .  pr} w/~hle man speziell 2: --  r j 

2-fastfiberall. 
Wir merken noeh an, dab die Kapazit/~t vor allem auf Grund yon Lemma 7.1 (c) 

ffir untere und obere Absch/~tzungen der maximalen Codel/~ngen geeignet ist. 

Satz 7.2. (Coding-Theorem ]iir stationdire gediichtnis/reie Kaniile). Fiir einen 
station~iren geddichtnis/reien Kanal  gelten die Aussagen: 

1 
(a) lim inf T log N (M[1,t], s) > S (S < C (M1), 0 < e < 1). 

t ---~ o o  

(b) I st C ( M1) = 0% so gibt es eine G.F unktion g derart, daft/i~r ]edes e (0 < e < 1) 
ein to (e) existiert mit  

logN(M[1,t] ,  e) > g(t) (t > to(e)). 

D. h. also: Wenn M1 bedingt sehwaehkompakt ist und C(M1) -= oo, so w/~ehst 
N (M[1,tl, e) mi t  t st/irker als exponentiell an, jedoeh bleibt stets N (M[1,tl, e) < oo. 

Beweis. 1. Sei zu gegebenem S < C (M1) ein pl  e 3~/1 so gew/~hlt, dal~ 

f d p l l o g ] l  > S 

ist. Ffir jedes v > 1 sei Pv e 3Iv ein Exemplar von ~ .  Naeh dem sehwaehen 
Gesetz der groSen Zahlen grit dann 

{1 t=~ll ~ } og[v > S ~ - ' ~ 1  ~ x --- x ~ { ~  x .-- x ~ > exp(tS)} = ~ x.-" X ~ ~ - =  

Der Maximalcode-Satz 1.2 bzw. Corollar 1.2.1 liefert fiir hinreiehend gro$es t 

N(M[1,t], e) > exp(tS)  2 ' 

woraus sich die Behauptung (a) ergibt. 
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2. Sei C(M1) = oo. Wegen (a) gibt es eine positive monoton wachsende Funk- 
tion m (y) auf R+ m i t m  (y) -+ oo (y -+ oo) derart, dab 

log N (M[1,t], e) > tm(t) (t > to(e)) 

ist. 
t 

g(t):  = f a r m ( y )  
0 

ist G-Funktion mit 
g (t) =< t ~ (t). 

Das liefert zusammen die unter (b) behauptete Ungleichung. 
Die schwaehe Umkehrung des Coding-Theorems beweisen ~ hier ffir nieht 

notwendig station/ire Kangle. 

Satz7.3 (schwache Umkehrung des Coding- Theorems /iir geddchtsnis/reie Kangle). 
Fi~r einen gedgchtnis/reien Kanal gilt die Beziehung 

, ( 1) 
(a) log(ebN(M[1,tj,e))<= e(1--b-~ C(M[1,t])-t- ( 0 < e < l ,  0 < b < l )  

bzw. schwiicher 

(b) log(N (Mrl,~], e)) ~ 1 C(M[1,t]) (1 + o~(1)) + o~(t) (0 < e < 1). 

Beweis. 1. Sei {(p~, Et)} ein e-Code der L/inge N f/Jr Mrl,tl und 
N I 

: = ~ -  .~  P~. q 
' ~ 1  

Entspreehend (12) ergibt sieh 

( q ( % )  1 fdp~log+ dp~ (i----1, . , N ) ,  log eb ~ e(1- b) dq "" 

~Iso durch Summation 
2r 

1 
1 log (19) ~ - i =  q(E~ e(1L-b) N i=1 aq 

l=[ieraus erh/ilt man die in (a) behauptete Ungleichung, indem man noah die Be- 
ziehung 

N 2V 1 1 log 1 ~ log N (20) N - i ~ l - -  logq(E~) > -- log ( ~  ~=q(E~)) > -- 

benutzt, die sieh aus der Jensenschen Ungleiehung, angewandt auf die konvexe 
Funktion --  log (.), ergibt. 

2. Die sehw~chere Aussage (b) gewinnt man aus (a), indem man dort mit 
t --> 0o b langsam gegen Null streben 1/~Bt. 

Aus Satz 7.2, Satz 7.3 (b) und Lemma 7.1 (c) ergibt sich f/Jr station/ire ge- 
d~chtnisfreie Kan~le : 

1 
lim lim sup ~- log N (M[1, t], e) ~ C (M1). 
e---> 1 t ->co  

Daraus ersieht man wegen der in Lemma 3.3 angegebenen Konvexit~ts- bzw. 
Stetigkeitseigensehaften yon N(., ~) die Gfiltigkeit yon 

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., :Bd. 6 3 
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Lemma 7.4. Fi~r beliebiges Mis t  

C (M) = C (co (M)), 

]i~r bedingt schwachkompaktes Mis t  

C ( i )  = O(ex (co (M))). 

Zum SchluB dieses Paragraphen geben wit noch eine Beziehung an, die bei nicht- 
endlichen Kapazit~ten sinnvolle obere Absch~tzungen der maximalen Codel~ngen 
mit der Zeit liefert. 

Lemma 7.5. 14'i~r ~ede G-Funktion g ist 

1 - -  b ( log+  (e b2 1 +b eg-1 \ ~ N(M[l'tl'e))) ~-~ 
t 

<= ~ [supfdpvg-l(log+fv)] (0 < e < 1,0 <b < I). 

Beweis. Sei {(pi, Ed } ein e-Code der Lgnge N ffir M[1, tl, 

( 1  i ? ) i  / 1  Z i, 
q:  = -~- i=  1 X "'" X t ~ - i Z ? t  ) . =  

Die Abseh/~tzung yon Lemma 6.3 (b) liefert 

1 - - b  0 ( l @ b ) ) - - - ~ , i  I 0 ~ )  1 q- b S g-1 og+ e N g S dP ~ g-1 og+ . 

Da 
t 

log + dp i < ~ log + dp$ 
dq -- v = I dqv 

ist und weiter 

(21) g-1 ($1 q- $2) < g-l(S1) q- g-1 ($2) 

gilt (dies entnimmt man sofort der Dars~ellung 
S 

g-1 (s) = S ~Y m (y) 
0 

yon 9-1 mit einer monoton fallenden Funktion m (y) : 
S~ § $2 S~ S~ 4- $2 S~ S~ 

I dym(y) -= I dym(y) -+- f dym(y) < I dym(y) q- I dym(y)), 
0 0 $1 0 0 

bekommt man 

- -  ~ dp~g -1 og+ < N ~ dp~ g-1 log+ ~1 ~ i = 1 i=1 = 
t 

<= ~ [sup ~dpvg-l(log+[v)]. 

Als Erggnzung zu Satz 7.1 (b) gewinnt man aus Lemma 7.5 das 

(S~,$2>=0) 
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Lemma 7.6. Sei ]i~r einen stationdren ged~ichtnis/reien Kanal mit einer G- 
Funktion g 

logN(M[a,t],  e) > g(t) fiir t > to(e). 

Dann gilt mit ]eder G-Funktlon h, die der Bedingung 

g(t) t - ~  
h(Kt) ~oo /fir beliebig grofie K 

geniigt, 

sup ; dpl h-1 (log + ]1) = c~. 
p leMi  

w 8. Versch~ffte  direkte Codeli ingenabsch~itzungen fiir M[1, t] 

Unter Verwendung der Tschebyscheff-Ungleichung mit Varianzen ffihren wir 
in diesem Paragraphen versch/irfte direkte Codel/ingenabsch/~tzungen ffir M[1, t] 
dnrch. Zur Vereinfaehung der Formeln setzen wir 

D2(M) : : s u p  fd/~ ( log[- -  fdp log] )  2 . 
~0eM 

Ffir Kan/fle, die etwa die Voraussetzung 

(22) C(Mv) < K ,  D 2(Mv) < K (veZ)  f f i r e i n K > 0  

erfiillen, liefert Satz 8.1 ein Coding-Theorem und Satz 8.2 eine starke Umkehrung 
des Coding-Theorems. Zusammen besagen die S/itze in diesem Falle, dab 

[log/V (My, tl, e) -- C (Mr1 , t])l = 0 (Vt) 

ist. Lemma 8.5 gestattet es, die Beweismethoden von Satz 8.1 und Satz 8.2 aueh 
bei unendliehen D 2 (My) zu benutzen und Absch~tzungen der Art 

I log N (Mr1, t,] e) - -  C (Mti ' tl) I = o (t) 

zu beweisen. 
Wir merken an, dab die in den folgenden Beweisen auftretenden Integrale alle 

endlieh sind. Z. B. folgt 

f d p l o g Z / =  f d a  • d q / l o g 2 / <  oo (p E/1I) 

daraus, da$ jedes [a  • q-fastfiberall durch eine Konstante besehr/inkt ist und die 
Funktion y log 2 y in (0,1] bei e -2 ihr einziges Maximum (yon der Gr6Be 4e -2) hat 
(ferner gilt y log 2 y -+ 0 (y --> 0)). 

Satz 8.1. Ist C (My) endlich ]iir ]edes v ~ Z, so gilt 

( 1  ~ )1/2 logN(M[1, t ] , e )>C(M[1,  t l ) - -  ~ s ~  ~' DZ(Mv) + l o g b  ( 0 < e < l  = 1 --b 
v=l 0 < b < l - - e ) .  

Beweis. Zur Vereinfaehung der Schreibweise setzen 

~z X " "  X Pt =: /~[ i ,  tl, 

log/[i, tl -- ~dp[i, tl log/[i, tl ---- : h. 

3* 
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Nach  der  Tschebyscheff-Ungleichung ist  

und  daher  gilt  

N i t  dem Maximaleode-Satz  1.2 bzw. Corollar 1.2.i erh/i,lt~ m a n  dann  
log N (M[1, tl, e) ~ 

sup dp[1, t] log/[1, t] - -  1 -- s -- b 

(- '  ) (23) ~C(M[i, t])--~ s u p  ~ l _ e_ b ~ dp[1 ,  t lh2112+log(s+b--e) .  
~O., t : t  e ,,~/-1 X " "  * X Ms 

Aus dieser Ungleichung ergibt  sich wegen 
t t 

die Behauptung .  

B e in e r k u n g: Aus dem obigen Beweis erhglt  m a n  auch fiir den Fal l  D 2 (21/1) -~ c~ 
di rekt  das in w 7 angegebene Coding-Theorem s s ta t iongre  Kangle :  (23) liefert 

]ogJV(M[z,t], s) > t j 'dL~llog~ - -  const  (p i )Vt .  

Man lasse in dieser Ungleichung mi t  t --> oo das In t eg ra l  in der Weise gegen C (M1) 
gehen, dab  cons t (p l )  = o (V ~) bleibt.  

Sa tz8 .2 .  Es ist li~r O < e < l, O < b < l 

( '  ' V l~ e 0 - - b )  ~ De(MY) - -  log (s " b). 
v = l  

Bewei8. Sei {(p~, E~)} ein s-Code der  L/~nge N ftir M[1, tl und  

q : = q l X ' " x q t : =  p x ' "  x -ff i Pt �9 
i~1 

Nach  der  Tschebyscheff-Ungleichung ist 
�9 d i p~{log~q -- ]dp']og --~- [e(_~_~)_ ~dpl(log, -dq-dP' - j, dpi log dq-,]dP']ell[~[] 

< e( l  --  b). 

Analog zum Beweis von  Satz 7.3 ((19), (20)) erhgl~ m a n  

1 N sb 
- - < -  l o g -  < log(eb N (M[1, t], e ) )_  N i~1 (q(EO) 

N 
<: ~q- + _,v ,:~1 [.~(1 - b) S @~ ?og ~ -  - -  j@'~iog ~qd) ] " 

I t i e raus  gewinnt  m a n  die behaup te t e  Ungleichung,  d~ 

~ -  ~ j ' d p ' l o g  dq = ~ i N  ~ ~ C(Mv)= C(M[1,t]) 
/ = 1  v = l \  i = 1  dqv] - -v=l  
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und wegen der Konkavitgt yon V~nach der Jensenschen Ungleichung 

1 2v [ 1 ~Sdpiv ( logdp$  . . ,\2]~/2 
- f - , :  x.= e(1- b) v=, \ -d~-q~ -- f d p : l o g ~ )  J <= 

--< ' ~ v = ~ l  N-i ~= ;dpivlOg2 dp: dqv N i = l  i dp: 2 1/2 

ist, der Weft dieses letzten Ausdrucks aber 

[ 1 t ~ ]1/~ < 
e(1 b) v=l D2(Mv) 

ist, was sich aus 

{& ";" r@~log @~ 

ergibt (Jensensche Ungleichung ffir y2). 
Dal~ f/ir gedgchtnisfreie Kan~le mi$ endlichen Alphabeten und allgemeiner ffir 

gedgchtnisfreie Kangle, deren My in bezug auf feste WVen 2v durch gleichmgBig 
besehrgnkte Dichten darstellbar shad, tatsgchlich vermittels Satz 8.1 und Satz 8.2 
verschgffte Abschgtzungen der Codelgngen durch die Kapazitgt geliefert werden. 
die schon ffir relativ kurze Zeitr/~ume brauchbar sind, zeigt das ngchste Lemma, 

Lemma 8.3. Wenn es zu M eine WV Z und eine Konstante K > 1 gibt, so daft 
]iir jedes T ~ M die Dichte dp/d,~ existiert und 2-]astiiberall durch K beschr~inkt ist, 
so gilt (1 
(24) D 2 (M) ~ + log K + 7 e -2 . 

Speziell hat man 

(25) + + 

B e m e r k u n g :  Eine (24) entspreehende Ungleichung wird yon K~,MP~,~MA~ 
bei der Fehlerangabe fiir die starke Umkehrung des Coding-Theorems ffir stationgre 
gedgchtnisfreie Kan/~le mit endlichen Alphabeten benutzt (vgl. WOLFOWITZ [2]). 

Beweis. Es ist fiir ~ e/1I 

~dp(log/'-- Idp-log/)2 < Idplog 2/'= 

yd~aog~ @ mg ~ x  d~) �9 
Man setze 

.FI: = { i <  1}, 

F4: : { / >  1, 

daxdq  > 1} 
da • d2 ~ ' 
d~x~ d~ } 
da X d). < 1 ,  da~-d), < 1 , 

daxdq dp > 1[ .  
da X d~ < 1 ,  da~-d~ J 

Nach der Bemerkung vor Satz 8.1 hat man dann 

f d p l o g 2 ] ~ 4 e - 2 ;  
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d~ < K a • 2-fastfiberall gilt ferner wegen da •  

e~ =<~(F~)loW K, J " d ~ l ~  I d/~l~ d a •  
F2 av~ 

da X d~ 
Fa Fs 

und 

(26) 

Mit 

daxdq ~2 
f d/~ log2 7 ~ . ~ d p ( l o g K - - l o g ~ }  

av4 av4 
da X dq da • dq 

:p (F4) log 2 K -- 2 log K ]dplog  da X d~ "~- f dp  log 2 da X d~" 
F4 F4 

Zusammen ergibt das 
- ~ d a  x dq da • dq f e~ log~ 7 =< 4 ~-~ + log~. K - 2 log K J # log ~ + I e~log~ da • d~" 

1% Fa u ave 

und 

O > ~ dp l og  da x dq da X dq da X dq 1 da• -~ f dp log - -  ~ da • dq log > = -- daxd~ ~ = -- e 

F4 fda x dq 11 [da x dq ~ 1 

fd~ log  2 d a x d q  .~da • aqlog da-x~- ~ 4 e -2 daXd~ ~ " �9 2 daxdq 
FauF4 ~daxdq < 1} 

gewinnt man aus (26) 

und hieraus (24). Anwendung yon (24) auf den Spezialfall M = {pl, . . . ,  pr} mit 

1 ~p~ 
2: = r i = :  

liefert gerade die Ungleichung (25). 
Die Aussagen yon Satz 8.1 und Satz 8.2 werden fiir unsere Untersuehungen 

unbrauehbar, wenn D z (My) -~ oo ist ffir raindestens ein v, und sie liefern aueh 
sehon dann keine brauehbaren Absch~tzungen tier Codel~ngen mehr, wenn D2(Mv) 
ffir v -+  oo zu stark anw~ehst. DaB ~ r  jedoch diese F~lle nicht auszuschlieBen 
brauchen aus unseren Betrachtungen, wird durch die beiden folgenden Lemmata 
gews Herrn V. STI~ASSE~ verdanke ich denHinweis, dab nach CI~IZ~TcHI~ 
folgender Sachverhalt besteht: 

Lemma 8.4. Sind I1 . . . . .  /t bezi~glich der W V p unabhi~ngige Zu/allsvariablen 
( Z V e n )  i~ber (X,  B) mit  Erwartungswert 

S # / ~  = o (v = 1 , . . . , t ) ,  
X 

so gilt 

]dp , <= dpllvl,+b ( 0 < b ~ l ) .  
X v = l X  
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Ffir unsere Zwecke zeigen wit etwas aUgemeiner 

Lemma 8.5. Sind ]1 . . . . .  /t bezi~glich der W V  p unabhiingige ZVen iiber (X, B) 
mit Erwartungswert 

S d P / v  = o (v = 1 . . . . .  t ) ,  
X 

so ist /i~r jede G-Funktion g, ]i~r die g ( i  ~ au/ R + konkav ist, 

]dpg v ~ 4  dpg(l/vi).  
X v ~ l X  

Beweis. 1. Wir nehmen zun~ehst an, dab die/v symmetrisch verteilt sind, dab 
also 

p { / v < S } = p { - - / v < S }  fiirjedes S e ( - - c e , r  

ist (v ~ 1 . . . . .  t). Seien r l  . . . . .  rt auf [0,1] definierte integrierbare Funktionen, die 
nur die Werte d- 1 und --  1 annehmen und ffir die 

f dyri(y)rj(y) -~ 0 (i ~: ]) 
[o, II 

ist. Dann haben die ZVen 
t t 

~ ] v  und ~/vrv(y)  f f i r jedesfes te  yE[0,1] 
v = l  v = l  

dieselben Verteilungsfunktionen. Folglich gilt 

~dpg ~ / v - ~ f x d P  ]dyg  v~=/v(x)rv(y) = 
x ~ [[o, 1] 

--IdP Idyg Z/v(x) rv(y)2 
x L[O, i] \[[v=i ! 

v ; 1 ) :  ~ ]dpg y (x)rv(y) = dpg lv(x)[ 2 . 
x [ 

Hierin folgt die Ungleiehung aus der Anwendung der Jensensehen Ungleichung 
auf die konkave Funktion g(V~. ). Wegen (21) ist noch 

.~dpg I/v(x)I~ <= dpg(I/v[). 
X 1 v ~ l X  

Fiir bezfiglich p symmetrisch verteilte unabhgngige ZVen 11 . . . . .  It grit also 

(27) --< 2 lepg(II I). 
v = I X  

2. Zum Beweis des allgemeinen Falles nehmen wir uns ein weiteres Exemplar 
(X', B', p') von (X, B, p) her und bezfiglieh p'  unabh~ngige ZVen/ t+l  . . . . .  /t+t 
fiber (X', B'), f ib die 

p { / ,  < s}  = p ' { - / ~ + ~  < s}  (v = 1 . . . . .  ~) 

gelte. Man setze 

fv(X,X'):-~/v(X) ( f i i r jedesx 'eX ' )  (v-----1 . . . .  , t ) ,  
fi+v(x,x') : =/t+v(x') (ffir jedes x e X )  ( v =  1 . . . .  , t).  
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Da die lv den Erwartungswert 0 haben, liefert die gensensche Ungleichung ffir be- 
dingte Erwartung wegen der Konvexitgt  yon g 

! d p g  ~ <= f d p •  +ft+v) �9 
X •  

Nun  ist (fv-}-,ft+v) beziiglich p • p'  symmetrisoh verteilt und somit nach (27) 
der Wert  des letzten Ausdrucks 

t 

-<- ~ S dp • dp' g(IL +/~+,1). 
v = I X x X "  

Wegen 

und 

X •  X x X "  

<= f ~p • dp' a [~,(2 ILl) + a(2 I/~+,,I)] = fdp(2[l~l) 
X x.X' X 

g(2 Ir~l) = g ( ~ )  =< 4g(VV~) = 4g(li,I) 
ergibt sich ffir unabhgngige ZVen mi$ Erwartungswer$ 0 die Ungleichung 

Idpg v < ~ .  ~ j'dpg(I/~l). 
X v = l X  

Unter  Verwendung yon Lemma 8.5 beweist man vSllig analog zum Beweis yon 
Satz 8.1 den 

Satz 8.6. _~i~r den yon {My: v ~Z} erzeugten geddchtnis/reien Kanal sei C (My) < oo 
]iir ]edes v ~ Z. Dann ist 
log N (M[1, t], e) >-- 

1 4 ~. [sup I dPvg(ll~ ~ -  ] dp~l~ + logb ~--_C(M[1,tl)--g-1 1 - - s - - b  v=l~,e~o 

( 0 < e <  1, 0 < b < l - - e )  

]iir ]erie G.*Vunktion g, ]iir die g (VT. ) konkav au] R+ ist. 
Ferner grit der 
Satz 8.7 •igr den yon {My : v e Z} erzeugten gedSchtnislreien Kanal ist 

log N (M[1, t], s) =< 

C(M[1,t]) q- g-1 -e(1 --b~ v=l ~,eYl, 

( 0 < s < l ,  0 < b < l )  

]iir ]ede G-Funktion g, liar die g ( Y - )  konkav ist. 
Der Beweis verlguft analog dem Beweis yon Satz 8.2 mit  Hilfe yon Lemma 8.5. 

Man hat  nur  an der entsprechenden Stelle zu beachten, dal~ 

N d ~  r 
_<-1 

N ~=lldP~g = 

~ d ~ 
is~. i = 
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Wir werden sparer zeigen (w 11, Beispiel I1.4), dab bei nichtstation/~ren ge- 
d/ichtnisfreien Kan~len die maximalen Codel~ngen mit der Zeit durehaus nicht 
exponentiell anzuwachsen brauchen, wie es etwa bei station/~ren ged~chtnisfreien 
Kan~len (Satz 7.1) der Fall ist. 

Das folgende Lemma beschreibt eine untere Absch~tzung der maximalen Code- 
l~ngen, die f/Jr nichtstation~re Kan~le noch interessant ist. 

Lemma 8.8. Sei h - i  konkav au] R, h - i  (y) ~-- y (y ~ 0), h -1 (y) > 0 (y > 0). 
Sei g G-Funktion, ]iir die g (y~. ) konkav ist. .Fi~r iedes v E Z sei 

sup S  -l(log iv) < 

Dann ist 

log N (ME~,t], e) > t. h y Z [ sup I d~5~ h-1 (log 7~)] -- 
\ v =  i p v e ~ r ~  

--~g--1 1( 1 i [811p v 

( 0 < e < l ,  0 < b < l - - s ) .  

Man vergleiche die Aussage mit der yon Satz 8.6 und beachte 

1 h - i  (log iv) ~ h-i  og . 
Y Y 

v ~ J .  

w 9. An die schwache Topologie angepaGte Kapazit~t 

Auf Grund der Rolle, die die station~ren ged~chtnisfreien Kan~Lle spielen, 
ergibt sich mit den Aussagen des w 7 unser Interesse an Absch~tzungen der folgen- 
den Art: 

(28) ]log N(M[1, t], s) -- C(M[1, t])] ~- o(t) liar jedes/este e, (0 < e < 1). 

F/ir einen ged~chtnisfreien Kanal ist (28) nach w 8 erfiillt, wenn gilt: 

Es gibt eine G-Funktion g, / i ir  die g (~.) konkav au] R + ist, derart, daft 

(29) sup su v Sdpvg (I log [v I) < 
v~Z pv~Mv 

ist. 

Die Forderung (29) ist, wie sich aus den Uberlegungen der Paragraphen 4 und 6 
ergibt, selbst vom gleichen Typus wie die Forderung 

sup C (Ms) < oo. 
v e Z  

Wegen der in w 8 beschriebenen Art der Abh~ngigkeit des Fehlergliedes o(t) in 
(28) yon den Funktionen g, mit denen (29) gilt, ist C(M[1, t]) mit der Zeit ein guter 
Steuerungsparameter ffir das Verhalten der maximalen Codel~ngen, wenn der 
Kanal starke Gleichm~Bigkeitsbedingungen yon der Art wie (29) err/lilt. Die Be- 
dingung (29) bzw. die weiter unten angegebenen Bedingungen (31) bis (35) lassen 
sich offenbar ansehen als ,,auf die schwache Topologie (des Raumes der LVen) 
bezogene Gleichgradigkeitsbedingungen an die Erzeugung der Kapazi t i t " .  
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Oftmals lassen sich jedoch bei speziellen Modellen fiir Kan/fle eher einige andere 
Gleichmii$igkeitseigenschaften ablesen, die wir hier ebenfalls auffiihren werden 
und yon denen wit zeigen, in welcher Weise sie sich der Bedingung (29) unter- 
ordnen. 

Um einigerma$en deuthch zu machen, wie stark die Forderung (29) is~, sei 
noch folgendes angemerkt: Wenn 

1 
(30) sup ] deh(log N (Mv, e) ) < r162 ]iir eine G-_~unktion h 

veZ 0 

ist, so gilt (29). Wenn log N ( M ,  e) > h(1/s) ist ffir eine G-Funktion h und ffir 
beliebig kleine e, dann ist C(M) = c~. (Man erh/ilt diese Aussagen mittels tier 
Absch/itzungen des w 6.) 

Wit  fiihren die Untersuchung nicht ffir Serien {Mv}~z ,  sondern nut  ffirMen- 
gen M durch. 

Lemma 9.1. Fiir (X, B, M) sind die/olgenden Bedingungen ~iquivalent: 

{Zu  ]edem e > 0 gibt es ein (3 > 0 derart, daft aus T (E) < ~ (E aus dem 
(31) nefinitionsbereich yon p) stets ~ dp log f < e (gleichmSflig /i~r p ~ M)/olgt. 

M ist bedingt schwachkompakt, und zu ]edem s > 0 gibt es ein (5o > 0 tier- 
art, daft /iir beliebige endlichviele WVen 191 . . . .  , pn ~ M und Mengen 
E1 . . . . .  En ~ B mit T ~ (Et) < 5o (i ~-- 1 . . . . .  n) stets 

] dp~ dP i i (32) ai log -. s 
i = 1 th ~ a ~ dp~ 

k = l  

ist. (Hierbei sind die a ~ > 0 beliebig mit ~ a l = 1). 
i = 1  

Es gibt eine G-Funktion g mit 

(33) surf (I log tl) < 
p e M  

Es gibt eine G-Funktion g mit 

(34) s2p (log+t) < 
p~M 

Es gibt eine G-Funktion g, ]iir die g(~_) konkav au] R + ist, mit 

(35) s vj g (I log 7[) < 
p~M 

Beweis. Da ylog2y < 4e -2 ist im Intervall [0,1], ergibt 

f d~ [ log-/[ 2 = f d~ ~ / [  log-/[ 2 = f da X dqf I log-]l 2 < 4e -2 �9 

(Fiir log- ] 1/~$t sich also y2 als G-Funktion benutzen.) tIiermit und mit der Uber- 
tragung des Beweises yon Satz 4.1 erh/~lt man die Xquivalenz yon (33), (34) und 
(35). Dal~ (31) und (33) /tquivalent sind, ist dann ebenfalls klar, wenn man be- 
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aehtet, dab in (31) (anders als bei Satz 4.1) nicht mehr C(M) < oo gefordert 
werden mul3, da man die WVen pa l s  atomfrei ansehen kann (durch weiteres Zer- 
legen der a~, indem man pi mehrfach auftreten ls 

Es ist nun noch die ~quivalenz yon (31) und (32) zu zeigen. Aus (31) folgt 
C(M) < c~. Daher ist M bedingt sehwaehkompakt. Der Rest der Forderung (32) 
ist offenbar mindestens so schwaeh wie (31). Sei nun umgekehrt (32) erfiillt. Wir 
zeigen zuns dab dann C (M) < co ist: Da M bedingt sehwachkompakt ist, 
existieren zu jedem (~ > 0 hSchstens endlichviele Atome A1, . . . ,  Are  B m i t  

sup p (A j) > ~-. 
p e M  

Sei 2 WV auf B m i t  t(AI) = 1/r (] = 1, ..., r), {p~} eine endliche Menge CM 
und a WV auf {i}. Dann ist (mit q : =  ~a~p t) 

a, fdp ~log + ~ = < ~ a l  . d*  1 < l o g r ~ _  j" dp' log + ~ -}- e = e "  
1 

uA~ k)Aj 

Ferner erhs man mit der Gleiehgradigkeitsforderung in (32) 
2 ~. a~ ~. dp~ log + ~qi  < e- ~ (e) " 

X - - u A ~  

Insgesamt ergibt sich damit 
2 1 

C ( M ) < s . ~ - ~ + l o g r  O ( 0 ) + e ,  also C ( M ) < ~ .  

Sei (32) ffir M erffillt und 
~o (e/2) 

i = 1  

mit einem unten noch geeignet zu bestimmenden S > 1, femer sei 

Fs: { i:( l  < i  <n), p t (E~)>S'~o(2)}  
dann ist 

ain d i  d i ~a~dpl log  ~d/ ~dpilogap~ ~a~ ~ dp~loga~]-P'+ ~a~ ~dp~logdp~<=2 + 
dq z_, , aq ~ ~ dq i = 1  E~ i e c o m p l F z  E~ i e F s  E~ ieI~s E~ 

Wir schs jetzt  den restlichen Summenterm ab und nutzen dabei 
1 ~ a  ~ < 

aus. Ffir i e F s sei 
a i 

b i �9 __  a~ 
k e F s  

gesetzt (ohne Einschrs sei a~ > 0 (i ---- 1 . . . . .  n)). Es ist dann 
�9 . d l ] 

ieFs El \ieFs / Li~Fs E~ keFs 

(Za~ 
\ i ~ F s  

1 
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Wegen C(M) ~ r kann man S zu s/2 in der Weise bestimmen, dab die rechte 
Seite der letzten Ungleichung ~ el2 ist. Daraus ergibt sich (31): Es ist 

d~ 
~dp log ] <  ~, falls nur p(E) < S~(e/2) ist. 

Eine weitere naheliegende Gleichmi~l~igkeitsforderung an M i s t  offenbar die 
folgende : 

Zu jedem e '>  0 gibt es endlichviele Teilmengen MJ (C M) ( ~ -~ 1, . . . ,  K (s')) 
mit 

(36) ~(~,) 
C(M~) < ~' und M = ~ J M J .  

i = 1  

Fiir station/~re ged/~chtnisfreie Kan/~le, deren Menge M1 der Bedingung (36) 
geniigt, erhi~lt man in direkter Verallgemeinerung des Beweises yon K~MPERMAN 
in [2] die starke Umkehrung des Coding-Theorems. Wir verzichten auf die Wieder- 
gabe des Beweises dieser Umkehrung, da sie keine bessere Fehlerabsch~tzung als 
die Uml~ehrungen in w 8 liefert und da sich zudem die Bedingung (36) genau aus 
(32) bei Einschr~nkung auf bedingt normkompakte Mengen M ergibt, wie wir 
jetz~ zeigen werden. 

Lemma 9.2. Geni~gt M der Bedingung (36), so ist M bedingt normIcompalct. 

Beweis. Zum Beweis der Behauptung benutzen wir die folgende yon PINSX~ [5] 
angegebene Ungleichung, die man mittels der Tschebyscheff-Ungleichung her- 
leiten kann: 

dp 

(p, q WVen mit p ~ q, c universelle Konstante).  

Sei MI eine der nach (36) exis~ierenden Mengen mit C(MJ) < 8', und seien 
pl, p2 beliebig eM1. Die Behauptung folgt dann (mi~ z(y): = y log y) aus 

lip ~ - p~][ = Ilp ~ - ~ (p~  + p~)lI + lip ~ - ~ (p~  + p~)[l = 

[ �89 (d~ol ~- d:p2) 
i = l  

= 2 ( ~  dp ~ 

i = 1  
2 d ~  

i = 1  

<= 4 (~( i~)  + c. Vr <= 4(~' + c .  V ~ .  

Lemma 9.3. Er/iillt M die Bedingung (36), so auch die Bedingung (32). 

Beweis. Es gelte (36). Wir nehmen an, dal~ die M1 (i : 1 . . . . .  K(~')) paar- 
weise disjunkt sind, was nach Lemma 7.4 zuls ist. Es sei nun p~ (E~) ~ ~0 
und ohne Einschr~nkung a~ > 0 (i = 1 . . . .  , n). Wit  setzen 

.F~: ={ i :p~eM~}  ( ] =  1, . . . , K ( e ' ) ) ,  
F' :={i :~  =<~=<K(~'), F~,r 
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und 

Es is~ 

mit 

also 

c~ : = ~ a~ fiir i e ~ ' .  
i ~z~ 

n 

~ a* f dp* log d# : A1 + A ~ 
i = l  ~ ~ -  

aS 
aS ~ ~ rips 

AI:  = ~ c J  ~ -  fdp~log ~J 
t~" E, dq 

~ ~ ~-  .[ dp* c' log 

ai  " �9 z ( m i n ( ~ ,  

I 
<=K(e').do. e ,  

aS fdp~log dp~ A 2 : - - ~ c  i ~ -  a i 

Fa 

<= ~ c~(C(MO + c. l / ~  <= e' + c. (nach (37)), 

i~ Sdp, log  + 
i=i E~ e 

Man w~hle nun e' zu s so, dab s' + c �9 ~/d < s/2 ist, dann ~o(e') so, da$ 

1 s 
K ( s ' ) ' ~ 0 ( e ' ) e <  ~- 

ist. 

Lemma 9.4. Ist M bedingt normkompakt und geniigt M der Bedingung (32), so 
geni~gt M auch der Bedingung (36). 

Beweis. Wir benutzen die folgende Ungleichung (PI•sKER [5]), die man sofort 
mittels der Tschebyscheff-Ungleichung erhs 

Fiir je zwei WVen 19, q mit p ~ q und fiir beliebiges S > 0 ist 

(38) p log > S  =<~lIp-qlI. 

Seien p l , . . . , p n ~ M I C M ,  a~ ~ 0 (i = 1 , . . . ,n) ,  i a ~  = 1, 
i = 1  

q : = ~ a ~ p l  und E t : =  l o g ~ -  > . 
i = 1  

Es ist 

n . . I n . �9 ':1 d p  ~ n s 
+ ~ a i ~ dp ~ log d# ~ a * f d p * l o g ~  ~ a *  f dP~ i d~- 

~-1 ~ i=l~ompl(~,) img i=1 E, ".'-, J dq 
q~ 

~ y ~ a* f dp* log dP'dq 
i =  1 E~ 
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Ha t  M1 einen Durchmesser D (MJ) mit 

e/2 ' D ( M ' )  < ~~ ( 2 ) ,  

(wobei ~0 (s/2) naeh (32) gewghlt ist), dann folgt mit (38) 

~, a~ [. dp~ log dpt e 
i=1 ~ -d( < 2 

und somit 

~, a t ~ dp~ log ~ < s. 

Wir formulieren nun noeh einige weitere Forderungen an M und stellen Rela- 
tionen zu den schon angegebenen her. 

(39) IEsex i s t i e r t e ineWV2derar t ' da[3p~2 i s t / i * rp~Mund l z (~ )  : p e M }  
[ eine gleichgradig 2-integrierbare Menge von Funktionen ist. 

(40) { M geniigt (39) und ist bedingt normkompakt. 

fEs existiert eine WV ,~ so, daft jedes 19 ~ M totalstetig bezi~glich ~ ist und M 
|bezi~glich der Metrik 

(41) / distlpi '  ~92]~::]d~t z(~)- -z (~)  + ]I~91-~92]I (~91, ~02~M) 
! 
( totalbeschrgnkt ist. 

Die Metrik dist] .,. ]~ wurde yon JACO]3S in [1] zum Beweis einer Umkehrung des 
Coding-Theorems verwandt. 

Lemma 9.5. Geni~gt M der Forderung (39), so auch der Forderung (34). 

Beweis. Mit dem gleichen Schlul~ wie zu Anfang des Nachweises, dal~ (31) aus 
(32) folgt (im Beweis yon Lemma 9.1), ergibt sich, dab 

sup ~d2 z ~ < 
~geM 

ist, wenn M der Bedingung (39) genfigt. Naeh Satz 4.1 gibt es dann wegen (39) 
eine G-Funktion g, ffir die g(lff.) konkav auf R+ ist, mit 

Es ist 

.f dpg(log+ "D = Za~ S dptg (log+ ~q ) 

und 

~ i  - +  2 2  ) <  g \ ,( =<~-g 2log+ d , t ]q -~g  2 l o g - ~ -  ~ - g  log+ q-~-g log--~-  
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(wegen der Konkaviti~t yon g (Vo). Mithin ist 

dq I d p g ( l o g + / ) ~ 2 K  + l o g - ~ - ) = 2 K @ 2 ] d q g ( l o g  - dq~ ). 

Nach dem anfangs im Beweis yon Lemma 9.1 Gesagten bleib~ 

dq 

unterhalb einer Schranke, die nut  yon g, nieh~ aber yon q abhgngt. 
Mittels der Lemmata 9.5, 9.3 und 9.I folgt sofort das 

Lemma 9.6. Geniigt M der Bedingung (40), so geniigt M der Bedingung (36). 

Lemma 9.7. Die Bedingungen (40) und (41) sind 5quivalent. 

Beweis. 1. Aus (40) folgt (41) : Unter der Voraussetzung (40) gibt es zu jedem 
s > 0 ein ~ > 0 derart, dab 

] d 2  z ( ~ ) - - z ( ~ - - @ ~ 2 ) < ~  ffir Hpl -p2H<(3  (pl, p2EM) 

ist. (Man schneide dazu die Spitzen der Funktionen z (dp/d,~) in Abh~ngigkei~ yon 
in hinreichend groBer H6he gleichm/iBig ab.) 

2. Aus (41) folgt (40): Ist  M bezfiglich dist I . , . [ i  totalbeschr/~nkt, so ist M 
auch beziiglich d is t l . , .  I~' mit 

2' : ---- �89 (2 + p') (p' ~ M lest) 

totalbeschr/inkt, da 

und 

~ d z ' ]  - ~  ~ }  < _ _ = - z -  ~d~'  ~ -  1 ) -  < ] I p ~  p2ll 

ist. Ffir das zur Konstruktion yon 2' benutzte p' ist jedenfalls 

Da nun {z(dp/&~'): p ~ M} eine II. 1] l'-t~ Menge ist, ist 

dp 

eine gleichgradig 2'-integrable Funktionenmenge. Nach Definition der Me~rik 
distl ' ,-I~ in (41) ist augerdem M beding~ normkompakt. 

A n m e r k u n g  1. Wit wollen noch dureh den folgenden I-Iinweis deutlich 
maehen, in welcher Weise die Metrik aus der Bedingung (41) Abst/inde zwischen 
WVen miBt. Sei 

W(y) : = (1 + y) log (1 + y) (y >= 0) 

und f/ir meBbare Funktionen [ 

ii/[iw : = i n f l  (1 + fd2  W(S.  I]1)) 
S > 0  
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gesetzt. ]]/1]~ ist eine Orlicz-Norm (vgl. etwa KRASSTOSELSKII-RUTICKII [3]). (Die 
Normeigenschaften yon [[. 1[ W lassen sieh sofort naehreehnen.) Die ~-integrablen 
Funktionen ] mit l] ] [lw < r bflden bezfiglieh dieser Norm einen Banaehraum. 
Dureh/ihntiehe Schlfisse wie die bisherigen li~l~t sieh zeigen, dal3 die Metrik 

ffir Mengen M, die der Bedingung (40) genfigen, ~quivalent ist zu der in (41) de- 
finierten Metrik. 

A n m e r k u n g  2. Die s~mtlichen in diesem Paragraphen erw~hnten Bedingun- 
gen vererben sich yon M auf co(M) und yon M1 und M2 auf M1 • M2. 

w 10. Zeitasymptotische AbschKtzungen der maximalen Codel~ingen 

Will man entsprechende S~tze wie in w 8 direkt mit Hilfe der Bedingung (31) 
herleiten (also ohne Benutzung yon G-Funktionen, speziell ohne ein solches Hilfs- 
mittel wie Lemma 8.5), so ist es naheliegend, bei den Absch~tzungen mit ab- 
gesehnittenen ZVen zu arbeiten. Es steUt sich dann heraus, dal3 jede der beiden 
folgenden Bedingungen (42) und (43), die nach Cor. 6.2.1 (b) ~qulvalent und naeh 
Cor. 6.3.2 (b) miudestens so schwach wie (31) sind, schon ausreichend is~ ffir die 
Durchfiihrung der Abseh~tzungen. 

(42) {Esis t  C ( M ) < o o  und logN(M,  8 ) : o ( 1 )  (8-->0). 

(43) {Es ist C(M) < ~ und sup S/3 {log [ >  S} s-~o 0. 

Das Beispiel 11.3 wird zeigen, da$ (42) und (43) eeht sehw~ehere Einschr~nkungen 
als (31) bedeuten, Beispiel 11.2 erweist sie als eeht seh~rfere Forderung als die, 
dal] C(M) < oo ist. Im folgenden treten die Bedingungen (42) und (43) als fiber 
die Zei~ gemittelte Bedingungen auf. Die in diesem Paragraphen benutzten Be- 
weisverfahren beruhen auf einer Koppelung der Beweisideen zu Satz 2.1 mit den 
Absch~tzungen aus w 7 bzw. w 8. 

Im Laufe der Untersuchungen dieses Paragraphen werden wir eine weitere 
einschr~nkende Bedingung an {Mv}vez stellen, die gew~hrleiste~, da$ in der Serie 
der C (My) einzelne C (My) nieht zu stark dominieren, und zwar ist es die folgende 
Forderung an {Mv}v~z: 

Zu  jedem e" > 0 gibt es ein ~ > 0 derart, daft /i~r J C [1, t] mit 1JI < (~t 
stets 

(44) C (Mj) < 8' [C (M[1,tl) -[- t] (gleichm~flig beziZglich {t}t > 1) 

ist. 

Als erstes beweisen ~ r  jetzt analog zum ersten Tell des Beweises yon Satz 2.1 
zwei Aussagen fiber die Aufsehaukelung der Codeli~ngen. 

Satz 10.1 (Au/schaukelung der Codes). Die Serie {Mv}vez babe die /olgende 
Eigenscha]t: Es gebe b, c, d > 0 und eine Folge yon Zeitpunkten 1 ~ tr ---> r der- 
art, daft 

{ ( ~  } ] J r : =  v: l - -<v--<tr ,  logN M v , ~ -  r > b t r  ~ d t r  
I 
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ist. Dann gilt 

sup lira sup I t log N (M[1, tl, e) = co. 
t---> oo 

Ffir einen stationgren Kanal bedeutet die obige Voraussetzung gerade, dab nieht 
logN(M, e) = o(1/e) (s-->0) ist. 

Beweis. Zum Beweis der Behauptung k6nnen Mr c ---- 1 annehmen (1)bergang 
yon t zu ct) und d = 1 (die Lage yon Jr C [1, tr] spielt keine Rolle, und es ist 

1 
1 logN (Mj,  e) --< -~- log N (Mo, t], s) ) [Jd " - 

Ferner k6nnen wegen N (co (M[1, t]), s) = N (M[1, t], s) die My konvex angenom- 
men werden. Sei t(=tr) gegeben und {(p~, Ed} ein 1/t-Code ffir M1 der Lgnge 
N > e bt, 

N 
1 �9 " ql: = ~  Pl, Pi:=i($~+ql)- 

{(p~, Ed} ist dann ein 1/2t-Code ffir M1 der Lange h r. Es ist 

1 {  )} 1 
i : q l ( E i ) > t . ~ -  i lq l (Ed  < T '  

also 

1 {i:P~(~')> > ~ t ( l _ l ) .  
N q1(Ed 2t2 j 

Wit schrgnken jetzt Mz yon B1 ein auf den durch die E~ erzeugten Unter-BK 
BI:  ~ ' ({Et})  C B1. Die yon (1IN . . . .  , l /N)  und {p~} erzeugte Simultanvertei- 
lung pl is~ fiber dem eingesehrgnkten Produkt-BK 2(({i} x Ez)) zu verstehen. 
Wegen 2/1 > 1 (pl-fastfiberall) gilt dann ffir natfirliches k (1 ~< k --< t), wenn 
die anderen Mv (1 < v ~< t) genau in derselben Weise wie M1 behandelt werden: 

~=lx~v log 2t,_~1 [v > k ' l o g \ 2 t 2  ] j =  

> ( f l X P v ) ( U {  2t~ j ]  

> j . ~  ( : ) [ ~ t  (1 1 ) ] i .  [ 1 -  2 ~ ( 1 -  1 ) ] t - i  = 

-~21('/[1 (1 ~)]'. [z 2~-(1 1).T -i = 1  i=o ' j / [2{  -- -- -- 

Mithin wird bei festgehaltenem k ffir hinreiehend groges t (=  tr) sehlieglich 

>_ 
\v = i \v = I 

/2-1 2_i\ 
> l - - l i ~ = o ~ .  ) e - 2 - - ~  ( > 0 , .  

Gehen Mr yon den B~ zu den By zurfiek, so vergr6gern ~ix hSehstens die Code- 

g.  Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6 4 
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l~ngen. Anwendung des Maximalcodesatzes 1.2 auf die letzte Ungleichung liefert 

/( ) N(M[x,t],e, >exp{k 'b tq -k log (~ - -T f ) - - t l og2  1--1j~=o~T-. ) e - 2 - - O - - e  ; 

Daraus ergib~ sich: Zu jedem k' > 0 existiert ein s(k') derart, dal~ 
1 

lira sup T log N (Mtl , t], s (k')) > k' 
t----> o o  

is~. 
Die folgende weitere Aussage fiber Aufschaukelung der Codes leite~ man sofort 

mit Hilfe des letzten Satzes her. 

Satz 10.2. Die Serie {Mv}v~z geni~ge der Bedingung (44), und mit geeigneten 
c, b' ~ 0 gelte 

t~ ~ logN M v , ~ /  > [C(Mrl, t l )+ t r ]  
V ~ I  

fiir unendlichviele tr > 0. Dcmn ist 
log N (M[1, O, s) 

sup lim sup C(M[1,0) + t -- oo. 
e t-+co 

Beweis. Die sehwaehe Umkehrung des Coding-Theorems (Satz 7.3) liefert 

l o g ( 2 N ( M v ,  e , )<=2[C(M[~, t])+l] ,  

also 

Mit 

grit 

2 

{ ( J : = v e [1, tr] : log N My, ~ > ~- [C(M[1, t]) + tr] 

_ ( c )  2 [  [ ~ ]  I J l log  c 1 ~ log N My, T/ < T C (Mj)  -Jr- + tr 2tr" 
tr v e Y  

Wegen (44) folgt aus I J I <  (~t: 

I t  ~ I ~  My, =<y ( ( [1,t])q- -k- -]- l o g ~ .  
v e J  

Also existiert ein d > 0, so dal~ 

{ ( } ve[1,  t r ] : l ogN Mv,-~- r > ~ - "  [C(M[1, t]) q- tr] > dtr 

ist. Setzt man noch 
b' 
~- [C(Mtl, t]) + t] = bt ,  

so folgt die Behauptung aus dem vorigen Satz. 
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Satz 10.3 (starlce Umlcehrung des Coding-Theorems). {Mv}~z  geni~ge der Be- 
dingung (44) und [erner der /olgenden Bedingung: 

Zu ]edem b, e ~ 0 gibt es ein to ~ 0 derart, daft ]i~r t ~ to 
t 

t v ~ l  
ist. 

Dann gilt liar ]edes /este s (0 < s < l) 

]og N (Mil, t], e) ~_~ C(M[1, t]) (1 -~- o(1)) + t.  o(1). 

Beweis. 1. Wir zeigen zun~chst, dal] (44) und (45) 

(46)  v = 1 ~ v e M .  

mit einer geeigneten ~unlction ot (1) 

zur Folge haben: Wegen (45) existier~ eine Funkt ion h(t)-~ o(1) mit  
t 

I)a dann ffir K ~ 0 

T ve[1 ,  t ] : l o g N  My, < K . h ( t ) [ C ( M [ 1 , t ] ) q - t ]  > 1  K 

ist, gib~ es eine Funkt ion h ( t ) =  o(1) mi~ 

l~iJtt  : =  {v e [1, t] : log N My, - ~ (  ) <  ~( t ) [C(M{1, t ] ) - [ - t ] l l t -~ l .  

Wir setzen 

Jr' : --~ [1, t] -- Jr .  

Sei h'(t) -~ o(1) eine weitere Funkt lon mit  
~'(t) 1 
~(t) --~oo (t--->r und h ' ( t ) >  T .  

Dann erh~l~ man miC dem Maximalcode-Satz ffir v ~ Jt: 

h(t) [C(M[1,t]) -}- t] > log N (Mv, ~ )  > h'(t) [C(M[~,t]) + t] + 

-~ log [~v{log/~ > h'(t)[C(M[1, t])~-t]} -- ~ ]  +, 

mithin gilt gleichm~Big fiir v e Jr: 
1 

pv{log/~ > h'(t) [C(M[x,t]) -~- t]} g ~-. or(l) (gleichm~Big ffir pveJ l v ) ,  
t und fiir v e Jt  isr 

1 
Pv {log ]~ > h' (t) [C(/ [a ,  t]) + t]} =< h'(t)[C(M[1,t]) + t] J "d/~vl~ 

4* 
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Mit (44) folgt dann 
_ t - - +  e ,o  

~ :  r "/ I ' , r  i ~ 11 Wire. bzgl. ~ e i~ ] .  0 
v e J~ 

Daraus ergibt sich (46). 
2. Die Codels nach oben fiihren wit nun mit Hilfe yon (46) 

durch. Zur Abkfirzung setzen wir 

r(t) : : or(l) [C(M[1,t]) -t- t]. 

Sei {(pi, El)} ein e-Code der LKnge N f/Jr M[1, t], 

1 i X--'X 
q : = q l x " ' •  N - i  i 

und 

/ } Ei : = IE ~ • . . .  • t E ~ =  ~lo~ dp~ < r(t) • . . .  • ~log dpi < r(t) . 
t aqt ( u aqz 

Im  folgenden sch~tzen wit bei laufendem t ab (-- in w 8 hatten wit die Absch~tzun- 
gen jeweils ffir festes t durchgeffihrt --), in dem Abschi~tzungsproze$ treten also 
in Abh~ngigkeit yon t st~ndig andere Codierungs-WVen auf, die wir jedoch nicht 
(lurch neue Indizes kenntlich machen wollem Ffir jedes K > 0 ist 

(E  i ~ ~ dpl 3 K i dpi WK e pi 
\ E,'. 

also 

(47) p~ log > Klog + K ~ log dp~ < + p~ (complEi). 

Da nach (46) 

ist, bekommt man ffir geeignetes ot (1): 

__1 F ' : =  i: _ P ~ _ l o g ~ > r ( t )  <or(l)  1 
N v = l  t ~v  

Zu jedem (~ > 0 gibt es dann ein to derart, da~ ffir t > to 

f l (  { . '  )) i ' .  / o , ,  . , ~,=~ l - p , ,  l o g ~ > r ( t )  =p~(E~)> l - -~  ( i ~ F ' ( t ) )  

gilt. Mit (47) zusammen bedeutet das 

F : =  i :  pl log [ dp~ ~,/s<;~ < 2  't+~o 

v = I ~E~ 

Ffir hinreichend gro~es t erh~lt man daher mit (20) 

1 > (1--[q(E~))l/iFl> 
I~'l ~ (48) 

> 3 e x p { _  Klog 3 t 1 
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W~hlt  m a n  nun  K in Abh&ngigkeit yon  t derar t ,  dal~ 

K = K ( t ) = o t ( 1 ) [ C ( M [ 1 ,  t])@t] u n d ~  -->c~ ( t -+r  

ist, so gilt ersichtlich 

l <=, -1]) 
1 l" [ <_ 1 + ~ldTavllog--;-,(1j__ _ + o r ( l ) )  

-- k aqv / 

(glm. ffir alle p~ zu fes tem t) und  ebenfalls gleichm/iBig ffir alle i zu fes tem t 

�9 d ~ 
1 i ot(1))l<__fdp~v(logap_~)(1 @ or( l ) ) .  

/ J k ~ v  ] 

Setzt  m a n  diese Ungleichungen mi t  der Ungleichung (48) zusammen,  so liefert  
das un te r  Beach tung  yon 

N IFI-->1 ( t -+  oo) 

die Behaup tung  des Satzes. 
Den beiden le tzten S/~tzen e n t n i m m t  m a n  speziell das 

Corollar 10.2.1, 10.3.1. Fiir einen stationiiren gedgichtnis/reien Kanal mit 
C(M1) < c~ gilt genau dann 

1 
l i m s u p T l o g N ( M [ i , t  1, e) < C(M1) ]iir ]edes e(0 < e < 1), 

t--> r 

w e n T ~  

l o g N ( M l , e ) = o ( 1 )  (e-+O) 

ist. 
Z u m  SehluB dieses Pa rag raphen  betraeh~en wir nun  noch eine Bedingung ffir 

die Gfiltigkeit des Coding-Theorems (die natiirl ich nur  ffir niehtstation/~re Kan/~le 
in teressant  ist). 

Satz 10.4. {Mv}v~Z geni~ge der Forderung (46). Dann ist die Bedingung 

Mit  
t 

A ( t , b ) : = ~  sup ~ d~vlogiv 
(49) v= 1 ~ v ~ M .  {log~v<b[U(Mtl , t~)+t]}  

gilt ]iir jedes b > 0: 
[C (M[1, t]) + t] -1" [C (M[1, 0) - -  A (t, b)] t-~ T0  

notwendig und hinreichend da/i~r, daft es zu jedem ~ > O ein to (e) gibt, so daft/iir 
t > to 

loglN(M[1, t], e) > C(Mtl, t]) (1 - -  8) - -  (~t 

ist. 
Wir  begnfigen uns mi t  einer 

Beweisskizze. 1. W e n n  (46) erffillt ist, so gilt  nach dem Beweis von Satz 10.3 
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mi t  einer geeigneten Funk t ion  or(l) :  

log N (M[1, t], e) < A (t, b) (1 ~- ot (1)) + t ot (1). 

Daraus ersieht man,  dab (49) notwendig ist fiir die Giiltigkeit der obigen unteren  
Codel~ngenabseh/itzung. 

2. Daft (49) mit  (46) aueh hinreichend fiir diese Codel/ingenabseh/itzung ist, 
ergibt  sich folgendermaften: Mit ~[~, t] = ~1 • "'" • ist fiir e + b' < 1 

~[1, t] {~__1 ( 1 )K} b ' - -  , < _ j'd E , l > + (eomvl ) 

also 

1 1 ~[1, it] og ~1, tl > - -  K log 1 -- e -- b' 

- -  K l o g  (Sd~[1, t] I-l /K)} > s -~ b' - -  (oomplD). 

W/thlt man  nun  E speziell als 

E :  = {log/1 < b[e (MB,  t]) -4- t], . . . , l o g ~  < b[C(MB, t]) A- t]}, 

wobei sieh b in Abh/ingigkeit von t so ~ndere, dab 

b = b(t) = or(l)  

ist und  (49) und  (46) mi t  b (t) erfiillt bleiben, so gilt 

~B, t] (compl/~) -+ 0 (t --> ~ )  (glm. ffir P[1, t] ~ {PB, t]}); 

ferner  1/~gt sieh wieder K = K (t) wie im Beweis von Satz 10.3 so angeben, dab 

K (t) = or(l)  [C(M[1, t]) -I- t] 
und  

- -  K log (]  dp[1, t] [ -  l/K) > ~ d~[1, t] log [ (1  - -  ot (1)) 

ist. Beachte t  man  nun  noch, dab mi t  (49) fiir jedes ~ > 0 

sup f d~[1, tl log [(1 - -  or(l)) > C (M[1, t]) (1 - -  ~) - -  ~ t 

ist, sobald t hinreichend groft ist, so erh/~lt man  naeh Anwendung des Maximaleode- 
Satzes die behaupte te  Aussage. 

A n m e r k u n g :  In  den Beweisen dieses Paragraphen  ist nirgends yon  der 
speziellen Lage der Zei tpunkte  in Z Gebrauch gemacht  worden (das gleiehe gilt 
auch fiir die Beweise des w 8). Deshalb lassen sich die le tz ten S~tze auch ftir Zeit- 
r~iume mi t  Li ieken formulieren. Zieht man  dann  die Aussagen der S/itze 10.2 bis 
10.4 zusammen,  so ergibt  sieh die folgende Aussage: 

Es sei | ein Sys tem yon  endliehen Teilmengen J C Z, alas Mengen J mit  be- 
hebig groBer M/~chtigkeit [ J l enthal te .  Ferner  sei eine Serie { M v } ~ z  vorgegeben, 
u n d e s  gelte : Zu jedem e' > 0 existiert  ein ~ > 0 derart ,  dab fiir I C J e | mit  
I Z l < J I stots 

C (M z) < e' [C (Mj) A- ] J l ] (glm. ffir J e | 
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ist. Notwendig und hinreiehend daffir, dab ffir J e | 

[log N(Mj ,  e)--C(Mj)[  <ol j , (1 )[C(Mj)~- lJ  I ] ( l J l - ~ o o )  

gilt, sind dann die beiden folgenden Bedingungen zusammen: 

(a) Zu jedem b, c > 0 gibt es ein to > 0, so dab fiir J ~ ~ mit [ J[  > to 

1 ~ l o g N  My, <b[C(Mj)- t-IJI]  

gilt. 
(b) Far  jedes b > 0 gibt es ein to > 0 derart, dab fiir J E | mit [ J I > to 

Z sup f dp log~ > C (Mj) (1 -- b) -- b[J I 
veJ ~ve~iv {log~v<b[C(Mj)+]Jl]} 

gilt. 

w 11. Beispiele 

Die Bedeutung und St/~rke tier in den letzten Paragraphen betrachteten Be- 
dingungen wird zum Abschlu$ noeh dutch einige Beispiele erl/iutert. Insbesondere 
zeigt sich, dag es station/ire ged/iehtnisfreie Kan/ile gibt mit endlicher Kapazit/it 
C (M1), ffir die die starke Umkehrung des Coding-Theorems nieht gilt, und dab es 
nichtstation/ire ged/ichtnisfreie Kan/ile gibt mit gleiehm/i$ig beschr/~nkten Kapa- 
zit/iten C (My), ffir die das Coding-Theorem nicht erffillt ist. 

Be i s p i e l  11.1. (Beispiel [i~r eine nicht bedingt normkompakte Menge M, die 
der Bedingung (33) geni~gt.) 

Sei X = [Off], B der natfirliehe BK auf [0,1], X das Lebesguemag und 

M = {pr (] ---- 1, 2 . . . .  ), 

wobei pJ definiert sei durch die folgende Dichte: ffir 

dP2i [ 2 auf [(2 k --1)  (�89 2k(1) ~] ffir k = l  . . . . .  2t-1 
j----2i: dZ : =  0 sonst, 

k 

dp2t-1 dp2~ 
? ' = 2 i - - 1 :  d - ~ : = 2 - -  d~ " 

F a r  j l  * is ist  l lpJ ~ - P~~ --> 1, also ist  M nicht normtotalbeschr/inkt. M genfigt 
der Bedingung (39), folglich (33). 

A n m e r k u n g :  Ffir den yon {My:My-----M}vez erzeugten station/iren ge- 
d/ichtnisfreien Kanal gilt eine besonders scharfe Form des Coding-Theorems und 
der starken Umkehrung: 

1. Es ist 

denn es ist 
d; 

f d ~ l ~  f d~l~ dax--dZ 

und 

f f C ({p2~, p2i-1}) >= �89 dp2flog - ) ~  -t- �89 dP 2t-1 log d~ -- log 2 

C (M) = log 2, 

f da)<dq f dp~ < l o g 2  d~ log da x d~ ~ dp log da x d~ : ( ~ )  

(p~, p2t-1 ~ M). 
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2. Da p2~ und p2~-1 tr/~gerfremde WVen sind, ist sicher 

N(M[1,t], s) > 2t, also ]ogN(Mtl, t], s) > tC(M).  

3. Sei/9 ~ M[1, t], E e B[1, t] und 79 (E) > s. Dann ist 

2t  
(2 x .-. x ~) (E) > ~ - ,  folglieh hZ(M[1,t], s) < ~ - ,  

d .h .  

log2V(M[1,t], s) < tC(M) -- logs.  

In  den folgenden beiden Beispielen 11.2 und 1 1.3 bedeute X das halboffene Inter- 
vall [0,1), B den natfirliehen BK fiber [0,1), 2 das Lebes0uemal~; ferner sei TY 
die durch 

TY : x --> x -- y (rood 1) 

definierte Abbildung yon [0,1) auf sieh. Fiir WVen p0, p0,S sei 

p Y : = p ~ 1 7 6  M(p~ 
~ 0  s T Y  ~ -  pv, s: = / ~ ,  , M(pO,~) : {p~,S:ye[O,1) } 

gesetzt. Ffir die weiteren Konstruktionen machen wir Gebrauch yon dem folgenden 

Lemma. Sei po WV au/ [0,1) mit pO ~ ~. Dann gilt: 

1. 
C(M (pO)) < S dp o log dpO 

d~" 
2. Ist /i~r ein E E B 

p0<E) < fdpOlog  > s > 0 ,  
]g 

so existiert ein ~ ~ ~i (pO) und dazu sin E m i t  

< una S 7 > s. 

(Aus 1. und 2. ergibt sich noch C(M(pO)) -~ ]dp ~ log alTO/dR.) 

Beweisskizze. Zu 1. : Es ist 

f d~ f dp o C(M(p~ ~ s u p  d~log da• -- dp~176 d2 " 
p e ~ l ( p  ~ ) 

Zu 2.: Da M(pO)algr ~ ~ ist und ~(TuE ~j E - -  T Y E n E ) - + O  (y-+O) (glm. 
ffir E e B) gilt, ergibt sich mittels eines Skalentricks sofort die Normkompaktheit  
yon M(p~ genauer: Zu jedem s' > 0 gibt es ein n so, dab 

H P~ --  PY~ l[ < s' ist, falls ] Yl --  Y~ ] < 1 ist. 

Man tells nun [0,1) in Intervalle der L~nge 1In ein und nehme aus jedem der 
nTeilungsintervalle genau sin y, aus dem/- ten  Teilungsintervall y~. Mit Standard- 
iiberlegungen grit dann 

n ---~ 0 ,  
n ~= lp y' - -  2 
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also 

dpy~ ap~ ~> 0 
1 n d 2  

n i~=ldP y' 

t t ieraus entnimmt man, dab ffir jedes K > 0 

dpy, 
~ ~ f dpY'l~ 1 n 

i :  1F<E~yi.K) ~ k~__ ldpY~ 

gilt, wobei 

(2-stochastisch). 

f dpO log dpO 
d~ 

Wegen 

Sei 

{ [1  
dpo,~ s fiir x e 0, ~ ]  
d--T-(x) := 8 - 1  ( 1 )" 

1 s logs--1  ffir xE 81- i~ ,1  

M :  = U M(p~ 
se[e,~) 

Da 

y ' - ~ 0  ~ 
H po,8 _ ~ ]l s + : ;  o a n d  II py,8 _ po,811 , .  

(glm. fiir s e [e, ~ ) )  ergibt sich, dab M bedingt normkompakt ist und durch 
l t inzunahme yon ~ kompakt wird. Man errechnet ferner unter Benutzung des 
Lemmas: 

f dpO,8 C ( M ) - - - - s u p  dpO, Slog d z - = l "  

1 
- -  l og  s 

ist, erh/~lr man (ftir s log s ---- n ~ Z+) ( 1) 
N M, 1 -t- log s- ~= s log s, 

also gibt es noeh beliebig kleine s > 0 mit 

A n m e r k u n g  1. Die Menge M aus Beispiel 11.2 erftillt nieht die Bedingung 
(42). lVIithin gil~ ftir den yon {Mv:v ~ Z, My--= 3//-} erzeugten station/iren ge- 

mit  

F (E, Yi, K) : = T-Y' E (~ 1 ~= dpy, 

gesetzt sei. Mithin ergibt sich die Behauptung. 

B e i s p i e l  11.2 (Beispiel liar eine Menge M mit C(M) < oo und 

lira sup s log N (M, s) > 0). 
e-->0 
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dgchtnisfreien Kanal nach Satz 10.1 nicht die starke Umkehrung des Coding- 
Theorems. 

A n m e r k u n g  2. Genfigt eine Menge M' der Bedingung (31), so kann 

s log N (M', e) 

beliebig langsam mit s --> 0 gegen Null gehen, wie man nun ]eicht aus Beispiel 11.2 
entnimmt: 

Sei z. B. g eine G-Funktion mit  g (y)/y2 __> 0 (y -+ oo) und 

M ' :  = = 

I-Iierbei sei 

\ ~ - ]  + const (s) 

mit dpU'S/d~ aus Beispiel 11.2 und const(s) derart, dab 

= 1 

ist. Eine einfache Umrechnung liefert 

log ~ -  + c2, 
8 

(cl, c2 geeignete Konstanten > 0) 

also gilt (31) fiir M'. Ferner erhi~l~ man ffir ein c > 0 log N(M' ,  sj) ~ g-1 (c/sf) 
ffir eine Nullfolge {sj}. 

B e i s p i e l  11.3 (Beispiel liar eine Menge M mit log N(M,  s) = o(1/s) (s -~ 0), 
C ( i )  < r und sup ~ dP g (1 log/1 ) ~- oo fi~r ]ede G.Funktion g). 

p~M 
Die Konstruktion yon M verlgufL folgendermaBen: Wir geben zuersL eine WV 

p0 auf [0,1) an mi~ 

logN(M(p~ e ) = o ( 1 )  und C(M(pO))= f d p O l o g ~ - = o o .  

Mit l~ilfe yon po werden dann WVen p~ e (0, �89 erzeugt, ffir die 

f dpO, 8 sup dp ~ ~ log ~ < oo, 
se(OA] 

f s dP ~ p~ ([O, s]) SO~ O , aber l imsup dp ~ l o g ~ - ~ c o n s t > O  
s~->O [O,s] 

ist, und ffir die auBerdem das Wachstum der Dichten dp~ majorisiert wird 
(glm. ffir s z (0, �89 dureh das Wachstum yon dpO/d2. 

M : = u M (po, 9 
se(O,~] 

hat  die geforderten Eigenschaften. 

1. Konstruktion yon pO: Sei p die WV auf [0,1), die bestimm~ is~ durch 

- - ~ §  = e  ( O < e < l ) .  

Es ist 

C(M(p)) -~ dplog-~2 = ~ ;  
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denn da es mindestens exp { +  1/s - -  1} --  1 paarweise disjunkte Teilintervalle 
E C [0,1) der L/inge exp { - -  1/e + 1 ) mit  p Ty  (E) > el2 fiir wenigstens ein y E [0,1 ) 
gibL ist 

N ( M ( P ) , 2 ) +  1 > exp{  1 -  1}, 

deshalb ist C (M (p)) = .[dp log dp/d2 = c~, denn anderenfalls erffillte M (p) nach 
dem obigen Lemma  die Bedingung (34), unc[es w/ire somit logN (M (p), s) = o (l/e). 
Aus 

1 
p([O, x]) - -  1--1ogx 

ersieht man,  dab (dp/dA) (x) in einem Interval l  [0, c] monoton  f/illt und  ffir x > c 
gleichm/iBig beschr/inkt ist. Sei dp'/dA monoton  fallende WV-Dichte  in [0,1) mit  

dp' dp 
d~ (x) = ~ -  (x) ffir kleine x. 

Dann  ist 

alp'log ---- d ~  ~. l ~ - J  = o o .  

Nun gibt es sicherlich eine monoton  wachsende Funkt ion  m (y) ( ~  O) auf  R+ mit  
1 ~ m(y ) / y  --+ 0 (y --> oo), f/Jr die noch 

d~z m k d ~ } ] = c ~  

ist. Sei 

/ o ( x ) :  = m x + d ,  

Dann  ist 

und  f/it die durch 

definierte WV pO ist 

d>__0 derart ,  daB f d 2 / O = l  ist. 

[ d~z( /o )  = oo,  

dp ~ : = d]~/o 

p~ e x p { - - l  + l } ] ) = o ( e )  (s-+O) 

(also pO ([0, x]) = h (x)/(1 - -  log x) mit  ~ (x) -+ 0 (x -+ 0)). Da ]o monoton  f/illt, ergibt 
sich 

pO(E) = .[d2[O < .~d2/O = po ([0, 2(E)]) ( E e  B) .  
E [O,~(E)] 

Aus den letzten Zeflen erh/ilt man  f/Jr ]eden e-Code {(pi, El)}i = 1,..,~ yon M (pO) : 

~(~(E~)) 
e < pi(Ei)  < p~ ~(Ei)]) < 1 ~logM-(E~) ' 

mi thin  
1 (+)  (+)  

log ~.(Ede)) --  o , a l s o l o g N = < o  . 

Ferner  ist 

C ( M  (pO)) = .[ d2z ( [  o) = r162 
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2. Mittels pO bzw. 1o konstruieren wir nun M wie folgt: Sei C > 0 vorgegeben 
und ]o,s(0 < s < �89 definiert dureh 

{min(/O(x), Ks) ffir x e [0, s] 
]~ : = Rs fiir x e (s, 1)' 

wobei die Konstante Ks so bestimmt wird, dab 

f d,tz(/~ = C 
[0,s] 

ist (die Existenz einer derartigen Konstanten Ks ( >  1) fiir jedes s e (0, ~] folgt aus 
f dp ~ log ]0 --  co), die Konstante Ks nun so, dal3 

l ~  = 1 

ist (es is~ 0 ~ l[Ts < 2). Sei 

dp ~ : = d,t jo,s. 

Es gilt pO ([0, s]) -+ 0 (s --> 0) und daher naeh Konstruktion der Diehten ]o,s 

p~ s]) -+ 0 (s-+O). 

Damit ist folgendes gezeig6: Zu jedem 6 > 0 gibt es ein s mit 

p~ s]) < ~ und Sdp~ ~ -=- C,  
[o,s] 

oder anders: zu jedem 8 > 0 gibt es ein s und dazu ~ e _~I(p ~ und/~  (aus dem 
Definitionsbereieh yon ~5) mit 

~(#)  < 8 und y d ~ l o g / ~  C 
Z 

(vgl. Lemma). Die Menge 
M : = W M (pO,,) 

s e(0, { ]  

geniigt also nieht der Bedingung (31). Es ist ferner 

C (M) = sup .[dp ~ log l ~ < sup f dp ~ log l o,s + log 2 = C + log 2. 
se(o,�89 se(o,{] [o,sl 

Zu zeigen ist noch 

l o g N ( M , e )  : o (+) .  

Dies folgt daraus, dal~ ffir jeden e-Code {(p~, EI)}i=l ..... iv yon M 

s < p~(E~) <= pO(E4 + 2~ (E~) < pO([ 0, 2 (E~)]) + 21(E4 
~(~(E4) (~_) 

1 -- 1~ ~((E{) + 2 2 (E), also log N ~ o 

ist. Durch Vergleieh mit  dem letzten Beispiel sieht man noch, da6 die hier kon- 
struier~e Menge M ebenfalls bedingt normkomloakt ist und durch Hinzunahme 
yon ~ kompakt  wird. 

B e i s p i e l  11.4 ( Beis p i d  ]i~r einen nichtstationSr en gediichtnis/reien Kanal  mit  

C(Mv) = 1 (v >= 1) uncl lira sup + l o g  N (Mo,  t ], s) ~ 0 (0 < s < 1)). 
t - > c o  
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Sei M die in Beispiel 11.2 betraehtete  Menge. Es ist 

C ( { p e M : l l p - - 2 1 l  < d} )=  l f i i r j e d e s d > 0 .  

Ffir v > 1 setze man  

i v :  = {p M: IIP-- zlI < 2 - q .  
oo 

1--[ • My ist bedingt  no rm kom pa k t  (jedes My ist normtotalbesehrKnkt,  also auch 
v = l  

jedes P roduk t  M[1, t], und  es grit 

oo ~ oo t - + c o  

Durchm (1~ • Mv) <= z., Durchm (My) < ~, 2-v -----> 0). 
V = t  v = t  V = I  

Folglich ist (nachw 3) 

u n d w e g e n  

sicherlich 

Aber  es ist 

N(I~• My, e) < ~ (0 < e < 1) 

r  

log N (M[1, t], e) < N (1--[ • My, e) 
V = I  

1 
lim sup ~- log N (M[1, t], s) = 0 

t ----> ~o 

C (M[1, t]) = t C (M1) = t .  

(0 < s < 1). 

Das  Coding-Theorem gilt also nicht.  

A n m e r k u n g :  Setzt  man  mit  M aus Beispiel 11.3 

My: = { p e M  : l i p -  ~11 < 2 - v }  (v > 1), 

so ist C(Mv) > C > 0 (v > 1) (C die Kons tan te  aus Beispiel 11.3). Wie in Bei- 
spiel 11.4 ist das Coding-Theorem ungfiltig. I )a  die Bedingung (45) erffillt ist, ist 
nach Satz 10.4 die Bedingung (49) verletzt. 
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